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Anotace

V nasi préaci se zabyvame diskretizovanou tlohou tvarové optimalizace pruzného télesa
v jednostranném kontaktu. Nasim cilem je rozsitit soucasné vysledky pro pripad kontaktu
se tfenim popsanym Coulombovym zakonem. Matematicky model problému s Coulom-
bovym tfenim vede na feSeni kvazivaria¢ni nerovnosti. Pro maly koeficient t¥eni bylo
dokézano, ze diskrétni tiloha s Coulombovym tfenim ma jediné feSeni a toto TFeSeni je
popséano lipschitzovskou funkei fidici proménné popisujici tvar pruzného télesa. Uloha
tvarové optimalizace patii do tfidy tdloh nazyvanych Matematické programy s rov-
novaznym omezenim (MPEC). Diky jedinému fesen{ diskrétni ilohy pro fixovanou fidici
proménnou, muzeme pouzit tzv. pfistup implicitniho programovéni (Implicit program-
ming approach). Jeho hlavni myslenkou je minimalizace nehladké funkce slozené z cilové
funkce a jednoznacného zobrazeni, které #idici proménné piifazuje stavovou proménnou.
feSenych v odborné literatuie. Zobecnéni podobnych vysledki tudiz neni mozné. Nage
numerické experimenty ukazuji efektivnost a spolehlivost naseho pristupu. Nas postup
je poté zobecnén i pro feSeni dlohy tvarové optimalizace 3D kontaktni ulohy s Coulom-
bovym tfenim.

Abstract

We are dealing with a discretized problem of shape optimization of elastic bodies in uni-
lateral contact. The aim is to extend the existing results to the case of contact problems
following the Coulomb friction law. Mathematical modelling of the Coulomb friction
problem employs quasi-variational inequality. It is known that for small coefficients of
friction, the discretized problem with Coulomb friction has a unique solution and that
this solution is Lipschitzian as a function of a control variable, describing the shape of the
elastic body. The shape optimization problem belongs to a class of so-called mathema-
tical programs with equilibrium constraints (MPECs). The uniqueness of the equilibria
for fixed controls enables us to apply the so-called implicit programming approach. Its
main idea consists in minimization of a nonsmooth composite function generated by the
objective and the (single-valued) control-state mapping. In our problem, the control-
state mapping is much more complicated than in most MPECs solved so far in the
literature, and the generalization of the relevant results is by no means straightforward.
Our numerical experiments illustrate the efficiency and reliability of our approach. Our
approach is followly generalized for shape otimization problem of 3D contact problem
with Coulomb friction.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivace a cile prace

Na pracovisti, kde prace vznikala, tj. Katedfe aplikované matematiky na Fakulté elek-
trotechniky a informatiky Vysoké skoly banské - Technické univerzity v Ostravé se jiz
dlouho zabyvéame fesenim kontaktnich tloh bez tfeni i se tfenim (zadanym i Coulom-
bovym, které 1épe popisuje danou tlohu). Pro tento typ tloh vyuzivame fadu rychlych
fe§icu obvykle zalozenych na metodé pevného bodu. Pii feSeni téchto stavovych kon-
taktnich uloh, které nejsou obecné spojité diferencovatelné, muzeme vyuzit prechodu od
primérn{ ilohy, jejichz proménné maji vyznam posunuti, k dudlni tloze, jejiz proménné
maji vyznam te¢nych a normélovych napéti (viz [10], [8]), a tim se dostaneme k (hladké)
uloze kvadratického programovani s rovnostnimi a nerovnostnimi omezenimi (pro reseni
tohoto typu tloh viz [9]). Jinou moznosti je vyhlazeni puvodni nehladké tlohy. Tyto
piistupy pouzivame pii feSeni naSich grantovych projekti nebo i pro feSeni nékterych
prumyslovych aplikaci, napi. pii modelovani tvafeni kovu, kde dochézi ke kontaktu ko-
vadla a polotovaru. Dalsi problematika, kterd nas zajima je tvarova optimalizace téchto
typu tloh. Tyto tdlohy lze obecné modelovat ve tvaru Matematickych programu s rov-
novaznymi omezenimi (Mathematical Programs with Equilibrium Constraints, zkrécené
MPEC). Matematicky program s rovnovaznymi omezenimi je v nékterych piipadech
specidlni typ dvouroviiového problému (bilevel program), tj. optimalizacni tlohy, jejiz
mnozina proménnych je rozdélena do dvou vektoru x a y. Optimaliza¢ni dloha na ,,dolni“
urovni spo¢iva v hleddni minima funkce fo(x,y), kterd je fizena (parametrizovana) vek-
torem x. Reen{ této tlohy, tj. vektor, ve kterém nabyvé funkce fo svého minima na-
zveme z. Vektor x je feSenim optimalizacni tlohy na ,horni“ drovni, tj. ve vektoru x
nabyva svého minima funkce fi(x,z). V pfipadé MPECu je tuloha na ,dolni* drovni
casto popsana zobecnénou rovnosti. Nékteré problémy tvarové optimalizace kontaktnich
tloh bez tfeni jsme schopni efektivné fesit jiz pomérné dlouho a pii jejich feseni muzeme
prevést danou ilohu na minimalizaci hladkého funkcionalu, pro kterou existuje mnoho
rychlych algoritmu (viz [11] nebo [41]). Jind situace nastava pii feSeni problému tvarové
optimalizace kontaktnich loh se tfenim. Tento typ problému jiz obvykle nejsme schopni
resit pomoci algoritmu pro hladkou optimalizaci. V této praci budeme vyuzivat postupy
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pro feseni MPECH k feSeni uloh tvarové optimalizace kontaktnich problému s Coulom-
bovym tfenim. Pro numerické feseni pouzivame metody vhodné pro feSeni iloh nehladké
optimalizace. Pro jejich robustnost a spolehlivost jsme zvolili bundle trust metody. Déle
nas bude zajimat specifikace podminek optimality pro tyto tlohy.

Cilem této prace je
(i)  vytvoreni numerické metody pro feseni 2D tlohy tvarové optimalizace kontaktni
ulohy s Coulombovym tfenim (tento cil byl dosazen a prezentovan v [3]),
(ii)  navrzeni alternativniho postupu pro citlivostni analyzu 2D dlohy tvarové optima-
lizace kontaktni tilohy s Coulombovym tifenim,
(iii)  rozsifeni postupu z bodu (i) na 3D kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim.

1.2 Historie

Nyni se kratce podivejme na cestu vedouci k moznosti fesit tlohy tvarové optimalizace
s Coulombovym tfenim. Nejprve se sezndmime s predchudci matematickych programu
s rovnovaznymi omezenimi a vyvojem v oblasti varia¢ni analyzy, dédle se podivdme na
vyvoj numerickych metod, ktery vedl ke vzniku metod pouzitych pro nase tlohy. Nez
se zatneme podrobnéji vénovat MPECUm, podivame se stru¢né na cestu k tomuto typu
dloh. Jiz jsme se zminili, ze nékteré MPECy jsou specidlnim pfipadem dvouiroviiovych
dloh. Tyto 1lohy byly poprvé formulovany v roce 1934 H. F. v. Stackelbergem jako po-
pis trhu (viz [40]) a ndsledné byly tyto formulace pouziviny v teorii her. Pozdéji byly
dvouuroviové tdlohy vyuzity pii popisu nékterych tloh optimélniho fizeni. Tyto tlohy
byly FeSeny pfi praci s inzenyrskymi a fyzikalnimi problémy, kde formulace problému
na ,,dolni“ rovni modeluje dany fyzikalni jev. Tento fyzikalni jev byva casto popisovan
variaéni nerovnici. Prvni pokusy o Fizeni tdloh, které jsou na ,dolni“ trovni popsiny
variaénimi nerovnicemi se objevovaly od zac¢atku 70. let minulého stoleti v pracech [1],
[26] a [29]. Tyto variaéni nerovnice lze zapisovat téz pomoci zobecnénych rovnosti a tim
se dotavame k formulaci pomoci MPECu. Samotné slovo ,,rovnovazné“ se v MPECu
objevuje pravé diky tomu, ze variacni nerovnice popisujici tlohu na ,,dolni“ irovni mo-
deluji rovnovazny stav daného fyzikdlniho jevu (napf. rovnovahu sil u mechanickych
uloh). MPECy se zabyva mnoho praci. Rozsahlé mnozstvi informaci, zejména popis nu-
merickych metod feseni MPECU a ovéfovani splnéni podminek optimality nalezenych
feseni lze nalézt v [27]. Mnoho tloh, které jsou formulovény jako MPEC je feseno v [32].
Pozdéji se rozsitila mnozina tloh s rovnovaznymi omezenimi, jez bylo mozno #idit. Po-
stupné bylo mozné ridit nejen problémy, jez jsou popsany varia¢nimi nerovnicemi prvniho
i druhého druhu, ale i dlohy popsané kvazivariaénimi ¢i hemivariacnimi nerovnicemi.
Toto rozsifeni oblasti varia¢nich nerovnic, které je mozné fidit umoznil postupny vyvoj
varia¢ni analyzy. Varia¢nimi nerovnicemi popisujicimi kontaktni ilohy s Coulombovym
tfenim se zabyva [13]. Ulohy formulované jako MPEC miizeme pouzit k popisu tloh tva-
rové optimalizace, tj. Uloh, kde fidici proménnd urcuje tvar télesa, na kterém pocitame
stavovou tlohu. Podrobné o téchto tlohdch viz [19].

Pro samotné feSeni stavové tlohy, tj. kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim je nutné
prejit od spojité formulace k jeji diskrétni verzi. Tato diskretizace je provedena pomoci
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metody koneénych prvkia. O metodé koneénych prvku lze nalézt vice v [43]. Numerické
metody, které pouzivame pro feSeni stavové 1lohy jsou zalozeny na rozs§tépené varianté
metody pevného bodu (viz [17]). Timto zpusobem fesime postupné kontaktni ilohy se
zadanym tfenim, jejichz feSeni je zalozeno na dudlni formulaci puvodni tlohy, tim se do-
staneme od nehladké tilohy (nehladkost je zpusobena piispévkem od élenu se zadanym
tfenfm na kontaktni hranici) k (hladké) tloze kvadratického programovéni. Uloha se
zadanym t¥enim a jeji fesenf je diskutovéno napf. v [15]. Jinou moznosti, jak fesit danou
ulohu je aproximace variaéni nerovnice varia¢ni rovnici a déle regularizace (nehladkého)
tfeciho ¢lenu. Tato moznost je podrobné dokumentovéna v [12]. Jeji pouziti vSak neni pro
numerické ucely prilis efektivni. Dal§i moznosti, jak hledat feSeni kontaktniho problému
s Coulombovym tienim, je kombinace metody postupnych aproximaci a piimé FeSeni
kontaktni ulohy se zadanym tifenim pomoci nékteré z metod vhodnych pro nehladkou
optimalizaci (viz [2]). Tento zpusob funguje pomérné spolehlivé, ale v rychlosti nemuze
v zéddném piipadé souperit s metodou zalozenou na dudlni formulaci.

Nyni se podivejme jesté na vyvoj algoritmu vhodnych pro nehladkou optimalizaci, tj. al-
goritmu optimalizujicich funkce, jez nejsou spojité diferencovatelné a ktery vedl k bundle
trust metodam pouzivanych pii feSeni naSich iloh. Tyto metody potfebujeme pro praci
s MPECy. Prvnimi metodami, které se pouzivaly pro feseni nehladkych problému byly
subgradientni metody. Subgradientni metody byly vyvinuty jiz v roce 1962 sovétskym
matematikem N. Z. Shorem a poprvé byly publikovany v [39]. Jeden z prvnich po-
drobnych popist metody spolu s diskusi rychlosti konvergence metody byl uvefejnén
v [14]. Tyto metody jsou zalozeny na metodé nejvétsiho spadu, ve které je gradient
nahrazen jednim libovolnym subgradientem. Pro své nedostatky (neexistence implemen-
tovatelné ukonc¢ujici podminky a malé rychlost konvergence zptusobena zejména nutnosti
volit délku kroku a priori) mély pouze omezené pouziti. Dalsi metody, které jsou opét
zalozeny na metodé nejvétsiho spadu, se objevily roku 1975, kdy byly poprvé publikovany
bundle metody (svazkové metody), které vyuzivaji znalosti jednotlivych subgradientu
z predchozich iteraci shrnutych v tzv. svazku. Tyto metody byly nezavisle vyvinuty
C. Lemarechalem a P. Wolfem (viz [25] a [42]). Implementaci v programovacim jazyce
Fortran provedl C. Lemarechal v roce 1980, tento kod byl nazvan M1FC1. Tento algorit-
mus ma jiz implementovatelnou ukoncéujici podminku a jeho rychlost konvergence je vyssi
nez u subgradientni metody. Ale i kdyZ pro urceni délky kroku lze pouzit line search,
objevuji se i pfi ném nékteré problémy, které zpusobuji v nékterych pripadech nestabi-
litu algoritmu. Smér nejvétsiho spadu je urcen na zakladé celého svazku subgradientu
a numericky vede k feSeni tdlohy kvadratického programovéani. Dopfedu je nutné volit
velikost okoli bodu, kde predpokladdame ,,dobrou* shodu minimalizované funkce a jejiho
modelu zaloZzeného na znalosti svazku subgradienti. Jinou moznosti je vyuzit pro mini-
malizaci cutting plane method (viz [21]). Tuto metodu pouzijeme pro aproximaci funkce
zalozené na znalosti svazku subgradientu z predchézejicich iteraci. Tento postup pouzil
K. C. Kiwiel (viz [23]). Numericky tato metoda opét vede k Feseni tlohy kvadratického
programovani. Nevyhodou vyse uvedeného postupu je opét urcovani délky kroku, pfti
kterém je zase nutné jednu konstantu volit a priori (v tomto piipadé jde o konstantu pe-
nalizujici ptili§ dlouhé kroky). Problémy s volbou kroku vyftesilo az pouziti trust region
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metody, kterd odstranuje nutnost volit nékteré parametry pfi volbé délky kroku a priori.
Jeji kombinaci s budle metodou dostaneme velmi robustni metodu pro feseni nehladych
dloh - bundle trust metodu. Bundle trust metody byly vyvinuty H. Schrammovou a
J. Zowem v roce 1992 (viz [37], [38] a [33]).

1.3 Vyznam

Moznost fesit tlohy tvarové optimalizace pro kontaktni tlohy s Coulombovym tienim
nabizi Sirokou Skalu nasledného vyuziti. Jednak je to navrh optimdlnich tvarecich a
obrabécich ndstroju, pii jejichz pouziti dochézi ke tFeni mezi nstrojem a zpracovavanym
polotovarem. Jako priklad lze uvést navrh tvaru kovadla, které ma tvaret polotovar na
vykovek predepsaného tvaru. Jinou moznosti je ndvrh tvaru prumyslové zehlicky, kterd
m4 pusobit na materidl pfedem stanovenou normalovou silou v pfedepsaném misté. Jinou
moznosti je ndvrh optimdalniho tvaru technickych néstroju, napf. ndvrh optimélniho
tvaru klice, ktery bude puisobit rovnomérné na kovovou matici p¥i jejim utazeni. Resen{
tohoto typu uloh lze vyuzit i v lékaistvi. P¥i modelovani interakce mezi svaly a kostmi
¢i klouby lze popisovat svaly a naptiklad klouby jako systém téles mezi nimiz dochézi
ke kontaktim s Coulombovym tfenim. Pomoci naseho aparatu tak muzeme napiiklad
navrhovat optimalni tvar umeélého kloubu ¢i protézy nékteré z koncetin.

1.4 Struktura prace

Nyni se blize sezndmime se ¢lenénim této prace. Ve 2. kapitole se sezndmime se zaklady
nehladké analyzy potiebné pro praci s funkcemi, které nejsou spojité diferencovatelé,
zejména si zde zavedeme pojmy Clarkeova kalkulu, ktery je vhodny pro numerické
feSeni nehladkych problému a na némz je postavena bundle trust metoda. Krétce se
podivame i na Morduchovi¢uv kalkul. Dale nas budou zajimat zakladni vlastnosti po
castech spojité diferencovatelnych funkci, se kterymi budeme pracovat v nésledujicich
kapitolach. Poté se budeme zabyvat moznostmi feSeni nékterych nehladkych problému
nepfimymi metodami zalozenych na odstranéni nehladkosti a pfevedenim na hladkou
ulohu. Nakonec se podivame na piimé metody feseni nehladkych tloh, vice se zaméifime
na popis bundle trust metody. Ve 3. kapitole se budeme vénovat popisu a moznostem
feSeni nasi stavové tlohy, tj. kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim. Uvedeme si dvé
moznosti feSeni. Jedna je zalozena na aproximaci varia¢ni nerovnice popisujici stavovou
dlohu a regularizaci ¢lenu se tfenim, druha vyuzivd metody pevného bodu a principu
duality. Ve 4. kapitole se budeme podrobnéji zabyvat MPECy a jejich feSsenim. Také
se zde objevi zpusob feseni MPECu popisujiciho tlohu tvarové optimalizace, podrobné
se seznamime s citlivostni analyzou lohy vedouci k nalezeni jednoho ze subgradientu
v libovolném bodé z definiéniho oboru minimalizované funkce, ktery potiebujeme pro
bundle trust metodu pouzitou k numerickému feseni tlohy. V 5. kapitole se objevi nu-
merické experimenty pro 2D tvarovou optimalizaci kontaktnich dloh s Coulombovym
tfenim. Seznamime se s feSenim nékterych uloh a na zavér ovérime splnéni podminek
optimality nalezenych feseni. V 6. kapitole pak naznac¢ime moznost, jak postupovat pii
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feSeni 3D 1loh tvarové optimalizace s Coulombovym tfenim, zejména se budeme vénovat
citlivostni analyze danych tloh.

1.5 Pouzité znaceni

Specialni symboly

g
A

Prostory

Mnoziny

25

conv S

cl S

B

S|
argmin, ., f ()
[a, 0]

(a,b)

konec dukazu
konec piikladu

redlny n—rozmérny prostor
prostor realnych cisel
prostor prirozenych ¢éisel

polarni kuzel ke kuzelu K

Clarkeuv teény kuzel k mnoziné Q v bodé x

teény (kontingenéni) kuzel k mnoziné €2 v bodé x

Clarketiv normalovy kuzel k mnoziné 2 v bodé z

reguldrni (Fréchetuv) normélovy kuzel k mnoziné Q v bodé z

limitn{ normalovy kuzel k mnoziné € v bodé =

standartni normalovy kuzel k mnoziné ) ve smyslu konvexni analyzy

mnozina vSech podmnozin mnoziny S

konvexni obal mnoziny S

uzaveér mnoziny S

jednotkova koule

kardinalita mnoziny S

mnozina v8ech x, ve kterych nastava minimum realné funkce f
uzavieny interval v R

otevieny interval v R

Matice a vektory

Aij
[[v]|

prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci matice A
eukleidovské norma vektoru v
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Funkce

Vf(z)
JF(z)
fO(z;v)
of ()

Prostory funkci
C%!([a, 0])

L*(Q)

D%y

H'(Q)

W/

gradient redlné funkce f : R™ — R v bodé z € R"

Jacobian redlné funkce F': R" — R™ v bodé x € R"

Clarkeova zobecnénd smérova derivace funkce f v bodé x ve sméru v
Clarkeuv zobecnény gradient funkce f v bodé z

Clarkeuv zobecnény Jacobidn vektorové funkce F' v bodé x
Morduchovi¢uv subdiferencial funkce f v bodé z

pseudodiferencial funkce f v bodé z

reguldrni koderivace multifunkce ® v bodé (a, b)

inverze funkce f

prostor lipschitzovsky spojitych funkei na [a,b] C R
prostor méritelnych funkei integrovatelnych s kvadratem

— 8‘(1'% . n _ o
Dau—m, u: R —>R, O[—(Oél,...,Oén) |a|—a1+...an

1
HY(Q) = {v e L*(Q)|D% € L?(Q), |a| =1}
dudlni prostor k prostoru W

Kontaktni tiloha se zadanym trenim

QC R? (R?)

rovinné pruzné téleso

hranice télesa 2

hranice s Dirichletovskou podminkou

hranice, na kterou pusobi povrchové sily F'

kontaktn{ hranice

symetricky tenzor napéti

linearizovany tenzor deformace

koeficient tfeni

matice tuhosti v diskrétni formulaci kontaktniho problému se zadanym tfenim
vektor sil v diskrétni formulaci kontaktniho problému se zadanym tfenim

Uloha tvarové optimalizace

J

(64

Uad

Zkratky
MPEC

BP

cenovy funkcional
diskretizovana ridici proménna
mnozina pripustnych fidicich proménnych

Mathematical program with equilibrium constraints
(Matematicky program s rovnovaznymi omezenimi)
Bilevel Problem (dvotroviiova tloha)
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IPA
PC!

GE
VI
QVI

Implicit programming approach (tiloha implicitniho programovéni)
Piecewise continuous differentiable function

(po ¢éstech spojité diferencovatelnd funkce)

generalized equation (zobecnénd rovnost)

varia¢ni nerovnost

kvazivaria¢ni nerovnost



Kapitola 2

Nehladky kalkul a algoritmy
nehladké optimalizace

V této kapitole se zblizka podivame na zdkladni nastroje potifebné pro préaci s funkcemi,
které nejsou spojité diferencovatelné. Podrobnéji se podivame na rozsiteni klasického
diferencidlniho poctu pro spojité diferencovatelné (hladké) funkce. Toto rozsifeni nam
piindsi Clarkeuv kalkul zavadéjici zobecnény gradient i v bodech funkce, kde uvazovana
funkce neni spojité diferencovatelnd. Clarkeuv kalkul je pro své vlastnosti vhodny k al-
goritmizaci hledani minima funkci, jez nejsou spojité diferencovatelné. Jinym kalkulem,
ktery je vhodny pro préaci s nehladkymi funkcemi je Morduchovi¢iv kalkul. Ten ndm
umoznuje ,,prisnéjsi“ ovéreni podminek optimality. Mnoho informaci o téchto kalkulech
lze najit v [5] a [35]. Nakonec se podivdme na moznosti feseni nékterych nehladkych
problémt. Bud’ nepiimo prevedenim na hladkou tlohu anebo pifmo pouzitim nékterého
z algoritmu vhodného pro nehladkou optimalizaci.

2.1 Nehladka analyza - Clarketv kalkul

Nyni se seznamime s nékterymi zakladnimi pojmy z oblasti nehladké analyzy.

Definice 2.1.1 Necht mnozina M C R", funkce f : R® — R a K je nezdporné
redlné ¢islo:

(i) Necht pro funkci f je splnéna podminka |f(z')— f(z")| < K||z'—2"|| Va', 2" € M.
Pak rekneme, Ze funkce f je lipschitzovsky spojitd (s modulem \) na mnoziné M.

(ii) Necht pro funkci f je splnéna podminka 3 > 0: |f(z") — f(2")| <

< K||o'=2"|| Vo', 2" € x+eB. Pak tekneme, Ze funkce f je lipschitzovsky spojitd v okoli
bodu x € R"™ (s modulem \).

11



KAPITOLA 2. NEHLADKY KALKUL A ALG. NEHLADKE OPTIMALIZACE 12

(111) Necht funkce f je lipschitzovsky spojitd v okoli kaZdého x € R™. Pak Tekneme,
Ze funkce f je lokdlné lipschitzovsky spojitd na R™.

Nésledujici teorém nam déva informaci o ,,velikosti“ podmnoziny defini¢niho oboru,
kde neni diferencovatelna lokalné lipschitzovsky spojitd funkce na R™.

Teorém 2.1.1 Rademacher Necht funkce f : R" — R je lokdlné lipschitzovsky
spojitd na R™ a necht D = {x € R"|f je diferencovatelnd v x}. Potom Lebesguova mira
w mnoziny bodu, ve kterych funkce f neni diferencovatelnd, tj. mnoziny (R™ \ D), je
nula.

Dukaz V [34]. O

Nyni si zavedeme zdkladni pojmy Clarkeova kalkulu.

Definice 2.1.2 Necht funkce f : R" — R je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x
a necht v je vektor v R"™. Clarkeova zobecnénd smérovd derivace funkce f v bodé x ve
sméru v, kterou znacime fO(x;v) je definovdna predpisem

fo(fL"U) = lim sup fly+tv) — fy)
7 y—x,t0 t ’

kde y je vektor v R™ at je kladné redlné cislo.

Definice 2.1.3 Nechf funkce f : R™ — R je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x.
Clarketv zobecnény gradient funkce f v bodé xz, ktery znacime Of(x), je mnoZina

Of(z) = {¢ € R"|f*(z50) > (¢, v)vv € R"}.
Proky 0f(x) nazgvame Clarkeovymi subgradienty funkce f v bodé x.

Poznamka 2.1.1 Jestlize funkce f je spojité diferencovatelna v bodé z, pak
foz;0) = f(z;v) = (Vf(x),v), Yo € R" a z toho vyplyva df (z) = Vf(x).

Vztah mezi Clarkeovou smérovou derivaci a Clarkeovym zobecnénym gradientem
popisuje nasledujici véta.

Véta 2.1.1
Yo € R": fO(x;v) = max{(¢C,v) : ¢ € df(z)}.
Dikaz V [32]. O

Diky Rademacherovu teorému (u lokélné lipschitzovsky spojitych funkci mame zaruc¢enu
diferencovatelnost témér vsude ve smyslu Lebesguovy miry) mame také jinou moznost,
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jak zkonstruovat Clarketuv zobecnény gradient.

Teorém 2.1.2 Necht funkce f : R™ — R je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x.
Potom

df(x) = conv {'lim Vi) | i — x, z; ¢ Qf},

71— 00

kde Q2 = {x € R"|f nend diferencovatelnd v x}.

Dikaz V [32)]. 0

Pro hledani lokalnich extrému funkci, které nejsou spojité diferencovatelné, potiebujeme
nastroj, ktery nam umozni rozpoznat, zda funkce f ma v bodé x lokalni extrém. To nam
poskytuje nésledujici véta.

Véta 2.1.2 (O lokdlnim extrému) Jestlize funkce f, kterd je lokdlné lipschitzov-
sky spojitd na R"™, nabyjvd v bodé x svého lokdlniho maxima nebo minima, potom plati

0€df(x).
Ditkaz V [5]. O

Body spliiujici vyse uvedenou podminku nazyvame Clarkeovymi stacionarni body
optimalizacni ilohy

min f(x),
zcR" (=)

kde funkce f je lokalné lipschitzovsky spojitd na R™.

Pro praci s lokédlné lipschitzovsky spojitymi funkcemi na R™ budeme potiebovat jesté
nékteré dalsi poznatky z nehladkého kalkulu. S nimi se setkdme nyni.

Definice 2.1.4 O funkci f rekneme, Ze je requldrni v bodé x, pokud splriuje ndsledujict
podminky:
(i) Ezistuji smeérové derivace f'(x;v) pro vsechny vektory v.
(ii) Plati rovnost f'(x;v) = fO(x;v) pro vsechny vektory v.

Teorém 2.1.3 (O derivaci slozené funkce) Necht mdme funkce h : R™ —
R" a g: R" — R a sloZenou funkci f = g o h. Slozky funkce h oznacime h; (i =
1,...,n). Predpokladejme, Ze kazdd slozka h; je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x a ddle
predpokladdme lipschitzovskou spojitost funkce g v okoli bodu h(x). Clarkeuv subgradient
a funkce g v bodé h(x) je n-rozmérny vektor o = (a1, v, ..., o). Potom plati

df(x) C conv {Z ;G 1 ¢ € Ohi(x), a0 € Og(h(x))} .

i=1
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Rovnosti misto inkluze je dosaZeno pti splnéni ndsledujici podminky:
Funkce g je regularni v bodé h(x), kazdd h; je reguldrni v bodé = a kazdy prvek a zo-
becnéného Clarkeova gradientu 0g(h(z)) md nezdporné slozky.

Ditkaz V [5]. O

Podobné jako jsme dosud pracovali s redlnymi funkcemi f : R™ — R, muzeme
pracovat i s redlnymi vektorovymi funkcemi F': R™ — R™. Zejména nds bude zajimat
roz§ifeni pojmu zobecnéného gradientu na takovéto funkce.

Definice 2.1.5 Necht vektorovd funkce F : R"™ — R™ je lipschitzovsky spojitd
v okoli bodu z (tim mdme na mysli, Ze kazdd slozka funkce F(z) = [F*(z), F?(z),...,F™(z)],
tj. kazdd funkce F'(x), je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu = ). Clarkeiv zobecnény Ja-
cobidn funkce F' v bodé x, ktery znacime OF (x), je podmnoZinou R™*™ (prostor matic
[m x n]) definovanou predpisem

OF (z) = conv {lim JF(x;) | x; — x, x; ¢ QF},

kde Qp = {x € Q|J F(z) neexistuje }.

Dalsi dulezitou vlastnosti funkce, kterou vyuzijeme v dalsich kapitolach, je polo-
hladkost, ktera souvisi se vztahem mezi smérovou derivaci vektorové funkce F' a jejim
Clarkeovym zobecnénénym Jacobidnem.

Definice 2.1.6 O funkci f : R™ — R"™ tekneme, Ze je polohladkd v bodé x, jestlize
funkce f je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x a ddle plati, Ze pro viechny v € R"
existuje limita

lim {Vo'}.
Vedf(z+tv')

v/ —w,t|0

O funkci f: R™ — R'™ tekneme, Ze je slabé polohladkd v bodé x, jestlize funkce f je
lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x a ddle plati, Ze pro vSechny v € R"™ existuje limita

lim {Vu}.
Vedf(xz+tv)
t10

Je ziejmé, ze polohladkost funkce v bodé implikuje slabou polohladkost. Vztah mezi
Clarkeovym zobecnénym Jacobidnem a smérovou derivaci vektorové funkce F' popisuje
nasledujici véta.
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Véta 2.1.3 Nechf funkce F : R" — R™ je slabé polohladkd v bodé x. Potom
smérovd derivace

F'(z;v) = lim Flo+tv) = Flz)
’ t10 t

existuge pro viechny v € R"™ a plati

F'(x;v) = lim {Vu}.
VEIF (z+tv)
t10

Duakaz V [32]. 0
Pozdéji vyuzijeme jesté nasledujici lemma popisujici skldadani spojité diferencovatelné
a polohladké funkce.

Lemma 2.1.1 Necht xy € R", funkce h : R — R™ je polohladkd v xo a funkce
g : R™ — R je spojité diferencovatelnd na okoli h(xy). Potom plati, Ze funkce f(z) =
g(h(x)) je slabé polohladkad v xg.

Diikaz V [32)]. 0

Pro stanovovani podminek optimality tloh omezené optimalizace je nyni potiebné
zavést dva dalsi pojmy a to Clarkeuv tecny a Clarketv normalovy kuzel.

Definice 2.1.7 Necht mnozina Q je podmnoZinou R™ a bod x € Q. Potom Clarketiv
tecny kuzel k mnoziné Q v bodé x, ktery oznacujeme jako Tq(x), definujeme predpisem

Ta(z) = {ve R" | distd(z;v) = 0},
kde disto(z) = infycq ||z — y||.

Definice 2.1.8 Necht mnozina Q je podmnoZinou R™ a bod x € Q. Potom Clarketiv
normdlovy kuzel k mnoziné Q v bodé x, ktery oznacujeme jako N q(x), definujeme predpisem

No(z)={C € R" | ({,v) <0VveTq(x)}.

S vyuzitim Clarkeova normalového kuzelu muzeme zavést podminku optimality pro
ulohu omezené optimalizace.

Teorém 2.1.4 Necht Q je uzaviend podmnoZina R"™ a x € Q. Ddle necht funkce
f: R™ — R" je lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x a necht bod xz je (vdzané) lokdini
minimum funkce f na mnoziné Q). Pak plat{

0 € df(z) + No(a).
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Ditkaz V [5]. O

Body spliujici vyse uvedenou podminku nazyvame Clarkeovy stacionarni body op-
timalizacni 1ilohy

min f(z).

e

2.2 Nehladka analyza - Morduchovicav kalkul

Nejprve si pro nase tcely zavedeme dvé mnozinové limity.

Definice 2.2.1 Pro posloupnost {C;},c i podmnozin patricich do R" je vnéjsi limita
definovdna jako mnozina
limsup C; = {z| Jz; — =, z; € C;}.
1—00

Vnitrni limitou pak nazveme mnozZinu

lim inf C; = {z| Va; — =z, z; € C;}.

S vyuzitim téchto limit nyni zavedeme dalsi skupinu teénych a normalovych kuzela.
Diky nim muzeme zavést dalsi definici zobecnéného gradientu, kterd se lis{ od definice
Clarkeovy. K tomu si potfebujeme jesté zavést funkci o : R. — R splinujici podminku
hmtﬁgﬁ_ @ =0.

Definice 2.2.2 Necht mnozina Q je podmnoZinou R™ a bod x € Q. Potom tecny
(kontingenéni) kuZel k mnoziné Q v bodé x, ktery oznacujeme jako Tq(x), definujeme
predpisem

0O-—
To(z) = limsup L
T—0+ T

Definice 2.2.3 Necht mnoZina € je podmnozinou R"™ a bod x € Q. Potom requldrni
(Fréchetiv) normdlovy kuzel k mnoziné Q v bodé x, ktery oznacujeme jako Nq(z), tvori
mnozina vsech vektoru v, které spliuji

(v,2" — x) < o(|z' — z|) V2’ € Q.

Limitni normdlovy kuZel k mnozZiné € v bodé x, ktery oznacujeme jako Ng(m), tvori
mnozina vech vektoru v, které jsou limitou méjaké posloupnosti v;, kterd je tvorena
éleny v; € No(z;) a {x;} je néjakd posloupnost spliujici z; — x a x; € .
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Vsimnéme si, ze plati Ng(a:) = limsup , o Ng(x;) Také si uvédomme, ze pokud
;=T

je © konvexni, pak reguldrni normélovy kuzel Ng(x) je ekvivalentni se standartnim
normélovym kuzelem Nq(z) ve smyslu konvexni analyzy.

Po zavedeni tzv. polarniho kuzele, ktery zavadime nize, si mizeme povsimnout vztahu
mezi teénym a reguldrnim normélovym kuzelem. K libovolnému kuzelu K € R" je
polarni kuzel (zna¢ime K*) definovan predpisem

K* = {v| (v,w) <0Vwe K}.

Teorém 2.2.1 Necht mnozina Q C R™ a bod x € Q, pak plati Ng(ac) = Ta(x)*.

Duakaz V [35]. g
Nyni je dobré si uvédomit vztah Clarkeova normalového kuzele a vySe zavedeného

limitniho normalového kuzele.

Teorém 2.2.2 .
Nq(z) = cl conv Ng(z),

Dukaz V [35]. O
Nyni uz nam nic nebrani v zavedeni dalsiho objektu popisujici lokalni chovani funkce

- Morduchovi¢ova subdiferencidlu (nékdy limitniho subdiferencidlu).

Definice 2.2.4

Onif(x) = {0l (v, ~1) € N (. f(2)) }

Podobné je mozné nahradit definici (2.1.3) Clarkeova zobecnéného gradientu predpisem

of (x) = {U‘ (v,—-1) € Nepi f(CC, f(x))} .

Mezi Morduchovi¢ovym subdiferencidlem 0y f (x) a Clarkeovym zobecnénym gradientem
Of(z) plati pro lokdlneé lipschitzovské funkce néasledujici vztah 0f(x) = cl conv dps f(x).

S vyuzitim pojmu zobecnéného gradientu muzeme zkoumat Morduchovi¢ovu stacio-
naritu. To ndm piinasi nasledujici definice.

Definice 2.2.5 Méjme lokdlné lipschitzovsky spojitou funkci f : R" — R na R"
a bod x € R". Pokud plati 0 € Oy f(x), pak bod x nazveme jako Morduchoviéiv sta-
ctondrnd.

Podminka Morduchovi¢ovy stacionarity je silngjsi nez podminka Clarkeovy stacio-
narity, tj. plati, ze Morduchovi¢uv stacionarni bod lokédlné lipschitzovsky spojité funkce
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na R" je také Clarkeovsky stacionarnim bodem, ale neplati to obecné naopak. Daéle si
uvédomme, Ze pro funkci f, kterd je lokalné lipschitzovsky spojitd na R™ plati, Ze pokud
nabyva v bodé z svého lokalniho minima, potom 0 € dj f(z).

2.3 PC! funkce

Nyni se budeme zabyvat funkcemi po éstech spojité diferencovatelnymi (PC'). Tyto
funkce muzeme ziskat jako vybér koneéné mnoha spojité diferencovatelnych funkci. A
tento typ funkci a jejich minimalizace nds bude zajimat v néasledujicich kapitoléach.

Definice 2.3.1 Funkci f : R — R™ nazveme po édstech spojité diferencovatelnou
(budeme pouzivat oznaceni PCt) v bodé ', jestlize existuje oteviené okoli U(x') bodu x'
a konecnj pocet spojité diferencovatelngjch funkci f*: U(z') — R™, i =1, ..., k takovych,
Ze f je spojitd na U(x') a f(z) € {f(z),..., f¥(z)} Vo € U(a').

Déle zavedeme indexovou mnozinu aktivnich funkci f* v bodé 2/, tuto mnozinu
oznacime If(x') a zavedeme ji predpisem

Ip(2') ={i e {1,...,k}: i) = f()}.
Také zavedeme mnozinu, kterd ndm popise oblast, kde je aktivni funkce f°:
Supp (f, f*) = {z: f(z) = f'(2)}.
A nakonec zavedeme indexovou mnozinu esencidlné aktivnich funkei f¢ v bodé z’.
IJQ(JZ/) ={i: 2’ € cl int Supp(f, )}
Tyto indexové mnoziny pouzijeme pii ovéfovani podminek optimality u PC! funkei.

Vztah mezi po ¢astech diferencovatelnymi a lipschitzovsky spojitymi funkcemi nam
déva nasledujici véta.

Véta 2.3.1 Kazdd PC' funkce je lipschitzovsky spojitd. Modul lipschitzovské funkce
v okoli bodu g je ddn jako maximum moduli vibérovych funkct.

Duakaz V [6]. O
V predchozi sekci jsme se setkali s pojmem polohladkosti, ale nezkoumali jsme, za

jakych podminek jsou lipschitzovsky spojité funkce polohladké. V pifpadé PC' funkei
vime vice.

Teorém 2.3.1 Kazdd PC' funkce je polohladkd.

Ditkaz V [6]. O
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Nyni se, podobné jako v predchozi ¢asti u lipschitzovsky spojitych funkci, budeme
vénovat pravidliim rozpoznavajicim stacionaritu PC! funkei. K tomu ndm slouzi pojem
pseudodiferencidlu zavedeny Michalevicem v [28]. Nejprve si ale potiebujeme zavést po-
jem shora polospojitého zobrazeni.

Definice 2.3.2 Necht T': R" ~ R™ je mnohoznaéné zobrazent.
Zobrazeni I' nazveme shora polospojitym v bodé © € DT, jestlize pro kaZdé okoli V
mnoziny I'(x) ezistuje kladné ¢islo € takové, Ze plati

['(z') C V pro vsechna 2’ € x + ¢B.

DT znaéi definicnd obor zobrazeni T, tj. DT = {x € R"|I'(x) # ©}.
Zobrazeni I' nazveme shora polospojitym, jestliZe je shora polospojité v kaZdém bodé z
DT.

Definice 2.3.3 Funkci f : R" — R nazveme pseudodiferencovatelnou v bodé x’,
jestlize existuje oteviené okoli U(z") bodu x' a shora polospojité mnohoznacné zobrazend
I'y:U@@) — 2B" s neprdzdnymi, konvexnimi a kompaktnimi hodnotami takové, Ze

fl@) = f(@') +g(x —2') + o(x,2', g) Vo € Ue(a'),

kde g € T'¢(z) a

k .1 .k
hm O(ZL' ’aj?g ) _0

k—o0 ka — LB/H N
pro kazdé posloupnosti {xk}zozl, {gk}iozl, kde limy_oo = 2/, ¢* € Ff(wk) pro vechna k.
Zobrazeni T ¢(2") pak nazjvame pseudodiferencidlem funkce f v bodé x’.

O pseudodiferencovatelnych funkcich vime, ze jsou lipschitzovsky spojité a naopak
lipschitzovsky spojité funkce, které jsou navic polohladké, jsou pseudodiferencovatelné.
Vsimnéme si, ze pro spojité diferencovatelné funkce plati, ze jsou také pseudodiferen-
covatelné a pseudodiferencial I'f(x) = {V f(z)}. Nésledujici teorém nam dava uzitecny
navod, jak zkonstruovat pseudodiferencial funkce v bodé.

Teorém 2.3.2 Necht f : R" — R je spojitd funkce, kterd je viybérem konecné
mnoha pseudodiferencovatelngch funkci:

fl@)e{fi(x)i=1,..k}.

Funkce f' : R" — R maji pseudodiferencidly Ly i=1,...,k < o0o. Potom je funkce f
pseudodiferencovatelnd a pseudodiferencidl funkce f je

I'¢(x) = conv U Lyi(x).
Z'Glf(x)
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Ditkaz V [6]. O

S vyuzitim pojmu pseudodiferencidlu muzeme zkoumat pseudostacionaritu. To nam
prinasi nasledujici definice.

Definice 2.3.4 Méjme pseudodiferencovatelnou funkci f: R* — R a bod x € R".
Pokud plati 0 € T'y(x), pak bod x nazveme pseudostaciondrnim.

Nyni plati pro kazdou funkci f, kterd je lokalné lipschitzovsky spojitd na R"™, Ze
pokud nabyva v bodé x svého lokdlniho minima nebo maxima, potom 0 € I'f(x).

Dalsi moznosti, jak charakterizovat stacionaritu funkce v bodé ndm dava pouziti
Clarkeova kalkulu. Jak konstruovat Clarkeuv zobecnény gradient jsem vidéli uz v predchazejici
¢asti. Nyni si ukdzeme dalsi moznost konstrukce Clarkeova zobecnéného gradientu a to
specialné pro PC' funkce.

Teorém 2.3.3 Necht funkce f: R" — R je PC'. Potom

df(2") = conv {Vf'(2') : 2’ € cl int Supp (f, f)}.

Ditkaz V [6]. O

Nyni mizeme opét ptipomenout pojem Clarkeovy stacionarity.

Definice 2.3.5 Méjme lokdlné lipschitzovsky spojitou funkci f : R™ — R a bod
x € R". Pokud plati 0 € 0f(x), pak bod x nazveme jako Clarkeiv staciondrni bod.

Uvédomme si, ze podminka Clarkeovy stacionarity je silnéjsi nez pseudostacionarita,
tj. Clarketv stacionarni bod pseudodiferencovatelné funkce je také pseudostacionarnim
bodem, ale opét to neplati obecné naopak.

Nyni si ukdzeme jesté jednu moznost, jak charakterizovat stacionaritu. Tuto moznost
nam dava zavedeni Bouligandovy stacionarity. K tomu potfebujeme zavedeni nasledujiciho
pojmu.

Definice 2.3.6 Smérové diferencovatelnou funkci f : R — R nazveme Bouligan-
dovsky diferencovatelnou v bodé x, jestlize plati

iy 1 @0) = (@) — f'(z; 2 — )

Th—e [|zn — ]

=0.

O lokalné lipschitzovsky spojitych funkcich, které jsou navic smérové diferencovatelné
vime, zZe jsou také Bouligandovsky diferencovatelné. Dalsi definice nam piinasi pojem
Bouligandovy stacionarity.
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Definice 2.3.7 Mé&jme smérové diferencovatelnou funkei f : R" — R a bod x € R™.
Pokud plati f'(x,r) > 0 pro vSechny sméry r € R", pak bod x nazveme Bouligandovijm
staciondrnim bodem.

Podminka Bouligandovy stacionarity je opét silnéjsi nez podminka Clarkeovy stacio-
narity, tj. plati, ze Bouliganduv staciondrni bod lokalné lipschitzovsky spojité a smérové
diferencovatelné funkce je také Clarkeovsky staciondarnim bodem, ale opét to neplati
obecné naopak.

2.4 Priklady stacionarnich bodu

Na nékolika nésledujicich ptikladech si ilustrujeme vysSe uvedené piipady stacionarity,
tj. ptipady, ve kterych je bod pseudostacionarnim, Clarkeovsky stacionarnim, Mordu-
chovicovsky stacionarnim ¢i Bouligandovsky stacionarnim bodem funkce.

Piiklad 2.4.1

max{z,—x}, >0
min{z, -z}, =<0

o) = {

Obréazek 2.4.1.
Om f(0) = {1}, 0f(0) = {1}, I's(0) = [-1,1]

Bod z = 0 je pseudostaciondrnim bodem funkce f(x), ale neni to ani Clarkeuv, ani
Morduchovi¢iv a ani Bouliganduv stacionarni bod.

JAN



KAPITOLA 2. NEHLADKY KALKUL A ALG. NEHLADKE OPTIMALIZACE

Priiklad 2.4.2

Obrazek 2.4.2.

8Mf(0) = {_1§ 1}7 af(O) = [_17 1]’ Ff(O) = [_17 1]

22

Bod x = 0 je pseudostaciondrnim bodem funkce f(z) a také je to Clarkeuv sta-

ciondrni bod, nejde v8ak ani o Morduchovi¢uv a ani o Bouliganduv staciondrni bod.

A

Piiklad 2.4.3

Obrézek 2.4.3.
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O f(0) = {=1;0}, 8f(0) = [-1,0], I'¢(0) = [-1,0]

Bod z = 0 je pseudostaciondrnim bodem funkce f(x), také je to Clarkeuv stacionarni
bod a Morduchovi¢tuv staciondrni bod, neni to Bouligandiv staciondrni bod.

JAN

Piiklad 2.4.4

Nepi (@, f(@)), Nepi (=, £(z))

Obréazek 2.4.4.
8Mf(0) = [_17 1]’ af(O) = [_17 1]7 Ff(O) = [_17 1]

Bod z = 0 je pseudostacionarnim bodem funkce f(z), také je to Clarketuv, Mordu-
chovi¢uv i Bouliganduv stacionarni bod.

A

2.5 Algoritmy nehladké optimalizace - neprimé metody,
subgradientni metody, bundle metody, cutting plane
method, bundle trust metody

V této casti se sezndmime s nékterymi algoritmy, které jsou urceny k feSeni tiloh ne-
hladké optimalizace. Nejméné propracovanou moznosti, jak minimalizovat funkci, kterd
neni spojité diferencovatelnd, je aproximovat tuto funkci funkci spojité diferencovatelnou.
Toho 1ze dosdhnout napiiklad pomoci penalizace (viz nésledujici priklad). Nevyhodou
tohoto postupu je jednak velmi omezené pouziti pouze na tizky okruh problému a déle
nutnost volit velikost penalty predem bez znalosti struktury problému.



KAPITOLA 2. NEHLADKY KALKUL A ALG. NEHLADKE OPTIMALIZACE 24

Priklad 2.5.1 .
min 3 |fi(e)],
i 3 15(0)

kde funkce f;(x) jsou spojité diferencovatelné. Pomoci penalty o velikosti € > 0 modifi-
kujeme vyse uvedenou tlohu na hladkou tlohu

m 1
. 2 2 + 3 )
g 2 (fi(z)" +¢)

Jinym zptusobem feseni muze byt prevedeni nehladké minimalizacni tlohy na lohu
nalezeni sedlového bodu a jeji naslednou dualizaci, kterou ziskame jiz hladky problém.
Tento ptistup si priblizime v nésledujicim piikladé, kde budeme fesit tuto tlohu - va-
riaéni nerovnost druhého typu, kterda se svou strukturou pf#ilis nelisi od kontaktniho
problému se zadanym tfenim. Pokud pro feseni dualni tilohy pouzijeme nékterou z me-
tod zalozenych na principu rozlozeni oblasti, at uz s vyuzitim koneénych prvku (FETT)
¢i hraniénich prvku (BETI), ziskdme néstroj pro velmi efektivni feseni uloh daného typu,
ktery lze pouzit po jistych modifikacich i pro 2D kontaktn{ tilohy s Coulombovym tfenim.
Jak vyplyva z nasledujicich tabulek, jde o tilohu numericky skalovatelnou. Numerickou
skalovatelnosti mame na mysli zachovani stejného poctu iteraci algoritmu sdruzenych
gradientl, ktery tvoii jadro rtiznych variant FETI a BETI metod, bez zavislosti na
diskretizaci ilohy pifi fixovaném poméru mezi velikosti primarni a dudlni sité. Préace
s vyuzitim FETI a BETI metod nadale pokracuje a zda se, Zze pfinese velmi rychlé resice
pro kontaktni ilohy s Coulombovym tFenim.
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Priiklad 2.5.2

min J(u), kde J(u) = %a(u,u) — () + (),
u=0
na 'y

déle plati

0= [ (Soea) m
u):/qu s,

i) = [ glul ar.

I,={0,y)e R*: 0<y<1}.
Uloha se fesi na membréané Q = {(z,y) e R?: 0 <z <1, 0 <y < 1}. Membrana m4
predepsanou Dirichletovu podminku na levé strané (z = 0, 0 <y < 1). Sila pusobici na

membranu je konstantni a ma hodnotu f = —1. Koeficient ¢ ma hodnotu 1. Membrana
je zobrazena na obrazku 2.5.1.

r

Obrazek 2.5.1.

Spojita tloha, ktera je zadana na zacatku prikladu 2.5.2, je diskretizovana pomoci
metody koneénych nebo hrani¢nich prvki, tim dostdvame tlohu

1
min J(U), kde J(U) = ~UTAU — FTU + p"U|,
U=0 2
na I'y
kde U je vektor popisujici pruhyb jednotlivych bodu sité diskretizované membréany, A je
globalni matice tuhosti a F popisuje vektor sil.
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Poté odstranime nehladky ¢len z diskretizované ilohy pfrevedenim na nasledujici
tlohu .
min max ~UTAU — FTU + ub'U.
U=o IBI<1 2
na ['y

Ke zmenseni velikosti tlohy pak muzeme navic pouzit metodu rozlozeni oblasti (tj.
oblast €2 rozlozime na podoblasti §2;, i =1,...,n) a tim dostaneme tlohu

1
min  max ~UT AU — FTU + wb''U,
U=o InI£1
na I'y,
BU=0

kde podminka BU = 0 zajistuje spojitost prihybu membrany na hranicich mezi jednot-
livymi podoblastmi ;. Langrangian piislusny pfedchozi tiloze je zadan takto

1
LU\ p) = 5UTAU — FTU + w'U + \TBU.

Je zndmo (viz [4]), ze Teseni predchozi ulohy je ekvivalentni feseni této sedlobodové tlohy

Najdéte (U, \, 1) takové, ze L(U, \, i) = sup), |u<1infu L(U, A, p). (SPP)
Pro fixované A a p spliuje U minimalizujici L(-, A, i) nésledujici rovnost
AU — F 4+ ub” + BTA =0.

Pokud z této rovnice vyjadiime U a dosadime zpét do tlohy (SPP) a zménime znaménka,
dostaneme dudlni lohu kvadratického programovani s nerovnostnimi a rovnostnimi ome-
zenimi. Tuto dlohu muzeme velmi efektivné fesit s pouzitim projekei (viz [7] ).
Reseni této tlohy, kterd se svou strukturou blizi 2D kontaktni tloze s Coulombovym
tfenim, lze vidét na nésledujicich obrazcich. Na obrazku 2.5.2. je zobrazeno Teseni tlohy
s vyuzitim metody konecnych prvkia spojenych s metodou rozlozeni oblasti (FETI1),
na obrazku 2.5.3. je vykresleno feSeni 1lohy pii pouziti metody hrani¢nich prvka pro-
pojenych s metodou rozlozeni oblasti (BETI). Tuto lohu lze interpretovat jako model
pruhybu membrany, na kterou pusobi shora sila a na hranici I ptisobi sila proti prihybu
membrany.

Nasledujici tabulky dokumentuji numerickou skélovatelnost reseni dané ulohy. H/h
udava pomér mezi dudlni a primarni siti, tj. diskretizaci kazdé jednotlivé podoblasti. H
udéva velikost dudlni sité, tj. déleni celé membrany na podoblasti (viz obréazek 2.5.4.).
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0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

Obrézek 2.5.2., 2.5.3.

o1 Qp

Obrazek 2.5.4.

V tabulce horni fadek kazdého pole ukazuje velikost primarni tlohy (tj. velikost
primdrni sité) /velikost dudlni ulohy (tj. velikost dudlni sité)/cas Feseni tlohy v sekundéch,
spodni Fadek udava pocet iteraci metody sdruzenych gradientu potiebnych pro Feseni
tilohy. Uloha byla feSena s presnosti e = 1074 ||b||. Tabulka 2.5.1. popisuje pocty iteraci a
dalsi charakteristiky tlohy pti pouziti algoritmu FETT1, tabulka 2.5.2. popisuje totéz pti
pouziti metody Total FETI (podobna jako FETII, navic je ale Dirichletova podminka
zajisténa omezenimi na rovnost, tuto rovnost opét vynutime pomoci Lagrangeovych mu-
liplikatoru, kterymi pfedepiSeme rovnostni vazbu), tabulka 2.5.3. dokumentuje rychlost
feSeni lohy pii pouziti hrani¢nich prvka, tj. BETL
A
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H/h |H 1/2 1/4 1/6 1/8
16 1156/67/0.02 | 4624/399/0.44 | 10404/995/2.63 | 18496/1855/11.60
9 18 20 24
8 324/35/0.02 | 1296/207/0.14 | 2916/515/0.52 | 5184/959/1.88
14 13 14 16
4 100/19/0.03 | 400/111/0.05 | 900/275/0.31 1600/511/0.96
11 19 24 25
Tabulka 2.5.1.
H/h |H 1/2 1/4 1/6 1/8
16 1156/67/0.04 | 4624/399/0.81 | 10404/995/4.89 | 18496/1855/17.69
19 32 38 42
8 324/35/0.03 | 1296/207/0.21 | 2916/515/0.98 | 5184/959/3.66
16 23 26 31
4 100/19/0.06 | 400/111/0.06 | 900/275/0.24 1600/511/0.73
13 17 21 19
Tabulka 2.5.2.
H/h |H 1/2 1/4 1/6 1/8
16 256/68/0.02 | 1024/400/0.36 | 2304/996/2.54 | 4096/1856/6.50
10 14 20 17
8 128/36/0.02 | 512/208/0.12 | 1152/516/0.59 | 2048/960/1.52
8 11 15 12
4 64/20/0.04 | 256/112/0.06 | 576/276/0.17 | 1024/512/0.39
7 9 10 10

Tabulka 2.5.3.




KAPITOLA 2. NEHLADKY KALKUL A ALG. NEHLADKE OPTIMALIZACE 29

V predchozim pfipadé jsme se poprvé v této praci seznamili s problémem, ktery
svou strukturou odpovidd kontaktnimu problému se zadanym tfenim a lze jej upra-
vit i na kontaktni problém s Coulombovym tfenim. Jinou moznosti je nenahrazovat
nehladky ¢len hladkym ¢lenem jako pii pouziti penalty ¢i eliminace nehladkého ¢lenu
jako v predchozim piikladé, ale nahrazovat piimo Clarkeuv zobecnény gradient puvodni
funkce. Napt. Clarkeuv zobecnény gradient funkce |z| 1ze pomérné dobie nahradit ¢lenem
2

= arctan (%), kde 7y udava strmost funkce arctan. Pro funkei |z|, mizeme porovnat

Clarketiv zobecnény gradient této funkce (viz obrdzek 2.5.5.) a funkci 2 arctan (%),
kde 79 = 1 (viz obréazek 2.5.6.). Navic se v pifipadé nahrazeni zobecnéného gradientu
funkce |z| funkef 2 arctan (%), da velmi snadno ziskat i derivace druhého rddu dané

funkce. Nevyhodou tohoto postupu je citlivost algoritmu na volbu g, kterd v nékterych
piipadech zpusobuje zhorSeni rychlosti konvergence.

d|z|

\/

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Obrézek 2.5.5., 2.5.6.

Vyse uvedeny postup se pouziva napt. v casové zavislych prumyslovych aplikacich
pii simulacich tvéafeni kovu jako v nésledujicim piikladé. Podrobnéji se lze s témito typy
uloh setkat v [24].

Nyni se jiz budeme vénovat metodam, které ptimo pracuji s nehladkymi problémy.
Dalsi moznosti pro fesSeni tloh nehladké optimalizace je pouziti subgradientni metody.
Subgradientni metoda potfebuje pro své fungovani existenci procedury, kterd je schopna
v kazdém bodé x € R" vypocitat hodnotu funkce f(z) a jeden (libovolny) Clarkeuv sub-
gradient g € df(z). Tato metoda pak na zdkladé znalosti tohoto jednoho subgradientu
vygeneruje smér kroku d pro stavajici iteraci. Pro své nevyhody je tado metoda pro nase
ulohy nevhodna.
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Dalsi girokou skupinou algoritmi, které jsou urcéeny pro minimalizaci nehladkych
funkci jsou bundle metody a jejich modifikace. Zakladni verze bundle metod byla vy-
vinuta nezavisle C. Lemarechalem a P. Wolfem a publikovana byla v roce 1975. Tato
metoda potfebuje opét proceduru, kterd vraci v kazdém bodé x € R"™ funkéni hod-
notu f(x) a jeden (libovolny) Clarkeuv subgradient g € O0f(x). Narozdil od subgra-
dientni metody ale bundle metoda uchovava subgradientni informaci nejen z aktualni
iterace zp, ale téz subgradienty ¢; z minulych iteraci y;, mnozinu indexu sbgradientu
z minulych iteraci uchovavanych ve svazku oznac¢ime Ji. Na zdkladé téchto informaci
pak bundle metoda aproximuje Clarkeuv zobecnény gradient v aktudlni iteraci, tj. me-
toda ma ,,uplnéjsi* informaci o chovani funkce. Tyto ulozené subgradienty g; modeluji
funkci f v aktudlnim bodé xj s riznou presnosti. Tato presnost, kterda udava vzdélenost
gi € 0f(yi) od Clarkeova zobecnéného gradientu 0f(zy), je ddna u konvexnich funkef
eislem oz, yi) = of = f(xr) — (f (i) + g (z1. — vi)). U nekonvexnich funkef popisuje
tuto vzdalenost funkce B(zy,y;) = BF¥ = max{a¥, ||z — vi||*}. Diky znalosti aproxi-
mace Clarkeova zobecnéného gradientu je snadné implementovat ukoncujici podminku
(s vyuzitim véty 2.1.2). Pro smér poklesu generovany bundle metodou v bodé z plati
dy = —zy, priemz z; je urcéeno konvexni kombinaci subgradientt ze svazku. Navic plati,
7e ¢fm je vétsi chyba subgradientu 3F (piip. o), tim méné ovliviiuje dany subgradient
g; smér poklesu di. Budle metoda ma také vypracovanou strategii volby délky kroku - u
zékladni verze je to klasicky line search a tim ma tato metoda zarucen vyssi fad konver-
gence nez subgradientni metoda. Bundle se také umi vyrovnat s piipadnym ,,Spatnym*
smérem dj. Pokud smér dj nalezeny bundle metodou v bodé z; na zdkladé aproximo-
vaného Clarkeova zobecnéného gradientu nevede k dostatecnému poklesu funkéni hod-
noty, provedeme tzv. null step, tj. obohatime nas model pfidanim dalsiho subgradientu
v blizkosti bodu zp a tim ,vylep§ime“ aproximaci Clarkeova zobecnéného gradientu
v bodé z a zustaneme v bodé xp1 = z. V opaéném piipadé (pii dostate¢ném poklesu
funkéni hodnoty ve sméru dj,) provedeme tzv. serious step, tj. piejdeme do nového bodu
Trpr1 = T + tdg, kde velikost kroku ¢ je generovana pomoci line search. Protoze veli-
kost pocitacové paméti je omezend a také kvuli zajisténi efektivnosti vypoctu je nutné
omezit pocet subgradientu, kterymi modelujeme Clarkeuv zobecnény gradient. K tomu
slouzi tzv. reset, tj. pti prekroceni inosného poctu subgradient vybereme pouze nékteré
subgradienty z puvodniho svazku a zbylé z néj vymazeme. Lemarechaluv algoritmus pro
minimalizaci nehladkych nekonvexnich funkci realizovany v jazyce Fortran vedl k tloze
vyhleddvani sméru ve tvaru kvadratického programu

)

2
min% HZZ-GJk )\igi
S omezenim
N >0, i € J, (BP)
ZieJk )\i = 1’
Ziejk Azﬁzk < ¢&g.

Smér dp = —3 5 Mgi, kde A\F, i € Jj je fesenfm kvadratického programu (BP).
Slabym mistem takto navrzeného algoritmu je nutnost volit dopfedu koeficient ey.
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Dalsi modifikaci bundle metod zajistilo vyuziti cutting plane method. Na zakladé cut-
ting plane method modifikujeme bundle metodu tak, ze odstranime nepiijemnou volbu
€k a priori, tj. volbu velikosti oblasti, na které se aproximuje Clarketiv zobecnény gradi-
ent Jf(x). Cutting plane method pfevadi problém minimalizace nehladké nekonvexni
funkce minge g f(x) na iteraéni problém ming fi,(x + d) + ﬁHdHZ7 kde fi(z +d) =
max;e j, {f(yl) + g (z +d — yz)} = f(x) + max;c, {gde — ﬂf} Reseni dané tlohy
oznacime dj a toto dj je opét smér poklesu, ve kterém provedeme line search nasledovany
serious stepem ¢i null stepem stejné jako v predchozim piipadé. Z numerickych davodu
je vyhodné fesit dudlni formulaci vyse uvedené tlohy, tim dostaneme opét tlohu kvadra-
tického programovani, pro kterou existuji rychlé fesice. Dudlni formulace tdlohy vypada
takto

2
min ) Sics Nigi| + = Yics, NbFS
S omezenim (BCPP)
Ai > 0, i € Jg,
Smér poklesu di dostaneme jako dp = —i ZieJk )\fgi, kde )\f, 1 € Ji je TeSenim

kvadratického programu (BCPP). Oc¢ekavany pokles ve sméru di, je modelovén funkef

2
v(tg) = —t HZM Aigi ’ -
goritmu je nyni nutnost volit dopfedu koeficient t;. Toto slabé misto je odstranéno
pouzitim strategie pro urcovani délky kroku, kterou pouzivé trust region metoda. Hlavni
myslenka trust region metody je minimalizace funkce f pouze na okoli bodu xg, ve kterém
ocekavame ,,dobrou* shodu funkce f s jejim modelem. Toto okoli, pFesnéji velikost tohoto
okoli se méni v prubéhu vypoctu. To je implementovano nésledujicim zpusobem:

(i) Jestlize (skutecny pokles < kq- ocekdvany pokles), pak zvétsete velikost okoli, na
kterém minimalizujete funkci

dicd, \;3%. Problematickym mistem takto navrzeného al-

(ii) Jestlize (skutecny pokles > ko- ocekavany pokles), pak zmensete velikost okoli,
na kterém minimalizujete funkci

(iii) Jinak neménte velikost okoli, na kterém minimalizujete funkci

Mezi parametry ki a ko je nasledujici vztah 0 < ko < k1 < 1. Touto strategii nahra-
zujeme line search v pfedchozi verzi bundle metody.

Spojenim této strategie urcovani délky kroku a bundle metody vzniklé na zakladé
cutting plane method dostavame tzv. bundle trust metodu. Tato velmi efektivni metoda
je pouzita i pro nase ulohy, které jsou formulovany jako MPEC. Jeji struény kompletni
algoritmus uvddime nize. Podrobné viz [37] a [33].
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3.

. Update: Jestlize vystupem vnitin{ iterace byl Serious Step, potom polozte: «;

Algoritmus bundle trust metody:

. Zvolte pocatetni bod x1 € R" a parametry T > 0,0 <m; <ms < 1,0 <mg <1,

€ > 0 a omezeni velikosti svazku jaz > 3

. Spoctéte f(x1), g1 € Of(x1) a polozte y1 = x1, J1 = {1} a k = 1.

. Vnitin{ iterace: Spoctéte xx11 a gr+1 pomoci vnitini iterace uvedené nize nebo

zjistéte, ze xy je ,témér staciondrni* (v tom piipadé skoncete)

. Jestlize |Jk| = jmaz, pak jdéte do 5., jinak polozte J = Jj a pokracujte 6.

. Reset: Vyberte J C Ji, pii splnéni |J| < jimaz — 2 a max{ili € Jy, Bx; = 0} € J.

Déle zavedme dalsf index k a definujme s pouzitim agregaci z, = Zie T )\fgi,
U:ZieJk)\iﬁf: i, = %k ﬁl,f =o0,J= JU{IZ}.

k1 _
O‘f+f($k+1)—f(:zk) —gldy, proi € J, ﬂf“ = max{ozf“, l|lzre1 —vill*}, ﬁllzﬂ —0.

Jestlize vystupem vnitini iterace byl Null Step, potom polozte: ﬁf“ = ﬁf pro

{ € J) /82_—:__11 = 5($k7yk+1)~
Polozte Jxy1 = J U {k + 1} a pokracujte 2.

Vnitini iterace x; — xpy1:

. Vyberte t! =t;,_;. Polozte I' =0, u! =T a j = 1.

. Spoctéte feseni (v/,d?) = (v(t?),d(t))) tlohy (BCPP). Jestlize t% HdJH < ea

_t% deHz —v* < ¢, potom skoncete: xy je ,témér staciondrni“. Jinak polozte
Yy =z + d? a spoctéte g7 € Of (y?).

(a) Jestlize je splnéna podminka f(y?) — f(zx) < m1v’, potom proved'te Serious
Step, tj. Tk+1 = Yk+1 = ¥, gk+1 = ¢’ a skoncete.

(b) Jestlize je splnéna podminka f(y/) — f(xx) > miv/ a soucasné a(wg,y’) <

. oo , . T .
mag1 nebo | (@) — £(4)] < |71l + o1 a jeste podminka (¢7)" d —
Br,; = mav?, potom provedte Null Step, tj. zx11 = T, Yrt1 = ¥, grr1 = ¢’
a skoncete.

(c) Jestlize je splnéna podminka f(y?) — f(zx) > miv/ a soucasné afzy,y’) <
msog—1 nebo |f(xr) — f(v?)| < ||zk—1|| + ok—1, ale neni splnéna podminka
(gj)de — Br,j = mav?, potom:

i. Jestlize plat{ | f(zx) — f(v/)| < ||zk—1]| + ok_1, potom polozte dy = d’,
v = v/ a proved'te line search podél x, + sdj, s > 0.
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ii. Jinak polozte w/tt = ¢, JF = [J ¢/l = 2 (WH +19FY) j=j+1a
vratte se do 2.

(d) Jestlize je splnéna podminka f(y’)— f(x3) > m1v’, ale nenf splnéna podminka
a(zy,y?) < maog_1 nebo |f(xy) = f(y’)| < [|2x—1]] + o1 polozte w*! =7,
P =13, ¢ = L (W 4 UFY) = j + 1 a vrafte se do 2.

Nyni se jesté v kratkosti podivejme na konvergenci bundle trust metody pro nekon-
vexni a lokdlné lipschitzovské funkce na R™ v pfipadé, ze v predchozim algoritmu plati
e=0.

Teorém 2.5.1 Necht funkce f je slabé polohladkd a lokdiné lipschitzovsky spojitd
na R". Jestlize funkce f je omezend zdola a posloupnost iteraci generovdna bundle trust
metodou {xy ke N je omezend, pak existuje hromadny bod T posloupnosti {x } ke N takovy,
ze plati 0 € Of ().

Ditkaz V [37]. 0

Protoze se v nésledujicich kapitolach budeme zabyvat minimalizaci slabé polohladkych
zdola omezenych funkei mame pii omezenosti posloupnosti {x} zaruc¢enu existenci hro-
madného bodu posloupnosti jednotlivych iteraci bundle trust metody pfi feSeni nasich
uloh.



Kapitola 3

Stavova uloha - kontaktni
problém s Coulombovym tirenim

V této Casti se nejprve sezndmime s formulaci tlohy na ,,dolni* drovni Matematického
programu s rovnovaznymi omezenimi, ktery v naSi praci feSime. V naSem piipadé jde
o ulohu popisujici kontaktni problém s Coulombovym tifenim. Nejprve si predstavime
formulaci nasi dlohy a pak se zaméiime na otdzky feSeni dané tlohy. Nejprve pomoci
aproximace varia¢ni rovnosti a nasledné pomoci techniky pevného bodu. Na zaveér se
podivame jesté na jinou formulaci nasi tilohy vhodnou pro nésledné feseni MPECu po-
pisujiciho tvarovou optimalizaci kontaktni tlohy s Coulombovym tienim. Tato formulace
kontaktni tdlohy s Coulombovym tfenim bude zalozena na zobecnéné rovnosti.

3.1 Formulace kontaktniho problému s Coulombovym tifenim

Zabyvejme se rovinnym pruznym télesem © C R? s lipschitzovskou hranici 9. Hranice
0f1 je slozena ze tii nepfekryvajicich se ¢asti I'y, I'y, a I'.. Viz obrazek 3.1.1.

Tp

| Q Iy

N S

Obrazek 3.1.1.

Na hranicich Iy, I', a I'c jsou pfedepsany tfi rozdilné okrajové podminky. I',, je hra-
nice, na které je téleso €2 pevné uchyceno, tj., I'y, je hranice s Dirichletovskou podminkou.

34



KAPITOLA 3. STAVOVA ULOHA 35

Povrchové sily F = (Fy, Fy) pisobf na hranici T'y, F € L*(T,). Téleso Q je zdola ,,po-
depfeno* podél hranice T'. tuhou polorovinou P = {(x,y) € R%: y < 0}. Na této hranici
I'. uvazujeme v nasem modelu Coulombovo tfeni. Predpokladejme v této kapitole, ze
téleso 2 ma svou kontaktni hranici I'. polozenou celou na vnitini prekézce, tj.

Q= {(z1,22) € R? | 21 € (0,a),0 < x5 < 1}.

Ukolem, kterym se zabyvame v této kapitole je nalezeni rovnovazného stavu €2, tj.
hleddme takovy vektor posunuti u = (ui,uz), ktery je v rovnovédze s povrchovymi si-
lami F. Necht 7(u) = (7 (u))? j—1 e symetricky tenzor napéti dany vektorem u a necht

€ij(u) = %(g;}”; + %) je linearizovany tenzor deformace. Vztah mezi tenzorem napéti

a deformace je dany Hookovym zakonem
TZ](u) = Cijklém(ﬂ), i?j? k7l = 17 27 (311)

kde c;ji € L*°(€2) jsou pruznostni koeficienty spliujici obvyklé podminky symetrie a
pruznosti pro Q Vi, j, k, I:

Cijkl = Cjikl = Ckiij skoro vSude v Q,
da = const. > 0 : ¢;11&ii€k = i skoro vsude v (3.1.2)
pro libovolnou symetrickou matici £ = <§ij)127j:1'

Vektorem v = (vq,v9) oznacime jednotkovy vnéjsi normélovy vektor vzhledem k 09 a
vektorem t = (t1,t2) oznacujeme jednotkovy teény vektor vzhledem k 9Q. F > 0 je ko-
eficient Coulombova tfeni na I'.. Kontaktni problém s Coulombovym tfenim je popsén
nasledujicimi vztahy (3.1.3) - (3.1.9):

8Tij(u) o .
gr; = 0vQ, i=1,2, (3.1.3)
TigVj = Fi na Pp, 1= 1,2, (3.1.4)
up=0mnaly,, i=1,2, (3.1.5)

u,Ty(u) =0nale, kde u, =u-v <0, T,(u) = 7j(u)vv; <0, (3.1.6)
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T (u)| < —=FT,(u), kde Ty = 7;;(u)v;t; na I, (3.1.7)
|Ti(uw)| < —FT,(u)(z) = w(x) = (ut)(x) = 0 na I, (3.1.8)

|Ti(u)| = =FT,(u)(x) = INx) >0 :u(z) = MNz)FL,(u)(x) na L. (3.1.9)

Vztah (3.1.3) popisuje podminku rovnovahy, (3.1.4) popisuje chovani povrchovych sil na
I',, vztahem (3.1.5) je predepsano posunuti pruzného télesa na hranici I',, (tj. Dirichle-
tova okrajova podminka). Vztah (3.1.6) popisuje jednostrannou podminku na hranici I,
a vztahy (3.1.7) - (3.1.9) je popsdn Coulombtuv model tfeni.

Existuje také jind moznost jak popsat kontaktni problém s Coulombovym tfenim.
Reseni tohoto problému lze ziskat také jako feSeni nasledujici varia¢ni nerovnosti:

Najdéme u € K = {v € Hl(Q) |v=0naTl, av, <0nal.}, takové, ze
sz] 5@_7 'U—U dilf‘“ ff|T | |Ut| — |Ut‘ dF > fF U—u)dF V’U c K. (3110)

P

Nyni se blize podivame na dva zpusoby feseni kontaktniho problému s Coulombovym
tfenim. Prvni moznost je zalozena na aproximaci nerovnosti (3.1.10) varia¢ni rovnici
pomoci metody penalizace a poté s vyuzitim néjaké ,,vyhlazovaci* procedury. Druhou
moznosti je popis kontaktniho problému se zadanym tfenim pomoci smiSené konecné-
prvkové formulace a poté vyuziti metody pevného bodu k feseni kontaktniho problému
s Coulombovym tfenim.

3.2 Otazky existence reSeni pomoci aproximace variacni
rovnosti

Nyni nahradime varia¢ni nerovnost (3.1.10) varia¢ni rovnici. Pro toto nahrazeni vyuzijeme
penalizace podminky nepronikani a regularizace ¢lenu se tfenim.

Nejprve nahradme podminku nepronikédni u, < 0 na mnoziné K piiddnim pe-
nalizaénfho funkciondlu [ %[uy]Jr(vl, — u,)dl'c k levé strané nerovnosti (3.1.10), kde

[]+ = max{0,-} ae > 0.
Nynf jsme schopni nahradit hrani¢ni normalové napéti T, (u) ¢lenem —[u,]4 /e a tim
dostaneme nésledujici varia¢ni nerovnost:
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Najdéme u. € V = {v € H'(Q) | v =0 naT[,}, takové, ze

J mij(Weig(v - ue)de + F{g[<u8>y]+<vy—<ue>y>drc+ 5.2.1)
géue»ufwa—u%»mwczgpw—ﬂga;vUev.

Ted nahradime nediferencovatelnou Eukleidovskou normu | - | hladkym a konvexnim
funkcionalem ®,(-), napf.

P, (z) = |f|\ |‘|*I| >3’n 3 (3.2.2)
" 8; +4”f7|+77 x| <, -
kde gradient je
Vo, (z) = g ¢ = (3.2.3)
! 5;7 +52. Jal <n
a tim jsme ziskali ,, vyhlazenou* verzi (3.2.1).
Najdéme u., € V ={v e H(Q) | v=0nal,}, takové, ze
fym%m%w—%ﬁw+£;mwmAm—u@mmn+ (3.2.4)

Ff e )]+ F (@ (v1) = By((ue p)r))dle > Ff F(v—u.,)dl, Yve V.

Nésleduje nékolik technickych tprav. Priddme testovaci funkci v = u., & Av do
nerovnosti (3.2.4), poté podélime vysledek ¢lenem A a polozime A — 0. Jako vysledek
dostaneme nésledujici varia¢ni rovnost:

Najdéme ue,, € V ={v € H(Q) | v=0o0nT,}, takové, ze

K{Tij(ueg’n)gi]( d:IZ + f uan ]+v,,dl“c+ (3.2'5)
I é[(ua,n)y]J(v%((uam) Dwdle = [ Fvdl'y Yo e V.
e I'p

Kontaktni problém s Coulombovym tFfenim nyni muzeme vyfesit numericky po vhodné
diskretizaci rovnice (3.2.5) s volbou parametru € a n. Hlavni nevyhoda tohoto piistupu
pro numerické feSeni kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim je nutnost fesit soustavu
rovnic zavisejicich na ,,malych“ parametrech € a 7.

Vice podrobnosti a podrobnou diskuzi otdzek existence feseni kontaktniho problému
s Coulombovym tfenim popsaného varia¢ni rovnici (3.2.5) lze nalézt v [12].
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3.3 Otazky existence reseni pomoci metody pevného bodu

Tento zpusob feSeni je zalozen na metodé pevného bodu. Nejprve sestavime formu-
laci kontaktniho problému se zadanym tfenim. Poté se budeme zabyvat formulaci kon-
taktniho problému s Coulombovym tfenim pro spojity piipad. A po diskretizaci formu-
lace kontaktni ilohy se zadanym tfenim, muzeme popsat kontaktni problém s Coulom-
bovym tifenim jako tdlohu hledani pevného bodu v diskrétnim pripadé.

3.3.1 Spojity pripad
Nejprve si zavedeme nasledujici mnoziny funkei:

V={veHYQ) |[v=0naTl,}, V=VxV,
K={veV |v,<0nal.}
W,={peL?T.) |veV:p=uv,nal.},
Wy ={peL*T,) | we V:p=uvnal.}.

(3.3.1)

Vsimnéme si, ze K znaci stejnou mnozinu jako v (3.1.10).
Necht W/, W/ oznacuji dudln{ prostory k prostorum W,,, W;. Déle se omezime pouze
na dostateé¢né hladkou hranici I'., pro kterou plati

W, =W;=HY>(I',)={peL*I.) |weV:p=vnal.} (3.3.2)
Nadéle budeme pouzivat W misto W, a W;. W’ je opét dudl k W. Déle necht
Ay ={p €W |{uy,v,) >0 Voe K} (3.3.3)
je kuzel nekladnych funkcionalti na W’. Déle si zaved me dalsi mnoZinu

Ay = {pe € L*(T.) | |ie] < 1 skoro viude na I'.}. (3.3.4)

Nyni méme vSe piipraveno pro slabou formulaci kontaktniho problému se zadangm
tfenim. Pro libovolné pevné g € L?(T'.) uvazujme nasledujici tlohu:
Najdéme (u, Ay, A\t) = (u(g), A\(9), Me(g)) € V x Ay x Ay takové, ze
a(u,v) = L(v) + Ay, v0) + (Fgh, o) Vv € V, (P(9))
(= Aoy u) + (Fglpe — M), ue) >0 V(g 1) € Ay X Ay, !
kde
a(u,v) = [ 7j(u)e;(v)de,

Q
L(v) = [ Fuds.
Fp

'Musime pouzivat pouze takové F, pro které Fg patii do W'.



KAPITOLA 3. STAVOVA ULOHA 39

Bylo dokazano, ze (P(g)) ma jednoznaéné teseni pro libovolné g € L%(T.). Inter-
pretace feseni je nasledujici: u je vektor posunuti feSici kontaktni problém se zadanym
tfenim, u kterého je normalové napéti T, nahrazeno predepsanou funkci g.

Poznamka 3.3.1 Poznamenejme, ze u fesi nasledujici minimalizaéni tlohu:
ue K :Ju)<Jw) YveK, (P(9))

kde
J(v) = Jo(v) + j(v)

je funkciondl potencidlni energie a

<

0(v) = a(v,v) - L(v),
() = ={(~Fg, o)

a X (u) =T,(u), Fgh(u) = Ty(u).

Protoze predchézejici iloha (P(g)) ma jednozna¢né reseni, muzeme zavést zobrazeni

®: L*(T,) — Ay
D(g) = \(9) Vg € L*(Te), (3.3.5)

kde A, (g) je druhd slozka feseni (P(g)). Nyni muzeme zavést feseni kontaktniho problému
s Coulombovym t¥enim jako pevny bod zobrazeni ®, tj., A, € L?(T.) je pevny bod zob-
razeni ® definovaného piedpisem ®()\,) = \,. Vektor posunut{ @ fesici kontaktn{ tilohu
s Coulombovym tienfm je ddn prvni slozkou feseni tlohy (P(),)), tj., @ = u()\,). Tato
cesta vede ke kvazivariacni nerovnosti (tj. vstupni data tlohy (P(g)) zdvisi na samotném
feSeni této ulohy). Bylo dokazéno, ze pii splnéni potiebnych pfedpokladi, mé tloha
feSeni pro malé hodnoty F.

3.3.2 Diskrétni pripad

Pro tcely numerickych vypocti se budeme zabyvat aproximaci kontaktniho problému
se zadanym tienim. Tato aproximace je zaloZena na diskretizaci (P(g)). Necht V', Wy
jsou koneénéprvkové prostory, které diskretizuji V', W' a necht to stejné plati pro Az,
Age a Ay, Ag.

Pro libovolné pevné gi € Ap, uvazujme nésledujici ilohu:

Najdéme (wp, Agv, Ame) = (wn(9m), Aav(9m), Aue(9r)) € Vi X Mgy X Apy
takové, ze (Pa(an))
w(9H
ap(un, vp) = Lp(vn) + (Agw, V) + (FguXme, vie) Yo € Vi,

(B, — XHvs Uhy) + (Far (g — Xae), Whe) > 0 Y(pgy, pgy) € Ay X Apy,
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kdeap : Vpx Vi — R, L : V;, — R jsou aproximaci bilinearni formy a a linedrniho
zobrazeni L. Bylo dokdzano, ze tuloha (Pp(gy)) méa jednoznaéné feseni pro libovolné
g € Ay, pokud gg spliuje Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi podminku (viz [16]).

Poznamka 3.3.2 Podobné jako ve spojitém piipadé jsme schopni ukazat, ze wp
fesi nasledujici minimaliza¢ni problém:

up € Ky, : Jp(up) < Jp(vy) Yo, € Ky, (Pr(gm))

kde
Kh = {’Uh € Vh | <IJ‘HV7 ’UhV> Z 0 vIJ‘HI/ € AHV})
Jn(vn) = Jo(vn) + jn(vn),
Jn(vn) =suppy, eny FIHBHEL Vht)-

Jednoznacnost feseni tlohy (Pp(gx)) ndm davd moznost zavést zobrazeni ®p :
Ay, — Ay, pomoci:

Q1 (9n) = Amv(gn) Yo € A, (3.3.6)

kde A, (gr) je drubd slozka feseni (Pp(gm)). Zobrazeni @y je ,aproximaci“ zobrazeni
®. Nyni muzeme definovat feSeni diskrétniho kontaktniho problému s Coulombovym
tfenim (za predpokladu regularity) jako pevny bod zobrazeni ®p, tj. Ag, € Agy je
pevny bod zobrazeni ®p zavedeného predpisem @y (Af,) = Ay Vektor posunuti uy,
které tesi diskrétni kontaktni problém s Coulombovym tfenim je ddno jako prvni slozka
feseni (Pr(Xmy)), tj. wp = up(Xmy). Diskrétni kontaktni problém s Coulombovym tieni
ma, odlisné vzhledem k predchozimu piipadu, feSeni pro libovolnou nezapornou hodnotu
F. A v piipadé, ze F je dostatecné malé, je zobrazeni ® i kontraktivni (omezeni F, které
zajisti kontraktivnost @y je zavislé na parametrech sité).

Nyni popisme konstrukci prostort Vi, Wy, A, a Apge. Predpokladejme dale, ze
téleso €2 je polygondlni, hranice I'. je po ¢astech linedrni a koeficient F je konstantni.
Necht 7;, je triangulaci télesa ), kterd je konsistentni s délenim hranice 9 na tii
nepiekryvajici se ¢asti I'y, I')) a I'c. Definujme

Vh = {Uh S (C(Q))Q | vh|T € (Pl(T))Z VT € 7;“ vy, = 0 na Fu}.

Nyni se zabyvejme konstrukei prostoru Wy. Necht {4;}! je mnozina vSech kon-
taktnich uzlu z 7. Necht §; je Diracova distribuce v uzlu A;: §;(v) = v(A4;) pro vsechna

v € C(Q). Prostor Wy definujme jako Wy = {d;,...,0,} a H = 1/p. Prostory Ay, a
A gy zavedeme pomoci

AHZ/ = {MHV € Wx | HHYy = W ®57 My = (,uula cee a#z/p)T S va Hyi <0 \V/'L},

Ao ={pma € Wh | piae = e © 0, e = (g1 - - - 7,utp)T € RP, |puy| <1 Vi},
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kdeéz(él,...,ép) a,u@éz,uiéi.

Déle zavedme linedrni zobrazeni B, a B; definované jako vy, = B,v, a vp = Bivp
Yv, € Vi, a B, a B jsou konstantni matice reprezentujici zobrazeni B, a B;. Nyni
muzeme zavést algebraickou formulaci dlohy (P (gz)).

Najdéme (u,X,,A;) € R" x R” x Rz[ll,l}
takové, ze
Au=1+ B, +FBTXN,

(IJ‘V — Ay, BV“)RP + f(/»"g - Aga Bt’ll,)RP >0 vl“’y € Rzia My € RI[U_LHv

(Palg))

kde A a l jsou po fadé matice tuhosti a vektor sil a

RI[)—I,I} = {:z: = (:cl,...,a:p)T € RP | |z < 1Vi}.

Poznamka 3.3.3 Vzhledem k numerické efektivnosti pouzivame pro feSeni stavové
ulohy (tj. kontaktniho problému s Coulombovym tFenim) rozstépenou variantu metody
pevného bodu (viz kapitolu 5.1).

3.4 Popis diskretizované kontaktni ilohy s Coulombovym
tfenim pomoci zobecnéné rovnosti

Nyni si ukdzeme dal$i moznost, jak zapsat rovnovazny stav télesa 2. Predtim si ale
zavedeme rozdéleni vektoru posunuti w na (u, u,), kde u; piislusi tenému posunuti a
u,, odpovid4 normdlovému posunuti. Déle necht A je matice tuhosti a I je vektor sil,
které byly zavedeny v predchozi ¢asti. Nyni rozdélme matici A a vektor 1

_|Asr Age L
a=lar =l

kde index ¢ znaci piislusnost k uzlim na kontaktni hranici a index f odpovida volnym
uzlim. Déle se budeme zabyvat pouze uzly na kontaktni hranici. K tomu musime provést
eliminaci volnych uzlia. K této eliminaci vyuzijeme Schurova komplementu a tim dosta-
neme restrikci matice A a vektoru [

Acont = Acc - AcfA;}Afm lcont = lc - AcfA;}lf

Nakonec zavedeme déleni matice A op: a vektoru l.on: na teéné a normélové ¢asti

o Att Atu _ lt
Acont - |:Ayt Ayu:| ) lcont - |:lz/:| .
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Nyni jiz muzeme zapsat rovnovazny stav télesa {2 pomoci zobecnéné rovnosti. Tuto
moznost nam dava nasledujici véta.

Véta 3.4.1 Trojice (us, u,,A,) € R? x RY je Tesenim diskrétniho kontaktniho
problému s Coulombovym trenim tehdy a jen tehdy, jestli vesi ndsledujici zobecnénou

TOVUN0St 5
0¢c Attut + AtVuV - lt + Q(uty Au)

0= Alltut + AVVUV - lu — Ay
O S uy + NRi(Ay),

kde

b ..
Q(U't?)w) - a('llrt)j("l'ta>‘u)7 j(u'h)\V) =F ;A”uﬂ

a NRi je standartni normdlovy kuZel.

Ditkaz V [3]. O



Kapitola 4

Matematické programy
S rovnovaznymi omezenimi

V této casti se budeme zabyvat feSenim Matematickych programu s rovnovaznymi
omezenimi. Podivame se na vyvoj v oblasti matematického programovani, ktery jim
predchazel a podrobnéji se budeme vénovat typu uloh, které lze popsat pomoci MPECu
a zpusobu jejich feSeni ve specidlnim piipadé pomoci implicitniho programovani. Poté se
zaméfime na typy rovnovaznych omezeni, které lze zapsat pomoci zobecnénych rovnosti
na ,dolni“ irovni MPECu. Nakonec se budeme zabyvat citlivostni analyzou nasich tloh.

4.1 Uvod

Nez se budeme vice vénovat MPECum, podivame se na jejich pfedchidce. Tim byly
tzv. dvoutroviiové tlohy (Bilevel Problems), které byly poprvé formulovany v roce 1934
H. F. v. Stackelbergem jako popis ekonomického systému trhu. Pozdéji byly dvoutirovinové
dlohy vyuzity pfi modelovani specialnich tloh optimélniho fizeni. Dvoutiroviiové tloha
je popsana takto

min f1(z, 2)
s omezenimi ( B P)

> € argminfy(z, ),
zelU, yeV.

fi: R™™ — R, f : R"”*™ — R, U C R", V c R™. Uloha na ,doln{* tdrovni
dvoutiroviiové ilohy, tj. minimalizace funkce fo, byva ¢asto nahrazena jejimi Karush-
Kuhn-Tuckerovymi podminkami, ekvivalentni varia¢ni nerovnosti (prvniho i druhého
druhu) nebo kvazivaria¢ni nerovnosti. Tyto nerovnosti ¢asto modeluji hledani rovnovéhy
v daném fyzikalnim systému. Dvoutiroviiovou tlohu s takto nahrazenou tilohou na ,,dolni“
urovni nazveme Matematickym programem s rovnovaznym omezenim (MPEC). Mnoho
inzenyrskych tloh je vyjadfeno pomoci MPECu. Také pitklady v paté kapitole jsou to-
hoto typu. Podivejme se nyni na nékteré pripady tloh na ,,dolni“ trovni, které vedou

43
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k MPECum.
Jestlize funkce fo(x,-) je konvexni a diferencovatelnd pro vSechna x a V' je konvexni a
uzaviend, potom uloha na ,,dolni“ drovni, tj. minyecy fao(x,y) je ekvivalentni zobecnéné
rovnosti 0 € V fa(z, 2) + Ny (2).

Dalsi moznosti je popsat tlohu na ,,dolni“ trovni pomoci varia¢ni nerovnosti, tj.
Najdete y € V takové, pro které plati

(V1)
(F(z,y),v—y)>0VYv eV,

kde F' : R™™ — R™ je spojita funkce a V' je neprazdnd uzaviend konvexni podmnozina
R™. Tato mnozina je casto ddna systémem rovnic a nerovnic, tj.

V:{UERm]hi(azjv):O,izl,...,l, gj(x,v)g(],jzl,...,k:},

kde funkce A’ : R™™ — R, i = 1,...,1 jsou afinni a funkce ¢/ : R"™*™ — R, j =
1,...,k jsou konvexni a spojité diferencovatelné. Pokud funkce fo je spojité diferenco-
vatelnd a F' = V fa(z,y), pak feseni ulohy (VI) je ekvivalentni feSeni tlohy na ,dolni*
urovni problému (BP). Takto popsanou ulohu muzeme pfepsat na zobecnénou rovnost
0 € Vyf(z,y) + Nv(y) nebo 0 € F(z,y) + Ny (y). V piipadé, ze V je déna systémem
rovnic a nerovnic a je splnéna Slater constraint qualification (Existuje 7 € R™ takové, ze
¢ (@y)<0,j=1,....,kahi(z,5) =0,i=1,...,1), odpovidd vyse uvedens zobecnéna
rovnost Karush-Kuhn-Tuckerovym podminkdm tlohy minycy f(x,y):

(xv y) + Zé:l /j’ivyhi<x7 y) + Zf:l )\ivygi(x’ y) = 07

hi(z,y) =0, i=1,...,1,

Gi(z,y) <0, i=1,....k (KKT)
)\’ >0,1=1,...,k,
Ngi(z,y) =0, i=1,...,k.

Variaéni nerovnost (VI) muze popisovat ruzné typy dloh. Méjme nésledujici tlohu kva-
dratického programovani mingcy %yTA(x)y — b(gc)Ty, kde A(z) € R™ ™ je symetrickd
pozitivné definitni matice a vektor b(z) € R™. ReSeni této tlohy je ekvivalentni Feseni
nasledujici varia¢ni nerovnosti, kde funkce F(z,y) = A(x)y — b(z):

Najdéte y € V takové, pro které plati } (VI1)

(Az)y = b(z),v—y) 20Vv eV,

a tuto varia¢ni nerovnost nazyvame varia¢ni nerovnost prvniho druhu. Takovouto va-
riacni nerovnosti a jeji piislusnou zobecnénou rovnosti popisujeme napft. kontaktni dlohy
bez tfeni ¢i stacionarni tlohy vedeni tepla.

Jestlize funkce fo(x,-) neni spojité diferencovatelna, pak nemuzeme minimaliza¢ni ilohu
prepsat pomoci tlohy (VI). Refeni tilohy min,ey syl A(z)y — b(2)Ty + gle(z)Ty|, kde
A(z) € R™™ je symetrickd pozitivné definitn{ matice a vektory b(z) € R™ a c(z) €
R™, je ekvivalentni feSeni néasledujici variaéni nerovnosti:
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Najdéte y € V' takové, pro které plati
T T (VI 2)
(A(z)y — b(x),v —y) + glc(z)" v| — gle(x) y| > 0 Vv €V,

a tuto variacni nerovnost nazyvame varia¢ni nerovnost druhého druhu. Takovouto va-
riacni nerovnosti a jeji piislusnou zobecnénou rovnosti popisujeme napft. kontaktni dlohy
se zadanym tfenim.

Podivejme se jesté na moznost popsat ulohu na ,dolni“ rovni modelovanou pomoci
kvazivaria¢ni nerovnosti:

Najdéte y € ¥(z,y) takové, pro které plati
jdéte y € U(z,y) p p } QvI)

(F(x,y),v—y) >0 Vv eV(y),

kde F : R™™ — R™ je spojitd funkce a ¥(z,y) je uzaviend a konvexni mnohoznaénd
funkce R™*"™ ~» R™. Kvazivaria¢ni nerovnosti a piislusnou zobecnénou rovnosti muzeme
popsat napf. kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim, kterymi se v této praci zabyvame.
Vsechny vyse uvedené popisy iloh na ,,dolni“ drovni lze obecné zapsat pomoci zobecnéné
rovnosti 0 € F(x,y) + Ny (y). Vektorem z v piedchozich dlohédch fidime danou varia¢ni
nebo kvazivaria¢ni nerovnost, v piipadé kontaktni tlohy mu muzeme naptiklad pridélit
vyznam Fizen{ tvaru kontaktni hranice jako v néasledujici kapitole (pak jde o ulohu tvarové
optimalizace), velikosti koeficientu tfeni nebo jiné hodnoty urcujici vlastnosti télesa,
jehoz kontakt fesfme. Redeni zobecnéné rovnosti 0 € F(x,y) + Ny (y) zévislé na vektoru
& muzeme popsat mnohoznaénou funkef S(z) = {z € R™| 0 € F(z, z) + Ny (z)}. Ulohu
(BP), ve které nahradime ilohu na ,,dolni“ tirovni tilohou zadanou zobecnénou rovnostf,
pak muzeme pfepsat na tlohu

min fi(z, 2)

s omezenimi (MPEC)
z € S(z),

xelU yeV.

Protoze v proménné y fesime ,,dolni* tilohu popisujici u fyzikdlnich aplikacich stav télesa,
budeme déale tuto proménnou nazyvat stavovou proménnou. Proménnd x naopak fidi
,dolni“ tlohu (v aplikacich tvarové optimalizace uréuje tvar navrhovaného télesa), dale
ji proto budeme nazyvat Fidici nebo navrhovou proménnou.

4.2 TImplicitni programovéani (Implicit programming appro-
ach)

Nyni pfedpokladejme vyrazné jednodussi piipad, kdy funkce S(z) je jednoznaénd na
mnoziné U a na stavovou proménnou y nejsou kladena zadna omezeni, tzn. z = S(x).
Potom se nase tloha (M PEC') d4 ptrevést na nasledujici ulohu:

min O(x)

S omezenim (I P A)
zeU,
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kde slozené zobrazeni ©(z) = fi(z, S(z)). Ulohu (IPA) pak nazveme tilohou implicitnfho
programovéani (Implicit programming approach).

Podminky existence feseni vySe uvedené tilohy nam popisuje nasledujici véta.

Véta 4.2.1 Necht funkce fi je spojitd, mnoZina U je kompaktni a funkce S je
jednoznacnd a spojitd na oteviené mnoziné obsahujici mnozZinu U. Potom tloha (IPA)
ma tesent (T, z).

Ditkaz V [32)]. 0

Protoze slozend funkce ©(x) v tloze implicitniho programovéani neni obecné spojité
diferencovatelnd, je nutné pouzit pro feseni ilohy (IPA) algoritmu pro nehladkou opti-
malizaci. V naSem piipadé jsme zvolili itera¢ni metodu zaloZzenou na metodé nejvétsiho
spadu - bundle trust metody. Jiz vime diky teorému 2.5.1, Ze existenci hromadného
bodu omezené posloupnosti iteraci generovanych bundle trust metodou nam zarucuje
slaba polohladkost zdola omezené minimalizované funkce. K zajisténi jeji slabé polohlad-
kosti pouzijeme predpoklady Lemmy 2.1.1, tzn. potfebujeme polohladkost zobrazeni S.
Pro feseni tlohy implicitniho programovani pomoci bundle trust metody je tedy nutné
zarucit splnéni nasledujicich podminek:

(I) f1 je spojité diferencovatelna na U x R™, kde U C U a U je oteviena,
(I) S je polohladks na U,
(III) U je kompaktni.

Splnéni podminek (1), (IT) a (IIT) ndm zajistuje diky véte 4.2.1 existenci feseni (IPA).
Splnéni podminek (I) a (IT) ndm diky Lemmé 2.1.1 zajistuje slabou polohladkost slozené
funkce ©(x) a tim i existenci hromadného bodu posloupnosti iteraci generovanych bundle
trust metodou. Pro pouziti bundle trust metody je nutné mit jesté k dispozici rutinu,
kterd v kazdé iteraci najde feSeni stavové tlohy z = S(x) a jeden libovolny Clarkeuv
subgradient ¢ € 00(x).

4.3 Tvarova optimalizace kontaktni tilohy s Coulombovym
trenim

Zavedme si nyni tlohu tvarové optimalizace, kterou se budeme zabyvat v piisti kapi-
tole. Zabyvejme se tlohou tvarové optimalizace kontaktni tilohy s Coulombovym tfenim,
kde idici proménnd o € R™ urcuje tvar kontaktni hranice diskretizovaného télesa 2 a
stavova tloha fesi diskretizovanou kontaktni iilohu s Coulombovym tfenim na télese €.
Téleso €2 je narozdil od predchozi kapitoly popsano nasledovné

Qe) = {(z1,22) € R? | 21 € (0,a),la(x1) < 22 < 1},
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kde lq(x1) je spojitd funkce zdvisld na proménné a. Pro jednoduchost zvolme funkci
la(1) jako po ¢astech linedrni funkci. Grafem této po ¢astech linedrni funkce je spojnice

bodit (((z —1). ﬁ) ,ai) a ((z . ﬁ) ,ai+1), kdei=1,...,n—1.
Algebraickou formulaci stavové tlohy popisujici kontaktni problém se zadanym tienim
na télese Q(a), pak muzeme zavést takto

Najdéme (u, Ay, A;) € R" x R x Rl[)fl,l}
takové, ze

Au=1+BTx, + FBTN, (Pa(er, 9))
(Nu — Ay, BV'U’)RP + f(ll';(:] - A?a Btu)RP > _(I“"l/ — A, Ba)Rp

VNV € Rziv M € R[p,1’1]7

7

kde A a l jsou po fadé matice tuhosti a vektor sil, B je konstantni matice realizujici po
castech linearni zobrazeni lo a

R[p_L” = {iB = (1)1,.. . ,CCp)T € R? | |l‘l| < 1Vz} .

V tuto chvili si zménime uzivané znaceni. Funkci f; nyni budeme oznacovat jako
J, funkci popisujici zavislost mezi tidici a stavovou proménnou nazveme S misto S,
fidici proménnou fidici tvar télesa {2 budeme oznacovat «, stavové proménné majici
vyznam posunuti a normdalovych napéti na kontaktni hranici ozna¢ime u a \. Mnozinu
piipustnych fidicich proménnych nazveme U,y misto U. Déle predpokladejme, ze di-
menze vektoru fidici proménné a je d, tj. zobrazeni S : R — R™P.

Ulohu tvarové optimalizace kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim pak popiSeme
takto:

min O(a) = J (e, S(ax))

S omezenim (P)
a € Uy.

4.4 Citlivostni analyza

V této Casti se budeme zabyvat konstrukci rutiny pro vypocet jednoho libovolného
zobecnéného Clarkeova subgradientu { € 009(a) = 0J (e, S(a)) = V1T (e, S(a)) +
RiVoJ (o, S(e)), R; € OS(a) v libovolném bodé e € U,y. Nyni stejné jako v predchozi
kapitole zavedeme rozdéleni vektoru posunuti w na (u¢, u, ), kde u; prislusi te¢nému po-
sunuti a u, odpovidd normalovému posunuti. Stejné zna¢i A matici tuhosti a I je vektor
sil a stejnym postupem jako v piedchozi kapitole vyeliminujeme volné uzly, tj. budeme
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se zabyvat pouze kontaktnimi uzly, tzn. stavova tiloha realizuje zobrazeni S : R — R3P
(fidicimu vektoru e € U,y je piitazeno feSeni kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim
(ut, uy, A)). Zobrazeni S je pro malé koeficienty tfeni lokdlné lipschitzovské (viz [3]).
Podobné jako v predchozi kapitole popiseme stavovou tlohu zobecnénou rovnosti, zde
navic vystupuje fidici proménnd o urcujici tvar oblasti 2

0c Ay(a)u; + Ay (a)u, — () + Q(us, )
0=A,(ax)us+ A ()u, — ly(a) — X (GE)
0c uy+a+NRi(>\),

kde

p
Q(ut7 A) = 8(ut)j(ut7 )‘)7 j(uta >‘) =F ; )\Z‘u%‘

a N R Je standartni normalovy kuzel.

Multifunkce @ pro pevné i € {1,2,--- ,p} je ddna néasledujicim piedpisem:

F jestlize ul > 0
FAQul| = —FN\ jestlize ul < 0
[—FALFAY  jestlize ul = 0.

Graf multifunkce Q pro pevné i € {1,2,---,p} je vykreslen na obrazku 4.4.1.
Ozna¢me (&, W, Uy, A) bod, ktery splituje zobecnénou rovnost (GE) a zavedme pro
tento bod nésledujici indexové mnoziny:
(&, s, wy, ) = {i € {1,2,...,p} | @, > 0}
(e, u, wy, X) ={i € {1,2,...,p} | u; <0}
(&, U, Uy, N) = {i € {1,2,...,p} | @ =0, Q'(uy,X) = FA'}
( y={ie{L,2,....p}|w =0, Q'(w X =—-FX\}
Koo(@, Wy, @y, X) = {i € {1,2,...,p} | &l =0, —FX' < Q'(wy, X) < FX'}
( y={ie{1,2,...,p} |u, +a >0}
I (&, W,y N) = {i € {1,2,...,p} | X > 0}
(&, u, ) ={ie{l,2,....p} |u, +& =0, X' =0}
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v

>

Obrézek 4.4.1.

Vsimnéme si vyznamu predchozich indexovych mnozin. Mnozina K obsahuje in-
dexy (kontaktnich) uzlu, jejichz posunuti v tetném sméru je kladné (dochdzi u nich k
prokluzu), K_ obsahuje indexy (kontaktnich) uzlu, jejichz posunuti v te¢ném sméru je
zdporné (dochézi u nich k prokluzu), Koi obsahuje indexy (kontaktnich) uzlu, jejichz
posunuti v tetném sméru je nulové a — Ay (a)u; — Ap(e)u, + li(a) = FX' (dochdzi u
nich ke ,slabému pfilepeni“ (weak stick)), Ky— obsahuje indexy (kontaktnich) uzlu, je-
jichz posunuti v te¢ném sméru je nulové a Ay (a)us+ Ap (a)u, — li(a) = FA' (dochézi
u nich ke ,slabému pfilepeni* (weak stick)), Koo obsahuje indexy (kontaktnich) uzla,
jejichz posunuti v teéném sméru je nulové a |—Ay(a)ur — Ap(a)u, + li(a)| < FX'
(dochézi u nich k ,silnému ptilepeni* (strong stick)). Pokud uzel i lezi v nékteré z inde-
xovych mnozin K4 nebo K_, pak se pohybujeme v ¢asti grafu, kde je Q' jednoznacna.
Pokud uzel ¢ lezi v nékteré z indexovych mnozin Koy, Kg— nebo Kyg, pak pracujeme
s ¢asti grafu, kde je Q' mnohoznaéni. M obsahuje indexy uzld, které nejsou v kon-
taktu s podlozim, I obsahuje indexy uzli u nichz dochazi k silnému kontaktu s tuhym
podlozim (tj. X' > 0 a @’ + & = 0), Iy obsahuje indexy uzlti u nichz dochézi ke slabému
kontaktu (tj. X' =0 a w!, + @ = 0).

Necht bod a lezi v blizkosti bodu &, pak pro bod (u¢, u,, ) = S(a) jsou diky lokaln{
lipschitzovosti zobrazeni S splnény nésledujici inkluze:
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K+(a, Ut, Uy, )\) D K+(a, ﬂt,ﬂy,XJ, K_(a, Ut, Uy, )\) D) K_(a,ﬂt,ﬂy,X),
KOO(a7 Ug, Uy, A) D K00(67 ﬁtaﬁz) A)v .
M(OL, U, Uy, A) 2 M(aa ﬂtvﬂua )‘)7 I+(a7 U, Uy, >‘) D I—‘r(a, ﬂtaﬂua >‘)

7 téchto inkluzi plynou nésledujici inkluze:

KO+(Q, U, Uy, A) C K0+(a, ﬂtLﬂy,X), Ky_ (CX, U, Uy, )\) C Kof(a, ﬁt,ﬁy,X),
I()(OC, Ut, Uy, )‘) C IO(aa Hhﬂlu A)

Z vyse uvedenych inkluzi vyplyva, ze v okoli bodu (e, ut, w,,A) nastava pro kazdé
i € Koy (e, uy, uy, A) jedna z nésledujicich moznosti:

’U,% >0 Qi(ub)‘) = ‘7:>‘ia } (41)

ul=0 Q' (ug, A) < FN,

A pro kazdé i € Ko_ (&, u, wy, A) nastavé jedna z nédsledujicich moznosti:

’U,% <0 Qi(uh)‘)

—FX,
uj=0  Q'(us, ) ' } 42

—FAL

AV

Podobné, v okoli bodu (&, @, Wy, A) nastava pro kazdé i € Iy(e, e, Wy, X) jedna z né-
sledujicich moznosti:

(4.3)

Diky tomu dostaneme rozklad indexové mnoziny Ko, (&, U, @y, A) na dvé podmnoziny,
které oznaéime K; a Ky a definujeme je vztahem (4.1) a rozklad indexové mnoziny
Ko_ (&, uy, uy, A) na dvé podmnoziny, které oznacime K3 a Ky, které definujeme vzta-
hem (4.2). A déle dostaneme rozklad mnoziny Iy(a, Uy, Uy, A) na dvé podmnoziny, které
ozna¢ime J; a Jy a definujeme je vztahem (4.3). Déale zanedbdme vSechny nerovnosti
v (4.1), (4.2) a (4.3) a ziskame ze zobecnéné rovnosti (GE) systém rovnic (GE2) uve-
deny nize, ktery je linedrni ve stavovych proménnych wu;, u, a A a nelinedrni v fidici
proménné a. Déle polozime §:= K, UK UK_UKs3 a v := Ko U Ko U K4 a ozna¢ime
symbolem D diagondlni matici o rozmérech [|3] x |(]], jeji hodnoty na diagondle jsou
dény nasledujicim vztahem.

d — F jestlize i € Ky UK,y
" —F jestlize i € K_ UK.

Vyse zminény systém rovnic (GE2) mé nésledujici tvar
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0 = (As(c))pur + (Aw(a))guy — (li(a))s + DAg,

0=A,(a)u;+ Ay (a)u, — () — A,

0 = ul jestlize i € 7, (GE2)
0=ul +a jestlize i € I, U Jy,

0=\ jestlize i € M U J.

Pokud pouzijeme vétu o funkci zadané implicitné, muzeme systémem rovnic (GE2)
implicitné zadat funkci S*[O — R |, kterd prifazuje Fidici proménné e trojici (w¢, u,, ).
K tomu slouzi nasledujici véta (v jejim dukazu ovéiime splnéni predpokladu véty o funkei
zadané implicitné).

Véta 4.4.1 Uvazujme systém rovnic (GE2) na okoli bodu (e, Uy, wy,, ) (bod (e, Uy, Uy, X)
spliiuje zobecnénou rovnost (GE)). Predpoklddejme, Ze matice

Ay(a) Ap (@)
Aj(e) Ay (e)

je pozitivné definitni. Potom pro libovolnou volbu indexovych mnozin K1, Ko, K3, Ky,
J1, Ja existuje okoli O Tidici proménné & a spojité diferencovatelnd funkce S*[O — R3p],
kterd je definovdna implicitné systémem rovnic (GE2) a spliiuje nasledugici vlastnosti:
(i) (’Tl,t,’TLV,X) = S* (@),

(ii) body (o, S*(a)) spliiuji rovnost (GE2) pro vSechny o € O pro ,maly“ koeficient
treni F.

Ditkaz Necht indexové mnoziny K1, Ko, K3, K4, J1, Jo jsou zvoleny libovolné. Nej-
prve ukézeme platnost (¢, ,, A) € S*(@), kde S* je funkce zadand implicitné systémem
rovinic (GE2). Bod (&, 4, @y, A) splituje zobecnénou rovnost (GE). Z toho plyne, ze
kromé prvni rovnice, spliiuje i vSechny rovnice ze systému rovnic (GE2). Uvazujme nyni
vektor & € Q(us, ). Potom plati xg = DXg. Z toho plyne, ze (u:, w,, ) splauje i
prvni rovnici ze systému (GE2) a tedy (W, w,, A) spliuje cely systém rovnic (GE2).

Nyni musime dokézat, ze funkce S* je diferencovatelnd a jednozna¢na na okoli bodu
. Jestlize zanedbame viechny nulové slozky vektoru stavovych proménnych (wu, u,, ),
ziskdme redukovany parcidlni Jacobidn pravé strany systému (GE2) v bodé (&, uy, @y, A)
vzhledem ke zbyvajicim (nenulovym) slozkdm vektoru (@, w,, A):

(Au(@)gp (Aw(@)s (1 umD
II = 5(Au(@)) Ay (@) _Eﬂqu
0 E;.Ls, 0

Necht je matice (r;usp)D nulové, pak diky pozitivn{ definitnosti matice

Att (a) At,j (a)
Aut (a) Ayy (a)
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je matice IT reguldrni. Nyni opustme piedpoklad nulovosti matice (1usD, tzn. matici
IT dostaneme jako soucet regularni matice a matice

e |0 @unD
n_[o P

Nenulové prvky matice II jsou rovny koeficientu t¥eni F nebo jeho opaéné hodnoté.
Protoze koeficient tfeni je ,maly“, muzeme pouzit perturbaéni lemmu (viz [30]). Tim
ovéiime regularitu matice I1. Protoze mnoziny K1, Ko, K3, K4, J1, Jo byly zvoleny
libovolné, vyplyva dokazované tvrzeni z véty o funkci zadané implicitné. O

7 Véty 4.4.1 plyne, ze zobrazeni S je PC' funkce, jejiz aktivni funkce v bodé & jsou
dany libovolnou kombinaci indexovych mnozin K1, Ks, K3, K4, Ji, Js. Protoze nemame
zaruceno, ze véechny tyto aktivni funkce jsou také esencialné aktivni (a vybér pouze téch,
které jsou esencialné aktivni, by byl ¢asové narocny - museli bychom ovérovat splnéni
nerovnosti v (4.1), (4.2) a (4.3) v okoli bodu e, které jsme zanedbali), budeme kon-
struovat pouze ,,vnéjsi“ aproximaci S () a nasledné pouze ,,vnéjsi“ aproximaci 00 ().
K tomu zavedeme novou indexovou mnozinu I takovou, ktera jednoznaéné urcuje kom-
binaci mnozin K1, Ko, K3, K4, J1, Jo, tj. existuje bijektivni zobrazeni mezi indexy L a
indexovymi mnozinami K1, Ko, K3, K4, J1, Jo. Déle ozna¢me symbolem IT;, kde i € L,

(Aw(@)ap (Aw(@)s  (1,0m)D
I; = 3(Av (@) Ay (@) _E}F+UJ1 ’
0 Eron 0

matici

ktera je urcena volbou 7 € L, tj. volbou indexovych mnozin K1, Ko, K3, K4, J1, Jo. Déle
oznacme symbolem E;, kde ¢ € L, matici

Val((Au(@))ps(ut)s) + Val(Aw(@)su,) — V(li(@))s
Ei= | Val(g(Au(a))(u)p) + Valdw (@) u,) — Vi, (&) )
E; vy

kterd je urcena volbou ¢ € L, tj. volbou indexovych mnozin K, Ko, K3, K4, Ji, Jo.
Vsimnéme si, ze matice Z; je parcidlni Jacobidn pravé strany (GE2) v bodé (&, ws, Wy, X)
vzhledem k fidici proménné (e). Pii splnéni podminky pozitivni definitnosti matice

Att (a) At,j (a)
Aut (a) Ayy (6)

plati, ze pro kazdé i € L je matice —Hi_lEi rovna derivaci zobrazeni a — ((u¢)g, Uy, Ar,uJ;)
v bodé @ definovaném rovnosti (GE2). Derivaci tplného zobrazeni a +— (w¢, uy, A)

muzeme ziskat z matice —II; 1=, vlozenim nulovych fadka nahrazujicich derivace ul,

je~vai, leMuU.Jy,do této matice. Tuto ,ziplnénou® [3p x d] matici nazveme R;,
i € L. Nyni jiz muzeme ziskat aproximaci 9S(a). Tu ndm dava nésledujici véta.



KAPITOLA 4. MATEMATICKE PROGRAMY S ROVNOVAZNYMI OMEZENIMI 53

Véta 4.4.2 Pokud jsou splnény predpoklady Véty 4.4.1, pak plati

0S(a) C conv{R; | i € L}.

Dikaz Tvrzeni piimo vyplyvé z piredchazejiciho rozboru a véty A.4.1 z [36], kterd
je obdobou Teorému 2.3.3 pro Clarkeuv zobecnény Jacobian. O

Jak jsme jiz zminili difve pro pouziti bundle trust metody stac¢i mit k dispozici jeden
libovolny subgradient z Clarkeova zobecnéného gradientu slozené funkce £ € 00 () =
0J (e, S(e)) a neni nutné pocitat matici z Clarkeova zobecnéného Jacobidnu 0S(e).
Vypocet tohoto subgradientu ndm umozni nasledujici teorém.

Teorém 4.4.1 Necht je funkce J spojité diferencovatelnd a koeficient treni je
,malij“. Necht je ddn bod & € Uyq a pFedpoklddejme, Ze pro i € L plati

Ddle necht p; je redeni adjungované rovnice

kde matice I1; je urcéena i € L, tj. volbou indexovijch mnozin K1, Ko, K3, K4, J1 a
Jo a (VoI (e, S(@))); oznacuje vektor, ktery je vytvoren z vektoru VoJ (&, S(@)), ve
kterém jsou vynechdny slozky odpovidagici parcidlnim derivacim podle u}, j € v a N,
j € M U Jy. Potom libovolny subgradient z Clarkeova zobecnéného gradientu sloZené
funkce £ = 00(a) = 0J (&, S(&)) dostaneme jako

& =Vid (@ S(@) + 2] p; € 00(@).

Dukaz K dukazu sta¢i pouzit Teorém 2.1.3. O

Nyni mame splnény vSechny piedpoklady pro feSeni ilohy tvarové optimalizace
s Coulombovym tfenim jako tlohy implicitniho programovani pomoci bundle trust me-
tody (polohladkost zobrazen{ S je zaruéeno diky tomu, ze S je PC'). Podrobné viz [3].

Uvédomme si, ale ze v tuto chvili pouze vime, ze 0S(&) C conv{R;, i € L}, tj.
mame k dispozici pouze ,,vnéjsi“ aproximaci mnoziny dS(a) a tedy i 09(a). Abychom
zajistili 0S(a) = conv{R;, i € L}, musime ovéfit podminku (M F'1) z [32] (Véta 6.14).
Jinou moznosti je pouzit postup z [6] ur¢eny pro (BP). K tomu je tfeba ovérit modi-
fikovanou podminku (FRR) z [6]. Splnéni této podminky pii souc¢asném splnéni upra-
venych podminek (MFCQ), (SSOC) a (CRCQ) z [6] déava stejny vysledek 0S (&) =
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conv{R;, i € L} (viz [6]). Podminky (MFCQ), (SSOC) a (CRCQ) jsou splnény za
predpokladu, ze zobrazeni S je PC', to vime, ze je splnéno.

Podminka (M F'1) v bodé (zg,yo) (po Gpravé pro nas problém) vypadd takto

(MF1):
Matice
jyxﬁ('xOJyO) (ijlo(x()ayO))T
~T:G 1, (x0,90) 5 D(x0,%0) : 0
Si= | e ,
—T2G1, (20, y0) . —TJ,Gr(wo,y0) 0 0
I 0 : 0 0o : E |

mé plnou fddkovou hodnost. Lagrangian L(xo,vy0) = F(zo,y0) + Zle NV gt (20, vo),
1 k T
G(xo,y0) = (9" (@0, %0),---, 9" (w0, 10))" a
jyy£($0:y0) (ijLr(anyO))T
~Jy,G 1, (20,90) 0

x je navrhova proménnd, y je stavova proménna a indexové mnoziny I a Iy maji stejny
vyznam jako na zacatku této casti.

D(x0,%0) =

Ovéteni podminky (MF1) na testovacich ulohdch provedeme v pristi kapitole.

Jiny zpusob, ktery vede k nalezeni £ € 00 (&), je vypocet { € 9O (&), tj. nalezeni
prvku z Morduchovicova subdiferencialu, ktery je podmnozinou Clarkeova zobecnéného
gradientu. Vhodny zpusob, jak nalézt & € 9p/0(&) nabizi [31] (viz Teorém 5.1). K tomu
si potfebujeme zavést nasledujici multifunkci

D*®(a,b)(n) := {¢ € R¥| (&, —n) € Nepn o(a,b)},

kde grafem multifunkce ® : R* ~» R! je uzaviend mnozina, (a,b) € Gph ® an € R!. Tuto
multifunkei nazveme reguldrni koderivaci multifunkce ® v bodé (a, b). Dle [31] 1ze nékteré
prvky Morduchovic¢ova subdiferencidlu funkce ©(Z) = f(7, S(Z)) nalézt nasledujicim
postupem.

Necht funkce f(z,y) je spojité diferencovatelnd, ddle (§,7) = V., f(Z,7) ay = S(T).
Zobrazeni S(z) je zadano predpisem S(x) = {y € R™ |0 € F(z,y)+Q(y)}, kde F(z,y) je
jednoznaé¢nd spojité diferencovatelnd funkce a Q(y) je mnohoznacéné funkce s uzavienym
grafem. Pak nékteré prvky z Morduchovi¢ova subdiferencidlu jsou uréeny

£+ (VoF(@,7))'7 € 0O(2),
kde 7 je feSeni zobecnéné rovnosti

0€7+ (VyF(z,9)"r + D*Q(y, —F(z,7))(r).
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Aplikujme tento postup na nasi ilohu tvarové optimalizace
min J (a, S(x))
S omezenim
acT.

Zobrazeni S(a) je zaddno implicitné zobecnénou rovnosti
0e Att(a)ut + Atl,(a)ul, — lt(a) + Q(Ut, A)
0=A()us+ Ay (a)uy, — () — X

V nadi tdloze tvarové optimalizace tedy zna¢ime symbolem « nédvrhovou proménnou x,
(wg, uy, A) odpovidd v, J (e, ut, uy, X) oznacuje f(z,y), S(a) znaéi S(z), (Au(c)us +
Ay (a)u, —~lt(a), Ap(a)uy + App(@)u, — () — A uy + a)T = Fo,ug, uy, A) =
F(z,y) a (Q(ut,N),0, NRﬁ(A))T = Q(ut, uy,A) = Q(y). Nyni pristupme k uréeni
D* Q(Wy, Wy, X). Nejkomplikovanéjsi je vypocet &€ € D*Q((Gt, N), li(a) — Ay (a)u; —
Ay (@)w,)(r).

Lemma 4.4.1 Pruky koderivace ¢ € D* Q((ty, N), li(a) — Ay (a)ty — Ay (@)@, )(r)
jsou ve tvaru & = (£1,--- | €P), kde slozky & jsou proi € {1,--- ,p} ddny predpisem:

¢ = (0, FXr1), jestlize w >0 A X >0, )
¢ = (0, FX'k), k< jestlize w >0 A X =0,

¢ = (0, —FN'ri), jestlize w < 0 A X >0,

¢ = (0, —FNrY), k< —ri jestlize wi <0 A X =0,

¢ = (k, FX71), k<0, 1 <0, jestlizew. =0 A X >0 A

A (@) — Ap(@) T — Ay (@)T, = FX, (4.4)

& = (k,~FX7'), k>0, ' >0, jestlize® =0 A X >0 A A
A lt(a) — Att(a)’ﬂt — Atl,(a)ﬂ,, = —.FXZ,

¢ =(k,0), ke R, ' =0, jestlize w. =0 A X >0 A |
A (@) — Ay(@)w — Ay (@)u,| < FX',
¢ = (0, FA'k), k < —|rf| jestlize wi =0 A X = 0.

Dﬁkag K dikazu staci zkonstruovat reguldrni normalovy kuzel ke grafu mul-
tifunkce Q v bodé ((wi, X", (Iy(@) — Ay (@)w; — Ay (@)w,)?) (viz Definici 2.2.3) pro
vSechny i € {1,--- | p}. O
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Dale je nutno vypocist ¢ € lA)*NRgr X, —u, —@)(r).

Lemma 4.4.2 Proky koderivace ¢ € lA)*NRﬁ (X, —u, — @)(r) jsou ve tvaru ( =
(CY, -+ CP), kde slozky ¢ jsou proi € {1,--- ,p} ddny predpisem:

¢t =0, jestlize X' > 0,
(=% kcER, jestlizvexi:() AN, +a>0ar =0, (4.5)
=k k<0, jestliieiizo/\ﬁy+a:0ari§0.

Dikaz K dikazu sta¢i zkonstruovat reguldrni normélovy kuzel ke grafu multi-
funkce Nge v bodé (X', (=, — @)") (viz Definici 2.2.3) pro vechny i € {1,--- ,p}. O
Vektory ¢ a ¢ skladdme z prvka ¢ a (%, kde i € {1,---,p}, tj. pro kazdy kon-
taktni uzel uréime & a ¢*. K sestrojeni D* Q((Gy, Ty, N), —F (T, Ty, X)) (1) pouzijeme
tvrzeni Teorému 10.40 z [35], ktery davd ndvod, jak zkonstruovat ,vnitini“ aproxi-
maci reguldrni koderivace multifunkce Q(ws, u,,A) = (Q(us, A),0, N R”. (A)T. Nejprve

si zavedeme nasledujici spojité diferencovatelnou funkci P : R* — R* a multifunkeci
R: R* ~» R%®. Funkce P je zadand predpisem

P(al,bl,cl,o'- yal bP cP) = (al,cl,(),cl,--~ ,ap,cp,O,cp)T
a multifunkce R je ddna predpisem
R(a17blvclad17 e 7ap>bpvcpadp) = (Ql(a1>bl)>O7NRi(d1)? o a@p(apabp)vovNRi(dp))T‘

Multifunkei Q(wu¢, uy, A) muzeme s vyuzitim funkce P a multifunkce R zapsat takto
Q(u, uy, ) = Ro P(ug, uy, N).

Véta 4.4.3 Necht spojité diferencovatelnd funkce P a multifunkce R jsou ddny vijse
wvedenym predpisem. Pak plati

D* Q(ty, Wy, N)(r) D (VP(Ty, ty, N)T - D*R(ty, Wy, N, ) (1) =
= (51170755 + €17 e 7511?7 075123 + CP)T’

kde vektory (&4,€5) = &%, i € {1,--- ,p} jsou uréeny (4.4) a ¢, i € {1,--- ,p} jsou ddny
(4.5) ar € R®.

Dukaz K dikazu sta¢i pouzit Teorém 10.40 z [35]. O
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Nyni jiz muzeme vypocitat prvek z Morduchovi¢ova subdiferencidlu slozené funkce
£ €dyB(a) =0uJ(a,S(a)). Vypocet tohoto prvku ndm umozni nasledujici teorém.

Teorém 4.4.2 Necht je funkce J spojité diferencovatelnd. Necht je ddn bod & € Uly.
Ddle necht 7 € R je resend zobecnéné rovnosti

0€ VoJ (@, 8(@)) + (Vi u, \F(@ U, , X)) r + D* Q((y, Wy, N), — F(Ws, @y, X)) (7).

Potom prvek z Morduchovicova subdiferencidlu slozené funkce § = 0y0(a) = Oy J (e, S(@))
dostaneme jako

£ =ViJ(a S(@) + (V. F(Z,9) 7 € 0,0().

Dukaz K dikazu staci pouzit Teorém 5.1 z [31]. O

Pozndmka 4.4.1 Jako piiklad si ukazme pro jeden zvoleny uzel (s indexem i) tvar
prvni zobecnéné rovnosti z predchoziho teorému v piipadé silného kontaktu a ,,slabého
prilepeni® (— Ay (a)u; — Ay (@)u, + li(a) = FX'):

0 € VaJ (& S(@)) + (Vo u, NF (@ B, Wy, N) 77 + (k, 0, FXT)T,
k<0, riSO, TéER, réER.

Tento alternativni postup vyuzivajici Morduchovicova kalkulu vede ke ,,skuteénym“
prvkum z 0y/0(Z) a tedy i 00(T). Jeho nevyhodou je nutnost fesit zobecnénou rovnost
z Teorému 4.4.2. Jeji feSeni je dost obtizné a neni ani zarucena existence aspon jednoho
feseni.



Kapitola 5

Numerické priklady

V této kapitole se budeme vénovat feseni nékterych tvarové-optimalizacnich 1loh. K feSeni
téchto problému pouzijeme techniku citlivostni analyzy popsanou v predeslé kapitole.
Piipomenme si, Ze problém tvarové optimalizace je definovan néslednym zpusobem:

min J (o, S())

S omezenim (P)
a € Uy,

zobrazeni S (z navrhovych do fidicich proménnych) je lokdlné lipschitzovsky spojité
na mnoziné pifpustnych navrhovych proménnych U,s. Déle pfedpokladejme, ze ce-
novy funkcional J je spojité diferencovatelny. To ndm zarucuje lipschitzovskou spojitost
slozeného zobrazeni O(a) = J (o, S(a)).

5.1 Numerické reseni stavového problému

Abychom mohli vyéislit hodnotu cenového funkciondlu J(e, S(e)), potiebujeme nej-
prve vyfesit stavovy problém, tj. vypocitat hodnotu S(e). Tato stavové tiloha je feSena
uzitim rozstépené varianty metody pevného bodu. Metoda pevného bodu je realizovana
numericky pomoci metody postupnych aproximaci:

(k—1)

)\(}(I))V € Ay, dano,
AR — ey ke N

Nova iterace )\g;l), je déna jako druhd slozka fTeSeni diskretizovaného kontaktniho

problému se zadangm tfenim (Ph()\g;y_ 1))).

Jedna tiida metod fesici numericky diskrétni kontaktni problém se zadanym tfenim

je zalozena na tzv. reciproc¢ni variaéni formulaci (viz [20] a [22]). Tato formulace je
odvozena z P4(g) eliminaci proménné u. Vyslednd variaéni formulace obsahuje pouze

o8
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dudlni proménné definované na I'.. Vysledna tloha vede na problém kvadratického pro-
gramovani s jednoduchymi nerovnostnimi omezenimi omezujicimi normélové (\,) a tecné
(A\¢) kontaktni napéti, tj. iloha vede na minimalizaci kvadratické funkce K na mnoziné
R? x RI[)_M]. Vyhoda tohoto piistupu tkvi v moznosti pouziti velmi efektivnich po-
stupt pi1 feseni daného modelu. V nasi uloze pouzivame metodu postupnych aproxi-
maci zkombinovanou s technikou rozstépeni. Diky tomu misto minimalizace funkce se 2p
proménnymi (A,, \;) je minimalizaéni proces rozstépen na dva oddélené minimaliza¢ni
procesy hledajici stfidavé minimum vzhledem k normdlovému (A,) nebo te¢nému (\;)
kontaktnimu napéti a druhé (te¢né nebo normalové) napéti je zafixovano. Tedy v kazdé

iteraci je minimalizovana funkce o p proménnych.

Rozstépena verze metody pevného bodu se skldda ze dvou néasledujicich kroku:

(I) (Pro A\, € R? fixované.) Minimalizace K vzhledem k \; na R‘f_l ) Popisuje tlohu
linedrni pruznosti se zadanym tfenim a predepsanym normdlovym napétim A, na I'. (tj.

bez unilaterdlnich kontaktnich podminek na I';).

(IT) (Pro A\ € Rl[i1 1 fixované.) Minimalizace K vzhledem k A\, na R” popisuje kon-

taktni problém s predepsanymi teénymi napétimi Ay na . (tj. bez treni na I'.).

Pro kontaktni problémy se zadanym tfenim tento algoritmus konverguje (viz [15]).
Tato metoda je nésledné rozsitena pro pripad Coulombova tfeni aktualizaci omezeni na
At v (I) pomoci nového normalového napéti vypocteného ve (II). Detailnéjsi popis algo-
ritmu naleznete v [17].

5.2 Tvarova optimalizace

Nyni transformujeme #idici proménnou a a tim také ilohu tvarové optimalizace (P).
Tato dprava nam zaru¢i hladkost optimalizované hranice I'.. Tato hranice bude mode-
lovéna Bezierovou kiivkou a o € R? je vektor ¥dicich bodu této kiivky. Bezierova kiivka
F(z) je konstruovana v intervalu [0, a] s pouzitim vektoru a pfedpisem

F) =Sy ete), s = (2] )@= 9 sepal

kde d je rozmér vektoru a. Nasi ulohu (P) muzeme nyni piepsat timto zpusobem

min J (a, S(x))

s omezenim (PII)
ac T,
kde Y je dano
Y={acR'|0<a;<Cy, i=1,...,d; |ai+1—a¢|§%, i=1,...,.d—1;

im0 = Cad}.
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Co, C1, Cy jsou dané kladné konstanty. Podminky, které splituje mnozina T zajistuji, ze
Bezierova kiivka F'(x), kterd je generovéna vektorem « je z kompaktni mnoziny

Uas = {v € C*([0,a]) | 0 < v < Co, |v(z1) — v(x2)| < Chlay — 22| Va1, 22 € [0, 0],
meas (Q(v)) = Ca},

kde C; omezuje derivaci Bezierovy kiivky F(x) a Cy uréuje objem optimalizovaného
télesa Q.

Protoze feseni diskrétniho kontaktniho problému s Coulombovym tfenim je jedno-
zna¢né, muzeme k feSeni ulohy tvarové optimalizace (PII) pouzit piistup implicitniho
programovani popsany v predchozi kapitole. V nasem piipadé vime o cenovém funk-
ciondlu J(a, S(x)), ze je lipschitzovsky spojity, stejné jsou splnény i dalsi podminky,
které jsme pozadovali v minulé kapitole. Pro feseni tlohy (PII) pouzijeme, jak jsme
jiz. diive uvedli bundle trust metodu. Bundle trust metoda vyzaduje v kazdém kroku
itera¢niho procesu znalost jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecnéného
Jacobidnu a znalost hodnoty J (e, S(e)). Postup, ktery pouzivame pro hledédni daného
subgradientu byl navrzen ve 4. kapitole. Nyni ndm zbyva pouze urceni rozkladu mnozin
Ky a Ip. Vybrali jsme

Ki=K3=10, Ky=Ko, K4 =Ko_
Ji1=0, Jy = I.

Nyni se podivejme na nékteré dlohy feSené s vyuzitim bundle trust algoritmu. V§imnéme
si, ze cenové funkcionaly v nasich piikladech jsou spojité diferencovatelné. Vsechny
piiklady jsou feSeny na elastickém dvojrozmérném télesem (o). Tvar tohoto télesa
je déan predpisem

Q(a) = {(331,1‘2) € R? | AR (O,CL),F(iL‘l) < x9 < 04}

Viz obrazek 5.2.1.

Fy
L A A A
Cy .
Tp
HFQ
Tu Q(a) r,
Co —
Te
0 a x1

Obrazek 5.2.1.
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Nasi oblast jsme diskretizovali dvourozmérnou siti s 450 uzly, tj. Tesili jsme stavovou
tilohu s 900 nezndmymi. Uloha byla vyfesena v Mathworks Matlab. Ukoncovaci krite-
rium pro bundle trust metodu mélo hodnotu € = 1-107%. Po¢ateéni tvar pruzného télesa
() a jeho deformace je zobrazena na obrazcich 5.2.2. a 5.2.3. Rozlozeni normalového
napéti na kontaktni hranici (plnd ¢éra) a tecného napéti tamtéz (teCkovand ¢ara) pro
pocétecni ndvrh je ukdzéno na obrdzku 5.2.4. Piedepsané normélové napéti (vektor Xg)
pro piiklad 5.2.1. je nakresleno v tomto obrazku ¢erchované.
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Obrézek 5.2.2., 5.2.3.

Nyni mame vSe pripravené pro to, abychom se podivali na vysledky nékterych nasich
prikladu. Ve v8ech piikladech pouzivame stejnd data a ménime pouze predpis cenového
funkciondlu J. Hodnoty kladnych konstant urcujicich rozmér oblasti Q(a) a pfipustnou
mnozinu T jsou nasledujici a = 2, Cy = 0.75, C; = 1, Co = 1.9, C4 = 1. Povrchové sily
na hranici I'), maji velikosti F; = —80 - 106%, F, =50 - 106%. Fyzikdlni parametry
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Obrazek 5.2.4.

oblasti maji tyto hodnoty - Youngtiv modul £ = 1 GPa, Poissonova konstanta v = 0.3
a koeficient tfeni F = 0.25. Hranice I';, je hranice s plnou Dirichletovskou podminkou.
Dimenze navrhové proménné « je 15.
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Priklad 5.2.1.
min ”Xz — >\2H2

s omezenim
ac T,
(u, ) je FeSenim kontaktniho problému s Coulombovym trenim.

Hodnota cenového funkciondlu pro poc¢atec¢ni navrh je 214.6923.

Vysledny (optimalizovany) navrh pruzného télesa Q(a) a jeho deformace je zobrazena
na obrazcich 5.2.5. a 5.2.6. Rozlozeni normalového napéti na kontaktni hranici (plnd ¢éra)
a tetného napéti (teckovand ¢ara) pro vysledny navrh ukazuje obrézek 5.2.7. Predepsany
vektor Ay je nakreslen ¢erchovanou ¢drou.
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Obrazek 5.2.5., 5.2.6.
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Obrézek 5.2.7.

Hodnota cenového funkcionédlu pro vysledny névrh je 4.6942.

A
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Priklad 5.2.2.
min || Ag]|*

subject to
ac T,
(u, M) je fesenim kontaktniho problému s Coulombovym tfenim.

Hodnota cenového funkciondlu pro pocateéni navrh je 25511.

Vysledny (optimalizovany) navrh pruzného télesa Q(a) a jeho deformace je zobrazena
na obrazcich 5.2.8. a 5.2.9. Rozlozeni normalového napéti na kontaktni hranici (plnd ¢éra)
a tecného napéti (teckovand ¢dra) pro vysledny navrh ukazuje obrézek 5.2.10.
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Obrazek 5.2.8., 5.2.9.

Hodnota cenového funkcionalu pro vysledny navrh je 17286.
A
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0 05 1 1.5 2

Obrazek 5.2.10.
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Piiklad 5.2.3.
min — [ 7(u)e(u)dzr+ [ Fudl)
Q) Iy
subject to
acT,
(u, ) je FeSenim kontaktniho problému s Coulombovym trenim.

Hodnota cenového funkciondlu pro pocateéni navrh je 10.0299.

Vysledny (optimalizovany) nédvrh pruzného télesa Q(e) a jeho deformace je zobrazena
na obrézcich 5.2.11. a 5.2.12. Rozlozeni normdlového napéti na kontaktni hranici (plna
¢ara) a tetného napéti (teckovand ¢ara) pro vysledny névrh ukazuje obrazek 5.2.13.
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Obrézek 5.2.11., 5.2.12.

Hodnota cenového funkciondlu pro vysledny navrh je 2.3138.
A
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Obrazek 5.2.13.
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5.3 Podminky optimality

Pro teSeni nasich piikladu se pokusime ovérit podminky optimality specifikované ve
druhé kapitole. Uvedli jsme, ze bundle trust metoda ukonc¢uje iteracni proces v bodé &
v piipadé, ze bod & je ,,témér stacionarni“, tato podminka je urc¢ena velikosti hodnoty
¢ (v nasich piikladech ¢ = 1-107%). Jak jsme jiz uvedli v pfedchozi kapitole mame
k dispozici pouze ,,vnéjsi“ aproximaci mnoziny 0S(a) a tedy i 00(&). Tato aproximace
je urcena takto 0S(e) C conv{R;, i € L}. Uvédomme si, ze podle Teorému 2.3.2 méme
k dispozici pseudodiferencial funkce S(a) a tedy i O(a). Z toho plyne, ze bundle trust
metoda ukoncuje itera¢ni proces v naSich piikladech v bodé &, ktery je ,,témeéi pseu-
dostacionarni“. My ale budeme chtit prokazat piisnéjsi podminky optimality. V naSich
piikladech budeme chtit ovéfit Clarkeovu podminku optimality 0 € 00(a) + Ny (@).
K tomu je nutné nejprve ovéiit 0S(a) = conv{R;, i € L} (pokud je |L| > 1, pak méme
pouze zajisténo, ze 0S(a) C conv{R;, i € L}). Abychom zajistili splnéni této podminky
je nutné oveéfit splnéni podminky (M F'1) z kapitoly 4.4. Lagrangidn £ a nerovnost G
maji v nasich tlohéch tento tvar (fidici proménnd je c, stavové proménné jsou u a X)
Llonu,N) = LuT A(e)u — 1) u = Auy, + AF|ur], Glosu, N+ —u, — o < 0.

Poté pouzijeme podminku (M F'1), tj. budeme ovérovat plnou fadkovou hodnost matice
S1. Tato matice mé v naSich ulohéch tvar

V(A0 (@) g, (u1)p) + V oy (A Q) puy) — V(1 (Q))g oo
YV (Avt (@), s (ut)g) + Vo (A (@) guy) — V(1 (D)) D L -Ef
81 = Eﬂ_ 0 ’
BT 0 BT, o o 0
L 0 o] 0 0 o) E .
Au(@)ﬁ,ﬂ (Atu(g))ﬂ,: Dg.1, 0
kde D = | 4t(@).5 (4w (@)s,. —Bf,  —Ef,

0 E1T+ 0 0

Nyni jiz muzeme pfikrocit k ovéfeni Clarkovy podminky optimality. Tato podminka
byla ovéfena pomoci rutiny hledajici takové ¢ € 90(a), které spliiuje —¢ € Ny (@).
K urceni 00 (&) potiebujeme znalost mnoziny 0S(e). Ta byla zkonstruovana jako kon-
vexni kombinace R;, Vi € L. Pokud se ndm podaii prokazat Clarkeovu podminku op-
timality muzeme se pokusit také o ovéreni (silnéjsi) Morduchovi¢ovy podminky opti-
mality (0 € 9O (@) + Ny (a)). Protoze vime, ze 90 (@) = cl conv {93/O(a)}, mizeme
ovérit Morduchovi¢ovu podminku, jestlize prokdzeme, ze &; € 00 (&) spliujici podminku
—&; € Ny (@) je extremalnim bodem mnoziny 90 (&). Tento zpusob mé své nedostatky.
Pokud &; neni extremalnim bodem mnoziny 00 (), pak o tomto bodé nemame zddnou
informaci nebot nemtuzeme ani potvrdit ani vyvratit tvrzeni & € 90 ().

Piiklad 5.2.1. (pokracovani)
Algoritmus potiebuje 109 iteraci k nalezeni minima.
(MF1) byla ovéfena (S; ma 78 fadku a 109 sloupcu, fddkova hodnost je 78),
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tj. 0S(e) = conv{R;, i € L}. B
Clarkeova podminka optimality: Vzdalenost 00 (a)+N v (a) a po¢atku je 0.0084 (card(L)=3).
Minimum spliiuje také Morduchovic¢ovu podminku optimality.

A

Ptriklad 5.2.2. (pokracovani)
Algoritmus potiebuje 240 iteraci k nalezeni minima.
(MF1) byla ovéfena (S1 ma 81 fadku a 124 sloupcu, fddkova hodnost je 81),
tj. 0S(@) = conv{R;, i € L}.
Clarkeova podminka optimality: Vzddlenost 90 (&)+ N (@) a pocatku je 0.027 (card(L)=59049).
Nepodarilo se ndm ovérit Morduchovicovu podminku optimality pro zna¢nou velikost
mnoziny L.

A

Priklad 5.2.3. (pokracovani)
Algoritmus potfebuje 2 iterace k nalezeni minima.
(MF1) byla ovétena (S1 mé 80 fadku a 116 sloupcu, rddkova hodnost je 80), tj.
0S (@) = conv{R;, i€ L}.
Clarkeova podminka optimality: Vzdalenost 90 (a)+ N v (@) a pocatku je 0 (card(L)=3).
Minimum spliuje také Morduchovi¢ovu podminku optimality.

JAN



Kapitola 6

Zobecnéni na 3D pripad

V této kapitole navrhneme postup feSeni tlohy trojrozmérné tvarové optimalizace kon-
taktni ilohy s Coulombovym tienim. Nejprve si zavedeme formulaci 3D kontaktni tlohy
s Coulombovym tfenim a to pfimo v diskrétni formulaci. Poté navrhneme postup pro
hledéni jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecnéného gradientu slozené
cenové funkce zavislé na navrhové proménné a. Pro toto hledani pouzijeme podobny
postup jako ve ¢tvrté kapitole.

6.1 Stavova uloha - 3D kontaktni problém s Coulombovym
trenim

Nyni se zabyvejme télesem (2, na kterém budeme fesit 3D kontaktni tilohu s Coulom-
bovym tfenim, tu zavedeme obdobné jako ve 3. kapitole. Zabyvejme se pruznym télesem
Q C R? s lipschitzovskou hranici 9. Hranice 99 je slozena ze tif nepiekryvajicich
se casti I'y, I', a I'c. Na hranicich I'y, I', a I'c jsou predepsdny tfi rozdilné okrajové
podminky. I, je hranice, na které je téleso {2 pevné uchyceno, tj., I';, je hranice s Dirichle-
tovskou podminkou. Povrchové sily F = (Fy, Fy, F3) ptisobi na hranici Ty, F € L*(Q).
Téleso Q je zdola ,podepfeno® tuhym podlozim P = {(z,y,2) € R> : z < 0}. Mezi
hranici T'; a touto prekazkou uvazujeme v nasem modelu Coulombovo tfeni. Téleso {2
m4 hranici I'. popsanou funkei «(z1, z2), tvar télesa je uréen predpisem

Qa) = {(x1,22,23) € R | (21,22) € [0,a] x [0,b], a(x1,22) < w3 < 1}.

6.1.1 Diskrétni formulace kontaktniho problému se zadanym tirenim

Nyni si zavedeme diskrétni formulaci kontaktniho problému se zadanym tfenim. Funkci
a(z1, z2), kterd popisuje hranici I'. muzeme nahradit hladkou funkei G(z1, z2), ktera je
zavisld na vektoru a o dimenzi d = ny - ng. Jako funkci G(z1, z2) si muzeme napiiklad

71



KAPITOLA 6. ZOBECNENI NA 3D PRIPAD 72

vybrat Beziérovu plochu:

G(z) = 220 2520 @07 (1) 07 (2),

gt = ()
gt = (")

Algebraickou formulaci stavové ulohy popisujici diskrétni kontaktni problém se zadanym
tfenim na télese (o), pak muzeme zavést takto

)i(l - %)miiv Ty € [O,CL],

g o2

Pl 22y, 0y € [0,0).

Najdéme (u, Ay, A1, A2) € R" x A
takové, ze

Au=1-BJx — B{ix1 — Bhe, (Pa(9))
(A =y, Byu)ge + (A1 — g1, Brw)re + (M2 — o, Biow)ge >

> (>\1/ — My, BQ)RP v(l'l'w F1s l"‘t2) €A,

kde A a l jsou po fadé matice tuhosti a vektor sil, B je konstantn{ matice realizujic{
zobrazeni GG, vektor B, u je vektor normalovych slozek u v kontaktnich uzlech, vektory
Biiu a Byou jsou vektory tecnych slozek u v kontaktnich uzlech a A = A, x A,

Ay ={p € R” | p, > 0},

A = {(lu’tlivug)T € R? x R? | (/Ltl)g + (Mt2)12 < 9i, 1= 17 "')p}7

gi = FAL je mez prokluzu a F je koeficient tfen.

6.1.2 Diskrétni dualni formulace kontaktniho problému se zadanym
tfenim

Pro numerické teseni 3D kontaktniho problému s Coulombovym tfenim pouzivame

dudlni formulaci pfedchozi tlohy. Tu ziskame eliminaci proménné w z rovnice v tloze

(Pa(g)) a dosazenim do nerovnosti v téze tloze. Diskrétni dudlni formulace kontaktniho
problému se zadanym tfenim pak vypada nasledovné

:INTy _ T
min 5A* QA — A" h, } (DF)

kde A\, € Ay, (A1, Mi2) € A, A= (AN AE)T.

Déle
A= (A ERY (M) >0, i=1,..p},
A ={( M1, M2) € R? x RP| (A1) + (M2)? < g2, i=1,..,p},

Q € R33 je pozitivné definitni dudlni Hessidn, h € R a g; jsou hodnoty omezujici
teéné posunuti kontaktnich uzli. V této dudlni formulaci tedy hleddme normélové kon-
taktni napéti )\, a tecnd kontaktni napéti \; = ()\31, )\g)T. Podrobnéjsi popis lze nalézt



KAPITOLA 6. ZOBECNENI NA 3D PRIPAD 73

v [18].
Nevyhodou této dudlni formulace je nutnost feSeni ilohy kvadratického progra-

movani s kvadratickymi omezenimi typu nerovnosti, které jsou obsazeny v A; (vektor
((M1)is (MA2);) lezi v kruhu s polomérem g; viz obrézek 6.1.1).

Obrazek 6.1.1.

Jednou z moznosti, jak pfiblizné vytesSit danou ilohu je aproximovat kruh pravi-
delnym n-tthelnikem, tj. pfevést tlohu s kvadratickymi omezenimi na tlohu s linedarnimi
omezenimi (viz obrézek 6.1.2), podrobnéji viz [18].

A
/

N——7

L

Obréazek 6.1.2.

6.1.3 Diskrétni dualni formulace kontaktniho problému s Coulombovym
tfenim

Jednoznaénost feseni tlohy (DF) ndm podobné jako v piipadé feseni 2D kontaktniho
problému dava moznost zavést zobrazeni ® : A, — A, definované predpisem:

®(g) = FAu(g) Vg € Av. (5.1.2)
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Resenf kontaktniho problému s Coulombovym tfenim ), € A, je potom definovano jako
pevny bod zobrazeni ®, tj. ®()\,) = \,. Diskrétni kontaktni problém s Coulombovym
tfenim m4 feSeni pro libovolnou nezapornou hodnotu F. A v piipadé, ze F je dostatecné
malé, je zobrazeni ® kontraktivni (omezeni F, které zajisti kontraktivnost ® je zavislé
na parametrech sité).

Pro hledani feSeni muzeme pouzit metodu postupnych aproximaci:

(k—1)

)\1(,0) € A, dano,
AP — oDy ke N

6.2 Citlivostni analyza pro 3D tulohu

Podobné jako ve 2D piipadé zavedeme zobrazeni S : RY — R*. Toto zobrazeni opét
popisuje fedeni stavové tdlohy (fidicimu vektoru e € Ugq je pfifazeno Feseni kontaktni
tlohy s Coulombovym tFenim (wu, u,,\)). Kontaktni problém s Coulombovym tfenim
muzeme podobné jako ve dvojrozmérném piipadé popsat pomoci zobecnéné rovnosti:

0c Ay(a)u; + Ay (a)u, — li(a) + Q(us, )
0=A(a)us+ Ay (a)u, — () — X (GE)

kde

P
Q(ur1, w2, A) = Oy ) d (Wi, w2, X)), Jwen, w2, A) = F ;)\ZH(Uip Ugo)||

)

a N Ry Je standartni normalovy kuzel.

Podobné jako pfi feseni stavové tilohy pouzijeme pii vypoctu Oy, u,)J (U1, iz, A)
aproximaci (jednotkového) kruhu pravidelnym n-thelnikem. Toto nahrazeni muzeme
provést ndsledujicim zpusobem. Hranici n-iihelniku dostaneme jako sjednoceni nasledujicich
n tusecek danych rovnicemi ajx + bjy + ¢; = 0, kde a; = cos(y¢;), b; = sin(y;),
cj =—cos(Z), p; = Z(2j —1). x € [z}, 2], kde z; = min{cos ((j — 1)2Z) ,cos (j2£)},
2, = max{cos ((j — 1)2) ,cos (j2)}, j € {1,...,n}.

Lemma 6.2.1 S vyuZitim po ¢dstech linedrni aprozimace eukleidovské normy [ (uly, uly)]|
je multifunkce @ pro pevné i € {1,2,--- ,p} ddna predpisem:
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((FA - (a5,05)", jestlize (ujy, uly) # (0,0) A pl(ufy, i) € (25 — 1), Zj)

X . . }-/\Z . (C.Lab)Ty (a{b)T - kl(ajvb ) + k?(aj+217b]+1) ) k1,2 > 0; kl + k;2 = 17
.7-“)38“(141, u%z)H = jestlize (ujy, uiy) # (0,0) A @(ufy, ujy) = <x7,
FX - (a,0)", (a,0)" =370 kjlay,05)", by >0, Vi =1, ,n, 30 k=1,

j=1
[ Jestlize (ul,, uly) = (0,0).

o(a,b) je odchylka vektoru (a,b)” od kladné édsti osy x.

Ditkaz  V prvnim piipadé je Q parcidlnim gradientem spojité diferencovatelné
funkce. K dukazu druhé a tieti moznosti sta¢i pouzit Teorém 2.1.2. O

Oznacme (@, @¢, Wy, X) bod, ktery splituje zobecnénou rovnost (GE) a zaved'me pro
tento bod nésledujici indexové mnoziny:
Vi=1,...,n:
— 3 . —i —i =i 2m . 27
Kyj(@ug,ay, A) =i € {1,2,...,p} | (By1, Tp) # (0,0) A (T, Tys) € ?(J - 1), )

Q'(ar, %) = FX' (a3,b,)" |

Vi=1,....n
Ko j g1 (0, Uy, X) = {Z € {1,2,...,p} | (@}, @) # (0,0) A p(ug, ) = %j;
Q' (W, X) = FA'- (aj,bj)T}
Vi=1,....n
(@, %) = {5 € (120000} | () # 0.0) A gl ) = 2

Q' (@, X) = FA'- (aj+1»bj+1)T}



KAPITOLA 6. ZOBECNENI NA 3D PRIPAD 76

Vi=1,....n:
U W, A\ ; TR T i — 21,
Kj00,+1 (0, U, Uy, A) = {z €{1,2,...,p} | (@, w}y) # (0,0) A p(uyy, Upy) = -
Q (Ut; A) = FA- (a, b)T’ (a, b) = kl(a],b) +k2(a]+1,b]+1)T,

Ko(a, @, @, X) ={i € {1,2,....p} | (@, @) = (0,0), Q'(w.X) = FX (a,0)"

(a,0)" = K1(aj, b)" + ka(aji1,bj41)7, k1o >0, by +ko=1Vj=1,---

KOO(a utauw ) {Z € {1727"'7p} ’ (Hilaﬂ:ﬁ) = (070)7 Q (uta ) f>‘ (aab)T

Zk a;, b)), ki >0Vj =1, -,n,ij:u
j=1

M (&, @y, @, N) ={i € {1,2,...,p} | @, + & >0}
I (&, Uy, Ty, V) {ZE{l,2,...,p}|Xi>0}

I(a, ay, wy, ) ={ie{l,2,...,p} | ﬂi_f_ai =0, XZ =0}.

Vsimnéme si vyznamu piedchozich indexovych mnozin. Mnozina K ; obsahuje in-
dexy (kontaktnich) uzlu, jejichz posunuti v teéném sméru je nenulové (dochdzi u nich
k prokluzu), Ko j+1, Kjj+1,0 a Kjoo,j+1 obsahuji indexy (kontaktnich) uzld, jejichz
posunuti v teném smeéru je nenulové (dochdzi u nich k prokluzu) a které lezi na spoj-
nici stfedu a vrcholu n-ihelnika, kterym aproximujeme kruh, Ky obsahuje indexy (kon-
taktnich) uzlu, jejichz posunuti v tetném sméru je nulové a
—Att(a)ut — At,,(a)'u,,, + lt(cx) = ]:XL (CL, b)T,

(a,b)T = kl(aj,bj)T + kg(aj+1,bj+1)T, k172 >0, ki+ks=1 Vj =1,---,n

(dochézi u nich ke ,,slabému prilepeni“ (weak stick)), Koo obsahuje indexy (kontaktnich)
uzli, jejichz posunuti v te¢ném smeéru je nulové a

|*Att( )ut — Atl/( )’Uq, + lt( )| = ‘7:A (CL b)

(a,b)T:Z:;1 1Ej(a;, b)Y, kj>0Vji=1,--- ,n, D ki=1

(dochazi u nich k ,,sﬂnemu prllepenl (strong stick)). Pokud uzel i lezi v nékteré z in-
dexovych mnozin K;, pak se pohybujeme v ¢asti grafu, kde je Q' jednoznacné. Pokud
uzel ¢ lezi v nékteré z indexovych mnozin Ko j j+1, K j+1,0, Kj00,+1, Ko nebo Koo, pak
pracujeme s &asti grafu, kde je Q' mnohoznacénd. M obsahuje indexy uzli, které nejsou
v kontaktu s podlozim, I obsahuje indexy uzli u nichz dochdzi k silnému kontaktu
s tuhym podlozim (tj. XZ >0a ﬂi + @' =), Iy obsahuje indexy uzli u nichz dochézi ke
slabému kontaktu (tj. X' =0 a w’, + & =).

Pokud j = n, pak symbolem j 4+ 1 rozumime ¢islo 1. Tak budeme chapat j + 1 i
v dalsim textu.
Necht bod « lez{ v blizkosti bodu & a bod (e, w1, us2, 4y, A) = S(a) . Pak podobné
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jako ve dvojrozmérném piipadé jsou splnény nasledujici inkluze:

Vj =1,...,n: K+j(a, U1, U2, Uy, >\) D) Kﬂ(a,ﬁtl,ﬁt%ﬁy,i),

Vj =1,...,n: Kj7007j+1 (a, U1, U2, Uy, )\) D) Kj,oo,j_;_l(a, Htl,ﬂtQ,ﬂy,X),

Koo(et, i1, sz, Uy, X) D Koo(@, Tit, Wiz, Uyy ),

M(a, U1, U2, Uy, )\) D) M(a, ﬂﬂ,ﬂtg,ﬂy,X), I+(a, U1, U2, Uy, )\) D) I+(a, Htl,ﬂtQ,ﬂy,X).

Z toho plynou nasledujici inkluze:

KO(a7 U1, U2, Uy, A) C KO(aa Htlaﬂlﬂaﬂl/, >\)7
Vi=1,...,n: Kojjr1(e, u, w2, ty, X) C Kojjr1(a W, Wio, Uy, N),
Vj =1,...,n: Kj,j-i—l,()(aa U1, U2, Uy, )\) C Kj,j_;_l,o(a, U1, U2, Uy, )\),

-[O(aa U1, U2, Uy, A) C 10(67 ﬂtl7ﬁt27ﬁl/7 A)

Z téchto inkluzi vyplyvé, ze v okoli bodu (&, u¢, u,,X) nastdva pro kazdé i €
Ko(&, Uz, Wy, X), pro které platf p(a?, b) € [22(j — 1), 22 5] jedna z nésledujicich moznosti:

(ufy, ufy) # (0,0)2/\ ‘ . Q' (us, N) = FA - (aj,b)",
A pupy, upy) € (5 — 1), 25)

o - . 6.1
(uiy, uly) = (0,0) G (ue, ) = FX - (a,h)" | (1)
(a, b)T = Z?:l kj(aj7 bj)Tv
ki >0Vji=1,,n, 3" k=1

V okoli bodu (&, w, &, , A) nastava pro kazdé i € Ko j j11(a, s, Uy, X) jedna z nasledujicich
moznosti:

(ufy, "%2) # (ang A Q' (i, A) = FA'- (az,b))"
A @(ugy, ugy) < 5
(6.2)
(uiy, ufy) = Q'(ur, A) = FX'- (a,0)"
(a,0)" = ki(aj,b;)" + ka(aji1,bj1)"

V okoli bodu (&, wy, @, , A) nastava pro kazdé i € K j11.0(a, Uy, Uy, A) jedna z nasledujicich
moznosti:
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(’u‘él? u%Z) # (07 Og A Qi(utv A) = f’)\l : (aj+17 bj+1)T7
A (g, ugy) > 555
(6.3)
(’u’%h “%2) = 4% Qz(uta A) = ‘7:)\2 : (a’a b)T )
(a, b)T = ]{?1((1]', bj)T + kQ((Ij+1, bj+1)T.

Vsimnéme si, Ze druhé ¢dsti vztaht (6.1) - (6.3) jsou obdobou druhych ¢ést{ vztahit (4.1)

a (4.2) a majf opét vyznam nerovnosti (tj. Q*(us, X) # FA - (aj, bj)T nebo Q(ut, \) #
i T

FA" (a1, 0541)")-

Podobné, v okoli bodu (&, w, w,, A) nastava pro kazdé i € Iy(e, uy, wy, A) jedna z
nasledujicich moznosti:

(6.4)

Diky tomu dostaneme rozklad indexové mnoziny Ky (e, U, @y, A) na 2n+1 podmnozin,
které oznacime Kij, j = 1,...,n a Ky a definujeme je vztahem (6.1), rozklad mnoziny
Ko,jj+1(e, g, @y, X), 5 = 1,...,n na 2n podmnozin, které oznac¢ime Ks; a Kyj, j =
1,...,n a definujeme je vztahem (6.2), rozklad mnoziny K ;i10(e, s, @y, X), j =
1,...,n na 2n podmnozin, které oznacime Ks; a Kgj, j = 1,...,n a definujeme je
vztahem (6.3) a rozklad mnoziny Iy(e, ut, Uy, X) na dvé podmnoziny, které oznacime J;
a Jo a definujeme je vztahem (6.4). Déle zanedbame vSechny nerovnosti v (6.1) - (6.4) a
ziskdme ze zobecnéné rovnosti (GE) systém rovnic (GE2) uvedeny nize, ktery je linedrni
ve stavovych proménnych w;, u, a A a nelinedrni v fidici proménné . Déle polozime
ﬂ:K+jUK1UK3jUK5j,j: 1,...,nay1 =KopUKs, j=1,...,n, 72 = K4; U Kgj,
j =1,...,n a ozna¢ime symbolem D diagonédlni matici o rozmérech [2|5| x 2|3|], jejf
hodnoty na diagonadle jsou dany nasledujicim vztahem.

dos o; — Faj jestliiei€K+jUK1jUK3j,
2,2 Fajy1 jestlize i € Ksj,

Fb;  jestlize i € Ky; UKy UKs;,

d . . frng . L4 y
2i+1,2i+1 { fbj-i-l Jesthze (S K5j-

Vyse zminénd rovnost (GE2) ma nasledujici tvar

0 = (Au(a) s + (Au (@) g, — (Li(a))g + DA, )
0=A(a)us+ Ay ()u, — () — A,

0 = | (uby. )| jestlize i € 7,

0 = (uly, Uly) — (uly,uly) jestlize i € o,

0= ufj + o jestlize ¢ € I, U Jq,

0=\ jestlize i € M U Js. )

(GE2)
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Nasledujici ¢ast je obdobou ¢éasti ¢tvrté kapitoly, ve které jsme navrhli postup pro
hledéni jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecnéného gradientu slozené
funkce J (e, S(e)). Pokud pouzijeme vétu o funkei zadané implicitné, muzeme systémem
rovnic (GE2) implicitné zadat funkci S*[® — R*], kterd pfifazuje fidici proménné
a trojici (u¢, uy, A). K tomu slouzi nasledujici véta (v jejim dikazu ovéiime splnéni
predpokladu véty o funkci zadané implicitneé).

Véta 6.2.1 Uvazujme systém rovnic (GE2) na okoli bodu (e, U, Uy, X) (bod (&, Uy, Ty, X)
spliiuje zobecnénou rovnost (GE)). Predpoklddejme, Ze matice

Att (a) At,/ (6)
Al/t (a) Aw/ (a)

je pozitivné definitni. Potom pro libovolnou volbu indexovych mnozin Ki;, Ko, K3j, K4j,
Ksj, Kegj, J1, J2, 7 = 1,...,n existuje okoli O ridici proménné o a spojité diferenco-
vatelnd funkce S*[O — R*), kterd je definovdna implicitné systémem rovnic (GE2) a
splnuje ndsledujict vlastnosti:

(Z.) (@,EV,X) = S*(a)7

(ii) body (o, S*(a)) spliiuji rovnost (GE2) pro vSechny o € O pro ,maly“ koeficient
treni F.

Diikaz Necht’ indexové mnoiiny Klj, KQ, K3j, K4j, K5j, K@j, Jl, JQ, ] = 1, R
jsou zvoleny libovolné. Nejprve ukézeme platnost (wy, w,, ) € S*(@), kde S* je funkce
zadand implicitné systémem rovnic (GE2). Bod (&, ¢, u,, A) splituje zobecnénou rovnost
(GE). Z toho plyne, ze kromé prvni rovnice, spliiuje i vSechny rovnice ze systému rovnic
(GE2). Uvazujme nyni vektor = € Q(ut,)\). Potom plati g = DXg. Z toho plyne,
ze (W, Wy, A) splituje i prvni rovnici ze systému (GE2) a tedy (wy, u,, ) spliuje cely
systém rovnic (GE2).

Nyni musime dokézat, ze funkce S* je diferencovatelné a jednozna¢na na okoli bodu
. Jestlize zanedbame vSechny nulové slozky vektoru stavovych proménnych (wuy, u,, ),
ziskdme redukovany parcidlni Jacobidn pravé strany systému (GE2) v bodé (&, wy, @y, A)
vzhledem ke zbyvajicim (nenulovym) slozkdm vektoru (@, w,, \):

(Aw(@))gpur. (Aw(@)s @ un)D

=1 s0,An@) Au(@) _Eaqu
0 E o 0

Necht je matice (r,us)D nulova, pak diky pozitivni definitnosti matice

Att (a) Atu (a)
Aj(e) Ay (e)
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je regularni matice II. Nyni opustme piedpoklad nulovosti matice (rusD, tzn. matici
IT dostaneme jako soucet regularni matice a matice

e |0 @unD
n_[o P

Nenulové prvky matice II jsou rovny koeficientu t¥eni F nebo jeho opaéné hodnoté.
Protoze koeficient tfeni je ,maly“, muzeme pouzit perturbaéni lemmu (viz [30]). Tim
ovéfime regularitu matice II. Protoze mnoziny Ki;, Ko, K3;, Kyj, Ksj, Kgj, J1, Jo,
7 =1,...,n byly zvoleny libovolné, vyplyva dokazované tvrzeni z véty o funkci zadané
implicitné. (I

Z Véty 6.2.1 plyne, ze zobrazeni S je PC' funkce, jejiz aktivni funkce v bodé o
jsou dény libovolnou kombinaci indexovych mnozin Ki;, Ko, K3j, Kij, Ksj, Kgj, J1,
Jo, 7 = 1,...,n. Protoze nemame zaruceno, ze vSechny tyto aktivni funkce jsou také
esencidlné aktivni (a vybér pouze téch, které jsou esencidlné aktivni, by byl casoveé
naro¢ny - museli bychom ovéfovat splnéni nerovnosti v (4.1), (4.2) a (4.3) v okoli bodu e,
které jsme zanedbali), budeme konstruovat pouze ,,vnéjsi“ aproximaci 9S(a) a ndsledné
pouze ,,vnéjsi“ aproximaci 00 (a). K tomu zavedeme novou indexovou mnozinu L tako-
vou, kterd jednoznacné urcuje kombinaci mnozin Ky;, Ko, K3j, K4;, K55, Kgj, J1, Jo,
7 =1,...,n, tj. existuje bijektivni zobrazeni mezi indexy L a indexovymi mnozinami
Klja KQ, ng, K4j, K5j, K6j, Jl, JQ, ] = 1,...,77,. Déle ozna¢me symbolem Hi, kde
1 € L, matici

(Aw(@)gpur. (Aw(@)s 1 un)D

i = | gup(An(@)  Aw(@) _Eﬂqu ’
0 B, 0

ktera je urCena volbou ¢ € L, tj. volbou indexovych mnozin Ki;, Ka, K3;, Ky4;, Ksj,
Kgj, Ji, J2, 3 =1,...,n. Dale ozna¢me symbolem E;, kde i € L, matici

Va((Awu(@))s,p07, (ue)s) + Val(Aw (@) suy) — V(L(&))s
Ei = | Valpup(Av(@)(ut)s) + Valdw (@) u,) — Vi, (@) )

EI+UJ1

ktera je urcena volbou ¢ € L, tj. volbou indexovych mnozin K1, Ko, K3, K4;, K5, K¢,
J1, J2, j = 1,...,n. Viimnéme si, Ze matice E; je parcidlni Jacobidn pravé strany (GE2)
v bodé (&, u, w,, A) vzhledem k fidici proménné (o). Pii splnéni podminky pozitivni
definitnosti matice

Att(a) Aty (a)

Aj(e) Ay (a)

plati, ze pro kazdé i € L je matice —Hi_lEi rovna derivaci zobrazeni a — ((u¢)g, Uy, Ar,uJ;)
v bodé @ definovaném rovnosti (GE2). Derivaci tplného zobrazeni a +— (w¢, uy, A)

muzeme ziskat z matice —II; 1=, vlozenim nulovych fadka nahrazujicich derivace ul,
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j €71 aA, 1€ MU.J;do této matice. Tuto ,ztiplnénou® [4p x d] matici nazveme R;,
i € L. Nyni jiz muzeme ziskat aproximaci dS(a). Tu ndm davé nésledujici véta.

Véta 6.2.2 Pokud jsou splnény predpoklady Véty 6.2.1, pak plati

0S(a) C conv{R; | i € L}.

Dikaz Tvrzeni piimo vyplyvé z piedchézejiciho rozboru a véty A.4.1 z [36], kterd
je obdobou Teorému 2.3.3 pro Clarkeuv zobecnény Jacobidn. O

Jak jsme jiz zminili dfive pro pouziti bundle trust metody sta¢i mit k dispozici jeden
libovolny subgradient z Clarkeova zobecnéného gradientu slozené funkce { = 00 (&) =
0J (e, S(e)) a neni nutné pocitat matici z Clarkeova zobecnéného Jacobidnu 0S(e).
Vypocet tohoto subgradientu ndm umozni nasledujici teorém.

Teorém 6.2.1 Necht je funkce J spojité diferencovatelnd a koeficient treni je
malij“. Necht je ddn bod & € Uyq a predpoklddejme, Ze pro i € L plati

Ddle necht p; je redeni adjungované rovnice

kde matice IL; je urcena i € L, tj. volbou indexovych mnozin Kij;, Ko, K3j, Kaj, Ksj,
Kej, Ji, Jo, 5 =1,...,n a (VaJ (&, S(@))); oznacuje vektor, ktery je vytvoren z vektoru
VaoJ (&, S(a)), ve kterém jsou vynechdny slozky odpovidajici parcidlnim derivacim podle
uwl, 5 €y aN,j € MUJy. Potom libovolny subgradient z Clarkeova zobecnéného
gradientu slozené funkce & = 00(a) = 0J (&, S(«)) dostaneme jako

& =ViJ (& S(@) + B p; € 00(@).

Dukaz K dukazu sta¢i pouzit Teorém 2.1.3. ([l

Poznamka 6.2.1 Nami navrzeny postup, ktery vyuziva aproximace kruhu pravi-
delnym n-uhelnikem, Ize pouzit pro piipad, kdy koeficient tfeni F je zavisly na sméru
tetného posunuti u;. Napf. pokud méame koeficient tfeni F; ve sméru osy prvniho a
tfettho kvadrantu a jiny koeficient tfeni F2 ve sméru osy druhého a ¢tvrtého kvadrantu
roviny {(z,y, z) € R®: z = 0}, pak je mozné pouzit nas postup pro n = 4. Navic musime
vhodné nahradit F v matici D.



Kapitola 7
Zaveér

V této praci jsme se zabyvali feSenim tlohy tvarové optimalizace s Coulombovym tifenim.
Tuto tlohu jsme formulovali jako Matematicky program s rovnovaznym omezenim (MPEC).
Tento program vede k minimalizaci funkce, kterd neni spojité diferencovatelnd. K této
minimalizaci jsme pouzili metodu vhodnou pro nehladkou optimalizaci - bundle trust
metodu. V vodu préce jsme si zavedli nastroje pro praci s nehladkymi funkcemi a disku-
tovali jsme nékteré moznosti feSeni nehladkych problému. Podrobngji jsme se seznamili
s bundle trust metodou, kterou pouzivame pro nase tlohy. Déale jsme si formulovali kon-
taktni dlohu s Coulombovym tfenim, pro kterou provadime tvarovou optimalizaci. Poté
jsme se podivali na historicky vyvoj MPECT a jejich vyuziti pro ulohy tvarové optima-
lizace. Poté jsme provedli citlivostni analyzu na$i ulohy tvarové optimalizace, ve které
fidime tvar dvojrozmérného pruzného télesa. Nas pristup snadno umoznuje i volbu jiné
fidici proménné, napf. muzeme navrhovat v nasi 1loze koeficient tfeni F. Timto po-
stupem bychom mohli navrhovat material, ze kterého je pruzné téleso vyrobeno. Tyto
ulohy v nasi praci uz nefesime. V dalsi ¢asti poc¢itame nékteré 2D tlohy tvarové optimali-
zace a u jejich FeSeni ovéiujeme splnéni podminek optimality specifikovanych na zacatku
prace. V této praci jsme ovéfili pseudostacionaritu a Clarkeovu stacionaritu u vSech nami
vyfesenych piikladi. V nékterych piipadech jsme ovétili i Morduchovi¢ovu stacionaritu.
Na zavér jsme se zabyvali ndvrhem feSeni iloh 3D tvarové optimalizace kontaktnich
dloh s Coulombovym tfenim pro pfipad, kdy je stavova uloha vypoctena diky nahra-
zeni kvadratickych omezen{ jejich po ¢astech linedrni aproximaci. V tuto chvili jiz méame
této aproximace, tj. mame feSi¢ pro ,skuteénou* 3D kontaktni tlohu s Coulombovym
tfenim. Prace na TeSeni tlohy 3D tvarové optimalizace této stavové tlohy probihaji. Pro
tento problém uz Clarkeuv nehladky kalkul neni dost vhodny a pro feSeni je vhodné;jsi
vyuzit Morduchoviéuv kalkul. Cile, které jsme si v ivodu préce stanovili se ndm podafilo
splnit. Navrhli a pouzili jsme numerickou metodu pro feSeni ilohy tvarové optimalizace
2D kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim. Také jsme navrhli postup pro feSeni tlohy
tvarové optimalizace 3D kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim. Navrzeny postup je v
budoucnu mozno pouzit pro ilohy tvarové optimalizace 3D kontaktnich 1loh s Coulom-
bovym anizotropnim tfenim.
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