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za významnou pomoc s řešeńım úloh tvarové optimalizace, panu Doc. RNDr. Radkovi
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Anotace

V naš́ı práci se zabýváme diskretizovanou úlohou tvarové optimalizace pružného tělesa
v jednostranném kontaktu. Naš́ım ćılem je rozš́ı̌rit současné výsledky pro př́ıpad kontaktu
se třeńım popsaným Coulombovým zákonem. Matematický model problému s Coulom-
bovým třeńım vede na řešeńı kvazivariačńı nerovnosti. Pro malý koeficient třeńı bylo
dokázáno, že diskrétńı úloha s Coulombovým třeńım má jediné řešeńı a toto řešeńı je
popsáno lipschitzovskou funkćı ř́ıd́ıćı proměnné popisuj́ıćı tvar pružného tělesa. Úloha
tvarové optimalizace patř́ı do tř́ıdy úloh nazývaných Matematické programy s rov-
novážným omezeńım (MPEC). Dı́ky jedinému řešeńı diskrétńı úlohy pro fixovanou ř́ıd́ıćı
proměnnou, můžeme použ́ıt tzv. př́ıstup implicitńıho programováńı (Implicit program-
ming approach). Jeho hlavńı myšlenkou je minimalizace nehladké funkce složené z ćılové
funkce a jednoznačného zobrazeńı, které ř́ıd́ıćı proměnné přǐrazuje stavovou proměnnou.
V našem problému je toto zobrazeńı mnohem složitěǰśı než ve většině MPEC úloh
řešených v odborné literatuře. Zobecněńı podobných výsledk̊u tud́ıž neńı možné. Naše
numerické experimenty ukazuj́ı efektivnost a spolehlivost našeho př́ıstupu. Náš postup
je poté zobecněn i pro řešeńı úlohy tvarové optimalizace 3D kontaktńı úlohy s Coulom-
bovým třeńım.

Abstract

We are dealing with a discretized problem of shape optimization of elastic bodies in uni-
lateral contact. The aim is to extend the existing results to the case of contact problems
following the Coulomb friction law. Mathematical modelling of the Coulomb friction
problem employs quasi-variational inequality. It is known that for small coefficients of
friction, the discretized problem with Coulomb friction has a unique solution and that
this solution is Lipschitzian as a function of a control variable, describing the shape of the
elastic body. The shape optimization problem belongs to a class of so-called mathema-
tical programs with equilibrium constraints (MPECs). The uniqueness of the equilibria
for fixed controls enables us to apply the so-called implicit programming approach. Its
main idea consists in minimization of a nonsmooth composite function generated by the
objective and the (single-valued) control-state mapping. In our problem, the control-
state mapping is much more complicated than in most MPECs solved so far in the
literature, and the generalization of the relevant results is by no means straightforward.
Our numerical experiments illustrate the efficiency and reliability of our approach. Our
approach is followly generalized for shape otimization problem of 3D contact problem
with Coulomb friction.
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1.4 Struktura práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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2.4 Př́ıklady stacionárńıch bod̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4.4 Citlivostńı analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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5.2 Tvarová optimalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.3 Podmı́nky optimality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2



OBSAH 3
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace a ćıle práce

Na pracovǐsti, kde práce vznikala, tj. Katedře aplikované matematiky na Fakultě elek-
trotechniky a informatiky Vysoké školy báňské - Technické univerzity v Ostravě se již
dlouho zabýváme řešeńım kontaktńıch úloh bez třeńı i se třeńım (zadaným i Coulom-
bovým, které lépe popisuje danou úlohu). Pro tento typ úloh využ́ıváme řadu rychlých
řešič̊u obvykle založených na metodě pevného bodu. Při řešeńı těchto stavových kon-
taktńıch úloh, které nejsou obecně spojitě diferencovatelné, můžeme využ́ıt přechodu od
primárńı úlohy, jejichž proměnné maj́ı význam posunut́ı, k duálńı úloze, jej́ıž proměnné
maj́ı význam tečných a normálových napět́ı (viz [10], [8]), a t́ım se dostaneme k (hladké)
úloze kvadratického programováńı s rovnostńımi a nerovnostńımi omezeńımi (pro řešeńı
tohoto typu úloh viz [9]). Jinou možnost́ı je vyhlazeńı p̊uvodńı nehladké úlohy. Tyto
př́ıstupy použ́ıváme při řešeńı našich grantových projekt̊u nebo i pro řešeńı některých
pr̊umyslových aplikaćı, např. při modelováńı tvářeńı kov̊u, kde docháźı ke kontaktu ko-
vadla a polotovaru. Daľśı problematika, která nás zaj́ımá je tvarová optimalizace těchto
typ̊u úloh. Tyto úlohy lze obecně modelovat ve tvaru Matematických programů s rov-
novážnými omezeńımi (Mathematical Programs with Equilibrium Constraints, zkráceně
MPEC). Matematický program s rovnovážnými omezeńımi je v některých př́ıpadech
speciálńı typ dvoúrovňového problému (bilevel program), tj. optimalizačńı úlohy, jej́ıž
množina proměnných je rozdělena do dvou vektor̊u x a y. Optimalizačńı úloha na

”
dolńı“

úrovni spoč́ıvá v hledáńı minima funkce f2(x, y), která je ř́ızena (parametrizována) vek-
torem x. Řešeńı této úlohy, tj. vektor, ve kterém nabývá funkce f2 svého minima na-
zveme z. Vektor x je řešeńım optimalizačńı úlohy na

”
horńı“ úrovni, tj. ve vektoru x

nabývá svého minima funkce f1(x, z). V př́ıpadě MPECu je úloha na
”
dolńı“ úrovni

často popsána zobecněnou rovnost́ı. Některé problémy tvarové optimalizace kontaktńıch
úloh bez třeńı jsme schopni efektivně řešit již poměrně dlouho a při jejich řešeńı můžeme
převést danou úlohu na minimalizaci hladkého funkcionálu, pro kterou existuje mnoho
rychlých algoritmů (viz [11] nebo [41]). Jiná situace nastává při řešeńı problémů tvarové
optimalizace kontaktńıch úloh se třeńım. Tento typ problémů již obvykle nejsme schopni
řešit pomoćı algoritmů pro hladkou optimalizaci. V této práci budeme využ́ıvat postupy
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pro řešeńı MPECů k řešeńı úloh tvarové optimalizace kontaktńıch problémů s Coulom-
bovým třeńım. Pro numerické řešeńı použ́ıváme metody vhodné pro řešeńı úloh nehladké
optimalizace. Pro jejich robustnost a spolehlivost jsme zvolili bundle trust metody. Dále
nás bude zaj́ımat specifikace podmı́nek optimality pro tyto úlohy.

Ćılem této práce je
(i) vytvořeńı numerické metody pro řešeńı 2D úlohy tvarové optimalizace kontaktńı
úlohy s Coulombovým třeńım (tento ćıl byl dosažen a prezentován v [3]),
(ii) navržeńı alternativńıho postupu pro citlivostńı analýzu 2D úlohy tvarové optima-
lizace kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım,
(iii) rozš́ı̌reńı postupu z bodu (i) na 3D kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım.

1.2 Historie

Nyńı se krátce pod́ıvejme na cestu vedoućı k možnosti řešit úlohy tvarové optimalizace
s Coulombovým třeńım. Nejprve se seznámı́me s předch̊udci matematických programů
s rovnovážnými omezeńımi a vývojem v oblasti variačńı analýzy, dále se pod́ıváme na
vývoj numerických metod, který vedl ke vzniku metod použitých pro naše úlohy. Než
se začneme podrobněji věnovat MPECům, pod́ıváme se stručně na cestu k tomuto typu
úloh. Již jsme se zmı́nili, že některé MPECy jsou speciálńım př́ıpadem dvouúrovňových
úloh. Tyto úlohy byly poprvé formulovány v roce 1934 H. F. v. Stackelbergem jako po-
pis trhu (viz [40]) a následně byly tyto formulace použ́ıvány v teorii her. Později byly
dvouúrovňové úlohy využity při popisu některých úloh optimálńıho ř́ızeńı. Tyto úlohy
byly řešeny při práci s inženýrskými a fyzikálńımi problémy, kde formulace problému
na

”
dolńı“ úrovni modeluje daný fyzikálńı jev. Tento fyzikálńı jev bývá často popisován

variačńı nerovnićı. Prvńı pokusy o ř́ızeńı úloh, které jsou na
”
dolńı“ úrovni popsány

variačńımi nerovnicemi se objevovaly od začátku 70. let minulého stolet́ı v pracech [1],
[26] a [29]. Tyto variačńı nerovnice lze zapisovat též pomoćı zobecněných rovnost́ı a t́ım
se dotáváme k formulaci pomoćı MPECu. Samotné slovo

”
rovnovážné“ se v MPECu

objevuje právě d́ıky tomu, že variačńı nerovnice popisuj́ıćı úlohu na
”
dolńı“ úrovni mo-

deluj́ı rovnovážný stav daného fyzikálńıho jevu (např. rovnováhu sil u mechanických
úloh). MPECy se zabývá mnoho praćı. Rozsáhlé množstv́ı informaćı, zejména popis nu-
merických metod řešeńı MPECů a ověřováńı splněńı podmı́nek optimality nalezených
řešeńı lze nalézt v [27]. Mnoho úloh, které jsou formulovány jako MPEC je řešeno v [32].
Později se rozš́ı̌rila množina úloh s rovnovážnými omezeńımi, jež bylo možno ř́ıdit. Po-
stupně bylo možné ř́ıdit nejen problémy, jež jsou popsány variačńımi nerovnicemi prvńıho
i druhého druhu, ale i úlohy popsané kvazivariačńımi či hemivariačńımi nerovnicemi.
Toto rozš́ı̌reńı oblasti variačńıch nerovnic, které je možné ř́ıdit umožnil postupný vývoj
variačńı analýzy. Variačńımi nerovnicemi popisuj́ıćımi kontaktńı úlohy s Coulombovým
třeńım se zabývá [13]. Úlohy formulované jako MPEC můžeme použ́ıt k popisu úloh tva-
rové optimalizace, tj. úloh, kde ř́ıd́ıćı proměnná určuje tvar tělesa, na kterém poč́ıtáme
stavovou úlohu. Podrobně o těchto úlohách viz [19].
Pro samotné řešeńı stavové úlohy, tj. kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım je nutné
přej́ıt od spojité formulace k jej́ı diskrétńı verzi. Tato diskretizace je provedena pomoćı
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metody konečných prvk̊u. O metodě konečných prvk̊u lze nalézt v́ıce v [43]. Numerické
metody, které použ́ıváme pro řešeńı stavové úlohy jsou založeny na rozštěpené variantě
metody pevného bodu (viz [17]). T́ımto zp̊usobem řeš́ıme postupně kontaktńı úlohy se
zadaným třeńım, jejichž řešeńı je založeno na duálńı formulaci p̊uvodńı úlohy, t́ım se do-
staneme od nehladké úlohy (nehladkost je zp̊usobena př́ıspěvkem od členu se zadaným
třeńım na kontaktńı hranici) k (hladké) úloze kvadratického programováńı. Úloha se
zadaným třeńım a jej́ı řešeńı je diskutováno např. v [15]. Jinou možnost́ı, jak řešit danou
úlohu je aproximace variačńı nerovnice variačńı rovnićı a dále regularizace (nehladkého)
třećıho členu. Tato možnost je podrobně dokumentována v [12]. Jej́ı použit́ı však neńı pro
numerické účely př́ılǐs efektivńı. Daľśı možnost́ı, jak hledat řešeńı kontaktńıho problému
s Coulombovým třeńım, je kombinace metody postupných aproximaćı a př́ımé řešeńı
kontaktńı úlohy se zadaným třeńım pomoćı některé z metod vhodných pro nehladkou
optimalizaci (viz [2]). Tento zp̊usob funguje poměrně spolehlivě, ale v rychlosti nemůže
v žádném př́ıpadě soupeřit s metodou založenou na duálńı formulaci.
Nyńı se pod́ıvejme ještě na vývoj algoritmů vhodných pro nehladkou optimalizaćı, tj. al-
goritmů optimalizuj́ıćıch funkce, jež nejsou spojitě diferencovatelné a který vedl k bundle
trust metodám použ́ıvaných při řešeńı našich úloh. Tyto metody potřebujeme pro práci
s MPECy. Prvńımi metodami, které se použ́ıvaly pro řešeńı nehladkých problémů byly
subgradientńı metody. Subgradientńı metody byly vyvinuty již v roce 1962 sovětským
matematikem N. Z. Shorem a poprvé byly publikovány v [39]. Jeden z prvńıch po-
drobných popis̊u metody spolu s diskuśı rychlosti konvergence metody byl uveřejněn
v [14]. Tyto metody jsou založeny na metodě největš́ıho spádu, ve které je gradient
nahrazen jedńım libovolným subgradientem. Pro své nedostatky (neexistence implemen-
tovatelné ukončuj́ıćı podmı́nky a malá rychlost konvergence zp̊usobena zejména nutnost́ı
volit délku kroku a priori) měly pouze omezené použit́ı. Daľśı metody, které jsou opět
založeny na metodě největš́ıho spádu, se objevily roku 1975, kdy byly poprvé publikovány
bundle metody (svazkové metody), které využ́ıvaj́ı znalosti jednotlivých subgradient̊u
z předchoźıch iteraćı shrnutých v tzv. svazku. Tyto metody byly nezávisle vyvinuty
C. Lemarechalem a P. Wolfem (viz [25] a [42]). Implementaci v programovaćım jazyce
Fortran provedl C. Lemarechal v roce 1980, tento kód byl nazván M1FC1. Tento algorit-
mus má již implementovatelnou ukončuj́ıćı podmı́nku a jeho rychlost konvergence je vyšš́ı
než u subgradientńı metody. Ale i když pro určeńı délky kroku lze použ́ıt line search,
objevuj́ı se i při něm některé problémy, které zp̊usobuj́ı v některých př́ıpadech nestabi-
litu algoritmu. Směr největš́ıho spádu je určen na základě celého svazku subgradient̊u
a numericky vede k řešeńı úlohy kvadratického programováńı. Dopředu je nutné volit
velikost okoĺı bodu, kde předpokládáme

”
dobrou“ shodu minimalizované funkce a jej́ıho

modelu založeného na znalosti svazku subgradient̊u. Jinou možnost́ı je využ́ıt pro mini-
malizaci cutting plane method (viz [21]). Tuto metodu použijeme pro aproximaci funkce
založené na znalosti svazku subgradient̊u z předcházej́ıćıch iteraćı. Tento postup použil
K. C. Kiwiel (viz [23]). Numericky tato metoda opět vede k řešeńı úlohy kvadratického
programováńı. Nevýhodou výše uvedeného postupu je opět určováńı délky kroku, při
kterém je zase nutné jednu konstantu volit a priori (v tomto př́ıpadě jde o konstantu pe-
nalizuj́ıćı př́ılǐs dlouhé kroky). Problémy s volbou kroku vyřešilo až použit́ı trust region
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metody, která odstraňuje nutnost volit některé parametry při volbě délky kroku a priori.
Jej́ı kombinaćı s budle metodou dostaneme velmi robustńı metodu pro řešeńı nehladých
úloh - bundle trust metodu. Bundle trust metody byly vyvinuty H. Schrammovou a
J. Zowem v roce 1992 (viz [37], [38] a [33]).

1.3 Význam

Možnost řešit úlohy tvarové optimalizace pro kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım
nab́ıźı širokou škálu následného využit́ı. Jednak je to návrh optimálńıch tvářećıch a
obráběćıch nástroj̊u, při jejichž použit́ı docháźı ke třeńı mezi nástrojem a zpracovávaným
polotovarem. Jako př́ıklad lze uvést navrh tvaru kovadla, které má tvářet polotovar na
výkovek předepsaného tvaru. Jinou možnost́ı je návrh tvaru pr̊umyslové žehličky, která
má p̊usobit na materiál předem stanovenou normálovou silou v předepsaném mı́stě. Jinou
možnost́ı je návrh optimálńıho tvaru technických nástroj̊u, např. návrh optimálńıho
tvaru kĺıče, který bude p̊usobit rovnoměrně na kovovou matici při jej́ım utažeńı. Řešeńı
tohoto typu úloh lze využ́ıt i v lékařstv́ı. Při modelováńı interakce mezi svaly a kostmi
či klouby lze popisovat svaly a např́ıklad klouby jako systém těles mezi nimiž docháźı
ke kontakt̊um s Coulombovým třeńım. Pomoćı našeho aparátu tak můžeme např́ıklad
navrhovat optimálńı tvar umělého kloubu či protézy některé z končetin.

1.4 Struktura práce

Nyńı se bĺıže seznámı́me se členěńım této práce. Ve 2. kapitole se seznámı́me se základy
nehladké analýzy potřebné pro práci s funkcemi, které nejsou spojitě diferencovatelé,
zejména si zde zavedeme pojmy Clarkeova kalkulu, který je vhodný pro numerické
řešeńı nehladkých problémů a na němž je postavena bundle trust metoda. Krátce se
pod́ıváme i na Morduchovič̊uv kalkul. Dále nás budou zaj́ımat základńı vlastnosti po
částech spojitě diferencovatelných funkćı, se kterými budeme pracovat v následuj́ıćıch
kapitolách. Poté se budeme zabývat možnostmi řešeńı některých nehladkých problémů
nepř́ımými metodami založených na odstraněńı nehladkosti a převedeńım na hladkou
úlohu. Nakonec se pod́ıváme na př́ımé metody řešeńı nehladkých úloh, v́ıce se zaměř́ıme
na popis bundle trust metody. Ve 3. kapitole se budeme věnovat popisu a možnostem
řešeńı naš́ı stavové úlohy, tj. kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım. Uvedeme si dvě
možnosti řešeńı. Jedna je založena na aproximaci variačńı nerovnice popisuj́ıćı stavovou
úlohu a regularizaci členu se třeńım, druhá využ́ıvá metody pevného bodu a principu
duality. Ve 4. kapitole se budeme podrobněji zabývat MPECy a jejich řešeńım. Také
se zde objev́ı zp̊usob řešeńı MPECu popisuj́ıćıho úlohu tvarové optimalizace, podrobně
se seznámı́me s citlivostńı analýzou úlohy vedoućı k nalezeńı jednoho ze subgradient̊u
v libovolném bodě z definičńıho oboru minimalizované funkce, který potřebujeme pro
bundle trust metodu použitou k numerickému řešeńı úlohy. V 5. kapitole se objev́ı nu-
merické experimenty pro 2D tvarovou optimalizaci kontaktńıch úloh s Coulombovým
třeńım. Seznámı́me se s řešeńım některých úloh a na závěr ověř́ıme splněńı podmı́nek
optimality nalezených řešeńı. V 6. kapitole pak naznač́ıme možnost, jak postupovat při
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řešeńı 3D úloh tvarové optimalizace s Coulombovým třeńım, zejména se budeme věnovat
citlivostńı analýze daných úloh.

1.5 Použité značeńı

Speciálńı symboly

� konec d̊ukazu
4 konec př́ıkladu

Prostory

Rn reálný n−rozměrný prostor
R prostor reálných č́ısel
N prostor přirozených č́ısel

Kužely

K∗ polárńı kužel ke kuželu K

TΩ(x) Clarke̊uv tečný kužel k množině Ω v bodě x
TΩ(x) tečný (kontingenčńı) kužel k množině Ω v bodě x

NΩ(x) Clarke̊uv normálový kužel k množině Ω v bodě x

N̂Ω(x) regulárńı (Fréchet̊uv) normálový kužel k množině Ω v bodě x

ÑΩ(x) limitńı normálový kužel k množině Ω v bodě x
NΩ(x) standartńı normálový kužel k množině Ω ve smyslu konvexńı analýzy

Množiny

2S množina všech podmnožin množiny S
conv S konvexńı obal množiny S
cl S uzávěr množiny S
B jednotková koule
|S| kardinalita množiny S
argminx∈Ωf(x) množina všech x, ve kterých nastává minimum reálné funkce f
[a, b] uzavřený interval v R

(a, b) otevřený interval v R

Matice a vektory

Ai,j prvek v i-tém řádku a j-tém sloupci matice A
||v|| eukleidovská norma vektoru v
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Funkce

∇f(x) gradient reálné funkce f : Rn → R v bodě x ∈ Rn

JF (x) Jacobián reálné funkce F : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn

f0(x; v) Clarkeova zobecněná směrová derivace funkce f v bodě x ve směru v
∂f(x) Clarke̊uv zobecněný gradient funkce f v bodě x
∂F (x) Clarke̊uv zobecněný Jacobián vektorové funkce F v bodě x
∂Mf(x) Morduchovič̊uv subdiferenciál funkce f v bodě x
Γf (x) pseudodiferenciál funkce f v bodě x

D̂∗Φ(a, b) regulárńı koderivace multifunkce Φ v bodě (a, b)
f−1 inverze funkce f

Prostory funkćı

C0,1([a, b]) prostor lipschitzovsky spojitých funkćı na [a, b] ⊂ R

L2(Ω) prostor měřitelných funkćı integrovatelných s kvadrátem

Dαu Dαu = ∂|α|u
∂x

α1
1 ...∂xαn

n
, u : Rn → R, α = (α1, . . . , αn) |α| = α1 + . . . αn

H1(Ω) H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|Dαv ∈ L2(Ω), |α| = 1}
W ′ duálńı prostor k prostoru W

Kontaktńı úloha se zadaným třeńım

Ω ⊂ R2 (R3) rovinné pružné těleso
∂Ω hranice tělesa Ω
Γu hranice s Dirichletovskou podmı́nkou
Γp hranice, na kterou p̊usob́ı povrchové śıly F
Γc kontaktńı hranice
τ(u) symetrický tenzor napět́ı
εij(u) linearizovaný tenzor deformace
F koeficient třeńı
A matice tuhosti v diskrétńı formulaci kontaktńıho problému se zadaným třeńım
l vektor sil v diskrétńı formulaci kontaktńıho problému se zadaným třeńım

Úloha tvarové optimalizace

J cenový funkcionál
α diskretizovaná ř́ıd́ıćı proměnná
Uad množina př́ıpustných ř́ıd́ıćıch proměnných

Zkratky

MPEC Mathematical program with equilibrium constraints
(Matematický program s rovnovážnými omezeńımi)

BP Bilevel Problem (dvoúrovňová úloha)



KAPITOLA 1. ÚVOD 10

IPA Implicit programming approach (úloha implicitńıho programováńı)
PC1 Piecewise continuous differentiable function

(po částech spojitě diferencovatelná funkce)
GE generalized equation (zobecněná rovnost)
VI variačńı nerovnost
QVI kvazivariačńı nerovnost



Kapitola 2

Nehladký kalkul a algoritmy
nehladké optimalizace

V této kapitole se zbĺızka pod́ıváme na základńı nástroje potřebné pro práci s funkcemi,
které nejsou spojitě diferencovatelné. Podrobněji se pod́ıváme na rozš́ı̌reńı klasického
diferenciálńıho počtu pro spojitě diferencovatelné (hladké) funkce. Toto rozš́ı̌reńı nám
přináš́ı Clarke̊uv kalkul zaváděj́ıćı zobecněný gradient i v bodech funkce, kde uvažovaná
funkce neńı spojitě diferencovatelná. Clarke̊uv kalkul je pro své vlastnosti vhodný k al-
goritmizaci hledáńı minima funkćı, jež nejsou spojitě diferencovatelné. Jiným kalkulem,
který je vhodný pro práci s nehladkými funkcemi je Morduchovič̊uv kalkul. Ten nám
umožňuje

”
př́ısněǰśı“ ověřeńı podmı́nek optimality. Mnoho informaćı o těchto kalkulech

lze naj́ıt v [5] a [35]. Nakonec se pod́ıváme na možnosti řešeńı některých nehladkých
problémů. Bud’ nepř́ımo převedeńım na hladkou úlohu anebo př́ımo použit́ım některého
z algoritmů vhodného pro nehladkou optimalizaci.

2.1 Nehladká analýza - Clarke̊uv kalkul

Nyńı se seznámı́me s některými základńımi pojmy z oblasti nehladké analýzy.

Definice 2.1.1 Necht’ množina M ⊂ Rn, funkce f : Rn → R a K je nezáporné
reálné č́ıslo:

(i) Necht’ pro funkci f je splněna podmı́nka |f(x′)−f(x′′)| ≤ K||x′−x′′|| ∀x′, x′′ ∈ M .
Pak řekneme, že funkce f je lipschitzovsky spojitá (s modulem λ) na množině M .

(ii) Necht’ pro funkci f je splněna podmı́nka ∃ε > 0 : |f(x′) − f(x′′)| ≤
≤ K||x′−x′′|| ∀x′, x′′ ∈ x+εB. Pak řekneme, že funkce f je lipschitzovsky spojitá v okoĺı
bodu x ∈ Rn (s modulem λ).

11
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(iii) Necht’ funkce f je lipschitzovsky spojitá v okoĺı každého x ∈ Rn. Pak řekneme,
že funkce f je lokálně lipschitzovsky spojitá na Rn.

Následuj́ıćı teorém nám dává informaci o
”
velikosti“ podmnožiny definičńıho oboru,

kde neńı diferencovatelná lokálně lipschitzovsky spojitá funkce na Rn.

Teorém 2.1.1 Rademacher Necht’ funkce f : Rn → R je lokálně lipschitzovsky
spojitá na Rn a necht’ D = {x ∈ Rn|f je diferencovatelná v x}. Potom Lebesguova mı́ra
µ množiny bod̊u, ve kterých funkce f neńı diferencovatelná, tj. množiny (Rn \ D), je
nula.

Důkaz V [34]. �

Nyńı si zavedeme základńı pojmy Clarkeova kalkulu.

Definice 2.1.2 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x
a necht’ v je vektor v Rn. Clarkeova zobecněná směrová derivace funkce f v bodě x ve
směru v, kterou znač́ıme f 0(x; v) je definována předpisem

f0(x; v) = lim sup
y→x,t↓0

f(y + tv) − f(y)

t
,

kde y je vektor v Rn a t je kladné reálné č́ıslo.

Definice 2.1.3 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x.
Clarke̊uv zobecněný gradient funkce f v bodě x, který znač́ıme ∂f(x), je množina

∂f(x) = {ζ ∈ Rn|f0(x; v) ≥ 〈ζ, v〉∀v ∈ Rn}.

Prvky ∂f(x) nazýváme Clarkeovými subgradienty funkce f v bodě x.

Poznámka 2.1.1 Jestliže funkce f je spojitě diferencovatelná v bodě x, pak
f0(x; v) = f ′(x; v) = 〈∇f(x), v〉, ∀v ∈ Rn a z toho vyplývá ∂f(x) = ∇f(x).

Vztah mezi Clarkeovou směrovou derivaćı a Clarkeovým zobecněným gradientem
popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.1.1
∀v ∈ Rn : f0(x; v) = max{〈ζ, v〉 : ζ ∈ ∂f(x)}.

Důkaz V [32]. �

Dı́ky Rademacherovu teorému (u lokálně lipschitzovsky spojitých funkćı máme zaručenu
diferencovatelnost téměř všude ve smyslu Lebesguovy mı́ry) máme také jinou možnost,
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jak zkonstruovat Clarke̊uv zobecněný gradient.

Teorém 2.1.2 Necht’ funkce f : Rn → R je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x.
Potom

∂f(x) = conv

{

lim
i→∞

∇f(xi) | xi → x, xi /∈ Ωf

}

,

kde Ωf = {x ∈ Rn|f neńı diferencovatelná v x}.

Důkaz V [32]. �

Pro hledáńı lokálńıch extrémů funkćı, které nejsou spojitě diferencovatelné, potřebujeme
nástroj, který nám umožńı rozpoznat, zda funkce f má v bodě x lokálńı extrém. To nám
poskytuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.1.2 (O lokálńım extrému) Jestlǐze funkce f , která je lokálně lipschitzov-
sky spojitá na Rn, nabývá v bodě x svého lokálńıho maxima nebo minima, potom plat́ı
0 ∈ ∂f(x).

Důkaz V [5]. �

Body splňuj́ıćı výše uvedenou podmı́nku nazýváme Clarkeovými stacionárńı body
optimalizačńı úlohy

min
x∈R

n
f(x),

kde funkce f je lokálně lipschitzovsky spojitá na Rn.

Pro práci s lokálně lipschitzovsky spojitými funkcemi na Rn budeme potřebovat ještě
některé daľśı poznatky z nehladkého kalkulu. S nimi se setkáme nyńı.

Definice 2.1.4 O funkci f řekneme, že je regulárńı v bodě x, pokud splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:
(i) Existuj́ı směrové derivace f ′(x; v) pro všechny vektory v.
(ii) Plat́ı rovnost f ′(x; v) = f0(x; v) pro všechny vektory v.

Teorém 2.1.3 (O derivaci složené funkce) Necht’ máme funkce h : Rm →
Rn a g : Rn → R a složenou funkci f = g ◦ h. Složky funkce h označ́ıme hi (i =
1, ..., n). Předpokládejme, že každá složka hi je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x a dále
předpokládáme lipschitzovskou spojitost funkce g v okoĺı bodu h(x). Clarke̊uv subgradient
α funkce g v bodě h(x) je n-rozměrný vektor α = (α1, α2, ..., αn). Potom plat́ı

∂f(x) ⊂ conv

{

n
∑

i=1

αiζi : ζi ∈ ∂hi(x), α ∈ ∂g(h(x))

}

.
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Rovnosti mı́sto inkluze je dosaženo při splněńı následuj́ıćı podmı́nky:
Funkce g je regulárńı v bodě h(x), každá hi je regulárńı v bodě x a každý prvek α zo-
becněného Clarkeova gradientu ∂g(h(x)) má nezáporné složky.

Důkaz V [5]. �

Podobně jako jsme dosud pracovali s reálnými funkcemi f : Rn → R, můžeme
pracovat i s reálnými vektorovými funkcemi F : Rn → Rm. Zejména nás bude zaj́ımat
rozš́ı̌reńı pojmu zobecněného gradientu na takovéto funkce.

Definice 2.1.5 Necht’ vektorová funkce F : Rn → Rm je lipschitzovsky spojitá
v okoĺı bodu x (t́ım máme na mysli, že každá složka funkce F (x) =

[

F 1(x), F 2(x), . . . , Fm(x)
]

,
tj. každá funkce F i(x), je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x ). Clarke̊uv zobecněný Ja-
cobián funkce F v bodě x, který znač́ıme ∂F (x), je podmnožinou Rm×n (prostor matic
[m × n]) definovanou předpisem

∂F (x) = conv

{

lim
i→∞

JF (xi) | xi → x, xi /∈ ΩF

}

,

kde ΩF = {x ∈ Ω|JF (x) neexistuje }.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı funkce, kterou využijeme v daľśıch kapitolách, je polo-
hladkost, která souviśı se vztahem mezi směrovou derivaćı vektorové funkce F a jej́ım
Clarkeovým zobecněnéným Jacobiánem.

Definice 2.1.6 O funkci f : Rm → Rn řekneme, že je polohladká v bodě x, jestlǐze
funkce f je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x a dále plat́ı, že pro všechny v ∈ Rn

existuje limita
lim

V ∈∂f(x+tv′)

v′→v,t↓0

{V v′}.

O funkci f : Rm → Rn řekneme, že je slabě polohladká v bodě x, jestlǐze funkce f je
lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x a dále plat́ı, že pro všechny v ∈ Rn existuje limita

lim
V ∈∂f(x+tv)

t↓0

{V v}.

Je zřejmé, že polohladkost funkce v bodě implikuje slabou polohladkost. Vztah mezi
Clarkeovým zobecněným Jacobiánem a směrovou derivaćı vektorové funkce F popisuje
následuj́ıćı věta.
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Věta 2.1.3 Necht’ funkce F : Rn → Rm je slabě polohladká v bodě x. Potom
směrová derivace

F ′(x; v) = lim
t↓0

F (x + tv) − F (x)

t

existuje pro všechny v ∈ Rn a plat́ı

F ′(x; v) = lim
V ∈∂F (x+tv)

t↓0

{V v}.

Důkaz V [32]. �

Později využijeme ještě následuj́ıćı lemma popisuj́ıćı skládáńı spojitě diferencovatelné
a polohladké funkce.

Lemma 2.1.1 Necht’ x0 ∈ Rn, funkce h : Rn → Rm je polohladká v x0 a funkce
g : Rm → R je spojitě diferencovatelná na okoĺı h(x0). Potom plat́ı, že funkce f(x) =
g(h(x)) je slabě polohladká v x0.

Důkaz V [32]. �

Pro stanovováńı podmı́nek optimality úloh omezené optimalizace je nyńı potřebné
zavést dva daľśı pojmy a to Clarke̊uv tečný a Clarke̊uv normálový kužel.

Definice 2.1.7 Necht’ množina Ω je podmnožinou Rn a bod x ∈ Ω. Potom Clarke̊uv
tečný kužel k množině Ω v bodě x, který označujeme jako T Ω(x), definujeme předpisem

TΩ(x) = {v ∈ Rn | dist0Ω(x; v) = 0},

kde distΩ(x) = infy∈Ω ||x − y||.

Definice 2.1.8 Necht’ množina Ω je podmnožinou Rn a bod x ∈ Ω. Potom Clarke̊uv
normálový kužel k množině Ω v bodě x, který označujeme jako NΩ(x), definujeme předpisem

NΩ(x) = {ζ ∈ Rn | 〈ζ, v〉 ≤ 0 ∀v ∈ TΩ(x)}.

S využit́ım Clarkeova normálového kuželu můžeme zavést podmı́nku optimality pro
úlohu omezené optimalizace.

Teorém 2.1.4 Necht’ Ω je uzavřená podmnožina Rn a x ∈ Ω. Dále necht’ funkce
f : Rm → Rn je lipschitzovsky spojitá v okoĺı bodu x a necht’ bod x je (vázané) lokálńı
minimum funkce f na množině Ω. Pak plat́ı

0 ∈ ∂f(x) + NΩ(x).
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Důkaz V [5]. �

Body splňuj́ıćı výše uvedenou podmı́nku nazýváme Clarkeovy stacionárńı body op-
timalizačńı úlohy

min
x∈Ω

f(x).

2.2 Nehladká analýza - Morduchovič̊uv kalkul

Nejprve si pro naše účely zavedeme dvě množinové limity.

Definice 2.2.1 Pro posloupnost {Ci}i∈N podmnožin patř́ıćıch do Rn je vněǰśı limita
definována jako množina

lim sup
i→∞

Ci = {x| ∃xi → x, xi ∈ Ci} .

Vnitřńı limitou pak nazveme množinu

lim inf
i→∞

Ci = {x| ∀xi → x, xi ∈ Ci} .

S využit́ım těchto limit nyńı zavedeme daľśı skupinu tečných a normálových kužel̊u.
Dı́ky nim můžeme zavést daľśı definici zobecněného gradientu, která se lǐśı od definice
Clarkeovy. K tomu si potřebujeme ještě zavést funkci o : R+ → R splňuj́ıćı podmı́nku

limt→0+

o(t)
t = 0.

Definice 2.2.2 Necht’ množina Ω je podmnožinou Rn a bod x ∈ Ω. Potom tečný
(kontingenčńı) kužel k množině Ω v bodě x, který označujeme jako TΩ(x), definujeme
předpisem

TΩ(x) = lim sup
τ→0+

Ω − x

τ
.

Definice 2.2.3 Necht’ množina Ω je podmnožinou Rn a bod x ∈ Ω. Potom regulárńı
(Fréchet̊uv) normálový kužel k množině Ω v bodě x, který označujeme jako N̂Ω(x), tvoř́ı
množina všech vektor̊u v, které splňuj́ı

〈v, x′ − x〉 ≤ o(|x′ − x|) ∀x′ ∈ Ω.

Limitńı normálový kužel k množině Ω v bodě x, který označujeme jako ÑΩ(x), tvoř́ı
množina všech vektor̊u v, které jsou limitou nějaké posloupnosti vi, která je tvořena
členy vi ∈ N̂Ω(xi) a {xi} je nějaká posloupnost splňuj́ıćı xi → x a xi ∈ Ω.
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Všimněme si, že plat́ı ÑΩ(x) = lim sup
x′

i

Ω
→x

N̂Ω(x′
i). Také si uvědomme, že pokud

je Ω konvexńı, pak regulárńı normálový kužel N̂Ω(x) je ekvivalentńı se standartńım
normálovým kuželem NΩ(x) ve smyslu konvexńı analýzy.

Po zavedeńı tzv. polárńıho kužele, který zavád́ıme ńıže, si můžeme povšimnout vztahu
mezi tečným a regulárńım normálovým kuželem. K libovolnému kuželu K ∈ Rn je
polárńı kužel (znač́ıme K∗) definován předpisem

K∗ = {v| 〈v, w〉 ≤ 0 ∀w ∈ K} .

Teorém 2.2.1 Necht’ množina Ω ⊂ Rn a bod x ∈ Ω, pak plat́ı N̂Ω(x) = TΩ(x)∗.

Důkaz V [35]. �

Nyńı je dobré si uvědomit vztah Clarkeova normálového kužele a výše zavedeného
limitńıho normálového kužele.

Teorém 2.2.2
NΩ(x) = cl conv ÑΩ(x),

Důkaz V [35]. �

Nyńı už nám nic nebráńı v zavedeńı daľśıho objektu popisuj́ıćı lokálńı chováńı funkce
- Morduchovičova subdiferenciálu (někdy limitńıho subdiferenciálu).

Definice 2.2.4

∂Mf(x) =
{

v| (v,−1) ∈ Ñepi f (x, f(x))
}

.

Podobně je možné nahradit definici (2.1.3) Clarkeova zobecněného gradientu předpisem

∂f(x) =
{

v| (v,−1) ∈ N epi f (x, f(x))
}

.

Mezi Morduchovičovým subdiferenciálem ∂Mf(x) a Clarkeovým zobecněným gradientem
∂f(x) plat́ı pro lokálně lipschitzovské funkce následuj́ıćı vztah ∂f(x) = cl conv ∂Mf(x).

S využit́ım pojmu zobecněného gradientu můžeme zkoumat Morduchovičovu stacio-
naritu. To nám přináš́ı následuj́ıćı definice.

Definice 2.2.5 Mějme lokálně lipschitzovsky spojitou funkci f : Rn → R na Rn

a bod x ∈ Rn. Pokud plat́ı 0 ∈ ∂Mf(x), pak bod x nazveme jako Morduchovič̊uv sta-
cionárńı.

Podmı́nka Morduchovičovy stacionarity je silněǰśı než podmı́nka Clarkeovy stacio-
narity, tj. plat́ı, že Morduchovič̊uv stacionárńı bod lokálně lipschitzovsky spojité funkce
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na Rn je také Clarkeovsky stacionárńım bodem, ale neplat́ı to obecně naopak. Dále si
uvědomme, že pro funkci f , která je lokálně lipschitzovsky spojitá na Rn plat́ı, že pokud
nabývá v bodě x svého lokálńıho minima, potom 0 ∈ ∂Mf(x).

2.3 PC
1 funkce

Nyńı se budeme zabývat funkcemi po částech spojitě diferencovatelnými (PC1). Tyto
funkce můžeme źıskat jako výběr konečně mnoha spojitě diferencovatelných funkćı. A
tento typ funkćı a jejich minimalizace nás bude zaj́ımat v následuj́ıćıch kapitolách.

Definice 2.3.1 Funkci f : Rn → Rm nazveme po částech spojitě diferencovatelnou
(budeme použ́ıvat označeńı PC1) v bodě x′, jestlǐze existuje otevřené okoĺı U(x′) bodu x′

a konečný počet spojitě diferencovatelných funkćı f i : U(x′) → Rm, i = 1, ..., k takových,
že f je spojitá na U(x′) a f(x) ∈ {f1(x), ..., fk(x)} ∀x ∈ U(x′).

Dále zavedeme indexovou množinu aktivńıch funkćı f i v bodě x′, tuto množinu
označ́ıme If (x′) a zavedeme ji předpisem

If (x′) = {i ∈ {1, ..., k} : f i(x′) = f(x′)}.

Také zavedeme množinu, která nám poṕı̌se oblast, kde je aktivńı funkce f i:

Supp (f, f i) = {x : f(x) = f i(x)}.

A nakonec zavedeme indexovou množinu esenciálně aktivńıch funkćı f i v bodě x′.

I0
f (x′) = {i : x′ ∈ cl int Supp (f, f i)}.

Tyto indexové množiny použijeme při ověřováńı podmı́nek optimality u PC1 funkćı.

Vztah mezi po částech diferencovatelnými a lipschitzovsky spojitými funkcemi nám
dává následuj́ıćı věta.

Věta 2.3.1 Každá PC1 funkce je lipschitzovsky spojitá. Modul lipschitzovské funkce
v okoĺı bodu x0 je dán jako maximum modul̊u výběrových funkćı.

Důkaz V [6]. �

V předchoźı sekci jsme se setkali s pojmem polohladkosti, ale nezkoumali jsme, za
jakých podmı́nek jsou lipschitzovsky spojité funkce polohladké. V př́ıpadě PC1 funkćı
v́ıme v́ıce.

Teorém 2.3.1 Každá PC1 funkce je polohladká.

Důkaz V [6]. �
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Nyńı se, podobně jako v předchoźı části u lipschitzovsky spojitých funkćı, budeme
věnovat pravidl̊um rozpoznávaj́ıćım stacionaritu PC1 funkćı. K tomu nám slouž́ı pojem
pseudodiferenciálu zavedený Michalevičem v [28]. Nejprve si ale potřebujeme zavést po-
jem shora polospojitého zobrazeńı.

Definice 2.3.2 Necht’ Γ : Rn
 Rm je mnohoznačné zobrazeńı.

Zobrazeńı Γ nazveme shora polospojitým v bodě x ∈ DΓ, jestlǐze pro každé okoĺı V
množiny Γ(x) existuje kladné č́ıslo ε takové, že plat́ı

Γ(x′) ⊂ V pro všechna x′ ∈ x + εB.

DΓ znač́ı definičńı obor zobrazeńı Γ, tj. DΓ = {x ∈ Rn|Γ(x) 6= �}.
Zobrazeńı Γ nazveme shora polospojitým, jestlǐze je shora polospojité v každém bodě z
DΓ.

Definice 2.3.3 Funkci f : Rn → R nazveme pseudodiferencovatelnou v bodě x′,
jestlǐze existuje otevřené okoĺı U(x′) bodu x′ a shora polospojité mnohoznačné zobrazeńı
Γf : U(x′) → 2Rn

s neprázdnými, konvexńımi a kompaktńımi hodnotami takové, že

f(x) = f(x′) + g(x − x′) + o(x, x′, g) ∀x ∈ Uε(x
′),

kde g ∈ Γf (x) a

lim
k→∞

o(xk, x′, gk)

||xk − x′||
= 0

pro každé posloupnosti
{

xk
}∞

k=1
,
{

gk
}∞

k=1
, kde limk→∞ = x′, gk ∈ Γf (xk) pro všechna k.

Zobrazeńı Γf (x′) pak nazýváme pseudodiferenciálem funkce f v bodě x′.

O pseudodiferencovatelných funkćıch v́ıme, že jsou lipschitzovsky spojité a naopak
lipschitzovsky spojité funkce, které jsou nav́ıc polohladké, jsou pseudodiferencovatelné.
Všimněme si, že pro spojitě diferencovatelné funkce plat́ı, že jsou také pseudodiferen-
covatelné a pseudodiferenciál Γf (x) = {∇f(x)}. Následuj́ıćı teorém nám dává užitečný
návod, jak zkonstruovat pseudodiferenciál funkce v bodě.

Teorém 2.3.2 Necht’ f : Rn → R je spojitá funkce, která je výběrem konečně
mnoha pseudodiferencovatelných funkćı:

f(x) ∈
{

f i(x) : i = 1, ..., k
}

.

Funkce f i : Rn → R maj́ı pseudodiferenciály Γf i , i = 1, ..., k < ∞. Potom je funkce f
pseudodiferencovatelná a pseudodiferenciál funkce f je

Γf (x) = conv
⋃

i∈If (x)

Γf i(x).
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Důkaz V [6]. �

S využit́ım pojmu pseudodiferenciálu můžeme zkoumat pseudostacionaritu. To nám
přináš́ı následuj́ıćı definice.

Definice 2.3.4 Mějme pseudodiferencovatelnou funkci f : Rn → R a bod x ∈ Rn.
Pokud plat́ı 0 ∈ Γf (x), pak bod x nazveme pseudostacionárńım.

Nyńı plat́ı pro každou funkci f , která je lokálně lipschitzovsky spojitá na Rn, že
pokud nabývá v bodě x svého lokálńıho minima nebo maxima, potom 0 ∈ Γf (x).

Daľśı možnost́ı, jak charakterizovat stacionaritu funkce v bodě nám dává použit́ı
Clarkeova kalkulu. Jak konstruovat Clarke̊uv zobecněný gradient jsem viděli už v předcházej́ıćı
části. Nyńı si ukážeme daľśı možnost konstrukce Clarkeova zobecněného gradientu a to
speciálně pro PC1 funkce.

Teorém 2.3.3 Necht’ funkce f : Rn → R je PC1. Potom

∂f(x′) = conv
{

∇f i(x′) : x′ ∈ cl int Supp (f, f i)
}

.

Důkaz V [6]. �

Nyńı můžeme opět připomenout pojem Clarkeovy stacionarity.

Definice 2.3.5 Mějme lokálně lipschitzovsky spojitou funkci f : Rn → R a bod
x ∈ Rn. Pokud plat́ı 0 ∈ ∂f(x), pak bod x nazveme jako Clarke̊uv stacionárńı bod.

Uvědomme si, že podmı́nka Clarkeovy stacionarity je silněǰśı než pseudostacionarita,
tj. Clarke̊uv stacionárńı bod pseudodiferencovatelné funkce je také pseudostacionárńım
bodem, ale opět to neplat́ı obecně naopak.

Nyńı si ukážeme ještě jednu možnost, jak charakterizovat stacionaritu. Tuto možnost
nám dává zavedeńı Bouligandovy stacionarity. K tomu potřebujeme zavedeńı následuj́ıćıho
pojmu.

Definice 2.3.6 Směrově diferencovatelnou funkci f : Rn → R nazveme Bouligan-
dovsky diferencovatelnou v bodě x, jestlǐze plat́ı

lim
xh→x

f(xh) − f(x) − f ′(x; xh − x)

||xh − x||
= 0.

O lokálně lipschitzovsky spojitých funkćıch, které jsou nav́ıc směrově diferencovatelné
v́ıme, že jsou také Bouligandovsky diferencovatelné. Daľśı definice nám přináš́ı pojem
Bouligandovy stacionarity.
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Definice 2.3.7 Mějme směrově diferencovatelnou funkci f : Rn → R a bod x ∈ Rn.
Pokud plat́ı f ′(x, r) ≥ 0 pro všechny směry r ∈ Rn, pak bod x nazveme Bouligandovým
stacionárńım bodem.

Podmı́nka Bouligandovy stacionarity je opět silněǰśı než podmı́nka Clarkeovy stacio-
narity, tj. plat́ı, že Bouligand̊uv stacionárńı bod lokálně lipschitzovsky spojité a směrově
diferencovatelné funkce je také Clarkeovsky stacionárńım bodem, ale opět to neplat́ı
obecně naopak.

2.4 Př́ıklady stacionárńıch bod̊u

Na několika následuj́ıćıch př́ıkladech si ilustrujeme výše uvedené př́ıpady stacionarity,
tj. př́ıpady, ve kterých je bod pseudostacionárńım, Clarkeovsky stacionárńım, Mordu-
chovičovsky stacionárńım či Bouligandovsky stacionárńım bodem funkce.

Př́ıklad 2.4.1

f(x) =

{

max{x,−x}, x ≥ 0
min{x,−x}, x < 0

PSfrag replacements

x

y

f(x)

Obrázek 2.4.1.

∂Mf(0) = {1}, ∂f(0) = {1}, Γf (0) = [−1, 1]

Bod x = 0 je pseudostacionárńım bodem funkce f(x), ale neńı to ani Clarke̊uv, ani
Morduchovič̊uv a ani Bouligand̊uv stacionárńı bod.
4
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Př́ıklad 2.4.2

f(x) = −|x|

−1

PSfrag replacements

x

y

f(x)

∂f(x)

∂Mf(x)

N epi f (x, f(x)) Ñepi f (x, f(x))

Obrázek 2.4.2.

∂Mf(0) = {−1; 1}, ∂f(0) = [−1, 1], Γf (0) = [−1, 1]

Bod x = 0 je pseudostacionárńım bodem funkce f(x) a také je to Clarke̊uv sta-
cionárńı bod, nejde však ani o Morduchovič̊uv a ani o Bouligand̊uv stacionárńı bod.
4

Př́ıklad 2.4.3

f(x) =

{

−x, x ≥ 0
0, x < 0

−1

PSfrag replacements

x

y

f(x)

∂f(x) ∂Mf(x)

N epi f (x, f(x)) Ñepi f (x, f(x))

Obrázek 2.4.3.
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∂Mf(0) = {−1; 0}, ∂f(0) = [−1, 0], Γf (0) = [−1, 0]

Bod x = 0 je pseudostacionárńım bodem funkce f(x), také je to Clarke̊uv stacionárńı
bod a Morduchovič̊uv stacionárńı bod, neńı to Bouligand̊uv stacionárńı bod.
4

Př́ıklad 2.4.4

f(x) = |x|

−1PSfrag replacements
x

y
f(x)

∂f(x), ∂Mf(x)

N epi f (x, f(x)), Ñepi f (x, f(x))

Obrázek 2.4.4.

∂Mf(0) = [−1, 1], ∂f(0) = [−1, 1], Γf (0) = [−1, 1]

Bod x = 0 je pseudostacionárńım bodem funkce f(x), také je to Clarke̊uv, Mordu-
chovič̊uv i Bouligand̊uv stacionárńı bod.
4

2.5 Algoritmy nehladké optimalizace - nepř́ımé metody,
subgradientńı metody, bundle metody, cutting plane
method, bundle trust metody

V této časti se seznámı́me s některými algoritmy, které jsou určeny k řešeńı úloh ne-
hladké optimalizace. Nejméně propracovanou možnost́ı, jak minimalizovat funkci, která
neńı spojitě diferencovatelná, je aproximovat tuto funkci funkćı spojitě diferencovatelnou.
Toho lze dosáhnout např́ıklad pomoćı penalizace (viz následuj́ıćı př́ıklad). Nevýhodou
tohoto postupu je jednak velmi omezené použit́ı pouze na úzký okruh problémů a dále
nutnost volit velikost penalty předem bez znalosti struktury problému.
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Př́ıklad 2.5.1

min
x∈R

n

m
∑

i=1

|fi(x)|,

kde funkce fi(x) jsou spojitě diferencovatelné. Pomoćı penalty o velikosti ε > 0 modifi-
kujeme výše uvedenou úlohu na hladkou úlohu

min
x∈R

n

m
∑

i=1

(

fi(x)2 + ε
)

1
2 .

4

Jiným zp̊usobem řešeńı může být převedeńı nehladké minimalizačńı úlohy na úlohu
nalezeńı sedlového bodu a jej́ı následnou dualizaci, kterou źıskáme již hladký problém.
Tento př́ıstup si přibĺıž́ıme v následuj́ıćım př́ıkladě, kde budeme řešit tuto úlohu - va-
riačńı nerovnost druhého typu, která se svou strukturou př́ılǐs nelǐśı od kontaktńıho
problému se zadaným třeńım. Pokud pro řešeńı duálńı úlohy použijeme některou z me-
tod založených na principu rozložeńı oblasti, at’ už s využit́ım konečných prvk̊u (FETI)
či hraničńıch prvk̊u (BETI), źıskáme nástroj pro velmi efektivńı řešeńı úloh daného typu,
který lze použ́ıt po jistých modifikaćıch i pro 2D kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım.
Jak vyplývá z následuj́ıćıch tabulek, jde o úlohu numericky škalovatelnou. Numerickou
škálovatelnost́ı máme na mysli zachováńı stejného počtu iteraćı algoritmu sdružených
gradient̊u, který tvoř́ı jádro r̊uzných variant FETI a BETI metod, bez závislosti na
diskretizaci úlohy při fixovaném poměru mezi velikost́ı primárńı a duálńı śıtě. Práce
s využit́ım FETI a BETI metod nadále pokračuje a zdá se, že přinese velmi rychlé řešiče
pro kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım.
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Př́ıklad 2.5.2

min
u=0
na Γu

J(u), kde J(u) =
1

2
a(u, u) − (f, u) + j(u),

dále plat́ı

a(u, u) =

∫

Ω

(

n
∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)

dΩ,

(f, u) =

∫

Ω
fu dΩ,

j(u) =

∫

Γ
g|u| dΓ,

Γu =
{

(0, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1
}

.

Úloha se řeš́ı na membráně Ω = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Membrána má

předepsanou Dirichletovu podmı́nku na levé straně (x = 0, 0 ≤ y ≤ 1). Śıla p̊usob́ıćı na
membránu je konstantńı a má hodnotu f = −1. Koeficient g má hodnotu 1. Membrána
je zobrazena na obrázku 2.5.1.

PSfrag replacements
Γu

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

f

Obrázek 2.5.1.

Spojitá úloha, která je zadaná na začátku př́ıkladu 2.5.2, je diskretizována pomoćı
metody konečných nebo hraničńıch prvk̊u, t́ım dostáváme úlohu

min
U=0
na Γu

J(U), kde J(U) =
1

2
UT AU − F T U + |bT U |,

kde U je vektor popisuj́ıćı pr̊uhyb jednotlivých bod̊u śıtě diskretizované membrány, A je
globálńı matice tuhosti a F popisuje vektor sil.
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Poté odstrańıme nehladký člen z diskretizované úlohy převedeńım na následuj́ıćı
úlohu

min
U=0
na Γu

max
|µ|≤1

1

2
UT AU − F T U + µbT U.

Ke zmenšeńı velikosti úlohy pak můžeme nav́ıc použ́ıt metodu rozložeńı oblasti (tj.
oblast Ω rozlož́ıme na podoblasti Ωi, i = 1, ..., n) a t́ım dostaneme úlohu

min
U=0
na Γu,
BU=0

max
|µ|≤1

1

2
UT AU − F T U + µbT U,

kde podmı́nka BU = 0 zajǐst’uje spojitost pr̊uhybu membrány na hranićıch mezi jednot-
livými podoblastmi Ωi. Langrangián př́ıslušný předchoźı úloze je zadán takto

L(U, λ, µ) =
1

2
UT AU − F T U + µbT U + λT BU.

Je známo (viz [4]), že řešeńı předchoźı úlohy je ekvivalentńı řešeńı této sedlobodové úlohy

Najděte (U, λ, µ) takové, že L(U, λ, µ) = supλ, |µ|≤1 infU L(U, λ, µ). (SPP)

Pro fixované λ a µ splňuje U minimalizuj́ıćı L(·, λ, µ) následuj́ıćı rovnost

AU − F + µbT + BT λ = 0.

Pokud z této rovnice vyjádř́ıme U a dosad́ıme zpět do úlohy (SPP) a změńıme znaménka,
dostaneme duálńı úlohu kvadratického programováńı s nerovnostńımi a rovnostńımi ome-
zeńımi. Tuto úlohu můžeme velmi efektivně řešit s použit́ım projekćı (viz [7] ).
Řešeńı této úlohy, která se svou strukturou bĺıž́ı 2D kontaktńı úloze s Coulombovým
třeńım, lze vidět na následuj́ıćıch obrázćıch. Na obrázku 2.5.2. je zobrazeno řešeńı úlohy
s využit́ım metody konečných prvk̊u spojených s metodou rozložeńı oblasti (FETI1),
na obrázku 2.5.3. je vykresleno řešeńı úlohy při použit́ı metody hraničńıch prvk̊u pro-
pojených s metodou rozložeńı oblasti (BETI). Tuto úlohu lze interpretovat jako model
pr̊uhybu membrány, na kterou p̊usob́ı shora śıla a na hranici Γ p̊usob́ı śıla proti pr̊uhybu
membrány.

Následuj́ıćı tabulky dokumentuj́ı numerickou škálovatelnost řešeńı dané úlohy. H/h
udává poměr mezi duálńı a primárńı śıt́ı, tj. diskretizaci každé jednotlivé podoblasti. H
udává velikost duálńı śıtě, tj. děleńı celé membrány na podoblasti (viz obrázek 2.5.4.).
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Obrázek 2.5.4.

V tabulce horńı řádek každého pole ukazuje velikost primárńı úlohy (tj. velikost
primárńı śıtě)/velikost duálńı úlohy (tj. velikost duálńı śıtě)/čas řešeńı úlohy v sekundách,
spodńı řádek udává počet iteraćı metody sdružených gradient̊u potřebných pro řešeńı
úlohy. Úloha byla řešena s přesnost́ı ε = 10−4 ·||b||. Tabulka 2.5.1. popisuje počty iteraćı a
daľśı charakteristiky úlohy při použit́ı algoritmu FETI1, tabulka 2.5.2. popisuje totéž při
použit́ı metody Total FETI (podobná jako FETI1, nav́ıc je ale Dirichletova podmı́nka
zajǐstěna omezeńımi na rovnost, tuto rovnost opět vynut́ıme pomoćı Lagrangeových mu-
liplikátor̊u, kterými předeṕı̌seme rovnostńı vazbu), tabulka 2.5.3. dokumentuje rychlost
řešeńı úlohy při použit́ı hraničńıch prvk̊u, tj. BETI.
4
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H/h ‖H 1/2 1/4 1/6 1/8

16 1156/67/0.02 4624/399/0.44 10404/995/2.63 18496/1855/11.60

9 18 20 24

8 324/35/0.02 1296/207/0.14 2916/515/0.52 5184/959/1.88

14 13 14 16

4 100/19/0.03 400/111/0.05 900/275/0.31 1600/511/0.96

11 19 24 25

Tabulka 2.5.1.

H/h ‖H 1/2 1/4 1/6 1/8

16 1156/67/0.04 4624/399/0.81 10404/995/4.89 18496/1855/17.69

19 32 38 42

8 324/35/0.03 1296/207/0.21 2916/515/0.98 5184/959/3.66

16 23 26 31

4 100/19/0.06 400/111/0.06 900/275/0.24 1600/511/0.73

13 17 21 19

Tabulka 2.5.2.

H/h ‖H 1/2 1/4 1/6 1/8

16 256/68/0.02 1024/400/0.36 2304/996/2.54 4096/1856/6.50

10 14 20 17

8 128/36/0.02 512/208/0.12 1152/516/0.59 2048/960/1.52

8 11 15 12

4 64/20/0.04 256/112/0.06 576/276/0.17 1024/512/0.39

7 9 10 10

Tabulka 2.5.3.
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V předchoźım př́ıpadě jsme se poprvé v této práci seznámili s problémem, který
svou strukturou odpov́ıdá kontaktńımu problému se zadaným třeńım a lze jej upra-
vit i na kontaktńı problém s Coulombovým třeńım. Jinou možnost́ı je nenahrazovat
nehladký člen hladkým členem jako při použit́ı penalty či eliminace nehladkého členu
jako v předchoźım př́ıkladě, ale nahrazovat př́ımo Clarke̊uv zobecněný gradient p̊uvodńı
funkce. Např. Clarke̊uv zobecněný gradient funkce |x| lze poměrně dobře nahradit členem
2
π arctan

(

x
γ0

)

, kde γ0 udává strmost funkce arctan. Pro funkci |x|, můžeme porovnat

Clarke̊uv zobecněný gradient této funkce (viz obrázek 2.5.5.) a funkci 2
π arctan

(

x
γ0

)

,

kde γ0 = 1 (viz obrázek 2.5.6.). Nav́ıc se v př́ıpadě nahrazeńı zobecněného gradientu

funkce |x| funkćı 2
π arctan

(

x
γ0

)

, dá velmi snadno źıskat i derivace druhého řádu dané

funkce. Nevýhodou tohoto postupu je citlivost algoritmů na volbu γ0, která v některých
př́ıpadech zp̊usobuje zhoršeńı rychlosti konvergence.
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Obrázek 2.5.5., 2.5.6.

Výše uvedený postup se použ́ıvá např. v časově závislých pr̊umyslových aplikaćıch
při simulaćıch tvářeńı kov̊u jako v následuj́ıćım př́ıkladě. Podrobněji se lze s těmito typy
úloh setkat v [24].

Nyńı se již budeme věnovat metodám, které př́ımo pracuj́ı s nehladkými problémy.
Daľśı možnost́ı pro řešeńı úloh nehladké optimalizace je použit́ı subgradientńı metody.
Subgradientńı metoda potřebuje pro své fungováńı existenci procedury, která je schopna
v každém bodě x ∈ Rn vypoč́ıtat hodnotu funkce f(x) a jeden (libovolný) Clarke̊uv sub-
gradient g ∈ ∂f(x). Tato metoda pak na základě znalosti tohoto jednoho subgradientu
vygeneruje směr kroku d pro stávaj́ıćı iteraci. Pro své nevýhody je tado metoda pro naše
úlohy nevhodná.
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Daľśı širokou skupinou algoritmů, které jsou určeny pro minimalizaci nehladkých
funkćı jsou bundle metody a jejich modifikace. Základńı verze bundle metod byla vy-
vinuta nezávisle C. Lemarechalem a P. Wolfem a publikována byla v roce 1975. Tato
metoda potřebuje opět proceduru, která vraćı v každém bodě x ∈ Rn funkčńı hod-
notu f(x) a jeden (libovolný) Clarke̊uv subgradient g ∈ ∂f(x). Narozd́ıl od subgra-
dientńı metody ale bundle metoda uchovává subgradientńı informaci nejen z aktuálńı
iterace xk, ale též subgradienty gi z minulých iteraćı yi, množinu index̊u sbgradient̊u
z minulých iteraćı uchovávaných ve svazku označ́ıme Jk. Na základě těchto informaćı
pak bundle metoda aproximuje Clarke̊uv zobecněný gradient v aktuálńı iteraci, tj. me-
toda má

”
úplněǰśı“ informaci o chováńı funkce. Tyto uložené subgradienty gi modeluj́ı

funkci f v aktuálńım bodě xk s r̊uznou přesnost́ı. Tato přesnost, která udává vzdálenost
gi ∈ ∂f(yi) od Clarkeova zobecněného gradientu ∂f(xk), je dána u konvexńıch funkćı
č́ıslem α(xk, yi) = αk

i = f(xk) − (f(yi) + gT
i (xk − yi)). U nekonvexńıch funkćı popisuje

tuto vzdálenost funkce β(xk, yi) = βk
i = max{αk

i , ||xk − yi||
2}. Dı́ky znalosti aproxi-

mace Clarkeova zobecněného gradientu je snadné implementovat ukončuj́ıćı podmı́nku
(s využit́ım věty 2.1.2). Pro směr poklesu generovaný bundle metodou v bodě xk plat́ı
dk = −zk, přičemž zk je určeno konvexńı kombinaćı subgradient̊u ze svazku. Nav́ıc plat́ı,
že č́ım je větš́ı chyba subgradientu βk

i (př́ıp. αk
i ), t́ım méně ovlivňuje daný subgradient

gi směr poklesu dk. Budle metoda má také vypracovanou strategii volby délky kroku - u
základńı verze je to klasický line search a t́ım má tato metoda zaručen vyšš́ı řád konver-
gence než subgradientńı metoda. Bundle se také umı́ vyrovnat s př́ıpadným

”
špatným“

směrem dk. Pokud směr dk nalezený bundle metodou v bodě xk na základě aproximo-
vaného Clarkeova zobecněného gradientu nevede k dostatečnému poklesu funkčńı hod-
noty, provedeme tzv. null step, tj. obohat́ıme náš model přidáńım daľśıho subgradientu
v bĺızkosti bodu xk a t́ım

”
vylepš́ıme“ aproximaci Clarkeova zobecněného gradientu

v bodě xk a z̊ustaneme v bodě xk+1 = xk. V opačném př́ıpadě (při dostatečném poklesu
funkčńı hodnoty ve směru dk) provedeme tzv. serious step, tj. přejdeme do nového bodu
xk+1 = xk + tdk, kde velikost kroku t je generována pomoćı line search. Protože veli-
kost poč́ıtačové paměti je omezená a také kv̊uli zajǐstěńı efektivnosti výpočtu je nutné
omezit počet subgradient̊u, kterými modelujeme Clarke̊uv zobecněný gradient. K tomu
slouž́ı tzv. reset, tj. při překročeńı únosného počtu subgradient̊u vybereme pouze některé
subgradienty z p̊uvodńıho svazku a zbylé z něj vymažeme. Lemarechal̊uv algoritmus pro
minimalizaci nehladkých nekonvexńıch funkćı realizovaný v jazyce Fortran vedl k úloze
vyhledáváńı směru ve tvaru kvadratického programu

min 1
2

∥

∥

∥

∑

i∈Jk
λigi

∥

∥

∥

2
,

s omezeńım
λi ≥ 0, i ∈ Jk,
∑

i∈Jk
λi = 1,

∑

i∈Jk
λiβ

k
i ≤ εk.

(BP)

Směr dk = −
∑

i∈Jk
λk

i gi, kde λk
i , i ∈ Jk je řešeńım kvadratického programu (BP).

Slabým mı́stem takto navrženého algoritmu je nutnost volit dopředu koeficient εk.
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Daľśı modifikaci bundle metod zajistilo využit́ı cutting plane method. Na základě cut-
ting plane method modifikujeme bundle metodu tak, že odstrańıme nepř́ıjemnou volbu
εk a priori, tj. volbu velikosti oblasti, na které se aproximuje Clarke̊uv zobecněný gradi-
ent ∂f(xk). Cutting plane method převád́ı problém minimalizace nehladké nekonvexńı
funkce minx∈Rn f(x) na iteračńı problém mind f̂k(xk + d) + 1

2tk
||d||2, kde f̂k(xk + d) =

maxi∈Jk

{

f(yi) + gT
i (xk + d − yi)

}

= f(xk) + maxi∈Jk

{

gT
i d − βk

i

}

. Řešeńı dané úlohy
označ́ıme dk a toto dk je opět směr poklesu, ve kterém provedeme line search následovaný
serious stepem či null stepem stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Z numerických d̊uvod̊u
je výhodné řešit duálńı formulaci výše uvedené úlohy, t́ım dostaneme opět úlohu kvadra-
tického programováńı, pro kterou existuj́ı rychlé řešiče. Duálńı formulace úlohy vypadá
takto

min 1
2

∥

∥

∥

∑

i∈Jk
λigi

∥

∥

∥

2
+ 1

tk

∑

i∈Jk
λiβ

k
i ,

s omezeńım
λi ≥ 0, i ∈ Jk,
∑

i∈Jk
λi = 1.

(BCPP)

Směr poklesu dk dostaneme jako dk = −tk
∑

i∈Jk
λk

i gi, kde λk
i , i ∈ Jk je řešeńım

kvadratického programu (BCPP). Očekávaný pokles ve směru dk, je modelován funkćı

v(tk) = −tk

∥

∥

∥

∑

i∈Jk
λigi

∥

∥

∥

2
−
∑

i∈Jk
λiβ

k
i . Problematickým mı́stem takto navrženého al-

goritmu je nyńı nutnost volit dopředu koeficient tk. Toto slabé mı́sto je odstraněno
použit́ım strategie pro určováńı délky kroku, kterou použ́ıvá trust region metoda. Hlavńı
myšlenka trust region metody je minimalizace funkce f pouze na okoĺı bodu xk, ve kterém
očekáváme

”
dobrou“ shodu funkce f s jej́ım modelem. Toto okoĺı, přesněji velikost tohoto

okoĺı se měńı v pr̊uběhu výpočtu. To je implementováno následuj́ıćım zp̊usobem:
(i) Jestliže (skutečný pokles ≤ k1· očekávaný pokles), pak zvětšete velikost okoĺı, na

kterém minimalizujete funkci

(ii) Jestliže (skutečný pokles ≥ k2· očekávaný pokles), pak zmenšete velikost okoĺı,
na kterém minimalizujete funkci

(iii) Jinak neměňte velikost okoĺı, na kterém minimalizujete funkci

Mezi parametry k1 a k2 je následuj́ıćı vztah 0 < k2 ≤ k1 < 1. Touto strategíı nahra-
zujeme line search v předchoźı verzi bundle metody.

Spojeńım této strategie určováńı délky kroku a bundle metody vzniklé na základě
cutting plane method dostáváme tzv. bundle trust metodu. Tato velmi efektivńı metoda
je použita i pro naše úlohy, které jsou formulovány jako MPEC. Jej́ı stručný kompletńı
algoritmus uvád́ıme ńıže. Podrobně viz [37] a [33].
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Algoritmus bundle trust metody:

1. Zvolte počátečńı bod x1 ∈ Rn a parametry T > 0, 0 < m1 < m2 < 1, 0 < m3 < 1,
ε ≥ 0 a omezeńı velikosti svazku jmax ≥ 3

2. Spočtěte f(x1), g1 ∈ ∂f(x1) a položte y1 = x1, J1 = {1} a k = 1.

3. Vnitřńı iterace: Spočtěte xk+1 a gk+1 pomoćı vnitřńı iterace uvedené ńıže nebo
zjistěte, že xk je

”
téměř stacionárńı“ (v tom př́ıpadě skončete)

4. Jestliže |Jk| = jmax, pak jděte do 5., jinak položte J = Jk a pokračujte 6.

5. Reset: Vyberte J ⊂ Jk při splněńı |J | ≤ jmax − 2 a max{i|i ∈ Jk, βk,i = 0} ∈ J .
Dále zaved’me daľśı index k̃ a definujme s použit́ım agregaćı zk =

∑

i∈Jk
λk

i gi,

σ =
∑

i∈Jk
λiβ

k
i : gk̃ = zk, βk

k̃
= σ, J = J ∪ {k̃}.

6. Update: Jestliže výstupem vnitřńı iterace byl Serious Step, potom položte: αk+1
i =

αk
i +f(xk+1)−f(xk)−gT

i dk pro i ∈ J , βk+1
i = max{αk+1

i , ||xk+1−yi||
2}, βk+1

k+1 = 0.

Jestliže výstupem vnitřńı iterace byl Null Step, potom položte: βk+1
i = βk

i pro
i ∈ J , βk+1

k+1 = β(xk, yk+1).
Položte Jk+1 = J ∪ {k + 1} a pokračujte 2.

Vnitřńı iterace xk → xk+1:

1. Vyberte t1 = tk−1. Položte l1 = 0, u1 = T a j = 1.

2. Spočtěte řešeńı (vj , dj) = (v(tj), d(tj)) úlohy (BCPP). Jestliže 1
tj

∥

∥dj
∥

∥ ≤ ε a

− 1
tj

∥

∥dj
∥

∥

2
− vk ≤ ε, potom skončete: xk je

”
téměř stacionárńı“. Jinak položte

yj = xk + dj a spočtěte gj ∈ ∂f(yj).

3. (a) Jestliže je splněna podmı́nka f(yj) − f(xk) < m1v
j , potom proved’te Serious

Step, tj. xk+1 = yk+1 = yj , gk+1 = gj a skončete.

(b) Jestliže je splněna podmı́nka f(yj) − f(xk) ≥ m1v
j a současně α(xk, y

j) ≤

m3σk−1 nebo |f(xk) − f(yj)| ≤ ||zk−1|| + σk−1 a ještě podmı́nka
(

gj
)T

dj −
βk,j ≥ m2v

j , potom proved’te Null Step, tj. xk+1 = xk, yk+1 = yj , gk+1 = gj

a skončete.

(c) Jestliže je splněna podmı́nka f(yj) − f(xk) ≥ m1v
j a současně α(xk, y

j) ≤
m3σk−1 nebo |f(xk) − f(yj)| ≤ ||zk−1|| + σk−1, ale neńı splněna podmı́nka
(

gj
)T

dj − βk,j ≥ m2v
j , potom:

i. Jestliže plat́ı |f(xk) − f(yj)| ≤ ||zk−1|| + σk−1, potom položte dk = dj ,
vk = vj a proved’te line search podél xk + sdk, s ≥ 0.
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ii. Jinak položte uj+1 = tj , lj+1 = lj , tj+1 = 1
2

(

uj+1 + lj+1
)

, j = j + 1 a
vrat’te se do 2.

(d) Jestliže je splněna podmı́nka f(yj)−f(xk) ≥ m1v
j , ale neńı splněna podmı́nka

α(xk, y
j) ≤ m3σk−1 nebo |f(xk) − f(yj)| ≤ ||zk−1|| + σk−1 položte uj+1 = tj ,

lj+1 = lj , tj+1 = 1
2

(

uj+1 + lj+1
)

, j = j + 1 a vrat’te se do 2.

Nyńı se ještě v krátkosti pod́ıvejme na konvergenci bundle trust metody pro nekon-
vexńı a lokálně lipschitzovské funkce na Rn v př́ıpadě, že v předchoźım algoritmu plat́ı
ε = 0.

Teorém 2.5.1 Necht’ funkce f je slabě polohladká a lokálně lipschitzovsky spojitá
na Rn. Jestlǐze funkce f je omezená zdola a posloupnost iteraćı generována bundle trust
metodou {xk}k∈N je omezená, pak existuje hromadný bod x̄ posloupnosti {xk}k∈N takový,
že plat́ı 0 ∈ ∂f(x̄).

Důkaz V [37]. �

Protože se v následuj́ıćıch kapitolách budeme zabývat minimalizaćı slabě polohladkých
zdola omezených funkćı máme při omezenosti posloupnosti {xk} zaručenu existenci hro-
madného bodu posloupnosti jednotlivých iteraćı bundle trust metody při řešeńı našich
úloh.



Kapitola 3

Stavová úloha - kontaktńı
problém s Coulombovým třeńım

V této části se nejprve seznámı́me s formulaćı úlohy na
”
dolńı“ úrovni Matematického

programu s rovnovážnými omezeńımi, který v naš́ı práci řeš́ıme. V našem př́ıpadě jde
o úlohu popisuj́ıćı kontaktńı problém s Coulombovým třeńım. Nejprve si představ́ıme
formulaci naš́ı úlohy a pak se zaměř́ıme na otázky řešeńı dané úlohy. Nejprve pomoćı
aproximace variačńı rovnosti a následně pomoćı techniky pevného bodu. Na závěr se
pod́ıváme ještě na jinou formulaci naš́ı úlohy vhodnou pro následné řešeńı MPECu po-
pisuj́ıćıho tvarovou optimalizaci kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım. Tato formulace
kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım bude založena na zobecněné rovnosti.

3.1 Formulace kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım

Zabývejme se rovinným pružným tělesem Ω ⊂ R2 s lipschitzovskou hranićı ∂Ω. Hranice
∂Ω je složena ze tř́ı nepřekrývaj́ıćıch se část́ı Γu, Γp a Γc. Viz obrázek 3.1.1.

Γp

Γc

ΓpΓu Ω

Obrázek 3.1.1.

Na hranićıch Γu, Γp a Γc jsou předepsány tři rozd́ılné okrajové podmı́nky. Γu je hra-
nice, na které je těleso Ω pevně uchyceno, tj., Γu je hranice s Dirichletovskou podmı́nkou.

34
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Povrchové śıly F = (F1, F2) p̊usob́ı na hranici Γp, F ∈ L2(Γp). Těleso Ω je zdola
”
po-

depřeno“ podél hranice Γc tuhou polorovinou P = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ 0}. Na této hranici
Γc uvažujeme v našem modelu Coulombovo třeńı. Předpokládejme v této kapitole, že
těleso Ω má svou kontaktńı hranici Γc položenou celou na vnitřńı překážce, tj.

Ω = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ∈ (0, a), 0 < x2 < 1}.

Úkolem, kterým se zabýváme v této kapitole je nalezeńı rovnovážného stavu Ω, tj.
hledáme takový vektor posunut́ı u = (u1, u2), který je v rovnováze s povrchovými si-
lami F . Necht’ τ(u) = (τij(u))2i,j=1 je symetrický tenzor napět́ı daný vektorem u a necht’

εij(u) = 1
2
(∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi
) je linearizovaný tenzor deformace. Vztah mezi tenzorem napět́ı

a deformace je daný Hookovým zákonem

τij(u) = cijklεkl(u), i, j, k, l = 1, 2, (3.1.1)

kde cijkl ∈ L∞(Ω) jsou pružnostńı koeficienty splňuj́ıćı obvyklé podmı́nky symetrie a
pružnosti pro Ω ∀i, j, k, l:

cijkl = cjikl = cklij skoro všude v Ω,
∃α = const. > 0 : cijklξijξkl ≥ αξijξkl skoro všude v Ω

pro libovolnou symetrickou matici ξ = (ξij)
2
i,j=1.

(3.1.2)

Vektorem ν = (ν1, ν2) označ́ıme jednotkový vněǰśı normálový vektor vzhledem k ∂Ω a
vektorem t = (t1, t2) označujeme jednotkový tečný vektor vzhledem k ∂Ω. F ≥ 0 je ko-
eficient Coulombova třeńı na Γc. Kontaktńı problém s Coulombovým třeńım je popsán
následuj́ıćımi vztahy (3.1.3) - (3.1.9):

∂τij(u)
∂xj

= 0 v Ω, i = 1, 2, (3.1.3)

τijνj = Fi na Γp, i = 1, 2, (3.1.4)

ui = 0 na Γu, i = 1, 2, (3.1.5)

uνTν(u) = 0 na Γc, kde uν ≡ u · ν ≤ 0, Tν(u) ≡ τij(u)νiνj ≤ 0, (3.1.6)
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|Tt(u)| ≤ −FTν(u), kde Tt ≡ τij(u)νjti na Γc, (3.1.7)

|Tt(u)| < −FTν(u)(x) ⇒ ut(x) ≡ (ut)(x) = 0 na Γc, (3.1.8)

|Tt(u)| = −FTν(u)(x) ⇒ ∃λ(x) > 0 : ut(x) = λ(x)FTν(u)(x) na Γc. (3.1.9)

Vztah (3.1.3) popisuje podmı́nku rovnováhy, (3.1.4) popisuje chováńı povrchových sil na
Γp, vztahem (3.1.5) je předepsáno posunut́ı pružného tělesa na hranici Γu (tj. Dirichle-
tova okrajová podmı́nka). Vztah (3.1.6) popisuje jednostrannou podmı́nku na hranici Γc

a vztahy (3.1.7) - (3.1.9) je popsán Coulomb̊uv model třeńı.

Existuje také jiná možnost jak popsat kontaktńı problém s Coulombovým třeńım.
Řešeńı tohoto problému lze źıskat také jako řešeńı následuj́ıćı variačńı nerovnosti:

Najděme u ∈ K = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 na Γu a vν ≤ 0 na Γc}, takové, že
∫

Ω

τij(u)εij(v − u)dx +
∫

Γc

F|Tν |(|vt| − |ut|)dΓc ≥
∫

Γp

F (v − u)dΓp ∀v ∈ K .







(3.1.10)

Nyńı se bĺıže pod́ıváme na dva zp̊usoby řešeńı kontaktńıho problému s Coulombovým
třeńım. Prvńı možnost je založena na aproximaci nerovnosti (3.1.10) variačńı rovnićı
pomoćı metody penalizace a poté s využit́ım nějaké

”
vyhlazovaćı“ procedury. Druhou

možnost́ı je popis kontaktńıho problému se zadaným třeńım pomoćı smı́̌sené konečně-
prvkové formulace a poté využit́ı metody pevného bodu k řešeńı kontaktńıho problému
s Coulombovým třeńım.

3.2 Otázky existence řešeńı pomoćı aproximace variačńı
rovnost́ı

Nyńı nahrad́ıme variačńı nerovnost (3.1.10) variačńı rovnićı. Pro toto nahrazeńı využijeme
penalizace podmı́nky nepronikáńı a regularizace členu se třeńım.

Nejprve nahrad’me podmı́nku nepronikáńı uν ≤ 0 na množině K přidáńım pe-
nalizačńıho funkcionálu

∫

Γc

1
ε
[uν ]+(vν − uν)dΓc k levé straně nerovnosti (3.1.10), kde

[·]+ ≡ max{0, ·} a ε > 0.
Nyńı jsme schopni nahradit hraničńı normálové napět́ı Tν(u) členem −[uν ]+/ε a t́ım

dostaneme následuj́ıćı variačńı nerovnost:
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Najděme uε ∈ V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 na Γu}, takové, že
∫

Ω

τij(u)εij(v − uε)dx +
∫

Γc

1
ε
[(uε)ν ]+(vν − (uε)ν)dΓc+

∫

Γc

1
ε
[(uε)ν ]+F(|vt| − |(uε)t|)dΓc ≥

∫

Γp

F (v − uε)dΓp ∀v ∈ V .























(3.2.1)

Ted’ nahrad́ıme nediferencovatelnou Eukleidovskou normu | · | hladkým a konvexńım
funkcionálem Φη(·), např.

Φη(x) =







|x|, |x| ≥ η
−|x|4

8η3 +
3|x|2

4η
+

3η
8

, |x| < η,
(3.2.2)

kde gradient je

∇Φη(x) =







x
|x|

, |x| ≥ η

−x3

2η3 + 3x
2η

, |x| < η
(3.2.3)

a t́ım jsme źıskali
”
vyhlazenou“ verzi (3.2.1).

Najděme uε,η ∈ V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 na Γu}, takové, že
∫

Ω

τij(uε,η)εij(v − uε,η)dx +
∫

Γc

1
ε
[(uε,η)ν ]+(vν − (uε,η)ν)dΓc+

∫

Γc

1
ε
[(uε,η)ν ]+F(Φη(vt) − Φη((uε,η)t))dΓc ≥

∫

Γp

F (v − uε,η)dΓp ∀v ∈ V .























(3.2.4)

Následuje několik technických úprav. Přidáme testovaćı funkci v = uε,η ± λv do
nerovnosti (3.2.4), poté poděĺıme výsledek členem λ a polož́ıme λ → 0. Jako výsledek
dostaneme následuj́ıćı variačńı rovnost:

Najděme uε,η ∈ V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 on Γu}, takové, že
∫

Ω

τij(uε,η)εij(v)dx +
∫

Γc

1
ε
[(uε,η)ν ]+vνdΓc+

∫

Γc

1
ε
[(uε,η)ν ]+F(∇Φη((uε,η)t))vtdΓc =

∫

Γp

FvdΓp ∀v ∈ V .























(3.2.5)

Kontaktńı problém s Coulombovým třeńım nyńı můžeme vyřešit numericky po vhodné
diskretizaci rovnice (3.2.5) s volbou parametr̊u ε a η. Hlavńı nevýhoda tohoto př́ıstupu
pro numerické řešeńı kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım je nutnost řešit soustavu
rovnic závisej́ıćıch na

”
malých“ parametrech ε a η.

Vı́ce podrobnost́ı a podrobnou diskuzi otázek existence řešeńı kontaktńıho problému
s Coulombovým třeńım popsaného variačńı rovnićı (3.2.5) lze nalézt v [12].
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3.3 Otázky existence řešeńı pomoćı metody pevného bodu

Tento zp̊usob řešeńı je založen na metodě pevného bodu. Nejprve sestav́ıme formu-
laci kontaktńıho problému se zadaným třeńım. Poté se budeme zabývat formulaćı kon-
taktńıho problému s Coulombovým třeńım pro spojitý př́ıpad. A po diskretizaci formu-
lace kontaktńı úlohy se zadaným třeńım, můžeme popsat kontaktńı problém s Coulom-
bovým třeńım jako úlohu hledáńı pevného bodu v diskrétńım př́ıpadě.

3.3.1 Spojitý př́ıpad

Nejprve si zavedeme následuj́ıćı množiny funkćı:

V = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 na Γu}, V = V × V,
K = {v ∈ V | vν ≤ 0 na Γc},
Wν = {ϕ ∈ L2(Γc) | ∃v ∈ V : ϕ = vν na Γc},
Wt = {ϕ ∈ L2(Γc) | ∃v ∈ V : ϕ = vt na Γc}.

(3.3.1)

Všimněme si, že K znač́ı stejnou množinu jako v (3.1.10).
Necht’ W ′

ν , W ′
t označuj́ı duálńı prostory k prostor̊um Wν , Wt. Dále se omeźıme pouze

na dostatečně hladkou hranici Γc, pro kterou plat́ı

Wν = Wt = H1/2(Γc) = {ϕ ∈ L2(Γc) | ∃v ∈ V : ϕ = v na Γc}. (3.3.2)

Nadále budeme použ́ıvat W mı́sto Wν a Wt. W ′ je opět duál k W . Dále necht’

Λν = {µν ∈ W ′ | 〈µν , vν〉 ≥ 0 ∀v ∈ K} (3.3.3)

je kužel nekladných funkcionál̊u na W ′. Dále si zaved’me daľśı množinu

Λt = {µt ∈ L2(Γc) | |µt| ≤ 1 skoro všude na Γc}. (3.3.4)

Nyńı máme vše připraveno pro slabou formulaci kontaktńıho problému se zadaným
třeńım. Pro libovolné pevné g ∈ L2(Γc) uvažujme následuj́ıćı úlohu:

Najděme (u, λν , λt) ≡ (u(g), λν(g), λt(g)) ∈ V × Λν × Λt takové, že

a(u, v) = L(v) + 〈λν , vν〉 + 〈Fgλt, vt〉 ∀v ∈ V ,

〈µν − λν , uν〉 + 〈Fg(µt − λt), ut〉 ≥ 0 ∀(µν , µt) ∈ Λν × Λt,
1















(P(g))

kde
a(u, v) =

∫

Ω

τij(u)εij(v)dx,

L(v) =
∫

Γp

Fvds.

1Muśıme použ́ıvat pouze takové F , pro které Fg patř́ı do W ′.
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Bylo dokázáno, že (P(g)) má jednoznačné řešeńı pro libovolné g ∈ L2(Γc). Inter-
pretace řešeńı je následuj́ıćı: u je vektor posunut́ı řeš́ıćı kontaktńı problém se zadaným
třeńım, u kterého je normálové napět́ı Tν nahrazeno předepsanou funkćı g.

Poznámka 3.3.1 Poznamenejme, že u řeš́ı následuj́ıćı minimalizačńı úlohu:

u ∈ K : J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ K , (P(g))

kde
J(v) = J0(v) + j(v)

je funkcionál potenciálńı energie a

J0(v) = 1
2
a(v, v) − L(v),

j(v) = −〈−Fg, |vt|〉

a λν(u) = Tν(u), Fgλt(u) = Tt(u).

Protože předcházej́ıćı úloha (P(g)) má jednoznačné řešeńı, můžeme zavést zobrazeńı
Φ : L2(Γc) → Λν :

Φ(g) = λν(g) ∀g ∈ L2(Γc), (3.3.5)

kde λν(g) je druhá složka řešeńı (P(g)). Nyńı můžeme zavést řešeńı kontaktńıho problému
s Coulombovým třeńım jako pevný bod zobrazeńı Φ, tj., λν ∈ L2(Γc) je pevný bod zob-
razeńı Φ definovaného předpisem Φ(λν) = λν . Vektor posunut́ı u řeš́ıćı kontaktńı úlohu
s Coulombovým třeńım je dán prvńı složkou řešeńı úlohy (P(λν)), tj., u = u(λν). Tato
cesta vede ke kvazivariačńı nerovnosti (tj. vstupńı data úlohy (P(g)) záviśı na samotném
řešeńı této úlohy). Bylo dokázáno, že při splněńı potřebných předpoklad̊u, má úloha
řešeńı pro malé hodnoty F .

3.3.2 Diskrétńı př́ıpad

Pro účely numerických výpočt̊u se budeme zabývat aproximaćı kontaktńıho problému
se zadaným třeńım. Tato aproximace je založena na diskretizaci (P(g)). Necht’ V h, WH

jsou konečněprvkové prostory, které diskretizuj́ı V , W ′ a necht’ to stejné plat́ı pro ΛHν ,
ΛHt a Λν , Λt.

Pro libovolné pevné gH ∈ ΛHν uvažujme následuj́ıćı úlohu:

Najděme (uh, λHν , λHt) ≡ (uh(gH), λHν(gH), λHt(gH)) ∈ V h × ΛHν × ΛHt

takové, že

ah(uh, vh) = Lh(vh) + 〈λHν , vhν〉 + 〈FgHλHt, vht〉 ∀vh ∈ V h,

〈µHν − λHν ,uhν〉 + 〈FgH(µHt − λHt),uht〉 ≥ 0 ∀(µHν , µHt) ∈ ΛHν × ΛHt,



























(Ph(gH))
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kde ah : V h × V h → R, Lh : V h → R jsou aproximaćı bilineárńı formy a a lineárńıho
zobrazeńı L. Bylo dokázáno, že úloha (Ph(gH)) má jednoznačné řešeńı pro libovolné
gH ∈ ΛHν pokud gH splňuje Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi podmı́nku (viz [16]).

Poznámka 3.3.2 Podobně jako ve spojitém př́ıpadě jsme schopni ukázat, že uh

řeš́ı následuj́ıćı minimalizačńı problém:

uh ∈ K h : Jh(uh) ≤ Jh(vh) ∀vh ∈ K h, (Ph(gH))

kde
K h = {vh ∈ V h | 〈µHν , vhν〉 ≥ 0 ∀µHν ∈ ΛHν},
Jh(vh) = J0(vh) + jh(vh),
jh(vh) = supµHt∈ΛHt

〈FgHµHt, vht〉.

Jednoznačnost řešeńı úlohy (Ph(gH)) nám dává možnost zavést zobrazeńı ΦH :
ΛHν → ΛHν pomoćı:

ΦH(gH) = λHν(gH) ∀gH ∈ ΛHν , (3.3.6)

kde λHν(gH) je druhá složka řešeńı (Ph(gH)). Zobrazeńı ΦH je
”
aproximaćı“ zobrazeńı

Φ. Nyńı můžeme definovat řešeńı diskrétńıho kontaktńıho problému s Coulombovým
třeńım (za předpokladu regularity) jako pevný bod zobrazeńı ΦH , tj. λHν ∈ ΛHν je
pevný bod zobrazeńı ΦH zavedeného předpisem ΦH(λHν) = λHν . Vektor posunut́ı uh,
které řeš́ı diskrétńı kontaktńı problém s Coulombovým třeńım je dáno jako prvńı složka
řešeńı (Ph(λHν)), tj. uh = uh(λHν). Diskrétńı kontaktńı problém s Coulombovým třeńı
má, odlǐsně vzhledem k předchoźımu př́ıpadu, řešeńı pro libovolnou nezápornou hodnotu
F . A v př́ıpadě, že F je dostatečně malé, je zobrazeńı ΦH kontraktivńı (omezeńı F , které
zajist́ı kontraktivnost ΦH je závislé na parametrech śıtě).

Nyńı popǐsme konstrukci prostor̊u V h, WH , ΛHν a ΛHt. Předpokládejme dále, že
těleso Ω je polygonálńı, hranice Γc je po částech lineárńı a koeficient F je konstantńı.
Necht’ Th je triangulaćı tělesa Ω̄, která je konsistentńı s děleńım hranice ∂Ω na tři
nepřekrývaj́ıćı se části Γu, Γp a Γc. Definujme

V h = {vh ∈ (C(Ω̄))2 | vh|T
∈ (P1(T ))2 ∀T ∈ Th, vh = 0 na Γu}.

Nyńı se zabývejme konstrukćı prostoru WH . Necht’ {Ai}
p
i je množina všech kon-

taktńıch uzl̊u z Th. Necht’ δi je Diracova distribuce v uzlu Ai: δi(v) = v(Ai) pro všechna
v ∈ C(Ω̄). Prostor WH definujme jako WH = {δi, . . . , δp} a H = 1/p. Prostory ΛHν a
ΛHt zavedeme pomoćı

ΛHν = {µHν ∈ WH | µHν = µν � δ, µν = (µν1, . . . , µνp)
T ∈ Rp, µνi ≤ 0 ∀i},

ΛHt = {µHt ∈ WH | µHt = µt � δ, µt = (µt1, . . . , µtp)
T ∈ Rp, |µti| ≤ 1 ∀i},
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kde δ = (δ1, . . . , δp) a µ � δ = µiδi.

Dále zaved’me lineárńı zobrazeńı Bν a Bt definované jako vhν = Bνvh a vht = Btvh

∀vh ∈ V h a Bν a B t jsou konstantńı matice reprezentuj́ıćı zobrazeńı Bν a Bt. Nyńı
můžeme zavést algebraickou formulaci úlohy (Ph(gH)).

Najděme (u , λν , λt) ∈ Rn ×R
p
− ×R

p
[−1,1]

takové, že

Au = l + BT
ν λν + FBT

t λ
g
t ,

(µν − λν ,Bνu)Rp + F(µg
t − λ

g
t ,B tu)Rp ≥ 0 ∀µν ∈ R

p
−, µt ∈ R

p
[−1,1],



























(PA(g))

kde A a l jsou po řadě matice tuhosti a vektor sil a

R
p
[−1,1] =

{

x = (x1, . . . , xp)
T ∈ Rp | |xi| ≤ 1∀i

}

.

Poznámka 3.3.3 Vzhledem k numerické efektivnosti použ́ıváme pro řešeńı stavové
úlohy (tj. kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım) rozštěpenou variantu metody
pevného bodu (viz kapitolu 5.1).

3.4 Popis diskretizované kontaktńı úlohy s Coulombovým
třeńım pomoćı zobecněné rovnosti

Nyńı si ukážeme daľśı možnost, jak zapsat rovnovážný stav tělesa Ω. Předt́ım si ale
zavedeme rozděleńı vektoru posunut́ı u na (u t,uν), kde u t př́ısluš́ı tečnému posunut́ı a
uν odpov́ıdá normálovému posunut́ı. Dále necht’ A je matice tuhosti a l je vektor sil,
které byly zavedeny v předchoźı části. Nyńı rozdělme matici A a vektor l

A =

[

Aff Afc

Acf Acc

]

, l =

[

lf
l c

]

,

kde index c znač́ı př́ıslušnost k uzl̊um na kontaktńı hranici a index f odpov́ıdá volným
uzl̊um. Dále se budeme zabývat pouze uzly na kontaktńı hranici. K tomu muśıme provést
eliminaci volných uzl̊u. K této eliminaci využijeme Schurova komplementu a t́ım dosta-
neme restrikci matice A a vektoru l

Acont = Acc −AcfA
−1
ff Afc, l cont = l c −AcfA

−1
ff lf .

Nakonec zavedeme děleńı matice Acont a vektoru l cont na tečné a normálové části

Acont =

[

Att Atν

Aνt Aνν

]

, l cont =

[

l t
lν

]

.
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Nyńı již můžeme zapsat rovnovážný stav tělesa Ω pomoćı zobecněné rovnosti. Tuto
možnost nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 3.4.1 Trojice (ut,uν , λν) ∈ R2p × R
p
+ je řešeńım diskrétńıho kontaktńıho

problému s Coulombovým třeńım tehdy a jen tehdy, jestli řeš́ı následuj́ıćı zobecněnou
rovnost

0 ∈ Attut + Atνuν − lt + Q̃(ut, λν)

0 = Aνtut + Aννuν − lν − λν

0 ∈ uν + NR
p
+
(λν),











kde

Q̃(ut, λν) = ∂(ut)j(ut, λν), j(ut, λν) = F
p
∑

i=1
λi

ν |u
i
t|

a NR
p
+

je standartńı normálový kužel.

Důkaz V [3]. �



Kapitola 4

Matematické programy
s rovnovážnými omezeńımi

V této části se budeme zabývat řešeńım Matematických programů s rovnovážnými
omezeńımi. Pod́ıváme se na vývoj v oblasti matematického programováńı, který jim
předcházel a podrobněji se budeme věnovat typu úloh, které lze popsat pomoćı MPECů
a zp̊usobu jejich řešeńı ve speciálńım př́ıpadě pomoćı implicitńıho programováńı. Poté se
zaměř́ıme na typy rovnovážných omezeńı, které lze zapsat pomoćı zobecněných rovnost́ı
na

”
dolńı“ úrovni MPECu. Nakonec se budeme zabývat citlivostńı analýzou našich úloh.

4.1 Úvod

Než se budeme v́ıce věnovat MPECům, pod́ıváme se na jejich předch̊udce. T́ım byly
tzv. dvouúrovňové úlohy (Bilevel Problems), které byly poprvé formulovány v roce 1934
H. F. v. Stackelbergem jako popis ekonomického systému trhu. Později byly dvouúrovňové
úlohy využity při modelováńı speciálńıch úloh optimálńıho ř́ızeńı. Dvouúrovňová úloha
je popsána takto

min f1(x, z)

s omezeńımi

z ∈ argminf2(x, y),
x ∈ U, y ∈ V.



















(BP )

f1 : Rn×m → R, f2 : Rn×m → R, U ⊂ Rn, V ⊂ Rm. Úloha na
”
dolńı“ úrovni

dvouúrovňové úlohy, tj. minimalizace funkce f2, bývá často nahrazena jej́ımi Karush-
Kuhn-Tuckerovými podmı́nkami, ekvivalentńı variačńı nerovnost́ı (prvńıho i druhého
druhu) nebo kvazivariačńı nerovnost́ı. Tyto nerovnosti často modeluj́ı hledáńı rovnováhy
v daném fyzikálńım systému. Dvouúrovňovou úlohu s takto nahrazenou úlohou na

”
dolńı“

úrovni nazveme Matematickým programem s rovnovážným omezeńım (MPEC). Mnoho
inženýrských úloh je vyjádřeno pomoćı MPECů. Také př́ıklady v páté kapitole jsou to-
hoto typu. Pod́ıvejme se nyńı na některé př́ıpady úloh na

”
dolńı“ úrovni, které vedou

43
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k MPECům.
Jestliže funkce f2(x, ·) je konvexńı a diferencovatelná pro všechna x a V je konvexńı a
uzavřená, potom úloha na

”
dolńı“ úrovni, tj. miny∈V f2(x, y) je ekvivalentńı zobecněné

rovnosti 0 ∈ ∇zf2(x, z) + NV (z).
Daľśı možnost́ı je popsat úlohu na

”
dolńı“ úrovni pomoćı variačńı nerovnosti, tj.

Najděte y ∈ V takové, pro které plat́ı
〈F (x, y), v − y〉 ≥ 0 ∀v ∈ V,

}

(V I)

kde F : Rn×m → Rm je spojitá funkce a V je neprázdná uzavřená konvexńı podmnožina
Rm. Tato množina je často dána systémem rovnic a nerovnic, tj.

V =
{

v ∈ Rm|hi(x, v) = 0, i = 1, . . . , l, gj(x, v) ≤ 0, j = 1, . . . , k
}

,

kde funkce hi : Rn×m → R, i = 1, . . . , l jsou afinńı a funkce gj : Rn×m → R, j =
1, . . . , k jsou konvexńı a spojitě diferencovatelné. Pokud funkce f2 je spojitě diferenco-
vatelná a F = ∇f2(x, y), pak řešeńı úlohy (VI) je ekvivalentńı řešeńı úlohy na

”
dolńı“

úrovni problému (BP). Takto popsanou úlohu můžeme přepsat na zobecněnou rovnost
0 ∈ ∇yf(x, y) + NV (y) nebo 0 ∈ F (x, y) + NV (y). V př́ıpadě, že V je dána systémem
rovnic a nerovnic a je splněna Slater constraint qualification (Existuje y ∈ Rm takové, že
gj(x, y) < 0, j = 1, . . . , k a hi(x, y) = 0, i = 1, . . . , l), odpov́ıdá výše uvedená zobecněná
rovnost Karush-Kuhn-Tuckerovým podmı́nkám úlohy miny∈V f(x, y):

F (x, y) +
∑l

i=1 µi∇yh
i(x, y) +

∑k
i=1 λi∇yg

i(x, y) = 0,
hi(x, y) = 0, i = 1, . . . , l,
gi(x, y) ≤ 0, i = 1, . . . , k,
λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,
λigi(x, y) = 0, i = 1, . . . , k.























(KKT )

Variačńı nerovnost (VI) může popisovat r̊uzné typy úloh. Mějme následuj́ıćı úlohu kva-
dratického programováńı miny∈V

1
2yT A(x)y − b(x)T y, kde A(x) ∈ Rm×m je symetrická

pozitivně definitńı matice a vektor b(x) ∈ Rm. Řešeńı této úlohy je ekvivalentńı řešeńı
následuj́ıćı variačńı nerovnosti, kde funkce F (x, y) = A(x)y − b(x):

Najděte y ∈ V takové, pro které plat́ı
〈A(x)y − b(x), v − y〉 ≥ 0 ∀v ∈ V,

}

(V I 1)

a tuto variačńı nerovnost nazýváme variačńı nerovnost prvńıho druhu. Takovouto va-
riačńı nerovnost́ı a jej́ı př́ıslušnou zobecněnou rovnost́ı popisujeme např. kontaktńı úlohy
bez třeńı či stacionárńı úlohy vedeńı tepla.
Jestliže funkce f2(x, ·) neńı spojitě diferencovatelná, pak nemůžeme minimalizačńı úlohu
přepsat pomoćı úlohy (VI). Řešeńı úlohy miny∈V

1
2yT A(x)y − b(x)T y + g|c(x)T y|, kde

A(x) ∈ Rm×m je symetrická pozitivně definitńı matice a vektory b(x) ∈ Rm a c(x) ∈
Rm, je ekvivalentńı řešeńı následuj́ıćı variačńı nerovnosti:
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Najděte y ∈ V takové, pro které plat́ı
〈A(x)y − b(x), v − y〉 + g|c(x)T v| − g|c(x)T y| ≥ 0 ∀v ∈ V,

}

(V I 2)

a tuto variačńı nerovnost nazýváme variačńı nerovnost druhého druhu. Takovouto va-
riačńı nerovnost́ı a jej́ı př́ıslušnou zobecněnou rovnost́ı popisujeme např. kontaktńı úlohy
se zadaným třeńım.
Pod́ıvejme se ještě na možnost popsat úlohu na

”
dolńı“ úrovni modelovanou pomoćı

kvazivariačńı nerovnosti:

Najděte y ∈ Ψ(x, y) takové, pro které plat́ı
〈F (x, y), v − y〉 ≥ 0 ∀v ∈ V (y),

}

(QV I)

kde F : Rn×m → Rm je spojitá funkce a Ψ(x, y) je uzavřená a konvexńı mnohoznačná
funkce Rn×m

 Rm. Kvazivariačńı nerovnost́ı a př́ıslušnou zobecněnou rovnost́ı můžeme
popsat např. kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım, kterými se v této práci zabýváme.
Všechny výše uvedené popisy úloh na

”
dolńı“ úrovni lze obecně zapsat pomoćı zobecněné

rovnosti 0 ∈ F (x, y) + NV (y). Vektorem x v předchoźıch úlohách ř́ıd́ıme danou variačńı
nebo kvazivariačńı nerovnost, v př́ıpadě kontaktńı úlohy mu můžeme např́ıklad přidělit
význam ř́ızeńı tvaru kontaktńı hranice jako v následuj́ıćı kapitole (pak jde o úlohu tvarové
optimalizace), velikosti koeficientu třeńı nebo jiné hodnoty určuj́ıćı vlastnosti tělesa,
jehož kontakt řeš́ıme. Řešeńı zobecněné rovnosti 0 ∈ F (x, y) + NV (y) závislé na vektoru
x můžeme popsat mnohoznačnou funkćı S(x) = {z ∈ Rm| 0 ∈ F (x, z) + NV (z)}. Úlohu
(BP), ve které nahrad́ıme úlohu na

”
dolńı“ úrovni úlohou zadanou zobecněnou rovnost́ı,

pak můžeme přepsat na úlohu

min f1(x, z)

s omezeńımi

z ∈ S(x),
x ∈ U, y ∈ V.



















(MPEC)

Protože v proměnné y řeš́ıme
”
dolńı“ úlohu popisuj́ıćı u fyzikálńıch aplikaćıch stav tělesa,

budeme dále tuto proměnnou nazývat stavovou proměnnou. Proměnná x naopak ř́ıd́ı

”
dolńı“ úlohu (v aplikaćıch tvarové optimalizace určuje tvar navrhovaného tělesa), dále

ji proto budeme nazývat ř́ıd́ıćı nebo návrhovou proměnnou.

4.2 Implicitńı programováńı (Implicit programming appro-
ach)

Nyńı předpokládejme výrazně jednodušš́ı př́ıpad, kdy funkce S(x) je jednoznačná na
množině U a na stavovou proměnnou y nejsou kladena žádná omezeńı, tzn. z = S(x).
Potom se naše úloha (MPEC) dá převést na následuj́ıćı úlohu:

min Θ(x)

s omezeńım

x ∈ U,











(IPA)
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kde složené zobrazeni Θ(x) = f1(x, S(x)). Úlohu (IPA) pak nazveme úlohou implicitńıho
programováńı (Implicit programming approach).

Podmı́nky existence řešeńı výše uvedené úlohy nám popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 4.2.1 Necht’ funkce f1 je spojitá, množina U je kompaktńı a funkce S je
jednoznačná a spojitá na otevřené množině obsahuj́ıćı množinu U . Potom úloha (IPA)
má řešeńı (x̄, z̄).

Důkaz V [32]. �

Protože složená funkce Θ(x) v úloze implicitńıho programováńı neńı obecně spojitě
diferencovatelná, je nutné použ́ıt pro řešeńı úlohy (IPA) algoritmu pro nehladkou opti-
malizaci. V našem př́ıpadě jsme zvolili iteračńı metodu založenou na metodě největš́ıho
spádu - bundle trust metody. Již v́ıme d́ıky teorému 2.5.1, že existenci hromadného
bodu omezené posloupnosti iteraćı generovaných bundle trust metodou nám zaručuje
slabá polohladkost zdola omezené minimalizované funkce. K zajǐstěńı jej́ı slabé polohlad-
kosti použijeme předpoklady Lemmy 2.1.1, tzn. potřebujeme polohladkost zobrazeńı S.
Pro řešeńı úlohy implicitńıho programováńı pomoćı bundle trust metody je tedy nutné
zaručit splněńı následuj́ıćıch podmı́nek:

(I) f1 je spojitě diferencovatelná na Ũ ×Rm, kde U ⊂ Ũ a Ũ je otevřená,

(II) S je polohladká na Ũ ,

(III) U je kompaktńı.

Splněńı podmı́nek (I), (II) a (III) nám zajǐst’uje d́ıky větě 4.2.1 existenci řešeńı (IPA).
Splněńı podmı́nek (I) a (II) nám d́ıky Lemmě 2.1.1 zajǐst’uje slabou polohladkost složené
funkce Θ(x) a t́ım i existenci hromadného bodu posloupnosti iteraćı generovaných bundle
trust metodou. Pro použit́ı bundle trust metody je nutné mı́t ještě k dispozici rutinu,
která v každé iteraci najde řešeńı stavové úlohy z = S(x) a jeden libovolný Clarke̊uv
subgradient ξ ∈ ∂Θ(x).

4.3 Tvarová optimalizace kontaktńı úlohy s Coulombovým
třeńım

Zaved’me si nyńı úlohu tvarové optimalizace, kterou se budeme zabývat v př́ı̌st́ı kapi-
tole. Zabývejme se úlohou tvarové optimalizace kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım,
kde ř́ıd́ıćı proměnná α ∈ Rn určuje tvar kontaktńı hranice diskretizovaného tělesa Ω a
stavová úloha řeš́ı diskretizovanou kontaktńı úlohu s Coulombovým třeńım na tělese Ω.
Těleso Ω je narozd́ıl od předchoźı kapitoly popsáno následovně

Ω(α) = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ∈ (0, a), lα(x1) < x2 < 1},
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kde lα(x1) je spojitá funkce závislá na proměnné α. Pro jednoduchost zvolme funkci
lα(x1) jako po částech lineárńı funkci. Grafem této po částech lineárńı funkce je spojnice

bod̊u
((

(i − 1) · a
n−1

)

, αi

)

a
((

i · a
n−1

)

, αi+1

)

, kde i = 1, . . . , n − 1.

Algebraickou formulaci stavové úlohy popisuj́ıćı kontaktńı problém se zadaným třeńım
na tělese Ω(α), pak můžeme zavést takto

Najděme (u , λν , λt) ∈ Rn ×R
p
− ×R

p
[−1,1]

takové, že

Au = l + BT
ν λν + FBT

t λ
g
t ,

(µν − λν ,Bνu)Rp + F(µg
t − λ

g
t ,B tu)Rp ≥ −(µν − λν , B̃α)Rp

∀µν ∈ R
p
−, µt ∈ R

p
[−1,1],







































(PA(α, g))

kde A a l jsou po řadě matice tuhosti a vektor sil, B̃ je konstantńı matice realizuj́ıćı po
částech lineárńı zobrazeńı lα a

R
p
[−1,1] =

{

x = (x1, . . . , xp)
T ∈ Rp | |xi| ≤ 1∀i

}

.

V tuto chv́ıli si změńıme už́ıvané značeńı. Funkci f1 nyńı budeme označovat jako
J , funkci popisuj́ıćı závislost mezi ř́ıd́ıćı a stavovou proměnnou nazveme S mı́sto S,
ř́ıd́ıćı proměnnou ř́ıd́ıćı tvar tělesa Ω budeme označovat α, stavové proměnné maj́ıćı
význam posunut́ı a normálových napět́ı na kontaktńı hranici označ́ıme u a λ. Množinu
př́ıpustných ř́ıd́ıćıch proměnných nazveme Uad mı́sto U . Dále předpokládejme, že di-
menze vektoru ř́ıd́ıćı proměnné α je d, tj. zobrazeńı S : Rd → Rn×p.

Úlohu tvarové optimalizace kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım pak poṕı̌seme
takto:

min Θ(α) = J (α,S(α))

s omezeńım
α ∈ Uad.











(P)

4.4 Citlivostńı analýza

V této části se budeme zabývat konstrukćı rutiny pro výpočet jednoho libovolného
zobecněného Clarkeova subgradientu ξ ∈ ∂Θ(α) = ∂J (α,S(α)) = ∇1J (α,S(α)) +
Ri∇2J (α,S(α)), Ri ∈ ∂S(α) v libovolném bodě α ∈ Uad. Nyńı stejně jako v předchoźı
kapitole zavedeme rozděleńı vektoru posunut́ı u na (u t,uν), kde u t př́ısluš́ı tečnému po-
sunut́ı a uν odpov́ıdá normálovému posunut́ı. Stejně znač́ı A matici tuhosti a l je vektor
sil a stejným postupem jako v předchoźı kapitole vyeliminujeme volné uzly, tj. budeme
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se zabývat pouze kontaktńımi uzly, tzn. stavová úloha realizuje zobrazeńı S : Rd → R3p

(ř́ıd́ıćımu vektoru α ∈ Uad je přǐrazeno řešeńı kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım
(u t,uν , λ)). Zobrazeńı S je pro malé koeficienty třeńı lokálně lipschitzovské (viz [3]).
Podobně jako v předchoźı kapitole poṕı̌seme stavovou úlohu zobecněnou rovnost́ı, zde
nav́ıc vystupuje ř́ıd́ıćı proměnná α určuj́ıćı tvar oblasti Ω:

0 ∈ Att(α)u t + Atν(α)uν − l t(α) + Q̃(u t, λ)
0 = Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ

0 ∈ uν + α + NR
p
+
(λ),







(GE)

kde

Q̃(u t, λ) = ∂(u t)j(u t, λ), j(u t, λ) = F
p
∑

i=1
λi|u i

t|

a NR
p
+

je standartńı normálový kužel.

Multifunkce Q̃ pro pevné i ∈ {1, 2, · · · , p} je dána následuj́ıćım předpisem:

Fλi∂|u i
t| =







Fλi jestliže u i
t > 0

−Fλi jestliže u i
t < 0

[−Fλi,Fλi] jestliže u i
t = 0.

Graf multifunkce Q̃ pro pevné i ∈ {1, 2, · · · , p} je vykreslen na obrázku 4.4.1.
Označme (α,u t,uν , λ) bod, který splňuje zobecněnou rovnost (GE) a zaved’me pro

tento bod následuj́ıćı indexové množiny:

K+(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
t > 0}

K−(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
t < 0}

K0+(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
t = 0, Q̃i(u t, λ) = Fλ

i
}

K0−(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
t = 0, Q̃i(u t, λ) = −Fλ

i
}

K00(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
t = 0, −Fλ

i
< Q̃i(u t, λ) < Fλ

i
}

M(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
ν + α

i > 0}

I+(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | λ
i
> 0}

I0(α,u t,uν , λ) = {i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
ν + α

i = 0, λ
i
= 0}.
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PSfrag replacements

Q̃i

λ
i

u i
t

1

F

Obrázek 4.4.1.

Všimněme si významu předchoźıch indexových množin. Množina K+ obsahuje in-
dexy (kontaktńıch) uzl̊u, jejichž posunut́ı v tečném směru je kladné (docháźı u nich k
prokluzu), K− obsahuje indexy (kontaktńıch) uzl̊u, jejichž posunut́ı v tečném směru je
záporné (docháźı u nich k prokluzu), K0+ obsahuje indexy (kontaktńıch) uzl̊u, jejichž

posunut́ı v tečném směru je nulové a −Att(α)u t −Atν(α)uν + l t(α) = Fλ
i
(docháźı u

nich ke
”
slabému přilepeńı“ (weak stick)), K0− obsahuje indexy (kontaktńıch) uzl̊u, je-

jichž posunut́ı v tečném směru je nulové a Att(α)u t +Atν(α)uν − l t(α) = Fλ
i
(docháźı

u nich ke
”
slabému přilepeńı“ (weak stick)), K00 obsahuje indexy (kontaktńıch) uzl̊u,

jejichž posunut́ı v tečném směru je nulové a |−Att(α)u t −Atν(α)uν + l t(α)| < Fλ
i

(docháźı u nich k
”
silnému přilepeńı“ (strong stick)). Pokud uzel i lež́ı v některé z inde-

xových množin K+ nebo K−, pak se pohybujeme v části grafu, kde je Q̃i jednoznačná.
Pokud uzel i lež́ı v některé z indexových množin K0+, K0− nebo K00, pak pracujeme
s část́ı grafu, kde je Q̃i mnohoznačná. M obsahuje indexy uzl̊u, které nejsou v kon-
taktu s podlož́ım, I+ obsahuje indexy uzl̊u u nichž docháźı k silnému kontaktu s tuhým
podlož́ım (tj. λ

i
> 0 a u i

ν +αi = 0), I0 obsahuje indexy uzl̊u u nichž docháźı ke slabému

kontaktu (tj. λ
i
= 0 a u i

ν + αi = 0).

Necht’ bod α lež́ı v bĺızkosti bodu α, pak pro bod (u t,uν , λ) = S(α) jsou d́ıky lokálńı
lipschitzovosti zobrazeńı S splněny následuj́ıćı inkluze:
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K+(α,u t,uν , λ) ⊃ K+(α,u t,uν , λ), K−(α,u t,uν , λ) ⊃ K−(α,u t,uν , λ),
K00(α,u t,uν , λ) ⊃ K00(α,u t,uν , λ),
M(α,u t,uν , λ) ⊃ M(α,u t,uν , λ), I+(α,u t,uν , λ) ⊃ I+(α,u t,uν , λ).

Z těchto inkluźı plynou následuj́ıćı inkluze:

K0+(α,u t,uν , λ) ⊂ K0+(α,u t,uν , λ), K0−(α,u t,uν , λ) ⊂ K0−(α,u t,uν , λ),
I0(α,u t,uν , λ) ⊂ I0(α,u t,uν , λ).

Z výše uvedených inkluźı vyplývá, že v okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé
i ∈ K0+(α,u t,uν , λ) jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

u i
t ≥ 0 Q̃i(u t, λ) = Fλi,

u i
t = 0 Q̃i(u t, λ) ≤ Fλi.

}

(4.1)

A pro každé i ∈ K0−(α,u t,uν , λ) nastává jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

u i
t ≤ 0 Q̃i(u t, λ) = −Fλi,

u i
t = 0 Q̃i(u t, λ) ≥ −Fλi.

}

(4.2)

Podobně, v okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé i ∈ I0(α,u t,uν , λ) jedna z ná-
sleduj́ıćıch možnost́ı:

λi ≥ 0 u i
ν + αi = 0,

λi = 0 u i
ν + αi ≥ 0.

}

(4.3)

Dı́ky tomu dostaneme rozklad indexové množiny K0+(α,u t,uν , λ) na dvě podmnožiny,
které označ́ıme K1 a K2 a definujeme je vztahem (4.1) a rozklad indexové množiny
K0−(α,u t,uν , λ) na dvě podmnožiny, které označ́ıme K3 a K4, které definujeme vzta-
hem (4.2). A dále dostaneme rozklad množiny I0(α,u t,uν , λ) na dvě podmnožiny, které
označ́ıme J1 a J2 a definujeme je vztahem (4.3). Dále zanedbáme všechny nerovnosti
v (4.1), (4.2) a (4.3) a źıskáme ze zobecněné rovnosti (GE) systém rovnic (GE2) uve-
dený ńıže, který je lineárńı ve stavových proměnných u t, uν a λ a nelineárńı v ř́ıd́ıćı
proměnné α. Dále polož́ıme β := K+ ∪K1 ∪K− ∪K3 a γ := K00 ∪K2 ∪K4 a označ́ıme
symbolem D diagonálńı matici o rozměrech [|β| × |β|], jej́ı hodnoty na diagonále jsou
dány následuj́ıćım vztahem.

dii =

{

F jestliže i ∈ K+ ∪ K1

−F jestliže i ∈ K− ∪ K3.

Výše zmı́něný systém rovnic (GE2) má následuj́ıćı tvar
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0 = (Att(α))βu t + (Atν(α))βuν − (l t(α))β + Dλβ ,
0 = Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ,
0 = ui

t jestliže i ∈ γ,
0 = ui

ν + αi jestliže i ∈ I+ ∪ J1,
0 = λi jestliže i ∈ M ∪ J2.























(GE2)

Pokud použijeme větu o funkci zadané implicitně, můžeme systémem rovnic (GE2)
implicitně zadat funkci S∗[O → R3p], která přǐrazuje ř́ıd́ıćı proměnné α trojici (u t,uν , λ).
K tomu slouž́ı následuj́ıćı věta (v jej́ım d̊ukazu ověř́ıme splněńı předpoklad̊u věty o funkci
zadané implicitně).

Věta 4.4.1 Uvažujme systém rovnic (GE2) na okoĺı bodu (α,ut,uν , λ) (bod (α,ut,uν , λ)
splňuje zobecněnou rovnost (GE)). Předpokládejme, že matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]

je pozitivně definitńı. Potom pro libovolnou volbu indexových množin K1, K2, K3, K4,
J1, J2 existuje okoĺı O ř́ıd́ıćı proměnné α a spojitě diferencovatelná funkce S∗[O → R3p],
která je definována implicitně systémem rovnic (GE2) a splňuje následuj́ıćı vlastnosti:
(i) (ut,uν , λ) = S∗(α),
(ii) body (α,S∗(α)) splňuj́ı rovnost (GE2) pro všechny α ∈ O pro

”
malý“ koeficient

třeńı F .

Důkaz Necht’ indexové množiny K1, K2, K3, K4, J1, J2 jsou zvoleny libovolně. Nej-
prve ukážeme platnost (u t,uν , λ) ∈ S∗(α), kde S∗ je funkce zadaná implicitně systémem
rovnic (GE2). Bod (α,u t,uν , λ) splňuje zobecněnou rovnost (GE). Z toho plyne, že
kromě prvńı rovnice, splňuje i všechny rovnice ze systému rovnic (GE2). Uvažujme nyńı
vektor x ∈ Q̃(u t, λ). Potom plat́ı x β = Dλβ . Z toho plyne, že (u t,uν , λ) splňuje i
prvńı rovnici ze systému (GE2) a tedy (u t,uν , λ) splňuje celý systém rovnic (GE2).

Nyńı muśıme dokázat, že funkce S∗ je diferencovatelná a jednoznačná na okoĺı bodu
α. Jestliže zanedbáme všechny nulové složky vektoru stavových proměnných (u t,uν , λ),
źıskáme redukovaný parciálńı Jacobián pravé strany systému (GE2) v bodě (α,u t,uν , λ)
vzhledem ke zbývaj́ıćım (nenulovým) složkám vektoru (u t,uν , λ):

Π =







(Att(α))β, β (Atν(α))β (I+∪J1)D

β(Aνt(α)) Aνν(α) −ET
I+∪J1

0 E I+∪J1 0






.

Necht’ je matice (I+∪J1)D nulová, pak d́ıky pozitivńı definitnosti matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]
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je matice Π regulárńı. Nyńı opust’me předpoklad nulovosti matice (I+∪J1)D , tzn. matici
Π dostaneme jako součet regulárńı matice a matice

Π =

[

0 (I+∪J1)D

0 0

]

.

Nenulové prvky matice Π jsou rovny koeficientu třeńı F nebo jeho opačné hodnotě.
Protože koeficient třeńı je

”
malý“, můžeme použ́ıt perturbačńı lemmu (viz [30]). T́ım

ověř́ıme regularitu matice Π. Protože množiny K1, K2, K3, K4, J1, J2 byly zvoleny
libovolně, vyplývá dokazované tvrzeńı z věty o funkci zadané implicitně. �

Z Věty 4.4.1 plyne, že zobrazeńı S je PC1 funkce, jej́ıž aktivńı funkce v bodě α jsou
dány libovolnou kombinaćı indexových množin K1, K2, K3, K4, J1, J2. Protože nemáme
zaručeno, že všechny tyto aktivńı funkce jsou také esenciálně aktivńı (a výběr pouze těch,
které jsou esenciálně aktivńı, by byl časově náročný - museli bychom ověřovat splněńı
nerovnost́ı v (4.1), (4.2) a (4.3) v okoĺı bodu α, které jsme zanedbali), budeme kon-
struovat pouze

”
vněǰśı“ aproximaci ∂S(α) a následně pouze

”
vněǰśı“ aproximaci ∂Θ(α).

K tomu zavedeme novou indexovou množinu L takovou, která jednoznačně určuje kom-
binaci množin K1, K2, K3, K4, J1, J2, tj. existuje bijektivńı zobrazeńı mezi indexy L a
indexovými množinami K1, K2, K3, K4, J1, J2. Dále označme symbolem Πi, kde i ∈ L,
matici

Πi =







(Att(α))β, β (Atν(α))β (I+∪J1)D

β(Aνt(α)) Aνν(α) −ET
I+∪J1

0 E I+∪J1 0






,

která je určena volbou i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1, K2, K3, K4, J1, J2. Dále
označme symbolem Ξi, kde i ∈ L, matici

Ξi =







∇α((Att(α))β,β(u t)β) + ∇α((Atν(α))βuν) −∇(l t(α))β

∇α(β(Aνt(α))(u t)β) + ∇α(Aνν(α)uν) −∇lν(α)

E I+∪J1






,

která je určena volbou i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1, K2, K3, K4, J1, J2.
Všimněme si, že matice Ξi je parciálńı Jacobián pravé strany (GE2) v bodě (α,u t,uν , λ)
vzhledem k ř́ıd́ıćı proměnné (α). Při splněńı podmı́nky pozitivńı definitnosti matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]

plat́ı, že pro každé i ∈ L je matice −Π−1
i Ξi rovna derivaci zobrazeńı α 7→ ((u t)β ,uν , λI+∪J1)

v bodě α definovaném rovnost́ı (GE2). Derivaci úplného zobrazeńı α 7→ (u t,uν , λ)
můžeme źıskat z matice −Π−1

i Ξi vložeńım nulových řádk̊u nahrazuj́ıćıch derivace uj
t ,

j ∈ γ a λl, l ∈ M ∪ J2 do této matice. Tuto
”
zúplněnou“ [3p × d] matici nazveme Ri,

i ∈ L. Nyńı již můžeme źıskat aproximaci ∂S(α). Tu nám dává následuj́ıćı věta.
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Věta 4.4.2 Pokud jsou splněny předpoklady Věty 4.4.1, pak plat́ı

∂S(α) ⊂ conv{Ri | i ∈ L}.

Důkaz Tvrzeńı př́ımo vyplývá z předcházej́ıćıho rozboru a věty A.4.1 z [36], která
je obdobou Teorému 2.3.3 pro Clarke̊uv zobecněný Jacobián. �

Jak jsme již zmı́nili dř́ıve pro použit́ı bundle trust metody stač́ı mı́t k dispozici jeden
libovolný subgradient z Clarkeova zobecněného gradientu složené funkce ξ ∈ ∂Θ(α) =
∂J (α,S(α)) a neńı nutné poč́ıtat matici z Clarkeova zobecněného Jacobiánu ∂S(α).
Výpočet tohoto subgradientu nám umožńı následuj́ıćı teorém.

Teorém 4.4.1 Necht’ je funkce J spojitě diferencovatelná a koeficient třeńı je

”
malý“. Necht’ je dán bod α ∈ Uad a předpokládejme, že pro i ∈ L plat́ı

Ri ∈ ∂S(α).

Dále necht’ pi je řešeńı adjungované rovnice

ΠT
i pi + (∇2J (α,S(α)))i = 0,

kde matice Πi je určena i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1, K2, K3, K4, J1 a
J2 a (∇2J (α,S(α)))i označuje vektor, který je vytvořen z vektoru ∇2J (α,S(α)), ve
kterém jsou vynechány složky odpov́ıdaj́ıćı parciálńım derivaćım podle uj

t , j ∈ γ a λj,
j ∈ M ∪ J2. Potom libovolný subgradient z Clarkeova zobecněného gradientu složené
funkce ξ = ∂Θ(α) = ∂J (α,S(α)) dostaneme jako

ξi = ∇1J (α,S(α)) + ΞT
i pi ∈ ∂Θ(α).

Důkaz K d̊ukazu stač́ı použ́ıt Teorém 2.1.3. �

Nyńı máme splněny všechny předpoklady pro řešeńı úlohy tvarové optimalizace
s Coulombovým třeńım jako úlohy implicitńıho programováńı pomoćı bundle trust me-
tody (polohladkost zobrazeńı S je zaručeno d́ıky tomu, že S je PC1). Podrobně viz [3].

Uvědomme si, ale že v tuto chv́ıli pouze v́ıme, že ∂S(α) ⊂ conv{Ri, i ∈ L}, tj.
máme k dispozici pouze

”
vněǰśı“ aproximaci množiny ∂S(α) a tedy i ∂Θ(α). Abychom

zajistili ∂S(α) = conv{Ri, i ∈ L}, muśıme ověřit podmı́nku (MF1) z [32] (Věta 6.14).
Jinou možnost́ı je použ́ıt postup z [6] určený pro (BP). K tomu je třeba ověřit modi-
fikovanou podmı́nku (FRR) z [6]. Splněńı této podmı́nky při současném splněńı upra-
vených podmı́nek (MFCQ), (SSOC) a (CRCQ) z [6] dává stejný výsledek ∂S(α) =
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conv{Ri, i ∈ L} (viz [6]). Podmı́nky (MFCQ), (SSOC) a (CRCQ) jsou splněny za
předpokladu, že zobrazeńı S je PC1, to v́ıme, že je splněno.

Podmı́nka (MF1) v bodě (x0, y0) (po úpravě pro náš problém) vypadá takto

(MF1):

Matice

S1 =





















JyxL(x0, y0)
...

... (JyGI0(x0, y0))
T

−JxGI+(x0, y0)
... D(x0, y0)

... 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−JxGI0(x0, y0)
... −JyGI0(x0, y0) 0

... 0

0
... 0 0

... E





















,

má plnou řádkovou hodnost. Lagrangián L(x0, y0) = F (x0, y0) +
∑k

i=1 λi∇gi(x0, y0),

G(x0, y0) =
(

g1(x0, y0), . . . , g
k(x0, y0)

)T
a

D(x0, y0) =

[

JyyL(x0, y0) (JyGI+(x0, y0))
T

−JyGI+(x0, y0) 0

]

.

x je návrhová proměnná, y je stavová proměnná a indexové množiny I+ a I0 maj́ı stejný
význam jako na začátku této části.

Ověřeńı podmı́nky (MF1) na testovaćıch úlohách provedeme v př́ı̌st́ı kapitole.

Jiný zp̊usob, který vede k nalezeńı ξ ∈ ∂Θ(α), je výpočet ξ ∈ ∂MΘ(α), tj. nalezeńı
prvku z Morduchovičova subdiferenciálu, který je podmnožinou Clarkeova zobecněného
gradientu. Vhodný zp̊usob, jak nalézt ξ ∈ ∂MΘ(α) nab́ıźı [31] (viz Teorém 5.1). K tomu
si potřebujeme zavést následuj́ıćı multifunkci

D̂∗Φ(a, b)(η) := {ξ ∈ Rk | (ξ,−η) ∈ N̂Gph Φ(a, b)},

kde grafem multifunkce Φ : Rk
 Rl je uzavřená množina, (a, b) ∈ Gph Φ a η ∈ Rl. Tuto

multifunkci nazveme regulárńı koderivaćı multifunkce Φ v bodě (a, b). Dle [31] lze některé
prvky Morduchovičova subdiferenciálu funkce Θ(x) = f(x, S(x)) nalézt následuj́ıćım
postupem.
Necht’ funkce f(x, y) je spojitě diferencovatelná, dále (ξ, η) = ∇x,yf(x, y) a y = S(x).
Zobrazeńı S(x) je zadáno předpisem S(x) = {y ∈ Rm | 0 ∈ F (x, y)+Q(y)}, kde F (x, y) je
jednoznačná spojitě diferencovatelná funkce a Q(y) je mnohoznačná funkce s uzavřeným
grafem. Pak některé prvky z Morduchovičova subdiferenciálu jsou určeny

ξ + (∇xF (x, y))T r ∈ ∂MΘ(x),

kde r je řešeńı zobecněné rovnosti

0 ∈ η + (∇yF (x, y))T r + D̂∗Q(y,−F (x, y))(r).
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Aplikujme tento postup na naši úlohu tvarové optimalizace
minJ (α,S(α))

s omezeńım
α ∈ Υ.











Zobrazeńı S(α) je zadáno implicitně zobecněnou rovnost́ı

0 ∈ Att(α)u t + Atν(α)uν − l t(α) + Q̃(u t, λ)
0 = Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ

0 ∈ uν + α + NR
p
+
(λ).







V naš́ı úloze tvarové optimalizace tedy znač́ıme symbolem α návrhovou proměnnou x,
(u t,uν , λ) odpov́ıdá y, J (α,u t,uν , λ) označuje f(x, y), S(α) znač́ı S(x), (Att(α)u t +
Atν(α)uν − l t(α),Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ,uν + α)T = F (α,u t,uν , λ) =
F (x, y) a (Q̃(u t, λ), 0, NR

p
+
(λ))T = Q(u t,uν , λ) = Q(y). Nyńı přistupme k určeńı

D̂∗Q(u t,uν , λ). Nejkomplikovaněǰśı je výpočet ξ ∈ D̂∗Q̃((u t, λ), l t(α) − Att(α)u t −
Atν(α)uν)(r).

Lemma 4.4.1 Prvky koderivace ξ ∈ D̂∗Q̃((ut, λ), lt(α)−Att(α)ut −Atν(α)uν)(r)
jsou ve tvaru ξ = (ξ1, · · · , ξp), kde složky ξi jsou pro i ∈ {1, · · · , p} dány předpisem:

ξi = (0,Fλ
i
ri), jestlǐze ui

t > 0 ∧ λ
i
> 0,

ξi = (0,Fλ
i
k), k ≤ ri jestlǐze ui

t > 0 ∧ λ
i
= 0,

ξi = (0,−Fλ
i
ri), jestlǐze ui

t < 0 ∧ λ
i
> 0,

ξi = (0,−Fλ
i
ri), k ≤ −ri jestlǐze ui

t < 0 ∧ λ
i
= 0,

ξi = (k,Fλ
i
ri), k ≤ 0, ri ≤ 0, jestlǐze ui

t = 0 ∧ λ
i
> 0 ∧

∧ lt(α) −Att(α)ut −Atν(α)uν = Fλ
i
,

ξi = (k,−Fλ
i
ri), k ≥ 0, ri ≥ 0, jestlǐze ui

t = 0 ∧ λ
i
> 0 ∧

∧ lt(α) −Att(α)ut −Atν(α)uν = −Fλ
i
,

ξi = (k, 0), k ∈ R, ri = 0, jestlǐze ui
t = 0 ∧ λ

i
> 0 ∧

∧ |lt(α) −Att(α)ut −Atν(α)uν | < Fλ
i
,

ξi = (0,Fλ
i
k), k ≤ −|ri| jestlǐze ui

t = 0 ∧ λ
i
= 0.











































































































(4.4)

Důkaz K d̊ukazu stač́ı zkonstruovat regulárńı normálový kužel ke grafu mul-
tifunkce Q̃ v bodě ((u i

t, λ
i
), (l t(α) − Att(α)u t − Atν(α)uν)

i) (viz Definici 2.2.3) pro
všechny i ∈ {1, · · · , p}. �
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Dále je nutno vypoč́ıst ζ ∈ D̂∗NR
p
+
(λ,−uν − α)(r).

Lemma 4.4.2 Prvky koderivace ζ ∈ D̂∗NR
p
+
(λ,−uν − α)(r) jsou ve tvaru ζ =

(ζ1, · · · , ζp), kde složky ζ i jsou pro i ∈ {1, · · · , p} dány předpisem:

ζi = 0, jestlǐze λ
i
> 0,

ζi = k, k ∈ R, jestlǐze λ
i
= 0 ∧ uν + α > 0 a ri = 0,

ζi = k, k ≤ 0, jestlǐze λ
i
= 0 ∧ uν + α = 0 a ri ≤ 0.















(4.5)

Důkaz K d̊ukazu stač́ı zkonstruovat regulárńı normálový kužel ke grafu multi-
funkce NR

p
+

v bodě (λ
i
, (−uν − α)i) (viz Definici 2.2.3) pro všechny i ∈ {1, · · · , p}. �

Vektory ξ a ζ skládáme z prvk̊u ξi a ζi, kde i ∈ {1, · · · , p}, tj. pro každý kon-
taktńı uzel urč́ıme ξi a ζi. K sestrojeńı D̂∗Q((u t,uν , λ),−F (u t,uν , λ))(r) použijeme
tvrzeńı Teorému 10.40 z [35], který dává návod, jak zkonstruovat

”
vnitřńı“ aproxi-

maci regulárńı koderivace multifunkce Q(u t,uν , λ) = (Q̃(u t, λ), 0, NR
p
+
(λ))T . Nejprve

si zavedeme následuj́ıćı spojitě diferencovatelnou funkci P : R3p → R4p a multifunkci
R : R4p

 R3p. Funkce P je zadaná předpisem

P (a1, b1, c1, · · · , ap, bp, cp) = (a1, c1, 0, c1, · · · , ap, cp, 0, cp)T

a multifunkce R je dána předpisem

R(a1, b1, c1, d1, · · · , ap, bp, cp, dp) = (Q̃1(a1, b1), 0, NR
p
+
(d1), · · · , Q̃p(ap, bp), 0, NR

p
+
(dp))T .

Multifunkci Q(u t,uν , λ) můžeme s využit́ım funkce P a multifunkce R zapsat takto
Q(u t,uν , λ) = R ◦ P (u t,uν , λ).

Věta 4.4.3 Necht’ spojitě diferencovatelná funkce P a multifunkce R jsou dány výše
uvedeným předpisem. Pak plat́ı

D̂∗Q(ut,uν , λ)(r) ⊃ (∇P (ut,uν , λ))T · D̂∗R(ut,uν , λ, )(r) =

= (ξ1
1 , 0, ξ

1
2 + ζ1, · · · , ξp

1 , 0, ξp
2 + ζp)T ,

kde vektory (ξi
1, ξ

i
2) = ξi, i ∈ {1, · · · , p} jsou určeny (4.4) a ζ i, i ∈ {1, · · · , p} jsou dány

(4.5) a r ∈ R3p.

Důkaz K d̊ukazu stač́ı použ́ıt Teorém 10.40 z [35]. �
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Nyńı již můžeme vypoč́ıtat prvek z Morduchovičova subdiferenciálu složené funkce
ξ ∈ ∂MΘ(α) = ∂MJ (α,S(α)). Výpočet tohoto prvku nám umožńı následuj́ıćı teorém.

Teorém 4.4.2 Necht’ je funkce J spojitě diferencovatelná. Necht’ je dán bod α ∈ Uad.
Dále necht’ r ∈ R3p je řešeńı zobecněné rovnosti

0 ∈ ∇2J (α,S(α)) + (∇ut,uν ,λF(α,ut,uν , λ))T r + D̂∗Q((ut,uν , λ),−F(ut,uν , λ))(r).

Potom prvek z Morduchovičova subdiferenciálu složené funkce ξ = ∂MΘ(α) = ∂MJ (α,S(α))
dostaneme jako

ξ = ∇1J (α,S(α)) + (∇xF (x, y))T r ∈ ∂MΘ(x).

Důkaz K d̊ukazu stač́ı použ́ıt Teorém 5.1 z [31]. �

Poznámka 4.4.1 Jako př́ıklad si ukažme pro jeden zvolený uzel (s indexem i) tvar
prvńı zobecněné rovnosti z předchoźıho teorému v př́ıpadě silného kontaktu a

”
slabého

přilepeńı“ (−Att(α)u t −Atν(α)uν + l t(α) = Fλ
i
):

0 ∈ ∇2J (α,S(α)) + (∇u t,uν ,λF (α,u t,uν , λ))T ri + (k, 0,Fλ
i
ri
1)

T ,

k ≤ 0, ri
1 ≤ 0, ri

2 ∈ R, ri
3 ∈ R.

Tento alternativńı postup využ́ıvaj́ıćı Morduchovičova kalkulu vede ke
”
skutečným“

prvk̊um z ∂MΘ(x) a tedy i ∂Θ(x). Jeho nevýhodou je nutnost řešit zobecněnou rovnost
z Teorému 4.4.2. Jej́ı řešeńı je dost obt́ıžné a neńı ani zaručena existence aspoň jednoho
řešeńı.



Kapitola 5

Numerické př́ıklady

V této kapitole se budeme věnovat řešeńı některých tvarově-optimalizačńıch úloh. K řešeńı
těchto problémů použijeme techniku citlivostńı analýzy popsanou v předešlé kapitole.
Připomeňme si, že problém tvarové optimalizace je definován následným zp̊usobem:

minJ (α,S(α))

s omezeńım
α ∈ Uad,











(P)

zobrazeńı S (z návrhových do ř́ıd́ıćıch proměnných) je lokálně lipschitzovsky spojité
na množině př́ıpustných návrhových proměnných Uad. Dále předpokládejme, že ce-
nový funkcionál J je spojitě diferencovatelný. To nám zaručuje lipschitzovskou spojitost
složeného zobrazeńı Θ(α) = J (α,S(α)).

5.1 Numerické řešeńı stavového problému

Abychom mohli vyč́ıslit hodnotu cenového funkcionálu J(α,S(α)), potřebujeme nej-
prve vyřešit stavový problém, tj. vypoč́ıtat hodnotu S(α). Tato stavová úloha je řešena
užit́ım rozštěpené varianty metody pevného bodu. Metoda pevného bodu je realizována
numericky pomoćı metody postupných aproximaćı:

{

λ
(0)
Hν ∈ ΛHν dáno,

λ
(k)
Hν = Φ(λ

(k−1)
Hν ), k ∈ N .

Nová iterace λ
(k)
Hν je dána jako druhá složka řešeńı diskretizovaného kontaktńıho

problému se zadaným třeńım (Ph(λ
(k−1)
Hν )).

Jedna tř́ıda metod řeš́ıćı numericky diskrétńı kontaktńı problém se zadaným třeńım
je založena na tzv. recipročńı variačńı formulaci (viz [20] a [22]). Tato formulace je
odvozena z PA(g) eliminaćı proměnné u . Výsledná variačńı formulace obsahuje pouze

58
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duálńı proměnné definované na Γc. Výsledná úloha vede na problém kvadratického pro-
gramováńı s jednoduchými nerovnostńımi omezeńımi omezuj́ıćımi normálové (λν) a tečné
(λt) kontaktńı napět́ı, tj. úloha vede na minimalizaci kvadratické funkce K na množině
R

p
− × R

p
[−1,1]. Výhoda tohoto př́ıstupu tkv́ı v možnosti použit́ı velmi efektivńıch po-

stup̊u při řešeńı daného modelu. V naš́ı úloze použ́ıváme metodu postupných aproxi-
maćı zkombinovanou s technikou rozštěpeńı. Dı́ky tomu mı́sto minimalizace funkce se 2p
proměnnými (λν , λt) je minimalizačńı proces rozštěpen na dva oddělené minimalizačńı
procesy hledaj́ıćı stř́ıdavě minimum vzhledem k normálovému (λν) nebo tečnému (λt)
kontaktńımu napět́ı a druhé (tečné nebo normálové) napět́ı je zafixováno. Tedy v každé
iteraci je minimalizována funkce o p proměnných.

Rozštěpená verze metody pevného bodu se skládá ze dvou následuj́ıćıch krok̊u:

(I) (Pro λν ∈ R
p
− fixované.) Minimalizace K vzhledem k λt na R

p
[−1,1] popisuje úlohu

lineárńı pružnosti se zadaným třeńım a předepsaným normálovým napět́ım λν na Γc (tj.
bez unilaterálńıch kontaktńıch podmı́nek na Γc).

(II) (Pro λt ∈ R
p
[−1,1] fixované.) Minimalizace K vzhledem k λν na R

p
− popisuje kon-

taktńı problém s předepsanými tečnými napět́ımi λt na Γc (tj. bez třeńı na Γc).

Pro kontaktńı problémy se zadaným třeńım tento algoritmus konverguje (viz [15]).
Tato metoda je následně rozš́ı̌rena pro př́ıpad Coulombova třeńı aktualizaćı omezeńı na
λt v (I) pomoćı nového normálového napět́ı vypočteného ve (II). Detailněǰśı popis algo-
ritmu naleznete v [17].

5.2 Tvarová optimalizace

Nyńı transformujeme ř́ıd́ıćı proměnnou α a t́ım také úlohu tvarové optimalizace (P).
Tato úprava nám zaruč́ı hladkost optimalizované hranice Γc. Tato hranice bude mode-
lována Bezierovou křivkou a α ∈ Rd je vektor ř́ıd́ıćıch bod̊u této křivky. Bezierova křivka
F (x) je konstruována v intervalu [0, a] s použit́ım vektoru α předpisem

F (x) =
∑d

i=1 αiβ
d
i (x), βd

i (x) =

(

d − 1
i − 1

)

(x
a
)i−1(1 − x

a
)d−i, x ∈ [0, a],

kde d je rozměr vektoru α. Naš́ı úlohu (P) můžeme nyńı přepsat t́ımto zp̊usobem

minJ (α,S(α))

s omezeńım
α ∈ Υ,











(PII)

kde Υ je dáno

Υ = {α ∈ Rd | 0 ≤ αi ≤ C0, i = 1, . . . , d; |αi+1 − αi| ≤
C1

d − 1
, i = 1, . . . , d − 1;

∑r
i=1 αi = C2d}.
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C0, C1, C2 jsou dané kladné konstanty. Podmı́nky, které splňuje množina Υ zajǐst’uj́ı, že
Bezierova křivka F (x), která je generována vektorem α je z kompaktńı množiny

Uad = {v ∈ C 0,1([0, a]) | 0 ≤ v ≤ C0, |v(x1) − v(x2)| ≤ C1|x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ [0, a],
meas (Ω(v)) = C2},

kde C1 omezuje derivaci Bezierovy křivky F (x) a C2 určuje objem optimalizovaného
tělesa Ω.

Protože řešeńı diskrétńıho kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım je jedno-
značné, můžeme k řešeńı úlohy tvarové optimalizace (PII) použ́ıt př́ıstup implicitńıho
programováńı popsaný v předchoźı kapitole. V našem př́ıpadě v́ıme o cenovém funk-
cionálu J (α,S(α)), že je lipschitzovsky spojitý, stejně jsou splněny i daľśı podmı́nky,
které jsme požadovali v minulé kapitole. Pro řešeńı úlohy (PII) použijeme, jak jsme
již dř́ıve uvedli bundle trust metodu. Bundle trust metoda vyžaduje v každém kroku
iteračńıho procesu znalost jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecněného
Jacobiánu a znalost hodnoty J (α,S(α)). Postup, který použ́ıváme pro hledáńı daného
subgradientu byl navržen ve 4. kapitole. Nyńı nám zbývá pouze určeńı rozkladu množin
K0 a I0. Vybrali jsme

K 1 = K 3 = ∅, K 2 = K0+, K 4 = K0−

J 1 = ∅, J 2 = I0.

Nyńı se pod́ıvejme na některé úlohy řešené s využit́ım bundle trust algoritmu. Všimněme
si, že cenové funkcionály v našich př́ıkladech jsou spojitě diferencovatelné. Všechny
př́ıklady jsou řešeny na elastickém dvojrozměrném tělesem Ω(α). Tvar tohoto tělesa
je dán předpisem

Ω(α) = {(x1, x2) ∈ R2 | x1 ∈ (0, a), F (x1) < x2 < C4}.

Viz obrázek 5.2.1.

x1a0

x2

C4

C0

Γu Ω(α)

Γc

Γp

Γp

F1

F2

Obrázek 5.2.1.



KAPITOLA 5. NUMERICKÉ PŘÍKLADY 61

Naši oblast jsme diskretizovali dvourozměrnou śıt́ı s 450 uzly, tj. řešili jsme stavovou
úlohu s 900 neznámými. Úloha byla vyřešena v Mathworks Matlab. Ukončovaćı krite-
rium pro bundle trust metodu mělo hodnotu ε = 1 ·10−4. Počátečńı tvar pružného tělesa
Ω(α) a jeho deformace je zobrazena na obrázćıch 5.2.2. a 5.2.3. Rozložeńı normálového
napět́ı na kontaktńı hranici (plná čára) a tečného napět́ı tamtéž (tečkovaná čára) pro
počátečńı návrh je ukázáno na obrázku 5.2.4. Předepsané normálové napět́ı (vektor λ2)
pro př́ıklad 5.2.1. je nakresleno v tomto obrázku čerchovaně.

Obrázek 5.2.2., 5.2.3.

Nyńı máme vše připravené pro to, abychom se pod́ıvali na výsledky některých našich
př́ıklad̊u. Ve všech př́ıkladech použ́ıváme stejná data a měńıme pouze předpis cenového
funkcionálu J . Hodnoty kladných konstant určuj́ıćıch rozměr oblasti Ω(α) a př́ıpustnou
množinu Υ jsou následuj́ıćı a = 2, C0 = 0.75, C1 = 1, C2 = 1.9, C4 = 1. Povrchové śıly

na hranici Γp maj́ı velikosti F1 = −80 · 106 N
m2 , F2 = 50 · 106 N

m2 . Fyzikálńı parametry
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Obrázek 5.2.4.

oblasti maj́ı tyto hodnoty - Young̊uv modul E = 1 GPa, Poissonova konstanta ν = 0.3
a koeficient třeńı F = 0.25. Hranice Γu je hranice s plnou Dirichletovskou podmı́nkou.
Dimenze návrhové proměnné α je 15.
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Př́ıklad 5.2.1.

min ‖λ2 − λ2‖
2

s omezeńım
α ∈ Υ,
(u , λ) je řešeńım kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım.

Hodnota cenového funkcionálu pro počátečńı návrh je 214.6923.

Výsledný (optimalizovaný) návrh pružného tělesa Ω(α) a jeho deformace je zobrazena
na obrázćıch 5.2.5. a 5.2.6. Rozložeńı normálového napět́ı na kontaktńı hranici (plná čára)
a tečného napět́ı (tečkovaná čára) pro výsledný návrh ukazuje obrázek 5.2.7. Předepsaný
vektor λ2 je nakreslen čerchovanou čárou.

Obrázek 5.2.5., 5.2.6.
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Obrázek 5.2.7.

Hodnota cenového funkcionálu pro výsledný návrh je 4.6942.
4
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Př́ıklad 5.2.2.

min ‖λ2‖
4

subject to
α ∈ Υ,
(u , λ) je řešeńım kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım.

Hodnota cenového funkcionálu pro počátečńı návrh je 25511.

Výsledný (optimalizovaný) návrh pružného tělesa Ω(α) a jeho deformace je zobrazena
na obrázćıch 5.2.8. a 5.2.9. Rozložeńı normálového napět́ı na kontaktńı hranici (plná čára)
a tečného napět́ı (tečkovaná čára) pro výsledný návrh ukazuje obrázek 5.2.10.

Obrázek 5.2.8., 5.2.9.

Hodnota cenového funkcionálu pro výsledný návrh je 17286.
4
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Obrázek 5.2.10.
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Př́ıklad 5.2.3.

min −
∫

Ω(α)

τ(u)ε(u)dx +
∫

Γp

FudΓp

subject to
α ∈ Υ,
(u , λ) je řešeńım kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım.

Hodnota cenového funkcionálu pro počátečńı návrh je 10.0299.

Výsledný (optimalizovaný) návrh pružného tělesa Ω(α) a jeho deformace je zobrazena
na obrázćıch 5.2.11. a 5.2.12. Rozložeńı normálového napět́ı na kontaktńı hranici (plná
čára) a tečného napět́ı (tečkovaná čára) pro výsledný návrh ukazuje obrázek 5.2.13.

Obrázek 5.2.11., 5.2.12.

Hodnota cenového funkcionálu pro výsledný návrh je 2.3138.
4
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Obrázek 5.2.13.
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5.3 Podmı́nky optimality

Pro řešeńı našich př́ıklad̊u se pokuśıme ověřit podmı́nky optimality specifikované ve
druhé kapitole. Uvedli jsme, že bundle trust metoda ukončuje iteračńı proces v bodě α

v př́ıpadě, že bod α je
”
téměř stacionárńı“, tato podmı́nka je určena velikost́ı hodnoty

ε (v našich př́ıkladech ε = 1 · 10−4). Jak jsme již uvedli v předchoźı kapitole máme
k dispozici pouze

”
vněǰśı“ aproximaci množiny ∂S(α) a tedy i ∂Θ(α). Tato aproximace

je určena takto ∂S(α) ⊂ conv{Ri, i ∈ L}. Uvědomme si, že podle Teorému 2.3.2 máme
k dispozici pseudodiferenciál funkce S(α) a tedy i Θ(α). Z toho plyne, že bundle trust
metoda ukončuje iteračńı proces v našich př́ıkladech v bodě α, který je

”
téměř pseu-

dostacionárńı“. My ale budeme cht́ıt prokázat př́ısněǰśı podmı́nky optimality. V našich
př́ıkladech budeme cht́ıt ověřit Clarkeovu podmı́nku optimality 0 ∈ ∂Θ(α) + NΥ(α).
K tomu je nutné nejprve ověřit ∂S(α) = conv{Ri, i ∈ L} (pokud je |L| > 1, pak máme
pouze zajǐstěno, že ∂S(α) ⊂ conv{Ri, i ∈ L}). Abychom zajistili splněńı této podmı́nky
je nutné ověřit splněńı podmı́nky (MF1) z kapitoly 4.4. Lagrangián L a nerovnost G
maj́ı v našich úlohách tento tvar (ř́ıd́ıćı proměnná je α, stavové proměnné jsou u a λ)

L(α,u , λ) = 1
2
uTA(α)u − l(α)Tu − λuν + λF|uτ |, G(α,u , λ) : −uν − α ≤ 0.

Poté použijeme podmı́nku (MF1), tj. budeme ověřovat plnou řádkovou hodnost matice
S1. Tato matice má v našich úlohách tvar

S1 =





















∇α((Att(α))β,β(ut)β) + ∇α((Atν(α))βuν) − ∇(lt(α))β

.

.

.

.

.

. 0

∇α((Aνt(α)):,β(ut)β) + ∇α((Aνν(α))βuν) − ∇(lν(α))β

.

.

. D

.

.

. −ET
I0

ET
I+

.

.

.

.

.

. 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ET
I0

.

.

. 0 ET
I0

0 0

.

.

. 0

0

.

.

. 0 0 0 0

.

.

. E





















,

kde D =

[

Att(α))β,β (Atν(α))β,: Dβ,I+
0

(Aνt(α)):,β (Aνν (α))β,: −ET
I+

−ET
I+

0 ET
I+

0 0

]

.

Nyńı již můžeme přikročit k ověřeńı Clarkovy podmı́nky optimality. Tato podmı́nka
byla ověřena pomoćı rutiny hledaj́ıćı takové ξ ∈ ∂Θ(α), které splňuje −ξ ∈ NΥ(α).
K určeńı ∂Θ(α) potřebujeme znalost množiny ∂S(α). Ta byla zkonstruována jako kon-
vexńı kombinace Ri, ∀i ∈ L. Pokud se nám podař́ı prokázat Clarkeovu podmı́nku op-
timality můžeme se pokusit také o ověřeńı (silněǰśı) Morduchovičovy podmı́nky opti-
mality (0 ∈ ∂MΘ(α) + ÑΥ(α)). Protože v́ıme, že ∂Θ(α) = cl conv {∂MΘ(α)}, můžeme
ověřit Morduchovičovu podmı́nku, jestliže prokážeme, že ξi ∈ ∂Θ(α) splňuj́ıćı podmı́nku
−ξi ∈ ÑΥ(α) je extremálńım bodem množiny ∂Θ(α). Tento zp̊usob má své nedostatky.
Pokud ξi neńı extremálńım bodem množiny ∂Θ(α), pak o tomto bodě nemáme žádnou
informaci nebot’ nemůžeme ani potvrdit ani vyvrátit tvrzeńı ξi ∈ ∂MΘ(α).

Př́ıklad 5.2.1. (pokračováńı)
Algoritmus potřebuje 109 iteraćı k nalezeńı minima.
(MF1) byla ověřena (S1 má 78 řádk̊u a 109 sloupc̊u, řádková hodnost je 78),
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tj. ∂S(α) = conv{Ri, i ∈ L}.
Clarkeova podmı́nka optimality: Vzdálenost ∂Θ(α)+NΥ(α) a počátku je 0.0084 (card(L)=3).
Minimum splňuje také Morduchovičovu podmı́nku optimality.
4

Př́ıklad 5.2.2. (pokračováńı)
Algoritmus potřebuje 240 iteraćı k nalezeńı minima.
(MF1) byla ověřena (S1 má 81 řádk̊u a 124 sloupc̊u, řádková hodnost je 81),
tj. ∂S(α) = conv{Ri, i ∈ L}.
Clarkeova podmı́nka optimality: Vzdálenost ∂Θ(α)+NΥ(α) a počátku je 0.027 (card(L)=59049).
Nepodařilo se nám ověřit Morduchovičovu podmı́nku optimality pro značnou velikost
množiny L.
4

Př́ıklad 5.2.3. (pokračováńı)
Algoritmus potřebuje 2 iterace k nalezeńı minima.
(MF1) byla ověřena (S1 má 80 řádk̊u a 116 sloupc̊u, řádková hodnost je 80), tj.
∂S(α) = conv{Ri, i ∈ L}.
Clarkeova podmı́nka optimality: Vzdálenost ∂Θ(α)+NΥ(α) a počátku je 0 (card(L)=3).
Minimum splňuje také Morduchovičovu podmı́nku optimality.
4



Kapitola 6

Zobecněńı na 3D př́ıpad

V této kapitole navrhneme postup řešeńı úlohy trojrozměrné tvarové optimalizace kon-
taktńı úlohy s Coulombovým třeńım. Nejprve si zavedeme formulaci 3D kontaktńı úlohy
s Coulombovým třeńım a to př́ımo v diskrétńı formulaci. Poté navrhneme postup pro
hledáńı jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecněného gradientu složené
cenové funkce závislé na návrhové proměnné α. Pro toto hledáńı použijeme podobný
postup jako ve čtvrté kapitole.

6.1 Stavová úloha - 3D kontaktńı problém s Coulombovým
třeńım

Nyńı se zabývejme tělesem Ω, na kterém budeme řešit 3D kontaktńı úlohu s Coulom-
bovým třeńım, tu zavedeme obdobně jako ve 3. kapitole. Zabývejme se pružným tělesem
Ω ⊂ R3 s lipschitzovskou hranićı ∂Ω. Hranice ∂Ω je složena ze tř́ı nepřekrývaj́ıćıch
se část́ı Γu, Γp a Γc. Na hranićıch Γu, Γp a Γc jsou předepsány tři rozd́ılné okrajové
podmı́nky. Γu je hranice, na které je těleso Ω pevně uchyceno, tj., Γu je hranice s Dirichle-
tovskou podmı́nkou. Povrchové śıly F = (F1, F2, F3) p̊usob́ı na hranici Γp, F ∈ L2(Ω).
Těleso Ω je zdola

”
podepřeno“ tuhým podlož́ım P = {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ 0}. Mezi

hranićı Γc a touto překážkou uvažujeme v našem modelu Coulombovo třeńı. Těleso Ω
má hranici Γc popsanou funkćı α(x1, x2), tvar tělesa je určen předpisem

Ω(α) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | (x1, x2) ∈ [0, a] × [0, b], α(x1, x2) < x3 < 1}.

6.1.1 Diskrétńı formulace kontaktńıho problému se zadaným třeńım

Nyńı si zavedeme diskrétńı formulaci kontaktńıho problému se zadaným třeńım. Funkci
α(x1, x2), která popisuje hranici Γc můžeme nahradit hladkou funkćı G(x1, x2), která je
závislá na vektoru α o dimenzi d = n1 · n2. Jako funkci G(x1, x2) si můžeme např́ıklad

71
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vybrat Beziérovu plochu:

G(x) =
∑n1

i=0

∑n2
j=0 αi,jβ

n1
i (x1)β

n2
j (x2),

βn1
i (x1) =

(

n1

i

)

(x1
a

)i(1 − x1
a

)n1−i, x1 ∈ [0, a],

βn2
j (x2) =

(

n2

j

)

(x2
b

)j(1 − x2
b

)n2−j , x2 ∈ [0, b].

Algebraickou formulaci stavové úlohy popisuj́ıćı diskrétńı kontaktńı problém se zadaným
třeńım na tělese Ω(α), pak můžeme zavést takto

Najděme (u , λν , λt1, λt2) ∈ Rn × Λ

takové, že

Au = l −BT
ν λν −BT

t1λt1 −BT
t2λt2,

(λν − µν ,Bνu)Rp + (λt1 − µt1,B t1u)Rp + (λt2 − µt2,B t2u)Rp ≥

≥ (λν − µν , B̃α)Rp ∀(µν , µt1, µt2) ∈ Λ,







































(PA(g))

kde A a l jsou po řadě matice tuhosti a vektor sil, B̃ je konstantńı matice realizuj́ıćı
zobrazeńı G, vektor Bνu je vektor normálových složek u v kontaktńıch uzlech, vektory
B t1u a B t2u jsou vektory tečných složek u v kontaktńıch uzlech a Λ = Λν × Λt,

Λν = {µν ∈ Rp | µν ≥ 0},

Λt = {(µT
t1, µ

T
t2)

T ∈ Rp ×Rp | (µt1)
2
i + (µt2)

2
i ≤ gi, i = 1, ..., p},

gi = Fλi
ν je mez prokluzu a F je koeficient třeńı.

6.1.2 Diskrétńı duálńı formulace kontaktńıho problému se zadaným
třeńım

Pro numerické řešeńı 3D kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım použ́ıváme
duálńı formulaci předchoźı úlohy. Tu źıskáme eliminaćı proměnné u z rovnice v úloze
(PA(g)) a dosazeńım do nerovnosti v téže úloze. Diskrétńı duálńı formulace kontaktńıho
problému se zadaným třeńım pak vypadá následovně

min 1
2λT Qλ − λT h,

kde λν ∈ Λν , (λt1, λt2) ∈ Λt, λ = (λT
ν , λT

t1, λ
T
t2)

T .

}

(DF )

Dále
Λν = {λν ∈ Rp| (λν)i ≥ 0, i = 1, ..., p},
Λt = {(λt1, λt2) ∈ Rp ×Rp| (λt1)

2
i + (λt2)

2
i ≤ g2

i , i = 1, ..., p},

Q ∈ R3p×3p je pozitivně definitńı duálńı Hessián, h ∈ R3p a gi jsou hodnoty omezuj́ıćı
tečné posunut́ı kontaktńıch uzl̊u. V této duálńı formulaci tedy hledáme normálová kon-
taktńı napět́ı λν a tečná kontaktńı napět́ı λt = (λT

t1, λ
T
t2)

T . Podrobněǰśı popis lze nalézt
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v [18].

Nevýhodou této duálńı formulace je nutnost řešeńı úlohy kvadratického progra-
mováńı s kvadratickými omezeńımi typu nerovnosti, které jsou obsaženy v Λt (vektor
((λt1)i, (λt2)i) lež́ı v kruhu s poloměrem gi viz obrázek 6.1.1).

PSfrag replacements
gi

(λt1)i, (λt2)i)

Obrázek 6.1.1.

Jednou z možnost́ı, jak přibližně vyřešit danou úlohu je aproximovat kruh pravi-
delným n-úhelńıkem, tj. převést úlohu s kvadratickými omezeńımi na úlohu s lineárńımi
omezeńımi (viz obrázek 6.1.2), podrobněji viz [18].

Obrázek 6.1.2.

6.1.3 Diskrétńı duálńı formulace kontaktńıho problému s Coulombovým
třeńım

Jednoznačnost řešeńı úlohy (DF) nám podobně jako v př́ıpadě řešeńı 2D kontaktńıho
problému dává možnost zavést zobrazeńı Φ : Λν → Λν definované předpisem:

Φ(g) = Fλν(g) ∀g ∈ Λν . (5.1.2)
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Řešeńı kontaktńıho problému s Coulombovým třeńım λν ∈ Λν je potom definováno jako
pevný bod zobrazeńı Φ, tj. Φ(λν) = λν . Diskrétńı kontaktńı problém s Coulombovým
třeńım má řešeńı pro libovolnou nezápornou hodnotu F . A v př́ıpadě, že F je dostatečně
malé, je zobrazeńı Φ kontraktivńı (omezeńı F , které zajist́ı kontraktivnost Φ je závislé
na parametrech śıtě).

Pro hledáńı řešeńı můžeme použ́ıt metodu postupných aproximaćı:

{

λ
(0)
ν ∈ Λν dáno,

λ
(k)
ν = Φ(λ

(k−1)
ν ), k ∈ N .

6.2 Citlivostńı analýza pro 3D úlohu

Podobně jako ve 2D př́ıpadě zavedeme zobrazeńı S : Rd → R4p. Toto zobrazeńı opět
popisuje řešeńı stavové úlohy (ř́ıd́ıćımu vektoru α ∈ Uad je přǐrazeno řešeńı kontaktńı
úlohy s Coulombovým třeńım (u t,uν , λ)). Kontaktńı problém s Coulombovým třeńım
můžeme podobně jako ve dvojrozměrném př́ıpadě popsat pomoćı zobecněné rovnosti:

0 ∈ Att(α)u t + Atν(α)uν − l t(α) + Q̃(u t, λ)
0 = Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ

0 ∈ uν + α + NR
p
+
(λ),







(GE)

kde

Q̃(u t1,u t2, λ) = ∂(u t1,u t2)j(u t1,u t2, λ), j(u t1,u t2, λ) = F
p
∑

i=1
λi||(u i

t1,u
i
t2)||

a NR
p
+

je standartńı normálový kužel.

Podobně jako při řešeńı stavové úlohy použijeme při výpočtu ∂(u t1,u t2)j(u t1,u t2, λ)
aproximaci (jednotkového) kruhu pravidelným n-úhelńıkem. Toto nahrazeńı můžeme
provést následuj́ıćım zp̊usobem. Hranici n-úhelńıku dostaneme jako sjednoceńı následuj́ıćıch
n úseček daných rovnicemi ajx + bjy + cj = 0, kde aj = cos (ϕj), bj = sin (ϕj),
cj = − cos

(

π
n

)

, ϕj = π
n (2j − 1). x ∈ [xl, xu], kde xl = min{cos

(

(j − 1)2π
n

)

, cos
(

j 2π
n

)

},
xu = max{cos

(

(j − 1)2π
n

)

, cos
(

j 2π
n

)

}, j ∈ {1, . . . , n}.

Lemma 6.2.1 S využit́ım po částech lineárńı aproximace eukleidovské normy ||(ui
t1,u

i
t2)||

je multifunkce Q̃ pro pevné i ∈ {1, 2, · · · , p} dána předpisem:
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Fλi∂||(ui
t1,u

i
t2)|| =







































Fλi · (aj , bj)
T

, jestlǐze (ui
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(ui

t1,u
i
t2) ∈

(

2π
n

(j − 1), 2π
n

j
)

,

Fλi · (a, b)
T

, (a, b)T = k1(aj , bj)
T + k2(aj+1, bj+1)

T , k1,2 ≥ 0, k1 + k2 = 1,
jestlǐze (ui

t1,u
i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(ui

t1,u
i
t2) = 2π

n
j,

Fλi · (a, b)T , (a, b)T =
∑n

j=1
kj(aj , bj)

T , kj ≥ 0, ∀j = 1, · · · , n,
∑n

j=1
kj = 1,

jestlǐze (uj
t1,u

j
t2) = (0, 0).

ϕ(a, b) je odchylka vektoru (a, b)T od kladné části osy x.

Důkaz V prvńım př́ıpadě je Q̃ parciálńım gradientem spojitě diferencovatelné
funkce. K d̊ukazu druhé a třet́ı možnosti stač́ı použ́ıt Teorém 2.1.2. �

Označme (α,u t,uν , λ) bod, který splňuje zobecněnou rovnost (GE) a zaved’me pro
tento bod následuj́ıćı indexové množiny:

∀j = 1, . . . , n :

K+j(α,u t,uν , λ) =

{

i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) ∈

(

2π

n
(j − 1),

2π

n
j

)

,

Q̃i(u t, λ) = Fλ
i
(aj , bj)

T
}

∀j = 1, . . . , n :

K0,j,j+1(α,u t,uν , λ) =

{

i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) =

2π

n
j,

Q̃i(u t, λ) = Fλi · (aj , bj)
T
}

∀j = 1, . . . , n :

Kj,j+1,0(α,u t,uν , λ) =

{

i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) =

2π

n
j,

Q̃i(u t, λ) = Fλi · (aj+1, bj+1)
T
}
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∀j = 1, . . . , n :

Kj,00,j+1(α,u t,uν , λ) =

{

i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) =

2π

n
j,

Q̃i(u t, λ) = Fλi · (a, b)T , (a, b)T = k1(aj , bj)
T + k2(aj+1, bj+1)

T ,

k1,2 > 0, k1 + k2 = 1}

K0(α,u t,uν , λ) ={i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) = (0, 0), Q̃i(u t, λ) = Fλ

i
(a, b)T ,

(a, b)T = k1(aj , bj)
T + k2(aj+1, bj+1)

T , k1,2 ≥ 0, k1 + k2 = 1 ∀j = 1, · · · , n}

K00(α,u t,uν , λ) ={i ∈ {1, 2, . . . , p} | (u i
t1,u

i
t2) = (0, 0), Q̃i(u t, λ) = Fλ

i
(a, b)T ,

(a, b)T =
n
∑

j=1

kj(aj , bj)
T , kj > 0 ∀j = 1, · · · , n,

n
∑

j=1

kj = 1}

M(α,u t,uν , λ) ={i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
ν + α

i > 0}

I+(α,u t,uν , λ) ={i ∈ {1, 2, . . . , p} | λ
i
> 0}

I0(α,u t,uν , λ) ={i ∈ {1, 2, . . . , p} | u i
ν + α

i = 0, λ
i
= 0}.

Všimněme si významu předchoźıch indexových množin. Množina K+j obsahuje in-
dexy (kontaktńıch) uzl̊u, jejichž posunut́ı v tečném směru je nenulové (docháźı u nich
k prokluzu), K0,j,j+1, Kj,j+1,0 a Kj,00,j+1 obsahuj́ı indexy (kontaktńıch) uzl̊u, jejichž
posunut́ı v tečném směru je nenulové (docháźı u nich k prokluzu) a které lež́ı na spoj-
nici středu a vrcholu n-úhelńıka, kterým aproximujeme kruh, K0 obsahuje indexy (kon-
taktńıch) uzl̊u, jejichž posunut́ı v tečném směru je nulové a

−Att(α)u t −Atν(α)uν + l t(α) = Fλ
i
(a, b)T ,

(a, b)T = k1(aj , bj)
T + k2(aj+1, bj+1)

T , k1,2 ≥ 0, k1 + k2 = 1 ∀j = 1, · · · , n
(docháźı u nich ke

”
slabému přilepeńı“ (weak stick)), K00 obsahuje indexy (kontaktńıch)

uzl̊u, jejichž posunut́ı v tečném směru je nulové a
|−Att(α)u t −Atν(α)uν + l t(α)| = Fλ

i
(a, b)T ,

(a, b)T =
∑n

j=1 kj(aj , bj)
T , kj > 0 ∀j = 1, · · · , n,

∑n
j=1 kj = 1

(docháźı u nich k
”
silnému přilepeńı“ (strong stick)). Pokud uzel i lež́ı v některé z in-

dexových množin K+j , pak se pohybujeme v části grafu, kde je Q̃i jednoznačná. Pokud
uzel i lež́ı v některé z indexových množin K0,j,j+1, Kj,j+1,0, Kj,00,j+1, K0 nebo K00, pak
pracujeme s část́ı grafu, kde je Q̃i mnohoznačná. M obsahuje indexy uzl̊u, které nejsou
v kontaktu s podlož́ım, I+ obsahuje indexy uzl̊u u nichž docháźı k silnému kontaktu
s tuhým podlož́ım (tj. λ

i
> 0 a u i

ν + αi =), I0 obsahuje indexy uzl̊u u nichž docháźı ke

slabému kontaktu (tj. λ
i
= 0 a u i

ν + αi =).

Pokud j = n, pak symbolem j + 1 rozumı́me č́ıslo 1. Tak budeme chápat j + 1 i
v daľśım textu.

Necht’ bod α lež́ı v bĺızkosti bodu α a bod (α,u t1,u t2,uν , λ) = S(α) . Pak podobně
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jako ve dvojrozměrném př́ıpadě jsou splněny následuj́ıćı inkluze:

∀j = 1, . . . , n : K+j(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊃ K+j(α,u t1,u t2,uν , λ),
∀j = 1, . . . , n : Kj,00,j+1(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊃ Kj,00,j+1(α,u t1,u t2,uν , λ),
K00(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊃ K00(α,u t1,u t2,uν , λ),
M(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊃ M(α,u t1,u t2,uν , λ), I+(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊃ I+(α,u t1,u t2,uν , λ).

Z toho plynou následuj́ıćı inkluze:

K0(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊂ K0(α,u t1,u t2,uν , λ),
∀j = 1, . . . , n : K0,j,j+1(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊂ K0,j,j+1(α,u t1,u t2,uν , λ),
∀j = 1, . . . , n : Kj,j+1,0(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊂ Kj,j+1,0(α,u t1,u t2,uν , λ),
I0(α,u t1,u t2,uν , λ) ⊂ I0(α,u t1,u t2,uν , λ).

Z těchto inkluźı vyplývá, že v okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé i ∈
K0(α,u t,uν , λ), pro které plat́ı ϕ(ai, bi) ∈

[

2π
n (j − 1), 2π

n j
]

jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

(u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ Q̃i(u t, λ) = Fλi · (aj , bj)

T ,
∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) ∈

(

2π
n (j − 1), 2π

n j
)

(u i
t1,u

i
t2) = (0, 0) Q̃i(u t, λ) = Fλi · (a, b)T ,

(a, b)T =
∑n

j=1 kj(aj , bj)
T ,

kj > 0 ∀j = 1, · · · , n,
∑n

j=1 kj = 1.



































(6.1)

V okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé i ∈ K0,j,j+1(α,u t,uν , λ) jedna z následuj́ıćıch
možnost́ı:

(u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ Q̃i(u t, λ) = Fλi · (aj , bj)

T ,
∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) ≤

2π
n j

(u i
t1,u

i
t2) = u i

t Q̃i(u t, λ) = Fλi · (a, b)T ,
(a, b)T = k1(aj , bj)

T + k2(aj+1, bj+1)
T .























(6.2)

V okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé i ∈ Kj,j+1,0(α,u t,uν , λ) jedna z následuj́ıćıch
možnost́ı:
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(u i
t1,u

i
t2) 6= (0, 0) ∧ Q̃i(u t, λ) = Fλi · (aj+1, bj+1)

T ,
∧ ϕ(u i

t1,u
i
t2) ≥

2π
n j

(u i
t1,u

i
t2) = u i

t Q̃i(u t, λ) = Fλi · (a, b)T ,
(a, b)T = k1(aj , bj)

T + k2(aj+1, bj+1)
T .























(6.3)

Všimněme si, že druhé části vztah̊u (6.1) - (6.3) jsou obdobou druhých část́ı vztah̊u (4.1)
a (4.2) a maj́ı opět význam nerovnosti (tj. Q̃i(u t, λ) 6= Fλi · (aj , bj)

T nebo Q̃i(u t, λ) 6=

Fλi · (aj+1, bj+1)
T ).

Podobně, v okoĺı bodu (α,u t,uν , λ) nastává pro každé i ∈ I0(α,u t,uν , λ) jedna z
následuj́ıćıch možnost́ı:

λi ≥ 0 u i
ν + αi = 0,

λi = 0 u i
ν + αi ≥ 0.

}

(6.4)

Dı́ky tomu dostaneme rozklad indexové množiny K0(α,u t,uν , λ) na 2n+1 podmnožin,
které označ́ıme K1j , j = 1, . . . , n a K2 a definujeme je vztahem (6.1), rozklad množiny
K0,j,j+1(α,u t,uν , λ), j = 1, . . . , n na 2n podmnožin, které označ́ıme K3j a K4j , j =
1, . . . , n a definujeme je vztahem (6.2), rozklad množiny Kj,j+1,0(α,u t,uν , λ), j =
1, . . . , n na 2n podmnožin, které označ́ıme K5j a K6j , j = 1, . . . , n a definujeme je
vztahem (6.3) a rozklad množiny I0(α,u t,uν , λ) na dvě podmnožiny, které označ́ıme J1

a J2 a definujeme je vztahem (6.4). Dále zanedbáme všechny nerovnosti v (6.1) - (6.4) a
źıskáme ze zobecněné rovnosti (GE) systém rovnic (GE2) uvedený ńıže, který je lineárńı
ve stavových proměnných u t, uν a λ a nelineárńı v ř́ıd́ıćı proměnné α. Dále polož́ıme
β = K+j ∪ K1 ∪ K3j ∪ K5j , j = 1, . . . , n a γ1 = K00 ∪ K2, j = 1, . . . , n, γ2 = K4j ∪ K6j ,
j = 1, . . . , n a označ́ıme symbolem D diagonálńı matici o rozměrech [2|β| × 2|β|], jej́ı
hodnoty na diagonále jsou dány následuj́ıćım vztahem.

d2i,2i =

{

Faj jestliže i ∈ K+j ∪ K1j ∪ K3j ,
Faj+1 jestliže i ∈ K5j ,

d2i+1,2i+1 =

{

Fbj jestliže i ∈ K+j ∪ K1j ∪ K3j ,
Fbj+1 jestliže i ∈ K5j .

Výše zmı́něná rovnost (GE2) má následuj́ıćı tvar

0 = (Att(α))βu t + (Atν(α))βuν − (l t(α))β + Dλβ ,
0 = Aνt(α)u t + Aνν(α)uν − lν(α) − λ,
0 = ||(ui

t1, u
i
t2)|| jestliže i ∈ γ1,

0 = (ūi
t1, ū

i
t2) − (ui

t1, u
i
t2) jestliže i ∈ γ2,

0 = ui
ν + αi jestliže i ∈ I+ ∪ J1,

0 = λi jestliže i ∈ M ∪ J2.































(GE2)
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Následuj́ıćı část je obdobou části čtvrté kapitoly, ve které jsme navrhli postup pro
hledáńı jednoho libovolného subgradientu z Clarkeova zobecněného gradientu složené
funkce J (α,S(α)). Pokud použijeme větu o funkci zadané implicitně, můžeme systémem
rovnic (GE2) implicitně zadat funkci S∗[O → R4p], která přǐrazuje ř́ıd́ıćı proměnné
α trojici (u t,uν , λ). K tomu slouž́ı následuj́ıćı věta (v jej́ım d̊ukazu ověř́ıme splněńı
předpoklad̊u věty o funkci zadané implicitně).

Věta 6.2.1 Uvažujme systém rovnic (GE2) na okoĺı bodu (α,ut,uν , λ) (bod (α,ut,uν , λ)
splňuje zobecněnou rovnost (GE)). Předpokládejme, že matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]

je pozitivně definitńı. Potom pro libovolnou volbu indexových množin K1j, K2, K3j, K4j,
K5j, K6j, J1, J2, j = 1, . . . , n existuje okoĺı O ř́ıd́ıćı proměnné α a spojitě diferenco-
vatelná funkce S∗[O → R4p], která je definována implicitně systémem rovnic (GE2) a
splňuje následuj́ıćı vlastnosti:
(i) (ut,uν , λ) = S∗(α),
(ii) body (α,S∗(α)) splňuj́ı rovnost (GE2) pro všechny α ∈ O pro

”
malý“ koeficient

třeńı F .

Důkaz Necht’ indexové množiny K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j , J1, J2, j = 1, . . . , n
jsou zvoleny libovolně. Nejprve ukážeme platnost (u t,uν , λ) ∈ S∗(α), kde S∗ je funkce
zadaná implicitně systémem rovnic (GE2). Bod (α,u t,uν , λ) splňuje zobecněnou rovnost
(GE). Z toho plyne, že kromě prvńı rovnice, splňuje i všechny rovnice ze systému rovnic
(GE2). Uvažujme nyńı vektor x ∈ Q̃(u t, λ). Potom plat́ı x β = Dλβ . Z toho plyne,
že (u t,uν , λ) splňuje i prvńı rovnici ze systému (GE2) a tedy (u t,uν , λ) splňuje celý
systém rovnic (GE2).

Nyńı muśıme dokázat, že funkce S∗ je diferencovatelná a jednoznačná na okoĺı bodu
α. Jestliže zanedbáme všechny nulové složky vektoru stavových proměnných (u t,uν , λ),
źıskáme redukovaný parciálńı Jacobián pravé strany systému (GE2) v bodě (α,u t,uν , λ)
vzhledem ke zbývaj́ıćım (nenulovým) složkám vektoru (u t,uν , λ):

Π =







(Att(α))β, β∪γ2 (Atν(α))β (I+∪J1)D

β∪γ2(Aνt(α)) Aνν(α) −ET
I+∪J1

0 E I+∪J1 0






.

Necht’ je matice (I+∪J1)D nulová, pak d́ıky pozitivńı definitnosti matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]
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je regulárńı matice Π. Nyńı opust’me předpoklad nulovosti matice (I+∪J1)D , tzn. matici
Π dostaneme jako součet regulárńı matice a matice

Π =

[

0 (I+∪J1)D

0 0

]

.

Nenulové prvky matice Π jsou rovny koeficientu třeńı F nebo jeho opačné hodnotě.
Protože koeficient třeńı je

”
malý“, můžeme použ́ıt perturbačńı lemmu (viz [30]). T́ım

ověř́ıme regularitu matice Π. Protože množiny K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j , J1, J2,
j = 1, . . . , n byly zvoleny libovolně, vyplývá dokazované tvrzeńı z věty o funkci zadané
implicitně. �

Z Věty 6.2.1 plyne, že zobrazeńı S je PC1 funkce, jej́ıž aktivńı funkce v bodě α

jsou dány libovolnou kombinaćı indexových množin K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j , J1,
J2, j = 1, . . . , n. Protože nemáme zaručeno, že všechny tyto aktivńı funkce jsou také
esenciálně aktivńı (a výběr pouze těch, které jsou esenciálně aktivńı, by byl časově
náročný - museli bychom ověřovat splněńı nerovnost́ı v (4.1), (4.2) a (4.3) v okoĺı bodu α,
které jsme zanedbali), budeme konstruovat pouze

”
vněǰśı“ aproximaci ∂S(α) a následně

pouze
”
vněǰśı“ aproximaci ∂Θ(α). K tomu zavedeme novou indexovou množinu L tako-

vou, která jednoznačně určuje kombinaci množin K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j , J1, J2,
j = 1, . . . , n, tj. existuje bijektivńı zobrazeńı mezi indexy L a indexovými množinami
K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j , J1, J2, j = 1, . . . , n. Dále označme symbolem Πi, kde
i ∈ L, matici

Πi =







(Att(α))β, β∪γ2 (Atν(α))β (I+∪J1)D

β∪γ2(Aνt(α)) Aνν(α) −ET
I+∪J1

0 E I+∪J1 0






,

která je určena volbou i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1j , K2, K3j , K4j , K5j ,
K6j , J1, J2, j = 1, . . . , n. Dále označme symbolem Ξi, kde i ∈ L, matici

Ξi =







∇α((Att(α))β,β∪γ2(u t)β) + ∇α((Atν(α))βuν) −∇(l t(α))β

∇α(β∪γ2(Aνt(α))(u t)β) + ∇α(Aνν(α)uν) −∇lν(α)

E I+∪J1






,

která je určena volbou i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1j , K2, K3j , K4j , K5j , K6j ,
J1, J2, j = 1, . . . , n. Všimněme si, že matice Ξi je parciálńı Jacobián pravé strany (GE2)
v bodě (α,u t,uν , λ) vzhledem k ř́ıd́ıćı proměnné (α). Při splněńı podmı́nky pozitivńı
definitnosti matice

[

Att(α) Atν(α)
Aνt(α) Aνν(α)

]

plat́ı, že pro každé i ∈ L je matice −Π−1
i Ξi rovna derivaci zobrazeńı α 7→ ((u t)β ,uν , λI+∪J1)

v bodě α definovaném rovnost́ı (GE2). Derivaci úplného zobrazeńı α 7→ (u t,uν , λ)
můžeme źıskat z matice −Π−1

i Ξi vložeńım nulových řádk̊u nahrazuj́ıćıch derivace uj
t ,
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j ∈ γ1 a λl, l ∈ M ∪ J2 do této matice. Tuto
”
zúplněnou“ [4p × d] matici nazveme Ri,

i ∈ L. Nyńı již můžeme źıskat aproximaci ∂S(α). Tu nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 6.2.2 Pokud jsou splněny předpoklady Věty 6.2.1, pak plat́ı

∂S(α) ⊂ conv{Ri | i ∈ L}.

Důkaz Tvrzeńı př́ımo vyplývá z předcházej́ıćıho rozboru a věty A.4.1 z [36], která
je obdobou Teorému 2.3.3 pro Clarke̊uv zobecněný Jacobián. �

Jak jsme již zmı́nili dř́ıve pro použit́ı bundle trust metody stač́ı mı́t k dispozici jeden
libovolný subgradient z Clarkeova zobecněného gradientu složené funkce ξ = ∂Θ(α) =
∂J (α,S(α)) a neńı nutné poč́ıtat matici z Clarkeova zobecněného Jacobiánu ∂S(α).
Výpočet tohoto subgradientu nám umožńı následuj́ıćı teorém.

Teorém 6.2.1 Necht’ je funkce J spojitě diferencovatelná a koeficient třeńı je

”
malý“. Necht’ je dán bod α ∈ Uad a předpokládejme, že pro i ∈ L plat́ı

Ri ∈ ∂S(α).

Dále necht’ pi je řešeńı adjungované rovnice

ΠT
i pi + (∇2J (α,S(α)))i = 0,

kde matice Πi je určena i ∈ L, tj. volbou indexových množin K1j, K2, K3j, K4j, K5j,
K6j, J1, J2, j = 1, . . . , n a (∇2J (α,S(α)))i označuje vektor, který je vytvořen z vektoru
∇2J (α,S(α)), ve kterém jsou vynechány složky odpov́ıdaj́ıćı parciálńım derivaćım podle
uj

t , j ∈ γ1 a λj, j ∈ M ∪ J2. Potom libovolný subgradient z Clarkeova zobecněného
gradientu složené funkce ξ = ∂Θ(α) = ∂J (α,S(α)) dostaneme jako

ξi = ∇1J (α,S(α)) + ΞT
i pi ∈ ∂Θ(α).

Důkaz K d̊ukazu stač́ı použ́ıt Teorém 2.1.3. �

Poznámka 6.2.1 Námi navržený postup, který využ́ıvá aproximace kruhu pravi-
delným n-úhelńıkem, lze použ́ıt pro př́ıpad, kdy koeficient třeńı F je závislý na směru
tečného posunut́ı ut. Např. pokud máme koeficient třeńı F1 ve směru osy prvńıho a
třet́ıho kvadrantu a jiný koeficient třeńı F2 ve směru osy druhého a čtvrtého kvadrantu
roviny {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}, pak je možné použ́ıt náš postup pro n = 4. Nav́ıc muśıme
vhodně nahradit F v matici D .



Kapitola 7

Závěr

V této práci jsme se zabývali řešeńım úlohy tvarové optimalizace s Coulombovým třeńım.
Tuto úlohu jsme formulovali jako Matematický program s rovnovážným omezeńım (MPEC).
Tento program vede k minimalizaci funkce, která neńı spojitě diferencovatelná. K této
minimalizaci jsme použili metodu vhodnou pro nehladkou optimalizaci - bundle trust
metodu. V úvodu práce jsme si zavedli nástroje pro práci s nehladkými funkcemi a disku-
tovali jsme některé možnosti řešeńı nehladkých problémů. Podrobněji jsme se seznámili
s bundle trust metodou, kterou použ́ıváme pro naše úlohy. Dále jsme si formulovali kon-
taktńı úlohu s Coulombovým třeńım, pro kterou provád́ıme tvarovou optimalizaci. Poté
jsme se pod́ıvali na historický vývoj MPECů a jejich využit́ı pro úlohy tvarové optima-
lizace. Poté jsme provedli citlivostńı analýzu naš́ı úlohy tvarové optimalizace, ve které
ř́ıd́ıme tvar dvojrozměrného pružného tělesa. Náš př́ıstup snadno umožňuje i volbu jiné
ř́ıd́ıćı proměnné, např. můžeme navrhovat v naši úloze koeficient třeńı F . T́ımto po-
stupem bychom mohli navrhovat materiál, ze kterého je pružné těleso vyrobeno. Tyto
úlohy v naš́ı práci už neřeš́ıme. V daľśı části poč́ıtáme některé 2D úlohy tvarové optimali-
zace a u jejich řešeńı ověřujeme splněńı podmı́nek optimality specifikovaných na začátku
práce. V této práci jsme ověřili pseudostacionaritu a Clarkeovu stacionaritu u všech námi
vyřešených př́ıklad̊u. V některých př́ıpadech jsme ověřili i Morduchovičovu stacionaritu.
Na závěr jsme se zabývali návrhem řešeńı úloh 3D tvarové optimalizace kontaktńıch
úloh s Coulombovým třeńım pro př́ıpad, kdy je stavová úloha vypočtena d́ıky nahra-
zeńı kvadratických omezeńı jejich po částech lineárńı aproximaćı. V tuto chv́ıli již máme
k dispozici i řešeńı 3D kontaktńıch úloh s Coulombovým třeńım, které je řešeno i bez
této aproximace, tj. máme řešič pro

”
skutečnou“ 3D kontaktńı úlohu s Coulombovým

třeńım. Práce na řešeńı úlohy 3D tvarové optimalizace této stavové úlohy prob́ıhaj́ı. Pro
tento problém už Clarke̊uv nehladký kalkul neńı dost vhodný a pro řešeńı je vhodněǰśı
využ́ıt Morduchovič̊uv kalkul. Ćıle, které jsme si v úvodu práce stanovili se nám podařilo
splnit. Navrhli a použili jsme numerickou metodu pro řešeńı úlohy tvarové optimalizace
2D kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım. Také jsme navrhli postup pro řešeńı úlohy
tvarové optimalizace 3D kontaktńı úlohy s Coulombovým třeńım. Navržený postup je v
budoucnu možno použ́ıt pro úlohy tvarové optimalizace 3D kontaktńıch úloh s Coulom-
bovým anizotropńım třeńım.
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