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AnotaceTato práce sestává ze dvou èástí. V první ukazujeme efektivnost u¾ití metody �k-tivních oblastí pro øe¹ení eliptických okrajových úloh druhého øádu ve 2D i 3D. Jejívýhody spoèívají v jednoduchosti implementace a v mo¾nosti øe¹ení výsledných sou-stav lineárních algebraických rovnic, které vznikají z koneènì prvkové diskretizace,pomocí vysoce efektivních øe¹ièù. V kapitole 1 jsou shrnuty základní výsledky z abs-traktní teorie smí¹ených variaèních úloh. Tyto u¾ijeme v kapitole 2 k formulacímmetody �ktivních oblastí, je¾ jsou zalo¾eny na u¾ití hranièních (BLM) a distribuo-vaných (DLM) Lagrangeových multiplikátorù k øe¹ení Dirichletovy okrajové úlohyve 2D a 3D. Ve tøetí kapitole popí¹eme nový zpùsob øe¹ení smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy a èistì Neumannovy okrajové úlohy zalo¾ený na její duální formulaci(vyjádøení v gradientech) a na u¾ití hranièních Lagrangeových multiplikátorù k reali-zaci pøedepsaných omezení. Prostor funkcí s nulovou divergencí je realizován pomocíproudových funkcí.Cílem této práce bylo ukázat, ¾e MFO je vhodná nejen k numerickému øe¹eníokrajových úloh, ale i k realizaci úloh tvarové optimalizace (viz èást II. a také[21],[23],[25],[26]). Její u¾ití podstatnì zvy¹uje efektivnost vnitøní úrovnì optima-lizaèního procesu, jeliko¾ nemusíme v¾dy znovu konstruovat dìlení nové oblasti atudí¾ ani znovu sestavovat matici tuhosti. Za tyto výhody platíme tím, ¾e výslednáúloha matematického programování je obecnì nehladká. Vzniklé obtí¾e øe¹íme u¾itímalgoritmu globální optimalizace MCRS, který u¾ívá pouze hodnoty cenové funkce anikoli její derivace. Navíc je snadno implementovatelný a velmi dobøe paralelizova-telný.Zmínìný pøístup jsme u¾ili v kapitole 5 k numerické realizaci úloh s volnouhranicí, tzv. Bernoulliových úloh. Úlohy tohoto typu vznikají v mechanice tekutin,pøi galvanizaci kovù, v elektrostatice apod. (viz [1],[10],[12]).V závìru ka¾dé kapitoly (s vyjímkou první) uvádíme nìkolik modelových úloh,je¾ se vztahují k problematice studované v dané kapitole.
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AbstractFictitious domain methods represent nowadays an e�cient tool for realizing compli-cated problems arising in physics and industry. The main reason for their popularityis that they allow us to transform the original problem de�ned in a domain ! with acomplicated geometry to a new one solved in a simple shaped domain 
 containing!. One can use fairly structured meshes in 
 making possible to use fast solvers andspecial preconditioning techniques. There are several ways how to associate the newproblem in 
 with the original one de�ned in !. For example one can use Lagrangemultiplier technique, optimal control approach etc.This thesis consists of two parts. In the �rst one, we present a family of �ctitiousdomain methods (FDM) based on Lagrange multipliers de�ned on the boundary @!(BLM-technique) or in the domain � := 
 n ! (DLM-technique) and forcing givenboundary conditions to be satis�ed. These approaches lead to the so-called mixedvariational formulations. Their abstract setting and main existence, uniqueness andconvergence results are mentioned in Chapter 1. They are used to describe BLMand DLM techniques for solving Dirichlet boundary value problems in 2D and 3D(see Chapter 2 and also [13],[22], [25],[42]). Chapter 3 deals with a new �ctitiousdomain approach for the numerical realization of the mixed Dirichlet-Neumann andpure Neumann boundary value problems with the second order elliptic operatorswithout the absolute term (see [23]). The original problem is �rstly transformed intoits dual form (in terms of gradients). This form is extended to a �ctitious domainand the respective 
ux condition on @! is released by means of boundary Lagrangemultipliers. A mixed �nite element approximation is based on the stream functionformulation.The main goal of this thesis is to illustrate the e�ciency of FDM-solvers in shapeoptimization (see the second part of thesis and also [21],[23],[25],[26]). In Chapter 4we present and analyze shape optimization problems utilizing FDM-solvers at thelower optimization level. The main advantage of FDM's is the fact that all compu-tations are performed in a �xed, simple shaped domain 
, using the same partitions,which are independent of the geometry of !. Consequently the respective sti�nessmatrix also does not depend on !. It can be computed and stored once for ever.On the other hand this approach has a disadvantage too. The minimized functionmay become only directionally but not continuously di�erentiable. To overcome thisdi�culty, the global optimization methods which are based only on function eva-luations can be used. Here we use the stochastic type minimization algorithm calledMCRS (Modi�ed Controlled Random Search). Combination of a shape optimizationtechnique with FDM-solvers is used for the numerical realization of Bernoulli's free-boundary problems in Chapter 5. These problems arise for example in ideal 
uiddynamics, optimal insulation and electro-chemistry (see [1], [10], [12]).At the end of each chapter several numerical examples illustrate the e�ciency oftechniques presented in the respective chapter.2
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ZnaèeníMno¾inyN mno¾ina v¹ech pøirozených èísel;Z mno¾ina v¹ech celých èísel;R1 mno¾ina v¹ech reálných èísel;R1+ mno¾ina v¹ech nezáporných reálných èísel;Rk (k 2 N) R1 �R1 � : : :�R1 (k�);Nech» ! � Rn, n = 2; 3 je oblast s Lipschitzovskou hranicí, pak oznaèíme:@! hranice oblasti !;! uzávìr oblasti !;j!j (:= meas !) míra oblasti !;Lineární algebrax vektor (sloupcový);A matice;xT transpozice vektoru;A T transpozice matice;A �1 inverze matice;Diferenciální operátorygrad u = ( @u@x1 ; @u@x2 ) gradient u;curlu = ( @u@x2 ;� @u@x1) zavíøenost u;divu = @u1@x1 + @u2@x2 divergence u = (u1; u2);4u = @2u@x21 + @2u@x22 Laplaceùv operátor;Koneènì prvková diskretizaceTh triangulace oblasti;Rh rektangulace oblasti;uh, resp. ûh koneènì prvkové øe¹ení;
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Prostory funkcíPn(T ) prostor polynomù nejvý¹e n-tého stupnì natrojúhelníkovém elementu T ;Q1(R) prostor bilineárních, resp. trilineárních funkcí naobdélníkovém elementu R ve 2D, resp. kvádru ve 3D;C(!) prostor spojitých funkcí na ! a spojitìroz¹iøitelných na !;Ck(!) prostor funkcí, jejich¾ derivace a¾ do øáduk 2 N jsou spojité v ! a spojitìroz¹iøitelné na !;C1(!) := 1Tk=0Ck(!);C1;1(I) prostor funkcí, jejich¾ 1. derivace jeLipschitzovská na intervalu I;Lp(!) prostor mìøitelných funkcí na ! a lebesgueovskyintegrovatelných s mocninou p � 1;Lploc(R2) prostor lokálnì lebesgueovsky integrovatelnýchfunkcí s mocninou p � 1 v R2;k:kLp(!) norma v prostoru Lp(!);k:kL2(!) (:= k:k0;!) norma v prostoru L2(!);(:; :)0;! skalární souèin funkcí z L2(!) (nebo (L2(!))2);Hk(!) (k 2 N) Sobolevùv prostor funkcí, je¾ jsou spoleènì se svýmizobecnìnými derivacemi a¾ do øádu k integrovatelnés kvadrátem v !;Hs(!) (s 62 N, s > 0) Sobolevùv prostor funkcí s necelou derivací;H10 (!) podprostor funkcí z H1(!) s nulovou stopou na @!;k:kH1(!) (:= k:k1;!) norma v prostoru H1(!), kdekukH1(!) = qkuk2L2(!) + k jruj k2L2(!);j:jH1(!) (:= j:j1;!) seminorma v prostoru H1(!);H(div;
) prostor funkcí kvadraticky integrovatelných v 
,jejich¾ divergence ve smyslu distribucí je kvadratickyintegrovatelná v 
;H1=2(@!) prostor stop na @! funkcí z H1(!);H�1=2(@!) duál k H1=2(@!);
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Dal¹í symbolyuj! zú¾ení funkce u na oblast !;supp u nosiè funkce u;! silná konvergence;* slabá konvergence;�!�! stejnomìrná konvergence;U¾ité zkratkyBLM metoda hranièních Lagrangeových multiplikátorù,varianta ve 2D, resp. 3D se znaèí BLM2D, resp. BLM3D(boundary Lagrange multiplier method);DLM metoda distribuovaných Lagrangeových multiplikátorù,varianta ve 2D, resp. 3D se znaèí DLM2D, resp. DLM3D(distributed Lagrange multiplier method);LBB-podmínka Lady¾enská-Babu¹ka-Brezzi podmínka;LM Lagrangeùv multiplikátor;MFO metoda �ktivních oblastí;MFO-øe¹ièe øe¹ièe u¾ívající k numerické realizaci stavovéhoproblému metodu �ktivních oblastí;o.p. okrajové podmínky;
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PøedmluvaV poslední dobì je velká pozornost vìnována studiu metod �ktivních oblastí (MFO).Tyto pøedstavují v souèasnosti velmi efektivní prostøedek øe¹ení slo¾itých problémùobjevujících se v teorii i v praxi. Hlavní dùvod jejich popularity spoèívá v mo¾-nosti pøeformulovat pùvodní úlohu, je¾ je de�novaná na oblasti se slo¾itou geometrií! na úlohu novou, øe¹enou na tzv. �ktivní oblasti 
 � !, její¾ geometrie je jed-noduchá a pravidelná (obdélník, kvádr apod.). Na tuto novì zformulovanou úlohupøitom klademe podmínku, aby její øe¹ení zú¾ené na oblast ! bylo øe¹ením pùvod-ního problému. Na oblasti 
 mù¾eme pou¾ít speciální dìlení, které nám umo¾níøe¹it výslednou soustavu algebraických rovnic pomocí rychlých øe¹ièù a efektivníchpøedpodmiòovacích technik.MFO je rozvíjena ve dvou smìrech. První z nich je èistì algebraický (viz [2],[3],[34])a druhý funkcionálnì analytický, o nìm¾ také pojednává tato práce. Jedny z prvníchvýsledkù v tomto smìru jsou popsány v [4], kde k realizaci Dirichletovy a Neu-mannovy okrajové úlohy byla u¾ita metoda optimálního øízení. O nìco pozdìji seobjevily metody zalo¾ené na dualitì. Tyto metody pou¾ívají k realizaci okrajovýchpodmínek na hranici reálné oblasti Lagrangeovy multiplikátory. V pracích [13],[22]byly pou¾ity hranièní Lagrangeovy multiplikátory (zkrácenì BLM-metoda) k reali-zaci Dirichletovy okrajové podmínky a v pozdìj¹ích pracích [25],[42] byla uvedenaa analyzována formulace MFO u¾ívající distribuované Lagrangeovy multiplikátory(zkrácenì DLM-metoda) pro øe¹ení Dirichletovy a Neumannovy okrajové úlohy. Vpøípadì Neumannovy okrajové úlohy byl uva¾ován eliptický operátor druhého øádus absolutním èlenem. Kombinace hranièních a distribuovaných Lagrangeových mul-tiplikátorù pro realizaci Dirichletovy okrajové úlohy byla nedávno publikována v [16].Koneènì v [18] byla u¾ita metoda optimálního øízení kombinovaná s metodou hra-nièních Lagrangeových multiplikátorù k øe¹ení smí¹ené Dirichletovy-Neumannovyokrajové úlohy.Tato práce má 2 cíle: jednak teoreticky roz¹íøit MFO na øe¹ení úloh obsahujícíchNeumannovu okrajovou podmínku pro eliptický diferenciální operátor druhého øádubez absolutního èlenu za pou¾ití hranièních Lagrangeových multiplikátorù a prak-ticky ovìøit v¹echny vý¹e zmínìné varianty MFO (èást I). Druhým cílem je ukázat,¾e MFO lze s úspìchem pou¾ít jako¾to øe¹ièe stavových úloh v tvarové optimali-zaci (èást II a také [21],[23],[25],[26]). U¾ití MFO zvy¹uje efektivnost øe¹ení vnitøníúrovnì optimalizaèního procesu (stavového problému) s mo¾ností paralelizace výpo-ètù na úrovni vnìj¹í (vlastní tvarová optimalizace). Pøitom podstatnì zjednodu¹ujeimplementaci celé úlohy. Abychom to ukázali, porovnáme tento pøístup s pøístupemklasickým, jen¾ je zalo¾en na postupné deformaci hranice oblasti. K získání novékon�gurace !k+1 u klasického pøístupu musíme udìlat následující kroky (pøedpoklá-dáme, ¾e na¹e stavová úloha je lineární a ¾e pou¾íváme klasickou metodu koneènýchprvkù):(i) provést diskretizaci nové oblasti;(ii) sestavit novou matici tuhosti a vektor zatí¾ení;(iii) øe¹it novou soustavu lineárních algebraických rovnic.7



Tyto kroky se opakují mnohokrát, z èeho¾ vyplývá, ¾e tento pøístup nemusí býtobecnì pøíli¹ efektivní. Naopak, pou¾ijeme-li MFO, vyhneme se zcela kroku (i), je-liko¾ pracujeme s pevnou sítí a èásteènì i kroku (ii), proto¾e matice tuhosti zùstávástejná pro v¹echny kon�gurace. Tento pøístup pøiná¹í ov¹em i jistou nevýhodu a to,¾e minimizovaná funkce nemusí být spojitì diferencovatelná, co¾ znemo¾òuje u¾itíklasických gradientních metod. Tuto nevýhodu ale snadno mù¾eme odstranit tím,¾e k hledání minima u¾ijeme metody globální optimalizace jako jsou genetické algo-ritmy, simulované ¾íhání, øízené náhodné prohledávání, migraèní algoritmy a dal¹í(viz napø. [21]). Uvedené metody u¾ívají pouze hodnoty cenové funkce a nikoli jejíderivace. Navíc jsou snadno implementovatelné a velmi dobøe paralelizovatelné. Vna¹em pøípadì jsme u¾ili algoritmus MCRS, který lze zaøadit mezi metody øízenéhonáhodného prohledávání.Zmínìný pøístup mù¾eme s výhodou pou¾ít k numerické realizaci úloh s volnouhranicí. Ilustraci provedeme na tzv. Bernoulliovì úloze. Úlohy tohoto typu vznikajív mechanice tekutin, pøi galvanizaci kovù, v elektrostatice apod. (viz [1],[10],[12]).Napø. v elektrostatice se tak modeluje problém návrhu tvaru kondenzátoru, jeho¾jedna èást hranice je pøedepsaná a druhá èást se hledá tak, aby výsledné elektrosta-tické pole podél ní bylo konstantní. Takovýto typ problému mù¾e být s výhodoupøeformulován na úlohu tvarové optimalizace, její¾ stavový problém je øe¹en u¾itímMFO (viz kapitolu 5 a [29]).Tato práce sestává ze dvou èástí. V první (kapitoly 1-3) se vìnujeme u¾ití me-tody �ktivních oblastí pro øe¹ení eliptických okrajových úloh druhého øádu a vedruhé èásti (kapitoly 4-5) pak realizaci problémù tvarové optimalizace u¾ívajících navnitøní úrovni MFO. V kapitole 1 jsou shrnuty základní výsledky z abstraktní teoriesmí¹ených variaèních úloh. Tìchto výsledkù vyu¾ijeme v kapitole 2 k de�nici BLMa DLM-metody k øe¹ení Dirichletovy okrajové úlohy ve 2D i 3D. Tøetí kapitola jevìnována metodì hranièních Lagrangeových multiplikátorù k realizaci Dirichletovy-Neumannovy a èistì Neumannovy okrajové úlohy pro eliptickou rovnici 2. øádu bezabsolutního èlenu a obsahuje nové teoretické výsledky. V kapitole 4 pojednávámeo vlastní tvarové optimalizaci. Uvádíme zde abstraktní formulaci problémù tvarovéoptimalizace vyu¾ívající MFO k numerické realizaci stavové úlohy. Provádíme ana-lýzu citlivosti a zmiòujeme výhody a nevýhody tohoto pøístupu. Navíc popisujemejednoduchý, v praxi osvìdèený algoritmus MCRS, který vyu¾ijeme k minimizacicenové funkce. V kapitole 5 pak postupy z pøedchozí èásti práce aplikujeme na øe-¹ení Bernoulliho úloh s volnou hranicí. V závìru ka¾dé kapitoly (s vyjímkou první)ilustrujeme uvedenou problematiku na nìkolika modelových pøíkladech.
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Èást I. U¾ití MFO k øe¹ení stavových úlohTato èást je vìnována popisu a analýze MFO zalo¾ených na u¾ití Lagrangeovýchmultiplikátorù za úèelem splnìní pøedepsaných okrajových podmínek. Tyto metodyu¾ijeme k øe¹ení Dirichletovy (kapitola 2) a smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy, resp.èistì Neumannovy (kapitola 3) okrajové úlohy. Formulace MFO u¾ívající Lagrange-ovy multiplikátory k realizaci okrajových podmínek vedou na tzv. smí¹enou variaèníúlohu a proto v kapitole 1 struènì uvádíme základní výsledky z abstraktní teoriesmí¹ených variaèních formulací. Nejdøíve si uka¾me obecný princip MFO na øe¹eníabstraktní okrajové úlohy.Nech» ! je omezená oblast v Rn, n = 2; 3 s Lipschitzovskou hranicí @!. Na tétooblasti uva¾ujme následující eliptickou okrajovou úlohu:(P) 8<: Au(!) = f v !; ! � Rn;+ o.p. na @!;kde A je eliptický operátor 2. øádu, u(!) je øe¹ení (P) a f 2 L2(!).Jak ji¾ bylo zmínìno, základní my¹lenkou metody �ktivních oblastí je (viz obr.2.1) vnoøit oblast se slo¾itou geometrií ! do oblasti s jednoduchou geometrií 
 :=� [ ! a úlohu (P) nahradit za úlohu(P̂) 8<: Â û = ~f v 
;+ o. p. na @
;kde Â je opìt eliptický operátor 2. øádu, û je øe¹ení (P̂) a ~f 2 L2(
) je vhodnéroz¹íøení f z oblasti ! na 
. Nová úloha (P̂) pøitom musí být zvolena tak, aby jejíøe¹ení zú¾ené na oblast ! bylo øe¹ením pùvodní úlohy (P). Dùvod, proè to dìláme,je snadno vidìt: oblast 
 mù¾e být vhodnì rozdìlena na koneèné elementy, co¾nám umo¾ní u¾ít vysoce efektivní øe¹ièe výsledné soustavy lineárních algebraickýchrovnic.1 Abstraktní teorie smí¹ených variaèních formu-lacíFormulace MFO, je¾ u¾ívají Lagrangeovy multiplikátory za úèelem splnìní okrajo-vých podmínek, vedou na tzv. smí¹enou variaèní úlohu. Z tohoto dùvodu v tétoèásti nejprve uká¾eme abstraktní tvar smí¹ené variaèní formulace a její aproximacea uvedeme nejdùle¾itìj¹í výsledky o existenci, jednoznaènosti a konvergenci øe¹ení(podrobnìji viz [7]).Nech» V a Q jsou reálné Hilbertovy prostory a k:kV , resp. k:kQ jejich normy.Dále nech» V 0 a Q0 jsou odpovídající duální prostory a symboly h: ; :iV 0�V , resp.h: ; :iQ0�Q znaèí pøíslu¹né duality mezi prostory V a V 0, resp. Q a Q0. Oznaème je¹tìa : V � V ! R a b : V �Q! R dvì omezené bilineární formy, t.j.:(1.1) 9M = konst: > 0 : ja(u; v)j �MkukV kvkV 8u; v 2 V ;(1.2) 9m = konst: > 0 : jb(v; q)j � mkukV kqkQ 8(v; q) 2 V �Q9



a koneènì nech» f 2 V 0 a g 2 Q0 jsou dány.Smí¹enou variaèní formulací urèenou daty fV;Q; a; b; f; gg pak míníme následu-jící úlohu:(P̂a) 8>>><>>>: Najdi (u; �) 2 V �Q takové, ¾ea(u; v) + b(v; �) = hf; viV 0�V 8v 2 V;b(u; q) = [g; q]Q0�Q 8q 2 Q:K zaji¹tìní existence a jednoznaènosti øe¹ení (u; �) problému (P̂a) pro libovolné(f; g) 2 V 0 �Q0 postaèují následující dva pøedpoklady:(1.3) 9� = konst: > 0 : a(v; v) � �kvk2 8v 2 V ;(1.4) 9� = konst: > 0 : supv2Vv 6=0 b(v; q)kvkV � �kqkQ 8q 2 Q:Potom platíVìta 1.1 Nech» jsou splnìny podmínky (1.1){(1.4). Potom (P̂a) má jediné øe¹ení(u; �) pro libovolné (f; g) 2 V 0 �Q0.Dùkaz. Viz. [7]. 2Poznámka 1.1 Podmínky (1.3) a (1.4) mohou být je¹tì dále zeslabeny. Opìt viz[7].K diskretizaci problému (P̂a) pou¾ijeme smí¹enou metodu koneèných prvkù. Pro-story V a Q budou nahrazeny svými koneènì dimenzionálními podprostory Vh a Qh,na kterých uva¾ujeme úlohu:(P̂a)h 8>>><>>>: Najdi (uh; �h) 2 Vh �Qh takové, ¾ea(uh; vh) + b(vh; �h) = hf; vhiV 0�V 8vh 2 Vh;b(uh; qh) = [g; qh]Q0�Q 8qh 2 Qh:K zaji¹tìní existence a jednoznaènosti øe¹ení (uh; �h) problému (P̂a)h staèí splnitnásledující pøedpoklad oznaèovaný jako podmínka stability:(1.5) b(vh; qh) = 0 8vh 2 Vh =) qh = 0:Z (1.5) plyne, ¾e existuje konstanta �h > 0, obecnì závislá na diskretizaèním para-metru h taková, ¾e supvh2Vhvh 6=0 b(vh; qh)kvhkV � �hkqhkQ 8qh 2 Qh:K zaji¹tìní konvergence øe¹ení úlohy (P̂a)h k øe¹ení (P̂a) pro h ! 0+ potøebu-jeme ov¹em silnìj¹í pøedpoklad a sice splnìní Lady¾enské-Babu¹ky-Brezziho (LBB)-podmínky: 10



(1.6) 9�0 = konst: > 0 : supvh2Vhvh 6=0 b(vh; qh)kvhkV � �0kqhkQ 8qh 2 Qh; 8h! 0+;kde �0 > 0 je nezávislá na h, t.j. konstanta �h z (1.5) je omezená zdola konstantou�0. Konvergenèní výsledek je shrnut v následující vìtì:Vìta 1.2 Nech» jsou splnìny podmínky (1.1){(1.4) a (1.6). Dále pøedpokládejme,¾e systémy fVhg a fQhg, h ! 0+ jsou husté ve V a Q. Potom posloupnost øe¹eníf(uh; �h)g úloh (P̂a)h konverguje k øe¹ení (u; �) problému (P̂a):uh ! u ve V ;�h ! � v Q; h! 0+a platí: ku� uhkV + k�� �hkQ � Cf infvh2Vh ku� vhkV + inf�h2Qh k�� �hkQg;pøièem¾ konstanta C nezávisí na h.Nyní pro pevnì danou hodnotu parametru h zformulujeme algebraický tvar úlohy(P̂a)h. Nech» f'igni=1 a f jgmj=1, n = dimVh, m = dimQh jsou systémy bázovýchfunkcí prostorù Vh a Qh. Pak (P̂a)h vede na následující soustavu lineárních alge-braických rovnic:(1.7) 0@ A B TB O 1A0@ u� 1A = 0@ FG 1A ;kde u a � jsou souøadnice funkcí uh a �h vzhledem k bázím f'igni=1 a f jgmj=1. Navícprvky matic A 2 Rn�n a B 2 Rm�n jsou de�novány následovnì:aij = a('j; 'i); i; j = 1; : : : ; n;bkj = b('j;  k); j = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;m:V následujících dvou kapitolách u¾ijeme výsledky této èásti k popisu a analýzejednotlivých typù MFO zalo¾ených na u¾ití Lagrangeových multiplikátorù k øe¹eníDirichletovy, smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy a èistì Neumannovy okrajové úlohy.2 Dirichletova okrajová úlohaV odstavcích 2.1, resp. 2.2 jsou uvedeny varianty MFO zalo¾ené na hranièních a dis-tribuovaných Lagrangeových multiplikátorech k øe¹ení Dirichletovy okrajové úlohy.V odstavci 2.3 pak ilustrujeme jejich u¾ití na nìkolika modelových pøíkladech ve 2Di 3D. Podrobný popis a analýzu tìchto metod mù¾eme najít v [13], resp. v [25],[42].Z dùvodu jednoduchosti výkladu se v následujícím omezíme na homogenní Poisso-novu úlohu ve 2D: 11



(P)0 8<: �4u = f v !; f 2 L2(!)u = 0 na @!nebo ve slabé formulaci:(P) 8><>: Najdi u 2 H10 (!) takové, ¾eZ! grad u � grad v dx = Z! fv dx 8v 2 H10 (!):Zmìny, které je nutno provést v pøípadì, ¾e máme pøedepsanou nehomogenní Di-richletovu okrajovou podmínku, jsou zmínìny v poznámce 2.5, resp. 2.8. Nyní uve-deme dva konkrétní zpùsoby odvození úlohy (P̂) z (P) u¾itím hranièních a distri-buovaných Lagrangeových multiplikátorù.2.1 BLM-metodaTato èást je vìnována popisu a analýze MFO zalo¾ené na hranièních Lagrangeo-vých multiplikátorech (zkrácenì BLM-metoda) k realizaci pøedepsané Dirichletovyokrajové podmínky na @!.Nech» 
 je �ktivní oblast obdélníkového tvaru obsahující ! (viz obr. 2.1). Dále
PSfrag replacements � ! �Obr. 2.1oznaème H1=2(@!) = f' 2 L2(@!)j 9v 2 H1(!) : ' = v na @!gprostor stop na @!. Je známo, ¾e H1=2(@!) je Banachùv prostor s normouk'k1=2;@! = infv2H1(!)v=' na @! kvk1;!aH�1=2(@!) buï odpovídající duální prostor. De�nujme Lagrangian L : V ��! R1následovnì: L(v; �) = 12 Z
 j grad vj2 dx� Z
 ~fv dx� h�; vi;kde ~f 2 L2(
) je takové, ¾e ~f j! = f , symbol h:; :i oznaèuje dualitu mezi prostory� := H�1=2(@!) a H1=2(@!) a V je uzavøený podprostor z H1(
). Typické volbyprostoru V jsou: H1(
), H10 (
) neboH1P (
) = fv j v 2 H1(
); v je periodická na @
g:12



V této èásti pou¾ijeme V := H10 (
). Prostor Lagrangeových multiplikátorù � zdezavádíme proto, abychom dosáhli splnìní po¾adavku, ¾e ûj! øe¹í (P). Nyní místoúlohy (P) budeme uva¾ovat následující úlohu sedlového bodu:(P̂B)0 8<: Najdi (û; �) 2 V � � takové, ¾eL(û; �) � L(û; �) � L(v; �) 8(v; �) 2 V � �nebo ekvivalentnì:(P̂B) 8>>>><>>>>: Najdi (û; �) 2 V � � takové, ¾eZ
 grad û � grad v dx = Z
 ~fv dx+ h�; vi 8v 2 V;h�; ûi = 0 8� 2 �:Vztah mezi problémy (P) a (P̂B) plyne zVìta 2.1 Problém (P̂B) má jediné øe¹ení (û; �) 2 V � �. Navíc � = [@û@� ] je skoknormálové derivace @û@� na @! a ûj! øe¹í (P) (pøitom orientace vnìj¹í normály � jepatrna z obr. 2.1).Dùkaz. Nech» u1 a u2 jsou øe¹ení následujících homogenních Dirichletových okra-jových úloh (P)1 a (P)2:(P)18><>: �4u1 = f (= ~f j!) v !;u1 = 0 na @!; (P)28><>: �4u2 = ~f j� v �;u2 = 0 na @�;kde � = 
 n !. De�nujme funkci û = 8<: u1 v !;u2 v �a prostor V0 = fv 2 H10 (
) j v = 0 na @!g:Zøejmì û 2 V0 a u¾itím Greenovy vìty dostaneme:(2.1) (grad û; grad v)0;
 = ( ~f ; v)0;
 + h@u1@� ; vi+ h�@u2@� ; vi 8v 2 H10 (
);pøièem¾ znaménko '-' v posledním èlenu je dùsledkem orientace �. Je jednoduchéukázat, ¾e zobrazení v 7�! h@u1@� ; vi+ h�@u2@� ; vi 8v 2 H10 (
)de�nuje lineární spojitý funkcionál na H1=2(@!), který oznaèíme � 2 H�1=2(@!):(2.2) h�; vi := h@u1@� ; vi+ h�@u2@� ; vi 8v 2 H10 (
):Z toho a z (2.1) vidíme, ¾e (û; �) splòuje první rovnici v (P̂B) a druhou pak splòuje13



proto, ¾e û = 0 na @!. Dokázali jsme tedy, ¾e (û; �), kde � = [@û@� ], je øe¹ením úlohy(P̂B). Problém (P̂B) má tedy alespoò jedno øe¹ení. Na druhé stranì, pokud (ŵ; �)je jiné øe¹ení (P̂B), pak opaèným postupem dostaneme, ¾e ŵj! = u1, ŵj� = u2, kdeui øe¹í úlohu (P)i,i = 1; 2 a � = [@û@� ]. Proto¾e ka¾dý z problémù (P)i,i = 1; 2 májediné øe¹ení, je (ŵ; �) = (û; �) a problém (P̂B) má tudí¾ jediné øe¹ení. 2Existenci a jednoznaènost øe¹ení úlohy (P̂B) mù¾eme také jednodu¹e obdr¾etpøímo z vìty 1.1, proto¾e problém (P̂B) je speciálním pøípadem úlohy (P̂a) s násle-dující volbou dat:V = H10 (
); Q = H�1=2(@!); a(u; v) = Z
 grad u � grad v dx;b(v; q) = �hq; vi; hf; viV 0�V = Z
 ~fv dx; g � 0; u; v 2 V; q 2 Q;Poznámka 2.1 (velmi dùle¾itá) Roz¹íøíme-li funkci f nulou z ! na celou �ktivníoblast 
, pak û = 0 v � a tudí¾ � = [@û@� ] = @û@� = @u@� na @!.Poznámka 2.2 Úloha (P̂B) pøedstavuje modelování prùhybu membrány upevnìnév rámeèku tvoøeném hranicí �ktivní oblasti 
, kde ~f pøedstavuje zatí¾ení membrányv kolmém smìru a û její prùhyb. Lagrangeovy multiplikátory mají význam sil kon-centrovaných na @!, je¾ zabraòují deformaci membrány na @! a tím zároveò realizujíhomogenní Dirichletovu okrajovou podmínku.Nyní pøejdìme k aproximaci úlohy (P̂B). K tomuto úèelu pou¾ijeme smí¹enoumetodu koneèných prvkù zmínìnou v pøedchozí kapitole, kdy nahradíme prostoryV a � koneènì dimenzionálními podprostory Vh a �H . Jedna z mo¾ných konstrukcítìchto podprostorù bude popsána ní¾e.Nech» Th je stejnomìrná triangulace oblasti 
 (viz obr. 2.2), kterou zkonstruu-
PSfrag replacements 
 @! = Smi=1 ~Si!uzly THObr. 2.2jeme následovnì: �ktivní oblast 
 nejdøíve rozdìlíme na ètverce s krokem h a ka¾dý14



ètverec podél jedné z diagonál je¹tì na dva stejné trojúhelníky. Toto dìlení 
 spo-leènì s vhodným oèíslováním uzlù nám umo¾ní u¾ít rychlé øe¹ièe k nalezení øe¹enívýsledných soustav lineárních algebraických rovnic. Pro dané Th zkonstruujeme pro-stor Vh = fvh 2 C(
) j vhjT 2 P1(T ) 8T 2 Th; vh = 0 na @
g;t.j. Vh obsahuje v¹echny spojité, po èástech lineární funkce nulující se na @
. Vdal¹ím textu z dùvodu jednoduchosti budeme pøedpokládat, ¾e ! je polygonálníoblast. Obecný pøípad s hladkou hranicí je analyzován v [13]. Hranice @! se dá psátve tvaru: @! = mSi=1 ~Si, kde ~Si jsou jednotlivé strany polygonu @! (viz obr. 2.2).Rozdìlme ka¾dý úsek ~Si na pøímé èásti Sk, které nemusí být nutnì stejné délky, aleplatí pro nì, ¾e 3h � jSkj � Lh, kde L je pevnì dáno a jSkj znaèí délku Sk. Nech»H = maxk jSkj a TH znaèí systém v¹ech takových fSkgm(H)k=1 (opìt viz obr. 2.2). Nyníji¾ mù¾eme de�novat prostor�H = f�H 2 L2(@!) j �H jS 2 P0(S) 8S 2 THg;t.j. �H je prostor po èástech konstantních funkcí na TH .Aproximací problému (P̂B) rozumíme následující úlohu:(P̂B)hH 8>>>>>><>>>>>>: Najdi (ûh; �H) 2 Vh � �H takové, ¾eZ
 grad ûh � grad vh dx = Z
 ~fvh dx+ Z@! �Hvh ds 8vh 2 Vh;Z@! �H ûh ds = 0 8�H 2 �H :K zaji¹tìní existence a jednoznaènosti øe¹ení problému (P̂B)hH potøebujeme pod-mínku stability (1.5), je¾ v tomto pøípadì má tvar:Z@! �Hvh ds = 0 8vh 2 Vh =) �H = 0:Lze ukázat, ¾e tato podmínka je splnìna, pokud je pomìr H=h dostateènì velký. Toznamená, ¾e norma dìlení TH u¾itého pro de�nici hranièních Lagrangeových mul-tiplikátorù musí být vìt¹í ne¾ norma dìlení Th u¾itého pro konstrukci prostoru Vh(viz [13]).Pokud je pomìr 3 � H=h � L (opìt viz [13]), kde L je pevnì dáno, pak kromìvý¹e zmínìné podmínky stability je splnìna i následující LBB-podmínka:supvh2Vhvh 6=0 Z@! �Hvh dskvhk1;
 � �0k�Hk�1=2;@! 8�H 2 �Hpro nìjaké �0 > 0 nezávislé na h a H. Jak víme, LBB-podmínka zaji¹»uje konver-genci øe¹ení úloh (P̂B)hH k øe¹ení úlohy (P̂B) pro h;H ! 0+. Øád konvergenceposloupnosti f(ûh; �H)g k (û; �) je studován v [13], kde je dokázánaVìta 2.2 Nech» 3 � H=h � L. Pak platí, ¾ekû� ûhk1;
 + k�� �Hk�1=2;@! = O(h1=2�"); h! 0+15



pro ka¾dé " > 0 a za pøedpokladu, ¾e ûj! 2 H2(!) a ûj� 2 H2(�).Odhad chyby ve vìtì 2.2 není optimální, proto¾e øe¹ení û není obecnì hladkéna celé �ktivní oblasti 
 a proto mù¾eme oèekávat pouze to, ¾e û 2 H3=2�"(
)pro libovolnì malé " > 0. Z pøedchozí vìty plyne, ¾e posloupnost f�Hg konvergujek � = [@û@� ] pouze v normì H�1=2(@!). V [28] je ov¹em ukázáno, ¾e pou¾ijeme-li techniku regularizace, bude f�Hg konvergovat k � dokonce i v prostoru L2(@!),pokud � 2 L2(@!).Poznámka 2.3 Na funkci uh := ûhj! mù¾eme pohlí¾et jako na aproximaci øe¹enípùvodní úlohy (P) formulované na ! s tím, ¾e pøedepsaná homogenní Dirichletovaokrajová podmínka je splnìna pouze ve slabém smyslu:ZS ûh ds = 0 8S 2 TH:Maticová formulace úlohy (P̂B)hH vede na soustavu lineárních algebraických rov-nic typu (1.7), kde A pøedstavuje matici tuhosti, B je matice transformace, F jevektor zatí¾ení a u, � jsou vektory uzlových hodnot ûh a ��H ! Vektor G = 0 vpøípadì pøedepsané homogenní Dirichletovy okrajové podmínky na @!.Prvky matic A , B a vektoru F se poèítají následovnì:aij = Z
 grad'i � grad'j dx; i; j = 1; : : : ; n; n = dimVh;bkj = ZSk 'j ds; Sk 2 TH ; k = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n; m = dim�H;fj = Z
 ~f'j dx; j = 1; : : : ; n;kde f'igni=1 jsou Courantovy bázové funkce Vh. K výpoètu integrálù mù¾eme s vý-hodou pou¾ít numerickou integraci (viz odstavec 2.3).Poznámka 2.4 (velmi dùle¾itá) Informace o geometrii reálné oblasti ! je obsa¾enapouze v matici transformace B (eventuelnì ve vektoru zatí¾ení F), ale ne v maticituhosti A . Závislost F na ! závisí na tom, jak je funkce f roz¹íøena na celou �ktivníoblast 
.Efektivní zpùsob øe¹ení úlohy (1.7) spoèívá v eliminaci vektoru u, èím¾ dosta-neme následující soustavu lineárních algebraických rovnic pro druhou slo¾ku �:B A �1 B T � = B A �1 F:Tuto soustavu øe¹íme metodou sdru¾ených gradientù. Zde je tøeba upozornit, ¾e ve-likost matice B A �1 B T je mnohem men¹í ne¾ velikost A . Dále násobení maticí A �1mù¾e být efektivnì zrealizováno u¾itím Choleského faktorizace nebo pomocí rych-lých øe¹ièù zalo¾ených na Fourierovì analýze a cyklické redukci (pro popis tìchtometod viz [27],[40],[41]). Navíc k matici B A �1 B T mù¾eme sestrojit výkonné pøed-podmiòovaèe (viz napø. [18]). 16



Poznámka 2.5 Máme-li pøedepsanou nehomogenní Dirichletovu okrajovou pod-mínku u = g na hranici @!, kde g 2 H1=2(@!), pak musíme nahradit druhou rovniciv úloze (P̂B), resp. (P̂B)hH za rovnicih�; û� gi = 0 8� 2 �;resp. Z@! �H ûh ds = Z@! �Hg ds 8�H 2 �H:V pravé stranì soustavy lineárních algebraických rovnic (1.7) se pak vyskytuje vektorG se slo¾kami gk = ZSk g ds; Sk 2 TH; k = 1; : : : ;m; m = dim�H :K výpoètu integrálù mù¾eme opìt pou¾ít numerickou integraci.2.2 DLM-metodaTato èást je vìnována popisu a analýze variantì MFO zalo¾ené tentokráte na pou¾itídistribuovaných Lagrangeových multiplikátorù (zkrácenì DLM-metoda) a u¾ité opìtk øe¹ení homogenní Dirichletovy okrajové úlohy (P). Zmìny, které je nutno provést,máme-li pøedepsanou nehomogenní Dirichletovou okrajovou podmínku, jsou uve-deny v poznámce 2.8. Tento typ MFO je podrobnì studován v [25]. V teoretickéèásti se opìt omezíme na 2D pøípad.Oznaème V (�) = fv 2 H1(�) j 9z 2 H10 (
) : v = zj�gprostor restrikcí v¹ech funkcí z H10 (
) na � a nech» � := V 0(�) je odpovídajícíduální prostor. Na pøedepsanou homogenní Dirichletovu okrajovou podmínku na@! opìt pohlí¾íme jako na omezení, které budeme realizovat pomocí Lagrangeovýchmultiplikátorù z prostoru V 0(�). De�nujme Lagrangian L : H10 (
) � � ! R1vztahem: L(v; �) = 12 Z
 j grad vj2 dx� Z
 ~fv dx� h�; vi;kde ~f 2 L2(
) je takové, ¾e ~f j! = f a symbol h:; :i oznaèuje dualitu mezi prostory� a V (�).Nyní místo úlohy (P) uva¾ujme smí¹enou formulaci:(P̂D) 8>>>><>>>>: Najdi (û; �) 2 H10 (
) �� takové, ¾eZ
 grad û � grad v dx = Z
 ~fv dx+ h�; vi 8v 2 H10 (
);h�; ûi = 0 8� 2 �:Vztah mezi problémy (P) a (P̂D) plyne z17



Vìta 2.3 Problém (P̂D) má jediné øe¹ení (û; �) 2 H10 (
) � � a ûj! je øe¹enímpùvodní úlohy (P).Dùkaz. K dùkazu existence a jednoznaènosti úlohy (P̂D) u¾ijeme vìtu 1.1. Polo¾meve formulaci (P̂a): V = H10 (
) a Q = �. Vidíme, ¾e podmínky (1.1){(1.3) jsoutriviálnì splnìny. K ovìøení podmínky (1.4) vezmìme libovolné w 2 V (�). Potomstopa funkce w na @! mù¾e být spojitì roz¹íøena z hranice @! dovnitø !, t.j. mù¾emezkonstruovat funkci ~w 2 H10 (
) takovou, ¾e ~wj� = w a souèasnì(2.3) 9� = konst: > 0 : k ~wk1;
 � �kwk1;�;kde � nezávisí na w. Oznaème ~V (�) podprostor H10 (
), jeho¾ prvky jsou právìpopsaná spojitá roz¹íøení z � do 
 funkcí, je¾ patøí do V (�). Potom z (2.3) plyne:supv2H10(
)v 6=0 h�; vikvk1;
 � sup~w2~V (�)~w 6=0 h�; ~wik ~wk1;
 � 1� supw2V (�)w 6=0 h�;wikwk1;� := 1� k�k�;kde k:k� je norma v prostoru �.Nyní je¹tì uka¾me, ¾e u := ûj! øe¹í (P). Uva¾ujeme-li v první rovnici v (P̂D)testovací funkce v 2 H10 (
) takové, ¾e supp v � !, dostaneme:Z! grad u � grad v dx = Z! fv dx;t.j. �4u = f v !. Z druhé rovnice (P̂D) pak vidíme, ¾e û � 0 v � a tedy u = 0 nahranici @!. Z toho okam¾itì plyne, ¾e ûj! 2 H10 (!) øe¹í (P). 2Poznámka 2.6 (P̂D) pøedstavuje modelování prùhybu membrány upevnìné v pev-ném rámeèku tvoøeném hranicí �ktivní oblasti 
. Lagrangeovy multiplikátory majív tomto pøípadì význam �ktivních sil pùsobících na oblasti �, je¾ zabraòují de-formaci membrány na celé této oblasti a tím zároveò realizují zadanou homogenníDirichletovu okrajovou podmínku na hranici @!.Pøejdìme nyní k aproximaci smí¹ené variaèní formulace (P̂D). Nejdøíve zkon-struujeme koneènì dimenzionální podprostory Vh a �H a to následovnì: rozdìlíme�ktivní oblast 
 na ètverce s krokem h a pak je¹tì ka¾dý ètverec pomocí diagonálna 4 stejné trojúhelníky (viz obr. 2.3). Toto dìlení oznaèíme Th a de�nujeme na nìmprostor Vh = fvh 2 C(
) j vhjT 2 P1(T ) 8T 2 Th; vh = 0 na @
g;t.j. Vh obsahuje v¹echny spojité, po èástech lineární funkce na Th a nulové na @
.Nech» TH je dal¹í dìlení �ktivní oblasti 
 takové, ¾e triangulace Th u¾itá ke kon-strukci prostoru Vh je jeho zjemnìním, t.j. ka¾dý element T 2 TH je sjednocenímkoneèného poètu trojúhelníkù z Th. Oznaème:VH = fvH 2 C(
) j vHjT 2 P1(T ) 8T 2 TH ; vH = 0 na @
g18



PSfrag replacements @!!h�h
 = !h [ �h
Obr. 2.3prostor v¹ech spojitých, po èástech lineárních funkcí na TH a nulujících se na @
.Buï dále �H prostor restrikcí v¹ech funkcí z VH na oblast �, t.j.�H := VH j�:Prostor �H je pøirozenou diskretizací �.Aproximace smí¹ené variaèní formulace (P̂D) je de�nována následovnì:(P̂D)hH 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Najdi (ûh; �H) 2 Vh � �H takové, ¾eZ
 grad ûh � grad vh dx = Z
 ~fvh dx+ Z� �Hvh dx8vh 2 Vh;Z� �H ûh dx = 0 8�H 2 �H :K zaji¹tìní existence a jednoznaènosti øe¹ení úlohy (P̂D)hH je nutné splnìní pod-mínky stability (1.5). Tato podmínka je ov¹em vzhledem k na¹í volbì prostoru �Hsplnìna automaticky, proto¾e �H � Vhj� a tudí¾ pro libovolné �H 2 �H platí:Z� �H vh dx = 0 8vh 2 Vh =) �H = 0 v �:Na funkci uh := ûhj! mù¾eme pohlí¾et jako na aproximaci øe¹ení pùvodní úlohy(P) formulované na ! s pøedepsanou homogenní Dirichletovou okrajovou podmínkousplnìnou pouze v následujícím integrálním smyslu:Z� �Hûh dx = 0 8�H 2 �H :V pøípadì, ¾e zvolíme TH = Th (a pí¹eme H = h), plyne z druhé rovnice v úloze(P̂D)hH , ¾e ûh � 0 na celé oblasti �. Ponìvad¾ øe¹ení ûh je po èástech lineární na Th,nuluje se nejenom v oblasti �, ale dokonce na vìt¹í mno¾inì �h � � (viz obr. 2.3),která je tvoøena sjednocením v¹ech trojúhelníkù z Th, je¾ mají neprázdný prùnik svnitøkem �. Tento jev je známý jako tzv. locking efekt a je dobøe patrný z obr. 2.12.Navíc z 1. rovnice v (P̂D)hH plyne, ¾e restrikce uh := ûhj!h 2 H10 (!h) je aproximacíøe¹ení homogenní Dirichletovy okrajové úlohy de�nované v !h := 
 n �h:19



(2.4) uh 2 Vh(!h) : Z!h grad uh � grad vh dx = Z!h fvh dx 8vh 2 Vh(!h);kde Vh(!h) := Vhj!h \H10 (!h):V tomto pøípadì je homogenní Dirichletova okrajová podmínka pøedepsaná na @!splnìna pøesnì.Poznámka 2.7 V [25] je ukázáno, ¾e pro vý¹e zvolený typ triangulace Th a TH = Thplatí následující odhad øádu chyby:ku� uhk1;!h � ch1=2�"; h! 0+;pokud je oblast ! konvexní a f 2 Lp(
) s p > 2. Parametr " > 0 je libovolné èíslo,c = konst: > 0 nezávisí na h a u je øe¹ení pùvodní úlohy (P).Algebraický tvar úlohy (P̂D)hH vede opìt na soustavu lineárních rovnic typu(1.7) s tím, ¾e prvky matice B jsou dány vztahem:bkj = Z�  ik'j dx; j = 1; : : : ; n; n = dimVh; ik 2 I = fi1; i2; : : : ; idg; k = 1; : : : ; d;kde f'jgnj=1 a f igmi=1 jsou bázové funkce Vh, resp. VH a I je mno¾ina indexù v¹ech i, jejich¾ nosiè má neprázdný prùnik s vnitøkem oblasti �.Poznámka 2.4 a efektivních zpùsob øe¹ení soustavy algebraických rovnic (1.7)uvedený v odstavci 2.1 zùstávají platné i v pøípadì DLM-metody, ov¹em s jistýmiúpravami pøi sestavování matice transformace B (viz odstavec 2.3).Poznámka 2.8 Je-li pøedepsaná nehomogenní Dirichletova okrajová podmínkau = g na @!, kde g 2 H1=2(@
), pak musíme zamìnit druhou rovnici v úloze (P̂D),resp. v (P̂D)hH za rovnici h�; û� ~gi = 0 8� 2 �;resp. Z� �H ûh dx = Z� �H~g dx 8�H 2 �H ;kde ~g je roz¹íøení funkce g z @! do �. Na pravé stranì soustavy lineárních algebraic-kých rovnic (1.7) pak bude vektor G, jeho¾ slo¾ky spoèteme takto:gk = Z�  ik~g dx; ik 2 I; k = 1; : : : ; d:K výpoètu integrálù mù¾eme opìt pou¾ít numerickou integraci.20



2.3 Numerická realizace a pøíkladyV pøíkladech, které následují, ilustrujeme u¾ití BLM a DLM-metody k øe¹ení kon-krétních okrajových úloh ve 2D i 3D, které byly zvoleny tak, aby jejich øe¹ení bylosnadno vyjádøitelné v analytickém tvaru.Øe¹me u¾itím pøedchozích variant MFO následující okrajovou úlohu:(P)1 8>>><>>>: �4u = f v !; ! � Rn; n = 2; 3;u = g na �int;u = 0 na �ext;kde(2.5) f = �4(udj!) 2 L2(!); g = udj�int 2 H1=2(�int):Pøíklad 2.1 V pøípadì, ¾e n = 2, volímeud(x1; x2) = 1� (x1 � Lx1=2)216 � (x2 � Lx2=2)24 ; (x1; x2) 2 R2a ! je dvojnásobnì souvislá oblast s vnitøní hranicí �int popsanou implicitní funkcí(x1�Lx1=2)2+ (x2�Lx2=2)2 = 1, pøièem¾ Lx1 = Lx2 = 10, zatímco vnìj¹í èást �ext(elipsa) odpovídá mno¾inì bodù, na ní¾ funkce ud nabývá nulové hodnoty (viz obr.2.4). Z toho a z (2.5) vyplývá, ¾e udj! je øe¹ením úlohy (P)1.
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a ! bude dvojnásobnì souvislá oblast s vnitøní hranicí �int popsanou implicitnífunkcí (x1�Lx1=2)2+(x2�Lx2=2)2+ (x3�Lx3=2)2 = 1, kde Lx1 = Lx2 = Lx3 = 10a vnìj¹í �ext odpovídající mno¾inì bodù, na ní¾ funkce ud nabývá nulové hodnoty(viz obr. 2.5, kde je znázornìna pouze polovina oblasti). Z toho a z (2.5) vyplývá,¾e udj! je øe¹ením úlohy (P)1 ve 3D.V dal¹ím pou¾ijeme �ktivní oblast 
 = (0; Lx1) � (0; Lx2) (ve 2D) nebo 
 =(0; Lx1)� (0; Lx2)� (0; Lx3) (ve 3D).V obou pøíkladech pracujeme s dvojnásobnì souvislou oblastí !. Z tohoto dù-vodu je nutno modi�kovat úlohy (P̂B) a (P̂D) následovnì:(P̂) 8>>>><>>>>: Najdi (û; �1; �2) 2 V � �1 � �2 takové, ¾eZ
 grad û � grad v dx = Z
 ~fv dx + h�1; vi1 + h�2; vi2 8v 2 V;h�1; ûi1 + h�2; ûi2 = h�1; qi1 8(�1; �2) 2 �1 � �2;kde v pøípadì BLM-metody je V := H10 (
) a symboly h :; : i1, resp. h :; : i2 oznaèujídualitu mezi prostory �1 := H�1=2(�int) a H1=2(�int), resp. �2 := H�1=2(�ext) aH1=2(�ext). Dále ~f je roz¹íøení f z oblasti ! na 
 nulou a q := g. V pøípadì DLM-metody zùstává význam V a ~f stejný. Symboly h :; : i1, resp. h :; : i2 nyní znaèí dualitumezi prostory �1 := (V j�int)0 a V j�int, resp. �2 := (V j�ext)0 a V j�ext, kde �int, �extje vnitøní, resp. vnìj¹í komponenta ! v 
 a q znaèí roz¹íøení funkce g z hranice �intna oblast 
 de�nované pøedpisem:(2.6) q(x1; x2) (resp. q(x1; x2; x3)) = 34(1 + (x1 � Lx1=2)24 )ve 2D, resp. 3D a pro který platí, ¾e q = g na �int.Poznámka 2.9 Je zøejmé, ¾e problém (P̂) má jediné øe¹ení (û; �1; �2) 2 V ��1��2a u := ûj! øe¹í (P)1. Navíc v pøípadì BLM-metody �2 = @u@� na �ext.Pøejdìme nyní k aproximaci úlohy (P̂). V dal¹ím budeme pøedpokládat, ¾e hra-nice �int a �ext jsou v pøípadì BLM-metody ve 2D popsané takovými funkcemi, ¾elze snadno urèit prùseèíky tìchto hranic se sítí pro MKP. Ve 3D se pak omezímepouze na takové hranice �int a �ext, je¾ lze popsat pomocí funkcí Sint, Sext argu-mentù ('; #) 2 [0; 2�) � [0; �]. Naproti tomu u DLM-metody ve 2D i 3D budemepøedpokládat pouze to, ¾e existuje takové rozhodovací kritérium, které jednoznaènìstanoví, zda libovolnì zvolený bod uvnitø �ktivní oblasti 
 patøí do !, �int nebo�ext.Poznámka 2.10 Z praktických dùvodù je mnohem jednodu¹¹í pou¾ít dìlení �k-tivní oblasti na obdélníky (ve 2D), resp. na kvádry (ve 3D), proto¾e se tak podstatnìulehèí práce s výpoètem integrálù závislých na geometrii reálné oblasti ! (hlavnì ve3D). Proto v praktické èásti, na rozdíl od teoretické, pracujeme výhradnì s rektan-gulacemi �ktivní oblasti.Nech» tedy Rh je stejnomìrná rektangulace �ktivní oblasti 
, t.j. 
 je rozdìlena na22



ètverce (ve 2D), resp. na krychle (ve 3D) s krokem h. Pro dané Rh zkonstruujemeprostor Vh = fvh 2 C(
) j vhjR 2 Q1(R) 8R 2 Rh; vh = 0 na @
g;t.j. Vh obsahuje v¹echny spojité, po èástech bilineární funkce (ve 2D), resp. triline-ární (ve 3D) a nabývající nuly na @
. Nyní pøistoupíme ke konstrukci prostorù �H1a �H2 pro jednotlivé varianty MFO ve 2D a 3D.
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PSfrag replacements �h;int�h;ext!hObrázek 2.6. Obrázek 2.7.BLM-metoda ve 2D (BLM 2D)Hranice �int a �ext nahradíme jejich polygonálními aproximacemi ~�int a ~�ext jedno-znaènì urèenými prùseèíky �int a �ext se stranami Rh (viz obr. 2.6). Dále rozdìlíme~�int na vzájemnì disjunktní èásti Si o délce jSij := H � 3h. Pøesto¾e se jedná o rek-tangulaci �ktivní oblasti 
, pou¾íváme stejnou podmínku na vzájemný vztah mezinormami pro obì dìlení jako v pøípadì triangulace. Navíc po¾adujeme, aby konceúsekù Si le¾ely na meziprvkových hranicích (viz obr. 2.6). Systém v¹ech takovýchfSigm1i=1 oznaèíme RH1. Pro dané RH1 de�nujeme prostor �H1 následovnì:�H1 = f�H1 2 L2(~�int) j �H1jS 2 P0(S) 8S 2 RH1g;t.j. �H1 je prostor po èástech konstantních funkcí na RH1. Stejným postupem de-�nujeme dìlení RH2 hranice ~�ext a prostor �H2 . Oblast mezi hranicemi ~�int a ~�extoznaèíme !H .DLM-metoda ve 2D i 3D (DLM 2D a DLM 3D)V tomto pøípadì de�nujeme: �H1 := Vhj�int a �H2 := Vhj�ext, t.j. diskrétní pro-story Lagrangeových multiplikátorù pou¾ívají stejné dìlení Rh jako prostor Vh.Symbolem !h oznaèíme sjednocení v¹ech R 2 Rh takových, ¾e R � !. Buï dále�h := �h;int [ �h;ext = 
 n !h (viz obr. 2.7).BLM-metoda ve 3D (BLM 3D)Zde, jak jsme ji¾ zmínili pøedpokládáme, ¾e hranice �int a �ext jsou popsány funkcemi23



Sint a Sext de�novanými na obdélníku [0; 2�)�[0; �]. Dìlení hranice �int pro hranièníLM zkonstruujeme následovnì: nejdøíve rozdìlíme oblast [0; 2�)� [0; �], je¾ tvoøí de-�nièní obor funkce Sint, na vzájemnì disjunktní èásti Si o plo¹e jSij := H2 � 9h2(viz obr. 2.8) a vzniklé dìlení promítneme pomocí funkce Sint na hranici �int, èím¾obdr¾íme její dìlení, které oznaèímeRH1 (viz obr. 2.9 pro pøípad, ¾e uvedená plochaje kulová). Pro dané RH1 zkonstruujeme prostor �H1 podobnì jako ve 2D pøípadì:�H1 = f�H1 2 L2(�int) j �H1jS 2 P0(S) 8S 2 RH1g:Stejným postupem vytvoøíme dìlení RH2 hranice �ext a de�nujeme prostor �H2 . Vtomto pøípadì je ~�int := �int, ~�ext := �ext a !H := !.
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Obrázek 2.9.Nyní ji¾ mù¾eme pøistoupit k de�nici aproximace (P̂)hH úlohy (P̂):24



(P̂)hH 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Najdi (ûh; �H1 ; �H2) 2 Vh � �H1 � �H2 takové, ¾eZ
 grad ûh � grad vh dx = Z
 ~fvh dx+ Z	1 �H1vh d� + Z	2 �H2vh d�8vh 2 Vh;Z	1 �H1 ûh d� + Z	2 �H2ûh d� = Z	1 �H1q d� 8(�H1; �H2) 2 �H1 � �H2;kde v pøípadì BLM-metody 	1 := ~�int, 	2 := ~�ext a d� := ds, t.j. pøíslu¹né integrályjsou køivkové. V pøípadì DLM-metody bude 	1 := �int, 	2 := �ext a d� := dx, t.j.pøíslu¹né integrály jsou objemové. Symboly ~f a q mají stejný význam jako v úloze(P̂).Maticová formulace úlohy (P̂)hH vede opìt na soustavu lineárních algebraickýchrovnic (1.7), kde �T = [�T1 ;�T2 ], B T = [B T1 ; B T2 ], GT = [GT1 ;0T ] a prvky matic A ,B a vektorù F, G se spoètou následovnì:aij = Z
 grad'i � grad 'j dx; i; j = 1; : : : ; n; n = dimVh;b1kj = ZSk 'j ds; g1k = ZSk g ds; Sk 2 RH1 ; k = 1; : : : ;m1;j = 1; : : : ; n; m1 = dim�H1 (BLM 2D a 3D);b1kj = Z�int 'ik'j dx; g1k = Z�int 'ikqh dx; j = 1; : : : ; n; n = dimVh;ik 2 I1 = fi1; i2; : : : ; id1g; k = 1; : : : ; d1 (DLM 2D a 3D);b2kj = ZSk 'j ds; g2k = 0; Sk 2 RH2; k = 1; : : : ;m2;j = 1; : : : ; n; m2 = dim�H2 (BLM 2D a 3D);b2kj = Z�ext 'ik'j dx; g2k = 0; j = 1; : : : ; n; n = dimVh;ik 2 I2 = fi1; i2; : : : ; id2g; k = 1; : : : ; d2 (DLM 2D a 3D);fj = Z
 ~f'j dx = Z	 f'j dx; j = 1; : : : ; n;kde qh je po èástech bilineární, resp. trilineární Lagrangeova interpolace funkce qde�nované vztahem (2.6), f'jgnj=1 jsou bázové funkce Vh a I1, resp. I2 je mno¾inaindexù tìch 'i, jejich¾ nosiè má neprázdný prùnik s vnitøkem oblasti �int, resp.�ext. Pøitom oblast 	 := !H u BLM-metody, kde¾to v pøípadì DLM-metody staèív dùsledku vlivu locking efektu integrovat pouze pøes ty elementy, je¾ celé le¾í v !,t.j. 	 := !h. Vektor G2 = 0 z dùvodu pøedepsané homogenní Dirichletovy okrajovépodmínky na �ext. K numerické integraci v pøípadì hranièních integrálù pou¾ijemeslo¾ené Simpsonovo pravidlo ve 2D a slo¾ené obdélníkové ve 3D (pøíklad volby in-tegraèních bodù ve 3D je vidìt na obrázku 2.8). V pøípadì integrace pøes èástielementù, je¾ jsou pro»até hranicemi �int a �ext, pou¾ijeme takté¾ slo¾ené obdélní-kové pravidlo. V opaèném pøípadì (pøi integraci pøes nepro»até elementy) pou¾ijeme25



Gaussovo-Legendrovo integraèní pravidlo druhého øádu v Rn, n = 2; 3, èím¾ napo-èítáme pøesnì matici A , popø. B u DLM-metody. Toto pravidlo pou¾ijeme i provýpoèet vektoru F, popø. G. Upozornìme, ¾e pøi napoèítávání vektoru G v pøípadìBLM-metody máme k dispozici funkci g 2 C(�int). Její "projekci" na ~�int prove-deme postupem popsaným v poznámce 2.14.Poznámka 2.11 Jak jsme se ji¾ zmínili, v pøípadì DLM-metody se souhlasnýmisítìmi bude øe¹ení ûh v dùsledku locking efektu rovno qh, resp. nule nejen na �int,resp. �ext, ale na oblastech vìt¹ích oznaèených �h;int a �h;ext (viz obr. 2.7). Tétoskuteènosti mù¾eme s výhodou vyu¾ít pøi konstrukci matice B .Nech» I1 \ I2 = ;. De�nujme novou matici ~B T = [~B T1 ; ~B T2 ], jejími¾ prvky jsou~b1kj = �ikj ; j = 1; : : : ; n; n = dimVh; ik 2 I1; k = 1; : : : ; d1;t.j. v k-tém øádku matice ~B 1 je pouze jeden nenulový prvek na pozici ik a jehohodnota je 1 (podobnì pro prvky ~b2kj matice ~B 2). Je jednoduché ukázat, ¾e existujetaková regulární matice C , pro kterou platí, ¾e ~B = C B . Nahraïme dále vektor Gvektorem ~G = C G = C " G10 # = 24 qjI10 35 ;kde q je vektor uzlových hodnot funkce qh. Potom øe¹ení u bude stejné, a» u¾ pou-¾ijeme v (1.7) B , G nebo ~B , ~G. V dal¹ím místo ~B a ~G budeme opìt psát B a G.Vylouèení první slo¾ky øe¹ení u v maticové formulaci (1.7) vede na soustavulineárních algebraických rovnic pro neznámou � 2 Rm:(2.7) A� = �;kde A = B A �1 B T ;� = B A �1 F�G:Matice A je symetrická, pozitivnì de�nitní, její dimenze je podstatnì men¹í ne¾dimenze matice A (hlavnì v pøípadì BLM-metody) a navíc soustavaA x = y (y dané)je efektivnì øe¹itelná u¾itím rychlých øe¹ièù jako jsou metoda cyklické redukce, Fou-rierova metoda, Choleského rozklad kombinovaný s pøímým a zpìtným chodem,metoda multigridu a metoda rozlo¾ení oblastí. Z tìchto dùvodù pou¾ijeme k øe¹enísoustavy (2.7) klasickou metodu sdru¾ených gradientù bez pøedpodmínìní. U¾itíefektivních pøedpodmiòovaèù pro speciální typy eliptických operátorù je popsáno vpøípadì BLM, resp. DLM-metody v [18], resp. [17]. Pozitivní vliv na èíslo podmínì-nosti a tím i na poèet iterací má také metoda regularizace popsaná v [28].26



Metoda sdru¾ených gradientùInicializace: �0 2 Rm (nejèastìji �0 = 0);r0 = ��A�0;v0 = r0;m = dim(A);i := 0;" > 0:Iteraèní cyklus:(#) (krik2 � "k�k2 nebo i � m) =) ukonèení cyklu;di = Avi = B Solve(B T vi);�i = rTi rivTi di ;�i+1 = �i + �ivi;ri+1 = ri � �idi;�i = rTi+1ri+1rTi ri ;vi+1 = ri+1 + �ivi;i := i+ 1 a vracíme se k (#);kde funkce x = Solve(y) vrací vektor øe¹ení x soustavy A x = y, pøièem¾ v pøípadìmetody cyklické redukce a Fourierovy metody se matice tuhosti vùbec nesestavuje.Dále vektor vi reprezentuje smìr získaný A-ortogonalizací vektoru reziduí ri. Jakoukonèovací kritéria v metodì sdru¾ených gradientù jsou uva¾ovány podmínky narelativní chybu rezidua a na omezení poètu provádìných iterací dimenzí matice A.Pøi numerické realizaci Dirichletovy okrajové úlohy u¾ijeme Fourierovu metodu a vpøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy a èistì Neumannovy okrajové úlohy (vizkapitolu 3) Choleského rozklad.
27



Výsledky pøíkladù 2.1 a 2.2V této èásti jsou vyhodnoceny výsledky øe¹ení pøíkladù 2.1 a 2.2 získané u¾itím BLMa DLM-metody. Pro ka¾dou variantu MFO a pro oba zadané pøíklady je grafem,popø. tabulkou znázornìno:� vypoètené øe¹ení stavové úlohy;� odpovídající Lagrangeùv multiplikátor;� poèet iterací metody sdru¾ených gradientù v závislosti na h;� relativní chyba øe¹ení ûhj!h v normì prostoru H1(!h), resp. L2(!h) v zá-vislosti na h, t.j. E1rel(h) := kûh � udk1;!h=kudk1;!h, resp. E0rel(h) := kûh �udk0;!h=kudk0;!h;� doba øe¹ení soustavy (2.7) v závislosti na h;� øád zmìny poètu iterací metody sdru¾ených gradientù vzhledem k h;� øád konvergence vypoètený z relativní chyby øe¹ení ûhj!h v normì prostoruH1(!h) a L2(!h) vzhledem k h;� øád zmìny doby øe¹ení soustavy (2.7) vzhledem k h,pøièem¾ vypoètené øe¹ení stavové úlohy ûh a odpovídající Lagrangeùv multiplikátor�H = [�H1; �H2 ] znázoròujeme pro BLM a DLM-metodu ve 3D pouze v øezu M�ktivní oblasti 
 rovinou x3 = Lx3=2. Stavová úloha (P)1 ve 3D zú¾ená na tentoøez odpovídá úloze (P)1 ve 2D. Je-li tedy ûj! øe¹ením (P)1 ve 3D, pak u := ûj!\Mje øe¹ením úlohy (P)1 ve 2D, co¾ je vidìt z obrázkù 2.10-13.Poznámka 2.12 Pøi výpoètu relativní chyby øe¹ení a tedy i odpovídajícího øádukonvergence pracujeme ve v¹ech pøípadech s oblastí !h, která je sjednocením ele-mentù z Rh, je¾ celé le¾í v !. Toto podstatnì zjednodu¹í pøíslu¹né výpoèty a umo¾nívzájemné porovnání efektivnosti u¾ití BLM a DLM metody ve 2D i 3D.Poznámka 2.13 (numerická realizace normy k : k�1=2;�) Jeliko¾ �H2 ! �2 obecnìpouze v normì prostoru H�1=2(~�ext), potøebujeme zrealizovat numerický výpoèetduální normy. Vyjdeme z toho, ¾e norma v 1-periodickém prostoru H�1=2(I), kdeI = (0; 1), mù¾e být zavedena následovnì (viz [33]):(2.8) kvk�1=2;I := 1Pn=�1 jcnj21 + jnj ;kde cn = 1Z0 v(t)e�2�int dt; n 2Z28



jsou Fourierovy koe�cienty a Z je mno¾ina v¹ech celých èísel. Nech» � je hladkáhranice oblasti ! � R2 popsaná parametricky 1-periodickou funkcí 
 : [0; 1] ! �takovou, ¾e j
0(t)j > 0 8t 2 [0; 1], kdej
0(t)j := q('0(t))2 + ( 0(t))2; 
(t) = ('(t);  (t)):Je-li z 2 L2(�), pak normu kzk�1=2;� de�nujeme následovnì:kzk�1=2;� := kz�
 j
0j k�1=2;I;kde výraz napravo je de�nován pomocí vztahu (2.8).V pøípadì polygonální hranice � = nSi=1Si, kde Si jsou jednotlivé strany polygonu,postupujeme následovnì: oznaème L délku hranice � a
i : (ti; ti+1)! Si; i = 1; : : : ; nbuï pøirozené parametrizace úsekù Si s délkou jSij, kde t1 = 0, ti = i�1Pj=14tj, i =2; : : : ; n + 1 a 4ti = jSij=L. Z pøirozené parametrizace Si plyne, ¾e se na tomtoúseku (navíc i po celé �) pohybujeme stále konstantní rychlostí v = j
0ij = jSij4ti = L.Z pøedchozího pak plyne, ¾e normu kzk�1=2;�, z 2 L2(�) spoèteme následovnì:kzk�1=2;� = kz�
 j
0j k�1=2;I = Lkz�
k�1=2;I;kde 
 = (
i)ni=1 a výraz k : k�1=2;I je de�nován pomocí (2.8).Pøi praktické realizaci se nekoneèná øada 1Pn=�1 nahradí koneèným souètem KPn=�K,kde K je "dostateènì velké" pøirozené èíslo a k výpoètu cn se pou¾ije algoritmusrychlé Fourierovy transformace.Poznámka 2.14 Projekci funkce q 2 C(�) na její polygonální aproximaci ~� pro-vedeme následovnì: oznaème fAigni=1 vrcholy ~�. Body Ai 2 R2 le¾í na hranici �a proto v nich mù¾eme urèit funkèní hodnoty q(Ai). Spojitou, po èástech lineárnífunkci ~q de�novanou na ~� a jednoznaènì urèenou v bodech Ai hodnotami q(Ai),i = 1; : : : ; n budeme pova¾ovat za aproximaci funkce q 2 C(�) na ~�.V celé této práci platí: vyskytne-li se funkce q 2 C(�) ve vztahu k hranici ~�,budeme místo q pracovat s její náhradou ~q 2 C(~�) sestrojenou vý¹e uvedeným zpù-sobem.
29



V následujících obrázcích jsou znázornìna vypoètená øe¹ení stavové úlohy (P)1(obr. 2.10-13) a odpovídající LM (obr. 2.14-17) pro BLM a DLM metodu ve 2D i 3D.Pøitom h = 10=32, parametr v ukonèovací podmínce metody sdru¾ených gradientù" = 10�5 a H=h := 3 u BLM-metody. V pøípadì DLM-metody je z obrázkù 2.12-13dobøe vidìt vliv locking efektu.Poznámka 2.15 Vliv locking efektu v pøípadì DLM-metody mù¾eme omezit tím,¾e do mno¾iny I = I1 [ I2 dáme pouze ty indexy i bázových funkcí 'i z Vh, prokteré platí, ¾e míra j supp'i \ �j � �, kde 0 < � � j supp'ij je pevnì zvolenákonstanta a � := �int [�ext. Pokud tedy nosiè 'i a oblast � mají neprázdný prùniko míøe vìt¹í nebo rovné �, pak index i bude patøit do I. Navíc velikost mno¾inyI a tím i poèet Lagrangeových multiplikátorù mù¾eme podstatnì zredukovat tak,¾e pøíslu¹ný Lagrangeùv multiplikátor realizující pøedepsané okrajové podmínky na@! := �int[�ext nebudeme de�novat na celé oblasti �, ale pouze na nìjakém malémokolí @!.
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Obrázek 2.10. BLM 2D. Obrázek 2.11. BLM 3D (øez).
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Analýza vypoètených Lagrangeových multiplikátorùJak jsme ji¾ zmínili, na obrázcích 2.14-17 jsou znázornìny vypoètené Lagrange-ovy multiplikátory. V pøípadì BLM-metody (obr. 2.14-15) znázoròujeme pouze vy-poètený Lagrangeùv multiplikátor ��H2 de�novaný na ~�ext (plnou èarou) aproxi-mující �@ud@� , je¾ je vykreslena èarou pøeru¹ovanou. Jak se dá oèekávat, kvalitaaproximace @ud@� pomocí vypoètených Lagrangeových multiplikátorù je ve 3D hor¹íne¾ ve 2D. Dále z obrázkù 2.16-17 je vidìt, ¾e nenulové distribuované LM jsou kon-centrovány pouze v blízkém okolí hranic �int a �ext.
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Z obrázkù 2.18 a 2.20-21 je patrný vliv volby velikosti pomìru H=h u BLM-metody ve 2D. Èím je tento pomìr men¹í, tím více zaèínají LM oscilovat a naopak.Toto oscilující chování souvisí s poru¹ením LBB-podmínky. Na obrázcích 2.18-19pak mù¾eme vidìt vliv nepøesného napoèítání vektoru zatí¾ení F. V pøípadì obrázku2.18 integrujeme pøes celou oblast ! (pøesnìji pøes její polygonální aproximaci !H),kde¾to v pøípadì obrázku 2.19 pouze pøes elementy, je¾ celé le¾í v !, t.j. pøes oblast!h.
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Oznaème e0rel(h) := k�H2 � @ud=@�k0;~�extk@ud@� k0;~�ext ;e�1=2rel (h) := k�H2 � @ud=@�k�1=2;~�extk@ud@� k�1=2;~�extrelativní chybu druhé slo¾ky øe¹ení �H2 úlohy (P̂)hH v normì prostoru L2(~�ext), resp.H�1=2(~�ext) (pro numerický výpoèet norem viz poznámky 2.13 a 2.14). Z teoretickéèásti víme, ¾e posloupnost f�H2g konverguje k @ud@� obecnì pouze v normì prostoruH�1=2(~�ext) a ne L2(~�ext). Toto také potvrzuje 2. a 4. sloupec tabulky 2.1, kdeøád konvergence vypoètený z relativní chyby v normì prostoru L2(~�ext) je témìøKrok h e0rel(h) e0rel(h) + �ltr e�1=2rel (h)10/64 7.3041e-02 3.7356e-02 3.3954e-0210/128 5.6811e-02 1.9630e-02 1.8636e-0210/256 7.4255e-02 7.3489e-03 1.1261e-0210/512 6.4214e-02 4.1438e-03 6.7605e-0310/1024 6.8519e-02 3.0839e-03 4.8679e-03Øád konv. 0.0007 0.9441 0.7067Tab. 2.1. BLM 2D.nulový, kde¾to v pøípadì normy v H�1=2(~�ext) je roven 0.7067. Pøipomeòme je¹tì,¾e teoreticky odvozený øád konvergence (viz vìtu 2.2) je 0:5 � ", " > 0 ov¹em protriangulaci 
 a polygonální ! (pro ! s obecnou hranicí je tento výsledek odvozenv [13]). Posloupnost f�H2g v na¹em pøípadì nekonverguje k @ud@� v normì prostoru
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Obrázek 2.22. Bez �ltru. Obrázek 2.23. Bez �ltru.L2(~�ext) v dùsledku pøibývajících oscilací se zmen¹ujícím se h (H=h := 3 je pevné),co¾ je patrné z obrázkù 2.22-23 pro h = 10=64, resp. h = 10=256.33



Oscilující prùbìh LMmù¾emevyhladit rùznými zpùsoby. Nejjednodu¹¹í je zvìt¹itpomìr H=h (obr. 2.21). Dal¹ími mo¾nostmi jsou napø. pou¾ití polynomiální aproxi-mace získaného prùbìhu pomocí splinù, �ltrace a v neposlední øadì také vyhlazenípomocí waveletové a Fourierovy transformace. K tomu, abychom obdr¾eli konver-genci v normì L2(~�ext), pou¾ijeme k vyhlazení dat �ltraci.Z obrázkù 2.22 a 2.24, resp. 2.23 a 2.25 je vidìt úèinek �ltrace na prùbìh LMpro pomìr H=h := 3 a krok diskretizace h = 10=64, resp. h = 10=256. Jako �ltrbylo pou¾ito diskrétní Hanningovo okno (viz [39]) realizované na n = 2log2(10=h)�5+1bodech. Velikost okna v závislosti na h byla urèena experimentálnì. Z tøetího sloupcetabulky 2.1 je vidìt, ¾e pro tuto volbu �ltru a velikosti okna ji¾ LM konvergují k @ud@�s øádem 0.9441. Podobných výsledkù dosáhneme i u¾itím trojúhelníkového okna.
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Obrázek 2.24. S �ltrem. Obrázek 2.25. S �ltrem.Dal¹í charakteristiky numerického øe¹ení úlohy (P)1Z tabulek 2.2-6, ve kterých uvádíme dal¹í dùle¾ité charakteristiky numerického øe¹eníúlohy (P)1, zjistíme, ¾e podstatnì rychleji a pøesnìj¹í výsledky obdr¾íme u¾itímBLM-metody. DLM-metoda má ov¹em tu výhodu, ¾e sestavení matice B ve 2D i 3D(viz poznámka 2.11) je mnohem jednodu¹¹í ne¾ u BLM-metody.Z vìty 2.2, resp. z poznámky 2.7 plyne, ¾e øád konvergence v normì prostoruH1(
) v pøípadì BLM-metody ve 2D, resp. H1(!h) v pøípadì DLM-metody ve2D je 1=2 � ", " > 0. Zde je nutno poznamenat, ¾e tyto teoreticky odvozené øádykonvergence platí pro triangulaci �ktivní oblasti 
. Z tabulky 2.6 vidíme, ¾e u DLM-metody vlivem locking efektu vychází øád konvergence jen o nìco málo vìt¹í ne¾ 1/2,kde¾to u BLM-metody, jeliko¾ uva¾ujeme pouze normu v prostoru H1(!h), vycházíøád konvergence výraznì vìt¹í. 34



Poznámka 2.16 Øády zmìn jednotlivých charakteristik vzhledem k h se spoètounásledovnì: nech» q(h) je libovolná funkce závislá na h 2 I, kde I � R1 je zvolenýinterval. Potom pod pojmem øád zmìny funkce q vzhledem k h rozumíme takovéèíslo �, které urèíme spoleènì s konstantami c1 a c2 tak, aby se minimalizovalakq � ~qk0;I, kde ~q = c1h� + c2. Konstantu � mù¾eme snadno spoèítat u¾itím lineárníregrese.Z tabulek 2.2-6 mù¾eme dále vyèíst, ¾e øád zmìny poètu iterací i samotné poètyiterací nezávisí na tom, zda úlohu (P)1 øe¹íme v rovinì (pøíklad 2.1) a nebo v prostoru(pøíklad 2.2). Je¹tì podotknìme, ¾e øády jednotlivých charakteristik v pøípadì DLM-metody byly vypoèteny bez hodnot odpovídajících kroku h = 10=32. Tyto jsou toti¾nejvíce zatí¾eny vlivem locking efektu, který "uzamkne" øe¹ení nejen na oblasti �,ale i na znaèné èásti oblasti ! (hlavnì ve 3D).Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E1rel(h) E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 16 4 6.8767e-02 7.0258e-02 1.0000e-0210/64 4225 32 10 3.4143e-02 3.1088e-02 3.0000e-0210/128 16641 65 16 1.7613e-02 1.4447e-02 2.1000e-0110/256 66049 131 17 9.0522e-03 6.7947e-03 9.4000e-0110/512 263169 262 20 5.3251e-03 3.6016e-03 5.9700e+0010/1024 1050625 524 23 3.2370e-03 1.9015e-03 3.1550e+01Tab. 2.2. BLM 2D.Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E1rel(h) E0rel(h) èas [sec]10/32 35937 140 18 8.9769e-02 9.9071e-02 6.1000e-0110/48 117649 320 21 5.6240e-02 5.9161e-02 2.6100e+0010/64 274625 571 25 3.9249e-02 4.3210e-02 7.8500e+0010/80 531441 892 27 3.1728e-02 3.2341e-02 1.8590e+0110/96 912673 1284 27 2.6542e-02 2.6016e-02 3.3010e+01Tab. 2.3. BLM 3D.
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Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E1rel(h) E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 973 23 5.2816e-01 2.5076e-01 3.0000e-0210/64 4225 3535 39 2.4603e-01 1.2765e-01 1.5000e-0110/128 16641 13433 69 1.4253e-01 6.2815e-02 1.0900e+0010/256 66049 52459 123 9.4698e-02 3.3280e-02 9.0200e+0010/512 263169 207193 228 6.2886e-02 1.6878e-02 9.2910e+0110/1024 1050625 823363 387 4.3050e-02 8.6294e-03 7.2228e+02Tab. 2.4. DLM 2D.Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E1rel(h) E0rel(h) èas [sec]10/32 35937 35319 26 9.4387e-01 3.8373e-01 1.1100e+0010/48 117649 113825 34 4.8796e-01 2.7513e-01 5.8400e+0010/64 274625 263803 44 3.7236e-01 2.1511e-01 2.0020e+0110/80 531441 508251 55 3.1390e-01 1.7815e-01 5.4090e+0110/96 912673 870255 68 2.7907e-01 1.5158e-01 1.2037e+02Tab. 2.5. DLM 3D.Øád BLM 2D BLM 3D DLM 2D DLM 3Dzmìny poètu iterací -0.4487 -0.4008 -0.8346 -0.9941konvergence øe¹ení v normì H1(!h) 0.8871 1.1187 0.6210 0.8090konvergence øe¹ení v normì L2(!h) 1.0416 1.2111 0.9670 0.8580zmìny doby øe¹ení soustavy (2.7) -2.3768 -3.6763 -3.0880 -4.3709Tab. 2.6.
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3 Smí¹ená Dirichletova-Neumannova a èistì Ne-umannova okrajová úlohaV této kapitole uká¾eme nový pøístup k øe¹ení smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy aèistì Neumannovy okrajové úlohy s eliptickým operátorem 2. øádu bez absolutníhoèlenu ve 2D, je¾ je zalo¾en na u¾ití BLM-metody. Pou¾ijeme následující postup: pù-vodní problém nejdøíve vyjádøíme v duální formì (vyjádøené v gradientech). Tutoformulaci posléze roz¹íøíme z ! na 
 u¾itím MFO a Neumannovu okrajovou pod-mínku na èásti �(�) hranice @! (viz obr. 3.1 a 3.4) zahrneme do formulace pomocíhranièních Lagrangeových multiplikátorù. Hlavní obtí¾ této formulace je, ¾e pøí-pustná mno¾ina se sestává z vektorových funkcí, jejich¾ divergence je nulová. Tytofunkce budou realizovány pomocí tzv. proudových funkcí. Celá tato problematika is aplikacemi v tvarové optimalizaci byla publikována v [23]. Koneènì v odstavci 3.3ilustrujeme tento pøístup na øe¹ení nìkolika modelových úloh.3.1 Smí¹ená Dirichletova-Neumannova okrajová úlohaVý¹e zmínìný postup podrobnì uká¾eme na následující smí¹ené Dirichletovì-Neu-mannovì úloze:(P)0 8>>>><>>>>: �4u = f v !;u = 0 na �1 [ �2;@u@� = g na �(�)nebo ve slabé formulaci:(P) 8><>: Najdi u 2 V (!) takové, ¾eZ! grad u � grad'dx = Z! f' dx + Z�(�) g' ds 8' 2 V (!);kde f 2 L2loc(R2), g 2 L2(�(�)), ! � R2 je omezená oblast s Lipschitzovskou hranicí@! a V (!) = fv 2 H1(!) j v = 0 na �1 [ �2g:Tvar oblasti ! a rozklad hranice @! na èásti �1, �2 a �(�) jsou patrny z obr. 3.1.PSfrag replacements�1x2 �2
�2! �(�)
 = ! [ �� x1�̂�Obr. 3.1.37



Èást �(�) je reprezentována grafem Lipschitzovsky spojité funkce � : �1 ! R1+:�(�) = f(x1; x2) j x1 = �(x2); x2 2 �1g:Nyní místo problému (P) oznaèovaného té¾ jako primární formulace budemeuva¾ovat jeho duální formulaci, t.j. formulaci v gradientech. Nech» Kf;g(!) je uza-vøená konvexní podmno¾ina prostoru (L2(!))2 de�novaná následovnì:(3:1) Kf;g(!) = f� 2 (L2(!))2 j Z! � � grad'dx = Z! f' dx+ Z�(�) g' ds8' 2 V (!)g:Pokud � je dostateènì hladká, pak z Greenovy vìty plyne:� 2 Kf;g(!) () 8<: �div� = f v !;� � � = g na �(�):Poznamenejme, ¾e i v pøípadì ¾e � 2 Kf;g(!) bez dal¹ích doplòujících pøedpokladùo hladkosti, mù¾eme � charakterizovat vý¹e uvedeným zpùsobem. V tomto pøípadìprvní rovnice je splnìna ve smyslu distribucí a druhá jako rovnost mezi funkcionályz H�1=2(�(�)) (viz dále).Nech» S(�) = 12 Z! j�j2 dx; � 2 (L2(!))2je duální funkcionál, kde j�j znaèí eukleidovskou normu vektoru �. Duální formulacíproblému (P) nazveme úlohu:( ~D)0 8><>: Najdi � 2 Kf;g(!) takové, ¾eS(�) = min�2Kf;g(!)S(�)nebo ekvivalentnì:( ~D) 8><>: Najdi � 2 Kf;g(!) takové, ¾eZ! � � �dx = 0 8� 2 K0;0(!);kde K0;0(!) := Kf;g(!) s f = 0 v ! a g = 0 na �(�). Platí následující vìta:Vìta 3.1 Problém ( ~D) má jediné øe¹ení � 2 Kf;g(!). Navíc � = grad u v !,pøièem¾ u 2 V (!) øe¹í (P).Dùkaz. Viz [9]. 2Nyní uvedeme ekvivalentní formulaci problému ( ~D), která je vhodnìj¹í z výpo-èetního hlediska. Nech» �0 2 (L2(!))2 je partikulární øe¹ení diferenciální rovnice(3.2) �div � = f v !:Libovolné � 2 Kf;g(!) mù¾eme vyjádøit ve tvaru(3.3) � = �0 + �;38



kde � 2 K0;G(!) a G := g � �0 � � na �(�), t.j. � je vektorová funkce s nulovoudivergencí v ! splòující podmínku � �� = G na �(�) ve smyslu rovnosti funkcionálùz H�1=2(�(�)). Dosazením vztahu (3.3) do ( ~D) dostaneme novou úlohu pro slo¾ku�:(D) 8>><>>: Najdi �� 2 K0;G(!) takové, ¾eZ! �� � �dx = � Z! �0 � �dx 8� 2 K0;0(!):Z (3.3) a vìty 3.1 vyplývá, ¾e �0 + �� = grad u v ! a u 2 V (!) øe¹í (P). V dal¹ímji¾ budeme pracovat pouze s formulací (D).Nyní si uká¾eme, jak nahradit úlohu (D) za úlohu novou, de�novanou na vìt¹í(�ktivní) oblasti 
 obsahující ! tak, aby se její øe¹ení zú¾ené na pùvodní oblast !shodovalo s øe¹ením úlohy (D).Nech» 
 je �ktivní oblast obdélníkového tvaru znázornìná na obr. 3.1 a �0 2(L2(
))2 je taková, ¾e podmínka (3.2) je splnìna na celé oblasti 
. Dále oznaèmeH0(div;
) = f� 2 (L2(
))2 j div� = 0 v 
; � � � = 0 na �̂g;H0G(
) = f� 2 H0(div;
) j � � � = G na �(�)g;kde �̂ � @
 je pravá svislá strana @
.Døíve ne¾ si uvedeme pøesný význam podmínek toku na hranicích �(�) a �̂,de�nujme prostor stop H1=2(�(�)) následovnì:(3.4) H1=2(�(�)) = f' : �(�)! R1 j 9v 2 V (!) : ' = v na �(�)g:Je známo, ¾e H1=2(�(�)) je Banachùv prostor s normou (viz [14]):(3.5) k'k1=2;�(�) = infv2V (!);v=' na �(�) jvj1;!:Dále platí, ¾e existuje jediné v 2 V (!) realizující infímum v (3.5) a je¾ je zároveòjediným øe¹ením úlohy:(3:6) 8<: �4v = 0 v !;v = ~' na @!;kde symbol ~' znaèí roz¹íøení funkce ' nulou z �(�) na zbytek hranice @!.Poznámka 3.1 Normu k : k1=2;�(�) mù¾eme de�novat i pomocí funkcí z V (�), kdeV (�) = fv 2 H1(�) j v = 0 na @� n �(�)g:Je zøejmé, ¾e obì de�nice vedou k ekvivalentním normám a proto v dal¹ím budemeu¾ívat jako de�nici normy v H1=2(�(�)) vztah (3.5).Oznaème symbolem H�1=2(�(�)) duální prostor k H1=2(�(�)). Podobnì de�nujmeprostory H1=2(�̂) a H�1=2(�̂). Pøíslu¹nou dualitu mezi prostory H1=2(�(�)) aH�1=2(�(�)), resp. H1=2(�̂) a H�1=2(�̂) oznaèíme v obou pøípadech symbolem h ; i.39



Buï � 2 H0(div;
). Podmínka � �� = G na �(�) ve smyslu rovnosti funkcionálùz H�1=2(�(�)) znamená, ¾e(3.7) hv; � � �i = hG; vi 8v 2 H1=2(�(�)):Jeliko¾ div� je nulová v 
, z Greenovy vìty vyplývá, ¾e (3.7) je ekvivalentní rovnici(3.8) Z! � � grad z dx = hG; vi 8z 2 V (!);kde z = v na �(�). Podobnì interpretujeme podmínku toku na �̂.Nyní místo problému (D) uva¾ujme novou úlohu de�novanou v 
:(D̂) 8><>: Najdi �� 2 H0G(
) takové, ¾eZ
 �� � �dx = � Z
 �0 � �dx 8� 2 H00 (
);kde H00 (
) := H0G(
) s G = 0 na �(�). Platí:Lemma 3.1 Problém (D̂) má jediné øe¹ení �� 2 H0G(
). Navíc ��j! øe¹í (D).Dùkaz. Existence a jednoznaènost øe¹ení �� úlohy (D̂) plynou z Laxova-Milgramovalemmatu u¾ijeme-li toho, ¾e H0G(
) je neprázdná konvexní uzavøená podmno¾inaH0(div;
), který je zároveò Hilbertovým prostorem s normou k : k0;
. Doka¾mezbývající èást tvrzení. Nech» � 2 K0;0(!) je libovolné. De�nujme funkci~� = * � v !;0 v �:Potom funkce ~� 2 H00 (
) a mù¾e být tedy pou¾ita jako testovací funkce v (D̂).Odtud plyne:Z! ��j! � �dx = Z
 �� � ~� dx = � Z
 �0 � ~� dx = � Z! �0j! � �dxa proto¾e souèasnì ��j! 2 K0;G(!), je tvrzení dokázáno. 2Poznámka 3.2 (interpretace ��j�) Z teorie duality vyplývá, ¾e (��+�0)j� = grad ~uv �, kde ~u je jediné øe¹ení problému(3:9) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: �4~u = f v �;@~u@~� = �g na �(�);@~u@~� = �0 � ~� na �̂;~u = 0 na @� n (�(�) [ �̂)a ~� je jednotkový vektor vnìj¹í normály k @�.40



Na podmínku � � � = G na �(�) objevující se v de�nici prostoru H0G(
) mù¾emeopìt pohlí¾et jako na omezení, které zahrneme do formulace pomocí Lagrangeovýchmultiplikátorù de�novaných na �(�). Je zøejmé, ¾e� 2 H0G(
) () � 2 H0(div;
) & h'; � � �i = hG;'i 8' 2 H1=2(�(�)):Místo (D̂) budeme uva¾ovat následující úlohu:(M̂) 8>>>><>>>>: Najdi (��; w) 2 H0(div;
) �H1=2(�(�)) takové, ¾eZ
 �� � �dx+ hw;� � �i = � Z
 �0 � �dx 8� 2 H0(div;
);hv; �� � �i = hG; vi 8v 2 H1=2(�(�)):Døíve, ne¾ uvedeme dùkaz existence a jednoznaènosti øe¹ení problému (M̂), zo-pakujme nìkterá tvrzení, je¾ dále vyu¾ijeme. Jejich dùkazy je mo¾no najít napø. v[14].Zobrazení 
� : � 7! ���, � 2 H0(div;
) je lineární a spojité z prostoru H0(div;
)na H�1=2(�(�)), pøièem¾(3.10) k� � �k�1=2;�(�) := inf#2H0(div;
);#��=��� na �(�) k#j!k0;!:Odtud snadno plyne, ¾e(3:11) k� � �k�1=2;�(�) = k#k0;!;kde # = grad v v ! a v 2 H1(!) je jediné øe¹ení úlohy(3:12) 8>>>><>>>>: �4v = 0 v !;@v@� = � � � na �(�);v = 0 na �1 [ �2:Nech» b : H1=2(�(�)) � H0(div;
) ! R1 je bilineární forma de�novaná násle-dovnì:(3.13) b(v; �) := hv; � � �i;kde ��� 2 H�1=2(�(�)) je tok � pøes hranici �(�). Základní vlastnosti b jsou shrnutyvLemma 3.2 Platí:(3.14) b je spojitá v H1=2(�(�))�H0(div;
);(3.15) 9� > 0 : sup�2H0(div;
);�6=0 b(v; �)k�k0;
 � �kvk1=2;�(�) 8v 2 H1=2(�(�)):41



Dùkaz. Z Greenovy vìty dostaneme:b(v; �) = hv; � � �i = Z! � � grad z dx 8z 2 V (!)takové, ¾e z = v na �(�). Tedyjb(v; �)j � k�k0;! infz2V (!);z=v na �(�) jzj1;! � k�k0;
 � kvk1=2;�(�)8(v; �) 2 H1=2(�(�)) �H0(div;
);èím¾ je ovìøeno (3.14). Abychom dokázali (3.15), uva¾ujme nejdøíve následující dvìúlohy: 8<: �4u1 = 0 v !;u1 = ~v na @!; 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: �4u2 = 0 v �;@u2@~� = �@u1@� na �(�);@u2@~� = 0 na �̂;u2 = 0 na @� n (�(�) [ �̂);kde v 2 H1=2(�(�)) je pevnì dané a ~v znaèí její roz¹íøení nulou z �(�) na zbytekhranice @!. Z de�nice normy v prostoru H1=2(�(�)) plyne, ¾e (viz (3.6))(3.16) ju1j1;! = kvk1=2;�(�):Nyní z Laxova-Milgramova lemmatu, (3.10) a (3.16) dostaneme:(3.17) ju2j1;� � ck@u1@� k�1=2;�(�) � cju1j1;! = ckvk1=2;�(�);kde c = konst : > 0. De�nujme funkci � 2 (L2(
))2 pomocí vztahu� = * grad u1 v !;grad u2 v �:Je vidìt, ¾e � 2 H0(div;
) a souèasnì(3.18) k�k0;
 � ckvk1=2;�(�);jak plyne z (3.16) a (3.17). Dále z (3.16), (3.18) a de�nice u1 vyplývá, ¾esup�2H0(div;
);�6=0 b(v; �)k�k0;
 � b(v; �)k�k0;
 = hv; � � �ik�k0;
 = hu1; @u1@� ik�k0;
 = ju1j21;!k�k0;
 � �kvk1=2;�(�)platí pro nìjakou konstantu � > 0. 2Z pøedchozího lemmatu plyneVìta 3.2 Problém (M̂) má jediné øe¹ení (��; w). Navíc �� øe¹í (D̂) a w =42



(~u� u)j�(�), kde u a ~u jsou øe¹ení problémù (P) a (3.9) na !, resp. �.Dùkaz. Existence a jednoznaènost (��; w) plyne z (3.14) a (3.15) (viz [7]). Inter-pretaci �� a w pak obdr¾íme z Greenovy vìty. 2Abychom odstranili potí¾e se splnìním podmínky nulové divergence, pøeformu-lujeme úlohu (M̂) pomocí proudových funkcí. Je známo (viz napø. [14]), ¾e(3.19) H0(div;
) = curlV (
);kde(3.20) V (
) = f 2 H1(
) j  = 0 na �̂g;t.j. pro libovolné � 2 H0(div;
) existuje jediná (proudová) funkce  2 V (
) taková,¾e � = curl := ( @ @x2 ;� @ @x1 ):U¾ijeme-li (3.19) v (M̂), dostaneme novou formulaci ( ~M) zalo¾enou na proudovýchfunkcích:( ~M) 8>>>>>><>>>>>>: Najdi ( �; w) 2 V (
)�H1=2(�(�)) takové, ¾eZ
 curl � � curl dx+ hw; @ @s i = � Z
 �0 � curl dx 8 2 V (
);hv; @ �@s i = hG; vi 8v 2 H1=2(�(�));kde @ @s 2 H�1=2(�(�)) znaèí derivaci funkce  v teèném smìru ke �(�).Z toho, co ji¾ bylo øeèeno, okam¾itì vyplýváVìta 3.3 Problém ( ~M) má jediné øe¹ení ( �; w). Navíc curl � = �� v 
 a (��; w)øe¹í (M̂).Poznámka 3.3 Nech»V G(
) = f 2 V (
) j hv; @ @s i = hG; vi 8v 2 H1=2(�(�))g:Potom první slo¾ka  � øe¹ení úlohy ( ~M) patøí do V G(
) a splòuje podmínku(3.21) Z
 curl � � curl dx = � Z
 �0 � curl dx 8 2 V 0(
);kde V 0(
) := V G(
) s G = 0 na �(�) a w je odpovídající Lagrangeùv multipli-kátor pøiøazený vazbì  2 V G(
). Øe¹ení  � mù¾eme tedy hledat také ve tvaru � = ~ +  0, kde ~ 2 V G(
) je daná a  0 2 V 0(
) øe¹í úlohu(3.22) Z
 curl 0 � curl dx = � Z
 �0 � curl dx� Z
 curl ~ � curl dx 8 2 V 0(
):43



Pøejdìme nyní k diskretizaci úlohy ( ~M) pomocí smí¹ené metody koneènýchprvkù podobnì jako v pøedchozí kapitole. Nejdøíve zkonstruujeme dva systémy ko-neènì dimenzionálních prostorù fVhg a f�Hg, pomocí nich¾ budeme aproximovatprimární a duální slo¾ku øe¹ení.Nech» fThg, h ! 0+ je regulární systém triangulací oblasti 
. Tyto triangulace(viz obr. 3.2) konstruujeme stejnì jako v pøípadì BLM-metody u¾ité k øe¹ení Di-richletovy úlohy ve 2D (odstavec 2.1). Nech» Vh(
) je prostor v¹ech spojitých, poPSfrag replacements Th�(�)�(�H)uzly DH!(�H)�(�H)x2
x1�1 �2

�2 A1 A2 Am �̂Obr. 3.2.èástech lineárních funkcí nad Th a nulujících se na �̂:Vh(
) = f h 2 C(
) j  h 2 P1(T ) 8T 2 Th;  h = 0 na �̂g:Potom systém fVh(
)g aproximuje prostor V (
) de�novaný vztahem (3.20). V dal-¹ím popí¹eme konstrukci aproximací prostoru � := H1=2(�(�)).Oznaème fDHg, H ! 0+ regulární systém dìlení èásti hranice �1 splòující:(3.23) 8DH 2 fDHg existuje Th 2 fThg takové, ¾e DH � Thj�1 ;t.j. v¹echny uzly z DH jsou podmno¾inou uzlù z Th le¾ících na �1. Dále nech» f�Hgje posloupnost lineárních Lagrangeových interpolaèních polynomù funkce � v uzlechz fDHg, �(�H) je grafem funkce �H , �(�H) = m�1Si=1 AiAi+1 (viz obr. 3.2) a !(�H)je oblast ohranièená �1, �2 a �(�H). Prostor Lagrangeových multiplikátorù budeaproximován spojitými, po èástech lineárními funkcemi nad �(�H) a nabývajícíchnuly na obou koncích �(�H):(3:24) �H(�H) = fvH 2 C(�(�H)) j vH jAiAi+1 2 P1(AiAi+1);i = 1; : : : ;m� 1; vH(A1) = vH(Am) = 0g:Aproximace ( ~M) je de�nována následovnì:44



( ~M)Hh 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: Najdi ( �h; wH) 2 Vh(
)� �H(�H) takové, ¾eZ
 curl �h � curl h dx+ hwH ; @ h@sH iH = � Z
 �0 � curl h dx8 h 2 Vh(
);hvH ; @ �h@sH iH = hGH ; vHiH 8vH 2 �H(�H);kde hvH; @ h@sH iH := Z�(�H) @ h@sH vH ds;hGH ; vHiH := Z�(�H)GHvH dsa GH 2 L2(�(�H)) je vhodná aproximace G 2 H�1=2(�(�)). Symbol @@sH znaèíteènou derivaci funkce podél �(�H).Poznámka 3.4 Oznaème H0h(div;
) := curlVh(
), ��h := curl �h a �h := curl h.Potom ( ~M)Hh mù¾eme pøepsat následovnì:(M̂)Hh 8>>>><>>>>: Najdi (��h; wH) 2 H0h(div;
)� �H(�H) takové, ¾eZ
 ��h � �h dx+ hwH ; �h � �HiH = � Z
 �0 � �h dx 8�h 2 H0h(div;
);hvH ; ��h � �HiH = hGH ; vHiH 8vH 2 �H(�H);kde �H je jednotkový vektor vnìj¹í normály k @!(�H). Je zøejmé, ¾e problém (M̂)Hhje aproximací (M̂). V následující konvergenèní analýze jsou u¾ity obì formulace( ~M)Hh i (M̂)Hh souèasnì.Abychom dokázali existenci a jednoznaènost øe¹ení úlohy ( ~M)Hh , pøedpoklá-dejme, ¾e je splnìna následující podmínka stability:(S) vH 2 �H(�H) : hvH ; @ h@sH iH = 0 8 h 2 Vh(
) =) vH = 0 na �(�H):Poznámka 3.5 Zde si uvedeme postaèující podmínku, za které je podmínka (S)splnìna. Integrací per partes v h ; iH a z toho, ¾e vH(A1) = vH(Am) = 0 dostaneme:hvH; @ h@sH iH = � Z�(�H)  h@vH@sH ds = � Z�1( h@vH@sH )��Hq1 + (�0H)2 dx2:Oznaème:Yh(�1) = f�h 2 C(�1) j �h je po èástech lineární na Thj�1g;ZH(�1) = f�H 2 L2(�1) j �H je po èástech konstantní na DHg:45



Potom �h :=  h��H 2 Yh(�1) a �H := (@vH@sH )��Hq1 + (�0H)2 2 ZH(�1) pro libovolné�H 2 f�Hg, jak vyplývá z (3.23). Podmínka (S) bude splnìna, platí-li:(3.25) �H 2 ZH(�1) : Z�1 �h�H dx2 = 0 8�h 2 Yh(�1) =) �H = 0 na �1;nebo» je-li �H = 0 na �1, potom vH = konst : na �(�H). Ponìvad¾ vH(A1) =vH(Am) = 0, je nutnì vh = 0 na �(�H). Z pøedchozí èásti v¹ak víme, ¾e podmínka(3.25) je splnìna, pokud pomìr H=h je "dostateènì" velký. Jinými slovy, dìlení DHje hrub¹í, ne¾ dìlení Th. Pokud tento pomìr je vìt¹í nebo roven 3 (viz [13]) obdr¾ímei splnìní LBB-podmínky, která v tomto pøípadì má tvar:(LBB) 8><>: sup h2Vh(
); h 6=0 h@vH@sH ;  hiHk hk1;
 � �0k@vH@sH k�1=2;�(�H) 8vH 2 �H(�H)s konstantou �0 > 0, která nezávisí na krocích diskretizace h, resp. H a na �H 2f�Hg. Tato problematika je rovnì¾ podrobnì studována v [13]. 2Dùsledkem podmínky (S) jeLemma 3.3 Nech» jsou splnìny (S) a (3.23). Potom problém ( ~M)Hh má jedinéøe¹ení ( �h; wH).V dal¹ím zamìøíme svoji pozornost na chování posloupnosti f �hg pro h! 0+.OznaèmeV GHh (
) = f h 2 Vh(
) j hvH ; @ h@sH iH = hGH ; vHiH 8vH 2 �H(�H)gpodmno¾inu Vh(
). Poznamenejme, ¾e v dùsledku podmínky (S) je tato mno¾inaneprázdná. Potom první slo¾ka  �h øe¹í úlohu(3:26) 8>><>>: Najdi  �h 2 V GHh (
) takové, ¾eZ
 curl �h � curl h dx = � Z
 �0 � curl h dx 8 h 2 V 0h (
);kde V 0h (
) := V GHh (
) s GH = 0 na �(�H) a wH je odpovídající Lagrangeùv mul-tiplikátor pøiøazený vazbì  �h 2 V GHh (
).V dal¹ím budeme potøebovat je¹tì následující pøedpoklady:(3.27) h! 0+ , H ! 0+ a platí (3.23);(3.28) pro ka¾dou dvojici (h;H) splòující (3.27) existuje omezená posloupnost f ~ hgve V GHh , t.j.9c > 0 : k ~ hk1;
 � c 8h;H > 0 splòující (3.27) a ~ h 2 V GHh (
);(3.29) posloupnost fGHg aproximuje G v následujícím smyslu:nech» fTHg; H ! 0+ je dal¹í regulární systém triangulací oblasti 
 (nezávislýna fThg) a takový, ¾e hranice �(�H) pro ka¾dé �H 2 f�Hg je tvoøena hranamiz TH pro libovolné H > 0 (viz obr. 3.3). Dále nech»46



PSfrag replacements TH�(�)�(�H)uzly DH!(�H)�1x2 �2
�2

x1�̂Obr. 3.3.(3:30) VH(
) = fzH 2 C(
) j zHjT 2 P1(T ) 8T 2 TH; zH = 0 na @
gje koneènì dimenzionální podprostorH10 (
) a tudí¾ �H(�H) de�novaný pomocí(3.24) je roven VH(
)j�(�H). Potom ¾ádáme, abyhGH ; vHiH ! hG; vi;kdykoli zH ! z v H10 (
), pøièem¾ zH 2 VH (
) a z 2 H10 (
) jsou takové, ¾evH := stopa �(�H) zH a v := stopa �(�) z.Poznámka 3.6 Pøedpoklad (3.28) je ekvivalentní splnìní LBB-podmínky (viz [7]).U¾itím pøedchozích pøedpokladù doká¾eme následující konvergenèní výsledek:Vìta 3.4 Nech» jsou splnìny (3.27)-(3.29) a nech» f( �h; wH)g je posloupnost øe¹eníúloh ( ~M)Hh , h;H ! 0+. Potom(3.31) curl �h * curl � (slabì) v (L2(
))2; h! 0+a �� := curl � je øe¹ením (D̂).Dùkaz. Nejdøíve doka¾me, ¾e f �hg je omezená v H1(
)-normì. Nech» f ~ hg je ome-zená posloupnost z (3.28). Potom  �h = ~ h +  0h a  0h 2 V 0h (
) je øe¹ením úlohy(3.32) Z
 curl 0h � curl h dx = � Z
 �0 � curl h dx� Z
 curl ~ h � curl h dx8 h 2 V 0h (
);jak vyplývá dosazením do (3.26). Dosadíme-li dále  h :=  0h do (3.32) a u¾ijeme-li(3.28), dostaneme, ¾e f 0hg je omezená a tudí¾ i posloupnost f �hg je omezená vH1(
)-normì. Mù¾eme tedy vybrat podposloupnost z f �hg (znaèenou stejnì) tako-vou, ¾e(3.33)  �h *  � (slabì) ve V (
):Uka¾me, ¾e �� := curl � øe¹í (D̂), t.j. 47



(3:34) 8><>: curl � 2 H0G(
) aZ
 curl � � �dx = � Z
 �0 � �dx 8� 2 H00 (
):Nejprve doká¾eme, ¾e �� splòuje rovnici v (3.34). Nech» � 2 H00 (
) je dáno.Potom existuje funkce  2 H1(
),  = 0 na �(�) [ �̂ taková, ¾e � = curl . Z vìtyo hustotì pak plyne existence posloupnosti f �g,  � 2 C1(
) takové, ¾e(3:35) 8<:  � !  v H1(
); �! 0+;dist(supp �;�(�) [ �̂) > 0pro libovolné � > 0, t.j.  � aproximují  a nulují se v blízkosti �(�) [ �̂.Nech» � > 0 je pevnì dáno. Proto¾e  � je hladká, mù¾eme zkonstruovat její poèástech lineární Lagrangeovu interpolaci rh � 2 Vh(
) nad Th, která mù¾e být u¾itajako testovací funkce v úloze ( ~M)Hh :(3.36) Z
 curl �h � curl(rh �) dx+ hwH ; @@sH (rh �)iH= � Z
 �0 � curl(rh �) dx:Z de�nice rh � plyne, ¾e hranièní èlen h ; iH v (3.36) je roven 0 pro h;H dostateènìmalé za pøedpokladu, ¾e � zùstává nemìnné. To je zøejmé z toho, ¾e pro h;H do-stateènì malá, �(�H) neprotíná supp(rh �), co¾ plyne ze stejnomìrné konvergence�H�!�!� v �1 a (3.35)2. Je tedy @@sH (rh �) = 0 na �(�H). Limitním pøechodemh! 0+ a poté �! 0+ v (3.36) dostáváme:(3.37) Z
 curl � � � dx = � Z
 �0 � � dx;jak plyne z (3.33), (3.35)1 a toho, ¾e rh � !  � v H1(
), h! 0+.Na závìr uká¾eme, ¾e curl � 2 H0G(
), t.j.hv; curl � � �i = hG; vije splnìno pro libovolné v 2 H1=2(�(�)). Z (3.8) víme, ¾e toto je ekvivalentní(3.38) Z
 �� � grad z dx = hG; vi 8z 2 V (!);kde z = v na �(�). Z de�nice problému ( ~M)Hh plyne, ¾ehvH ; @ �h@sH iH = hGH ; vHiH 8vH 2 �H(�H);co¾ je ekvivalentní(3.39) Z!(�H) ��h � grad zH dx = hGH ; vHiH48



pro ka¾dé zH 2 VH (
) (viz (3.30)) takové, ¾e zH = vH na �(�H) a ��h := curl �h.Nech» v 2 H1=2(�(�)) je dáno a z 2 V (!) je takové, ¾e z = v na �(�). Jeznámo, ¾e z mù¾e být roz¹íøeno z ! na oblast 
 takovým zpùsobem, ¾e roz¹íøenáfunkce (oznaème ji opìt z) patøí do prostoru H10 (
). Dále nech» fzHg, zH 2 VH(
)je taková posloupnost, ¾e(3.40) zH ! z v H10 (
); H ! 0 + :Limitním pøechodem h;H ! 0+ v (3.39) dostaneme, ¾eZ!(�H) ��h � grad zH dx! Z!(�)�� � grad z dx;vezmeme-li do úvahy (3.33), (3.40) a to, ¾e �H�!�!� v �1. Pravá strana rovnice (3.39)konverguje k hGH ; vHiH ! hG; vi (vH = stopa �(�H) zH);jak plyne z pøedpokladu (3.29). V dùsledku toho je �� øe¹ením (D̂) a celá posloup-nost fcurl �hg konverguje slabì k funkci ��, nebo» toto øe¹ení je jediné. 2Nech»  �h,  � jsou stejné jako ve vìtì 3.4 a oznaème: ��h := curl �h + �0 a �� :=curl �+�0, kde �0 je zvolené partikulární øe¹ení úlohy (3.2) na 
. Potom z vìt 3.1,3.4 a poznámky 3.2 okam¾itì obdr¾ímeVìta 3.5 Nech» jsou splnìny (3.27){(3.29). Potom��h * �� v (L2(
))2; h! 0+;kde ��j! = grad u, ��j� = grad ~u a u, ~u jsou øe¹eními úloh (P) a (3.9) na !, resp.�.Abychom dokázali silnou konvergenci, mù¾eme pøedpokládat, ¾e existuje taková po-sloupnost f ~ �g, ~ � 2 H1(
), ¾e(3.41) ~ � ! ~ v H1(
); �! 0+;kde ~ 2 V G(
) (viz poznámku 3.3) a � je parametr obecnì nezávislý na h;H, aleplatí pro nìj, ¾e �! 0+ , h;H ! 0+.De�nujme novou aproximaci úlohy ( ~M) následovnì:(3:42) 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Najdi ( 0h; wH) 2 Vh(
)� �H(�H) takové, ¾eZ
 curl 0h � curl h dx + hwH; @ h@sH iH = � Z
 �0 � curl h dx� Z
 curl ~ � � curl h dx 8 h 2 Vh(
);hvH; @ 0h@sH iH = 0 8vH 2 �H(�H):Je vidìt, ¾e  0h je øe¹ením problému: 49



(3:43)8>>>><>>>>: Najdi  0h 2 V 0h (
) takové, ¾eZ
 curl 0h � curl h dx = � Z
 �0 � curl h dx� Z
 curl ~ � � curl h dx8 h 2 V 0h (
):Polo¾me  �h� := ~ � +  0h a doka¾me, ¾e f �h�g ji¾ konverguje silnì k funkci ~ +  0v H1(
), kde  0 øe¹í (3.22). Z (3.41) a (3.43) plyne, ¾e f 0hg je omezená v H1(
)-normì a tedy(3.44)  0h *  0 v H1(
)pro nìjakou (stejnì znaèenou) podposloupnost a nìjakou funkci  0 2 H1(
). U¾itímstejného postupu jako v dùkazu pøedchozí vìty mù¾eme dokázat, ¾e  0 2 V 0(
) (vizpoznámku 3.3) a limitním pøechodem h; �! 0+ v (3.43) obdr¾íme:Z
 curl 0 � curl dx = � Z
 �0 � curl dx� Z
 curl ~ � curl dx8 2 V 0(
):To znamená, ¾e  0 =  0 a funkce  � := ~ + 0 2 V G(
) øe¹í úlohu (3.21) a z (3.44)vidíme, ¾e vybraná posloupnost f �h�g konverguje slabì k  �. Proto¾e v¹ak  � jejediné, nejen vybraná, ale celá posloupnost f �h�g slabì konverguje k  �. Nyní je¹tìuka¾me, ¾e  0h konverguje silnì k  0. Z (3.43) a (3.22) plyne:j 0hj21;
 = Z
 curl 0h � curl 0h dx �! � Z
 �0 � curl 0 dx� Z
 curl ~ � curl 0 dx = j 0j21;
:Odtud, z (3.41) a (3.44) pak plyne silná konvergence f �h�g k  � v H1(
)-normì.Poznamenejme v¹ak, ¾e  �h� obecnì nepatøí do mno¾iny V GHh (
).Koneènì polo¾me ��h� := curl( ~ � +  0h) + �0:Z pøedchozí analýzy plyne:Vìta 3.6 Nech» jsou splnìny (3.27){(3.29) a (3.41). Potom��h� ! �� v (L2(
))2; h; �! 0+;pøièem¾ �� je stejné jako ve vìtì 3.5.Nyní si uvedeme pøíklady rùzných aproximací GH funkcionálu G splòující pøedpo-klad spojitosti (3.29). Pøipomeòme, ¾e G := g��0 ��, kde �0 je zvolené partikulárníøe¹ení úlohy (3.2) na 
. Oznaème ~g následující roz¹íøení g z �(�) do celé oblasti 
:(3.45) ~g(x1; x2) = g��(x2) := g(�(x2); x2); x2 2 �1:50



Varianta 1 Nech» funkce G�� je spojitá v �1. De�nujme(3.46) hGH ; vHiH := Z�1 rH(G��) vH��Hq1 + (�0H)2 dx2;kde rH(G��) je po èástech lineární Lagrangeova interpolace funkce G�� na DH avH 2 �H(�H). Potom platí:Lemma 3.4 Nech» G�� 2 C(�1) a � 2 C1;1(�1). Potom aproximace GH de�novanápomocí (3.46) splòuje (3.29).Dùkaz. Nech»(3.47) zH ! z v H10 (
); H ! 0+;kde zH 2 VH(
) (viz (3.30)), vH = stopa �(�H) zH a v = stopa �(�) z. Potom je jed-noduché ukázat (viz [26]), ¾e z (3.47) plyne:(3.48) vH��H ! v�� v L2(�1); H ! 0 + :NavíchGH ; vHiH � hG; vi = Z�1 rH(G��) vH��Hq1 + (�0H)2 dx2� Z�1 G�� v��q1 + (�0)2 dx2 = Z�1 rH(G��) vH��H(q1 + (�0H)2 �q1 + (�0)2) dx2+ Z�1(rH(G��) vH��H �G�� v��)q1 + (�0)2 dx2 := I1;H + I2;H:Ponìvad¾(3.49) rH(G��)! G�� (bodovì) na �1; H ! 0;plyne z (3.48), (3.49) a Lebesgueovy vìty, ¾e I2;H ! 0, H ! 0+. Analyzujme prvníèlen I1;H:jI1;Hj � Z�1 jrH(G��) vH��Hj j(q1 + (�0H)2 �q1 + (�0)2j dx2� c Z�1 jvH��H j j�0H � �0j j�0H + �0j dx2� ckvH��HkL2(�1)k�0H � �0kL2(�1) �! 0+;vezmeme-li do úvahy omezenost funkce rH(G��), Lipschitzovskou spojitost funkcex1 ! q1 + x21 na R1 a pøedpoklad, ¾e � 2 C1;1(�1). 2K tomu, abychom zkonstruovali funkci rH(G��), je nutná znalost normálového vek-toru �. Ní¾e je uvedena alternativní konstrukce GH , ve které je � nahrazeno jednot-kovým vektorem vnìj¹í normály �H k @!(�H), který mù¾e být jednodu¹e spoèten.Varianta 2 Nech» �0 = (�(1)0 ; �(2)0 ) je partikulární øe¹ení úlohy (3.2) na 
 de�-nované následovnì:�(1)0 (x1; x2) = � Z f(x1; x2) dx1; �(2)0 � 0 v 
51



a pøedpokládejme, ¾e �(1)0 2 C(
). Dále nech»(3.50) hGH ; vHiH := Z�1(~g � rH(�(1)0 ��H)�(1)H ) vH��Hq1 + (�0H)2 dx2;kde �H = (�(1)H ; �(2)H ) a ~g je de�nováno pomocí (3.45). Proto¾e �(1)H = 1q1 + (�0H)2 arH(�(1)0 ��H) = rH(�(1)0 ��), mù¾eme psát (3.50) v následujícím tvaru:hGH ; vHiH = Z�1 ~g vH��Hq1 + (�0H)2 dx2 � Z�1 rH(�(1)0 ��) vH��H dx2:Postupujíce stejnì jako v dùkazu lemmatu 3.4 mù¾eme dokázatLemma 3.5 Nech» ~g; �(1)0 �� 2 C(�1) a � 2 C1;1(�1). Potom GH de�nované pomocí(3.50) splòuje (3.29).Nyní si uká¾eme, jak zkonstruovat posloupnost f ~ �g splòující podmínku (3.41),která garantuje silnou konvergenci posloupnosti f��h�g k ��.Nech» � 2 C1;1(�1), g�� 2 H1(�1) a nech» funkce  je de�novaná vztahem (x2) = Z x20 ~gq1 + (�0)2 d�:Z pøedpokladù na g�� a � pak plyne, ¾e  2 H2(�1) a proto její roz¹íøení z �1 na
 de�nované vztahem: ~ (x1; x2) :=  (x2); (x1; x2) 2 
patøí do H2(
). Navíc @ ~ @s = g na �(�). Dále mù¾eme pøedpokládat, ¾e ~ = 0 na �̂(pokud ne, mù¾eme pøenásobit ~ vhodnou funkcí, která tento po¾adavek zrealizuje)a tudí¾ ~ 2 V G(
) \H2(
). Posloupnost f ~ �g splòující (3.41) je tvoøena napø. poèástech lineárními Lagrangeovými interpolacemi funkce ~ nad Th, t.j.~ � := rh ~ 2 Vh(
)a � = h.Poznámka 3.7 Jestli¾e je splnìna LBB-podmínka, mù¾eme odvodit øád konver-gence aproximací øe¹ení. Z dùvodu jednoduchosti pøedpokládejme, ¾e funkce � je poèástech lineární a její uzly patøí do DH pro libovolné H > 0. Jinými slovy !(�) jepolygonální a �H = � 8H > 0. Nech» ~b : H1=2(�(�)) � V (
) ! R1, kde V (
) jede�nováno pomocí (3.20), je bilineární forma daná vztahem:(3.51) ~b(v;  ) = hv; @ @s i = Z! gradw � curl dx = �h@v@s ;  i;pøièem¾ w 2 V (!) je taková, ¾e w = v na �(�) a @ @s ; @v@s 2 H�1=2(�(�)) jsouteèné derivace funkcí  a v podél �(�). Nahrazením èlenu hv; @ @s i za �h@v@s ;  i veformulaci ( ~M) vidíme, ¾e  � øe¹í eliptický problém�4 � = F v 
 [ � (ve smyslu distribucí)52



s F 2 (V (
))0 [ (V (�))0 a navíc splòuje následující dvì podmínky na �(�):(3:52) 8>><>>: �@ �@� � = @w@s ;@ �@s = G;kde �@ �@� � znaèí skok normálové derivace na �(�). Proto¾e obecnì @w@s 6= 0 na �(�),tak nejlep¹í, co mù¾eme oèekávat je, ¾e  � 2 H3=2�"(
) pro libovolné " > 0. Jejednoduché ukázat, ¾e sup 2V (
); 6=0 h@v@s ;  ij j1;
 � ��k@v@sk�1=2;�(�)platí s konstantou �� > 0, která nezávisí na v 2 H1=2(�(�)). Abychom to dokázali,uva¾ujme následující eliptické okrajové úlohy v ! a �:8>>>><>>>>: �4 1 = 0 v !;@ 1@� = @v@s na �(�); 1 = 0 na @! n �(�); 8>>><>>>: �4 2 = 0 v �; 2 =  1 na �(�); 2 = 0 na @� n �(�):Potom funkce  = *  1 v !; 2 v �patøí do V (
). Navíc j 2j1;� � cj 1j1;! pro nìjakou konstantu c > 0 a tedy(3.53) j j1;
 � cj 1j1;!:Nyní z (3.53) a z toho, ¾e j 1j1;! = k@v@sk�1=2;�(�), jak plyne z (3.11), dostáváme:sup 2V (
); 6=0 h@v@s ;  ij j1;
 � h@v@s ;  ij j1;
 = h@v@s ;  1ij j1;
 = j 1j21;!j j1;
 � ��k@v@sk�1=2;�(�):Oznaème ~�H(�) prostor de�novaný následovnì (pøipomeòme, ¾e �H(�) je de�-nován pomocí (3.24) pro � = �H 8H > 0):~�H(�) := @@s(�H(�)) = f�H 2 L2(�(�)) j �H �� je po èástechkonstantní na DH a Z�(�) �H ds = 0g:Mezi prvky z ~�H(�) a �H(�) existuje následující jednoznaèný vztah:(3.54) vH $ �H , �H = @vH@s ; vH 2 �H(�); �H 2 ~�H(�)53



a tudí¾ úloha ( ~M)Hh mù¾e být zapsána v následující ekvivalentní formì (viz po-známku 3.5):(3:55) 8>>>>><>>>>>: Najdi ( �h; ��H) 2 Vh(
) � ~�H(�) takové, ¾eZ
 curl �h � curl h dx� h��H ;  hi = � Z
 �0 � curl h dx 8 h 2 Vh(
);�h�H ;  �hi = hGH ; vHi 8�H 2 ~�H(�);kde �H = @vH@s a vH 2 �H(�) (vzhledem k tomu, ¾e �(�H ) = �(�) 8H > 0, platíh ; iH = h ; i).Nech» je splnìna LBB-podmínka. Potom (viz [7] a vìta 1.2) existuje konstantac > 0 nezávislá na h a taková, ¾e:(3.56) k � �  �hk1;
 + k@w@s � ��Hk�1=2;�(�) � cfk � �  hk1;
+k@w@s � �Hk�1=2;�(�)gplatí pro libovolné  h 2 Vh(
) a �H 2 ~�H(�).Pøedpokládejme, ¾e  � 2 H3=2�"(
), " > 0 a @w@s 2 L2(�(�)), pak(3.57) inf h2Vh(
) k � �  hk1;
 � ch1=2�"a(3.58) inf�H2~�H(�) k@w@s � �Hk�1=2;�(�) � cH1=2:Poslední odhad plyne z toho, ¾e Z�(�) @w@s ds = 0 a L2(�(�))-projekce funkce @w@s naprostor po èástech konstantních funkcí na DH patøí do ~�H(�). Proto¾e H=h � 1,dostaneme z (3.56){(3.58), ¾e(3.59) k � �  �hk1;
 + k@w@s � ��Hk�1=2;�(�) � cH1=2�":Z (3.59) je nyní snadné urèit øád konvergence pøibli¾ných øe¹ení ��h := curl �h + �0k �� := curl � + �0:Vìta 3.7 Nech»  � 2 H3=2�"(
), " > 0, @w@s 2 L2(�(�)) a nech» je splnìna LBB-podmínka. Potom(3.60) k�� � ��hk0;
 � cH1=2�":Dùkaz. Pøímý dùsledek (3.59). 254



Algebraický tvar úlohy ( ~M)Hh vede opìt na soustavu lineárních algebraickýchrovnic typu (1.7). Ov¹em v tomto pøípadì se spoètou prvky matic A , B a vektorùF, G následovnì:aij = Z
 curl'i � curl'j dx = Z
 grad 'i � grad'j dx;i; j = 1; : : : ; n; n = dimVh(
);bkj = Z�(�H) @'j@sH zk ds; gk = Z�(�H)GHzk ds; k = 1; : : : ;m;j = 1; : : : ; n; m = dim�H(�H);fj = � Z
 �0 � curl'j dx; j = 1; : : : ; n;kde f'jgnj=1 a fzkgmk=1 jsou Courantovy bázové funkce Vh(
) a �H(�H). Symboly ua � z (1.7) budou oznaèovat vektory uzlových hodnot funkcí  �h a �wH .Poznámka 2.4 i zpùsob øe¹ení soustavy (1.7) uvedený v odstavci 2.1 zùstávajíplatné i v tomto pøípadì.3.2 Neumannova okrajová úlohaPøístup prezentovaný v pøedchozím odstavci mù¾eme jednodu¹e pøenést i na èistìNeumannovu okrajovou úlohu:(P)0 8<: �4u = f v !;@u@� = g na @!nebo ekvivalentnì:(P) 8><>: Najdi u 2 H1(!) takové, ¾eZ! grad u � grad'dx = Z! f' dx + Z@! g' ds 8' 2 H1(!);kde f 2 L2loc(R2), g 2 L2(@!) a ! � R2 je omezená oblast s Lipschitzovskou hranicí@! (viz obr. 3.4). Pøitommusí být splnìna podmínka Z! f dx+Z@! g ds = 0 zaji¹»ujícíPSfrag replacements ! �� �D
�D�D �N�(�) x1

x2 
 = ! [ �
Obr. 3.4.55



existenci øe¹ení. Navíc øe¹ení je urèeno a¾ na konstantu.V dal¹ím budeme znaèit symbolem �(�) celou hranici oblasti ! a prostor V (!)bude toto¾ný s H1(!), t.j. �(�) := @! a V (!) := H1(!)! Pøi tomto znaèení zùstávajíde�nice prostoru Kf;g(!) (viz (3.1)) a formulace duální úlohy ( ~D) stejné jako vpøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy úlohy. Vý¹e uvedená podmínka existenceøe¹ení znamená, ¾e mno¾ina Kf;g(!) je neprázdná. V platnosti zùstává i vìta 3.1.Podobnì jako v pøedchozím odstavci nahradíme problém ( ~D) ekvivalentní formu-lací, která je vhodnìj¹í z výpoèetního hlediska. Nech» �0 2 (L2(!))2 je partikulárníøe¹ení diferenciální rovnice (3.2) v !. Potom libovolné � 2 Kf;g(!) mù¾eme psát vetvaru � = �0 + �, kde � 2 K0;G(!) a G := g � �0 � � na �(�). Dosazením tohotovztahu do ( ~D) dostaneme novou úlohu pro slo¾ku �:(D) 8>><>>: Najdi �� 2 K0;G(!) takové, ¾eZ! �� � �dx = � Z! �0 � �dx 8� 2 K0;0(!):Opìt platí, ¾e �0 + �� = grad u v ! a u 2 V (!) øe¹í (P). Poznamenejme, ¾e jednouz výhod duální formulace je to, ¾e má jediné øe¹ení na rozdíl od primární formulace.Nyní opìt pøeformulujeme úlohu (D) na úlohu novou, de�novanou na vìt¹í (�k-tivní) oblasti 
 � ! tak, aby se její øe¹ení zú¾ené na pùvodní oblast ! shodovalo søe¹ením úlohy (D).Nech» 
 je oblast obdélníkového tvaru znázornìná na obr. 3.4. Na hranici @
budou pøedepsány smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy okrajové podmínky, aby pri-mární úloha de�novaná na doplòku reálné oblasti a souèasnì duální úloha formulo-vaná na 
 byly regulární. Z tohoto dùvodu rozdìlíme hranici @
 na èásti �D a �N spøedepsanou Dirichletovou, resp. Neumannovou okrajovou podmínkou (viz obr. 3.4).Dále nech» �0 2 (L2(
))2 je taková, ¾e (3.2) je splnìno na celé oblasti 
. OznaèmeH0(div;
) = f� 2 (L2(
))2 j div � = 0 v 
; � � � = 0 na �Ng;H0G(
) = f� 2 H0(div;
) j � � � = G na �(�)g:Místo úlohy (D) uva¾ujme problém (D̂) de�novaný v 
:(D̂) 8><>: Najdi �� 2 H0G(
) takové, ¾eZ
 �� � �dx = � Z
 �0 � �dx 8� 2 H00 (
);kde H00 (
) := H0G(
) s G = 0 na �(�). Opìt platí, ¾e problém (D̂) má jediné øe¹ení�� 2 H0G(
) a navíc ��j! øe¹í (D).Poznámka 3.9 (interpretace ��j�) Podobnì jako v poznámce 3.2 z teorie dualityvyplývá, ¾e (�� + �0)j� = grad ~u, kde ~u je jediné øe¹ení úlohy:(3:61) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: �4~u = f v �;@~u@~� = �g na �(�);@~u@~� = �0 � ~� na �N ;~u = 0 na �D;56



pøièem¾ ~� je jednotkový vektor vnìj¹í normály k @�.Nech»H1=2(�(�)) je de�nován pomocí (3.4) s V (!) = H1(!). Podmínku ��� = Gna �(�) vyskytující se v de�nici prostoru H0G(
) zahrneme do formulace opìt pomocíLagrangeových multiplikátorù de�novaných na �(�). Tímto obdr¾íme úlohu (M̂) zodstavce 3.1, v ní¾ u¾ijeme vý¹e de�novaných prostorù H0(div;
) a H1=2(�(�)).Tuto úlohu dále pøeformulujeme pomocí proudových funkcí. Opìt vyu¾ijeme toho,¾e platí:(3.62) H0(div;
) = curlV (
);kde(3.63) V (
) = f 2 H1(
) j  = 0 na �Ng:U¾ijeme-li (3.62) v (M̂), dostaneme formulaci ( ~M) zalo¾enou na proudových funk-cích:( ~M) 8>>>>>><>>>>>>: Najdi ( �; w) 2 V (
)�H1=2(�(�)) takové, ¾eZ
 curl � � curl dx+ hw; @ @s i = � Z
 �0 � curl dx 8 2 V (
);hv; @ �@s i = hG; vi 8v 2 H1=2(�(�));kde význam symbolù @@s a h ; i je stejný jako v pøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy úlohy. Dosazením v := 1 do druhé rovnice v ( ~M) dostaneme podmínkuexistence øe¹ení ( ~M) ve tvaru:(3.64) hG; 1i = 0;co¾ je zøejmé z toho, ¾e h1; @ �@s i = �h@1@s;  �i = 0:Poznamenejme, ¾e tato podmínka je automaticky splnìna, jak plyne z de�nice G aGreenovy vìty.Pøejdìme nyní k aproximaci smí¹ené variaèní formulace ( ~M). Nech» fThg, h!0+ je opìt regulární systém triangulací oblasti 
 (viz obr. 3.5). Pro dané Th de�nu-jeme prostorVh(
) = f h 2 C(
) j  h 2 P1(T ) 8T 2 Th;  h = 0 na �Ng;t.j. Vh(
) obsahuje v¹echny spojité, po èástech lineární funkce nad Th a nulující se na�N . Systém fVh(
)g aproximuje prostor V (
) de�novaný vztahem (3.63). V dal¹ímpopí¹eme konstrukci aproximace prostoru � := H1=2(�(�)).Nejdøíve sestrojíme polygonální aproximaci �(�H) hranice �(�). Tato je jed-noznaènì urèena pomocí prùseèíkù �(�) se stranami Th, jak je vidìt na obr. 3.5.57



PSfrag replacements Thuzly TH�(�H)!� = 
 n !�D
�D�D �Nx1

x2
Obrázek 3.5.Dále rozdìlíme �(�H) na vzájemnì disjunktní èásti Si o délce jSij := H � 3h tak,aby konce úsekù Si le¾ely na meziprvkových hranicích (viz obr. 3.5). Systém v¹echtakových fSigmi=1 oznaèíme TH a de�nujeme prostor �H(�H) následovnì:�H(�H) = fvH 2 C(�(�H)) j vH jS 2 P1(S) 8S 2 THg;t.j. �H(�H) obsahuje v¹echny spojité, po èástech lineární funkce na TH . Aproximace( ~M)Hh úlohy ( ~M) je de�nována následovnì:( ~M)Hh 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: Najdi ( �h; wH) 2 Vh(
)� �H(�H) takové, ¾eZ
 curl �h � curl h dx+ hwH ; @ h@sH iH = � Z
 �0 � curl h dx8 h 2 Vh(
);hvH ; @ �h@sH iH = hGH ; vHiH 8vH 2 �H(�H);kde GH 2 L2(�(�H)) je vhodná aproximace G 2 H�1=2(�(�)) a význam symbolùsH , @@sH a h ; iH je opìt stejný jako u smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy úlohy. Ktomu, aby tato úloha mìla øe¹ení, je opìt nutné a postaèující, aby(3.65) hGH ; 1iH = 0;jak plyne z druhé rovnosti v ( ~M)Hh , dosadíme-li za vH := 1. Uká¾eme si jednu z mo¾-ných konstrukcí GH splòující (3.65). Pøedpokládejme, ¾e G 2 C(�(�)) a nech» G�Hje její po èástech lineární Lagrangeova interpolace sestrojená nad TH (viz poznámku2.14). Potom funkce GH := G�H � �=L;58



kde � := hG�H ; 1iH = Z�(�H)G�H ds;L := Z�(�H) ds;splòuje (3.65). Souèasnì pøedpokládáme, ¾e podíl j�=Lj je "dostateènì malý".Algebraická formulace i zpùsob výpoètu prvkù matic A , B a vektorù F, G jsoustejné jako v pøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy okrajové úlohy.3.3 Numerická realizace a pøíkladyV pøíkladech, které následují, ilustrujeme u¾ití právì popsané metody k øe¹ení mo-delové smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy (pøíklad 3.1) a èistì Neumannovy (pøíklad3.2) okrajové úlohy. Tyto jsou opìt zvoleny tak, aby jejich øe¹ení bylo snadno vyjá-døitelné v analytickém tvaru.Pøíklad 3.1 Uva¾ujme následující smí¹enou Dirichletovu-Neumannovu úlohu:(P)1 8>>>><>>>>: �4u = f v !; ! � R2;u = 0 na �1 [ �2;@u@� = g na �(�);kde(3.66) f = �4(udj!) 2 L2(!); g = @@� (udj!) 2 L2(�(�));ud(x1; x2) = x1(Lx1 � x1)2x2(Lx2 � x2); (x1; x2) 2 R2 a Lx1 = Lx2 = 10:Tvar oblasti ! a rozklad hranice @! na èásti �1, �2 a �(�) jsou patrné z obrázku
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Obrázek 3.6. Obrázek 3.7.3.6, pøièem¾ hranice �(�) je popsána grafem funkce�(x2) = (x2 + 6)=2; x2 2 [0; 10]:59



Z (3.66) a z toho, ¾e ud = 0 na �1 [ �2 okam¾itì vyplývá, ¾e udj! je øe¹ením úlohy(P)1.Pøíklad 3.2 Pomocí stejné metody øe¹me Neumannovu úlohu (viz odstavec 3.2)(P)2 8<: �4u = f v !; ! � R2;@u@� = g na �(�) = @!;kde f , g a ud jsou de�novány stejnì jako v pøedchozím pøíkladì. Tvar oblasti ! jeznázornìn na obrázku 3.7 a její hranice �(�) = @! je popsána implicitní funkcí(x1 � Lx1=2)24 + (x2 � Lx2=2)216 = 1;kde Lx1 = Lx2 = 10. Z (3.66) ihned vyplývá, ¾e udj! je øe¹ením úlohy (P)2.Numerická realizace pøíkladu 3.1Nech» �ktivní oblast 
 je tvaru 
 = (0; 10) � (0; 10). Z dùvodù uvedených v po-známce 2.10 pou¾ijeme pøi konkrétní numerické realizaci opìt rektangulace Rh �k-tivní oblasti 
 namísto triangulací (viz obr. 3.8). Ka¾déRh pøiøadíme prostor Vh(
),
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Obrázek 3.8.kde Vh(
) = f h 2 C(
) j  hjR 2 Q1(R) 8R 2 Rh;  h = 0 na �̂g;t.j. Vh(
) obsahuje v¹echny spojité, po èástech bilineární funkce na Rh nulující sena �̂. Prostor �H(�H) := �H(�) je de�nován následovnì:�H(�) = fvH 2 C(�(�)) j vHjAiAi+1 2 P1(AiAi+1);i = 1; : : : ;m� 1; vH(A1) = vH(Am) = 0g:60



Pøitom zpùsob volby dìlení DH a bodù Ai, i = 1; : : : ;m je patrný z obrázku 3.8.Aproximací spojité formulace ( ~M) je úloha ( ~M)Hh z odstavce 3.1, kde za Vh(
) a�H(�) vezmeme vý¹e uvedené prostory. K aproximaci funkce G pou¾ijeme variantu1 s tím rozdílem, ¾e po èástech lineární Lagrangeovu interpolaci funkce G � � ne-budeme konstruovat nad DH , ale nad jemnìj¹ím dìlením hranice �1, je¾ je urèenoprùseèíky �(�) se stranami Rh promítnutými na �1. Tímto obdr¾íme výraznì pøes-nìj¹í aproximaci funkce G��. Sestavení matic A , B a vektorù F,G a také postup pøiøe¹ení soustavy lineárních algebraických rovnic typu (1.7) zùstávají beze zmìn, t.j.vyøe¹íme soustavu (2.7) pouze v duální promìnné a primární velièiny dopoèítáme.Oznaème E0rel(h) = k��h � grad udk0;!h=k grad udk0;!hrelativní chybu øe¹ení ��hj!h v normì L2(!h). Pøipomeòme je¹tì, ¾e oblast !h jetvoøena elementyR, je¾ celé le¾í v !. Pøitom ��h := curl �h+�0 a �� := curl �+�0,kde  �h a  � jsou první slo¾ky øe¹ení problémù ( ~M)Hh a ( ~M). Z interpretace ��j�(viz poznámku 3.2) je ihned vidìt, ¾e ��j� a tedy i ��hj� jsou závislé na volbì �0 aproto bude zajímavé zjistit, jaký má tato volba vliv na relativní chybu øe¹ení ��hj!h.Z tohoto dùvodu zaènìme s analýzou závislosti E0rel(h) na h a souèasnì na volbì �0.V dal¹ím budeme uva¾ovat následující volby �0:(i)�0 = [� R f dx; 0]; (ii)�0 = [0;� R f dy];(iii)�0 = [� R f1 dx;� R f2 dy]; (iv)�0 = [� R f2 dx;� R f1 dy];kde f = �4(udj
) = �@2(udj
)@x21 � @2(udj
)@x22 := f1 + f2 v 
:Z tabulky 3.1 je patrné, ¾e volba �0 má velký vliv nejen na velikost relativníKrok h Var. (i) Var. (ii) Var. (iii) Var. (iv)10/32 8.0742e-02 6.3070e-03 4.4128e-02 3.7390e-0210/64 3.8858e-02 1.6083e-03 2.1176e-02 1.7800e-0210/128 1.8442e-02 4.0339e-04 9.9966e-03 8.4628e-03Øád konv. 1.0652 1.9834 1.0711 1.0717Tab. 3.1. Relativní chyba E0rel øe¹ení ��hj!h v závislosti na h a volbì �0.chyby øe¹ení E0rel, ale i na øád konvergence. Zvlá¹tì markantní je rozdíl mezi (ii) azbývajícími variantami. To je dáno tím, ¾e v pøípadì varianty (ii) platí pro funkci~u, je¾ je øe¹ením (3.9) na �, ¾e@~u@~� = �0~� = [0;� R f dy] � [1; 0]T = 0 = @ud@~� na �̂:61



Z poznámky 3.2 tudí¾ plyne, ¾e ~u = udj� v � a proto��h ! �� = grad(udj
) v (L2(
))2:Ve vìtì 3.7 jsme pøi odvozování øádu konvergence vycházeli z toho, ¾e øe¹ení  � 2H3=2�"(
), " > 0, co¾ mìlo za následek, ¾e výsledný øád konvergence pøibli¾ných øe-¹ení byl 1=2� ". V pøípadì varianty (ii) v¹ak funkce �� a tedy i  � patøí do C1(
).Toto, jak mù¾emevidìt z tabulky 3.1, má pozitivní vliv na velikost øádu konvergence.V dal¹ím jsou pro rùzné volby �0 grafem, popø. tabulkou znázornìny:� vypoètené øe¹ení ��h := curl �h + �0;� odpovídající Lagrangeùv multiplikátor wH;� poèet iterací metody sdru¾ených gradientù v závislosti na h;� relativní chyba E0rel(h) øe¹ení ��hj!h v normì prostoru (L2(!h))2;� doba øe¹ení soustavy (2.7) v závislosti na h;� øád zmìny poètu iterací metody sdru¾ených gradientù vzhledem k h;� øád konvergence vypoètený z relativní chyby øe¹ení ��hj!h v normì prostoru(L2(!h))2;� øád zmìny doby øe¹ení soustavy (2.7) vzhledem k h.
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V následujících obrázcích je znázornìno vypoètené øe¹ení ��h = curl �h + �0 =[��h(1); ��h(2)] pro rùzné volby �0 a v tabulce 3.2 jsou uvedeny uzlové hodnoty wH.Pøitom ( �h; wH) 2 Vh(
)��H(�) je øe¹ením úlohy ( ~M)Hh pro h = 10=32, parametrv ukonèovacím kritériu metody sdru¾ených gradientù " = 10�5 a H=h := 3. Obrázky3.9-12, resp. 3.13-16 zachycují první, resp. druhou slo¾ku funkce ��h. Z obrázkù 3.10a 3.14 vidíme, ¾e pouze v pøípadì varianty (ii) volby �0 je øe¹ení pìknì hladké nacelé oblasti 
 a ��h odpovídá aproximaci grad ud na celé 
.
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V tabulce 3.2 jsou uvedeny uzlové hodnoty wi = wH(Ai), i = 2; : : : ;m � 1vypoèteného po èástech lineárního LM wH pro rùzné varianty �0. Pøitom m = 12a w1 = w12 = 0, jak plyne z de�nice �H(�). Z této tabulky je patrné, ¾e v pøípadìvarianty (ii) jsou hodnoty wi v absolutní hodnotì zhruba 1000x men¹í ne¾ pro ostatnívolby �0. To plyne z toho, ¾e wH ! w = (~u� u) v H1=2(�(�)) a v pøípadì varianty(ii) je tento rozdíl roven 0.�0 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 w11 Øád(i) 0.09 0.26 0.43 0.65 0.82 0.93 1.03 1.03 0.91 0.65 �104(ii) -5.40 -4.74 -9.36 -4.88 -8.64 -12.37 -0.30 -14.11 3.64 -10.68 �100(iii) 0.49 1.43 2.37 3.56 4.48 5.09 5.65 5.65 4.92 3.46 �103(iv) 0.40 1.17 1.94 2.92 3.67 4.16 4.64 4.68 4.16 3.00 �103Tab. 3.2. Odpovídající LM.Dal¹í charakteristiky numerického øe¹ení úlohy (P)1Z tabulek 3.3-7 je vidìt, ¾e poèet iterací, doba øe¹ení soustavy (2.7) (soustava li-neárních algebraických rovnic pouze v duální promìnné) a odpovídající øády zmìntìchto charakteristik jsou témìø nezávislé na volbì �0. Závislost chyby øe¹ení a øádukonvergence na �0 ji¾ byla analyzována v pøedchozím textu. Je¹tì pøipomeòme, ¾eteoreticky odvozený øád konvergence je 1=2 � ", " > 0 (viz vìta 3.7 pro pøípad tri-angulace 
). Pokud ov¹em uva¾ujeme pouze normu v prostoru (L2(!h))2, vycházíøád konvergence vìt¹í (viz tabulku 3.7).Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 10 6 8.0742e-02 3.0000e-0210/64 4225 22 10 3.8858e-02 3.2000e-0110/128 16641 46 15 1.8442e-02 2.9600e+00Tab. 3.3. Volba (i).Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 10 7 6.3070e-03 3.5000e-0210/64 4225 22 10 1.6083e-03 3.2000e-0110/128 16641 46 15 4.0339e-04 2.9600e+00Tab. 3.4. Volba (ii).
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Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 10 6 4.4128e-02 3.0000e-0210/64 4225 22 10 2.1176e-02 3.2000e-0110/128 16641 46 15 9.9966e-03 2.9600e+00Tab. 3.5. Volba (iii).Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 10 7 3.7390e-02 3.5000e-0210/64 4225 22 10 1.7800e-02 3.2000e-0110/128 16641 46 15 8.4628e-03 2.9600e+00Tab. 3.6. Volba (iv).Øád Var. (i) Var. (ii) Var. (iii) Var. (iv)zmìny poètu iterací -0.6610 -0.5498 -0.6610 -0.5498konvergence øe¹ení v normì (L2(!h))2 1.0652 1.9834 1.0711 1.0717zmìny doby øe¹ení soustavy (2.7) -3.3315 -3.1023 -3.3098 -3.3171Tab. 3.7.Numerická realizace pøíkladu 3.2V tomto pøípadì budeme opìt pracovat s rektangulacemiRh �ktivní oblasti 
 tvaru
 = (0; 10) � (0; 10). De�nice prostoru Vh(
) bude stejná jako v pøíkladì 3.1 stím rozdílem, ¾e �̂ nahradíme �N . Pøi konstrukci prostoru �H(�H) postupujemestejnì jako v pøípadì triangulace 
, t.j. nejdøíve sestrojíme polygonální aproximaci�(�H) hranice �(�). Tato je jednoznaènì urèena pomocí prùseèíkù �(�) se stranamiRh (viz obr. 3.17). Dále rozdìlíme �(�H ) na vzájemnì disjunktní èásti Si o délcejSij := H � 3h tak, aby konce úsekù Si le¾ely na meziprvkových hranicích (viz obr.3.17). Systém v¹ech takových fSigmi=1 oznaèíme RH a de�nujeme prostor �H(�H)následovnì: �H(�H) = fvH 2 C(�(�H)) j vHjS 2 P1(S) 8S 2 RHg;t.j. �H(�H) obsahuje v¹echny spojité, po èástech lineární funkce na RH . Aproximacíspojité formulace ( ~M) je úloha ( ~M)Hh z odstavce 3.2, v ní¾ u¾ijeme právì zkonstru-ované prostory Vh(
) a �H(�H). K aproximaci funkce G pou¾ijeme její po èástechlineární Lagrangeovu interpolaci zkonstruovanou nad RH a následnì modi�kovanoutak, aby byla splnìna podmínka (3.65) zaji¹»ující existenci øe¹ení (viz konec odstavce3.2). Sestavení matic A , B a vektorù F, G vèetnì øe¹ení soustavy (1.7) je stejné jakov pøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy okrajové úlohy.Z interpretace ��j� v poznámce 3.9 víme, ¾e ��j� a tedy i ��hj� jsou opìt závisléna volbì �0. Jeliko¾ v¹echny závìry z analýzy chyby øe¹ení ��h v závislosti na volbì�0 jsou stejné jako v pøíkladì 3.1, nebudeme je ji¾ znovu opakovat.66
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10PSfrag replacements Rhuzly RH�(�H)!� = 
 n !
�D
�D�D �NA1A2AmObrázek 3.17.V dal¹ím znázorníme grafem, popø. tabulkou jednotlivé charakteristiky nume-rického øe¹ení úlohy (P)2, pøièem¾ se omezíme pouze na varianty (i) a (ii) volby�0. Na obrázcích 3.18-21 jsou vidìt obì slo¾ky øe¹ení ��h := curl �h + �0 a v tabulce3.8 jsou uvedeny uzlové hodnoty wH pro zvolené varianty �0. Pøitom h = 10=32,parametr v ukonèovacím kritériu metody sdru¾ených gradientù " = 10�5 a H=h := 3.Opìt vidíme, ¾e v pøípadì varianty (ii) vychází slo¾ky øe¹ení ��h (obr. 3.19 a 3.21)pìknì hladké na celé oblasti 
. Toto je zpùsobeno tím, ¾e i zde ��h ! grad ud v(L2(
))2, co¾ plyne ze stejných úvah jako v pøedchozím pøíkladì.
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Obrázek 3.18. ��h(1), var. (i). Obrázek 3.19. ��h(1), var. (ii).67
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Obrázek 3.20. ��h(2), var. (i). Obrázek 3.21. ��h(2), var. (ii).V následující tabulce jsou pro zvolené varianty �0 uvedeny uzlové hodnoty wi =wH(Ai) vypoèteného multiplikátoru wH pro i = 1; : : : ;m a m = 20 (viz obr. 3.17).Tyto hodnoty jsou v pøípadì varianty (ii) opìt øádovì men¹í (bráno v absolutníhodnotì). Tento rozdíl ov¹em ji¾ není tak markantní, ponìvad¾ v tomto pøípadìrealizujeme pøedepsanou okrajovou podmínku pomocí hranièních LM na aproximaci�(�H) hranice �(�) a ne pøímo na �(�), jak tomu bylo v pøíkladì 3.1.�0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 Øád(i) 5.85 4.77 2.62 -0.99 -3.83 -5.64 -5.73 -5.69 -5.65 -5.62 �103(ii) 2.53 2.65 2.53 2.72 2.74 2.66 2.57 2.61 2.65 2.51 �102�0 w11 w12 w13 w14 w15 w16 w17 w18 w19 w20 Øád(i) -5.64 -5.62 -5.66 -5.69 -5.75 -5.51 -3.45 -0.32 3.07 5.01 �103(ii) 2.59 2.57 2.51 2.52 2.54 2.50 2.46 2.48 2.53 2.40 �102Tab. 3.8.
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Dal¹í charakteristiky numerického øe¹ení úlohy (P)2Z tabulek 3.9-11 je dále vidìt, ¾e realizace pøedepsané okrajové podmínky pomocíhranièních LM de�novaných na aproximaci �(�H) a nikoli na �(�) má za následeknárust chyby øe¹ení ��hj!h, co¾ vede souèasnì k poklesu odpovídajícího øádu kon-vergence. Navíc pøedepsaná okrajová podmínka není splnìna pøesnì, ale pouze v ji¾zmínìném slabém smyslu. Potøebný poèet iterací metody sdru¾ených gradientù atedy i doba øe¹ení soustavy (2.7) jsou takté¾ vìt¹í oproti pøedchozímu pøíkladu. Toje ov¹em zpùsobeno tím, ¾e se souèasnì zvý¹il i poèet duálních promìnných.Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 20 11 1.3682e-001 5.5000e-0210/64 4225 41 16 9.1868e-002 4.8000e-0110/128 16641 82 23 6.7844e-002 4.3000e+00Tab. 3.9. Volba (i).Krok h pè.prim.pr. pè.du.pr. pè.it. E0rel(h) èas [sec]10/32 1089 20 11 3.9266e-003 5.5000e-0210/64 4225 41 17 9.1824e-004 5.1000e-0110/128 16641 82 26 2.9569e-004 4.8500e+00Tab. 3.10. Volba (ii).Øád Var. (i) Var. (ii)zmìny poètu iterací -0.5321 -0.6205konvergence øe¹ení v normì (L2(!h))2 0.5060 1.8656zmìny doby øe¹ení soustavy (2.7) -3.0816 -3.2925Tab. 3.11.
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Èást II. U¾ití MFO v tvarové optimalizaciV praxi se setkáváme s celou øadou úloh, jejich¾ geometrie má podstatný vliv nakvalitu výsledného produktu (strojírenství, hornictví atd.). Matematická disciplínazabývající se hledáním optimálního tvaru se nazývá tvarová optimalizace.Tvarová optimalizace je èástí teorie optimálního øízení, ve které kontrolní ve-lièina souvisí s geometrií problému. Úlohy tvarové optimalizace sestávají ze dvouúrovní. Vnìj¹í úroveò je dána minimizací cenového funkcionálu pomocí vhodnéhominimalizaèního algoritmu a vnitøní úroveò je tvoøena stavovou úlohou, její¾ øe¹enípotøebujeme k vyhodnocení cenového funkcionálu, popø. funkcí realizujících rùznáomezení a jejich derivací. Velká tøída úloh tvarové optimalizace má následující abs-traktní vyjádøení:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�; u(!�)) = min!2O J(!; u(!));kde� O je mno¾ina pøipustných oblastí zahrnující v¹echny mo¾né kandidáty, je¾ jsouobvykle podrobeny rùzným technologickým omezením (napø. omezení na ob-jem, na hladkost hranice atd.);� ! 2 O je oblast mající význam øídící velièiny, její¾ geometrie reprezentuje danýfyzikální systém a !�, pokud existuje, znaèí optimální oblast;� u(!) 2 V (!) je øe¹ením stavové úlohy (P(!)) popisující chování modelu. Ta jeobvykle popsána parciální diferenciální rovnicí nebo nerovnicí formulovanouv ! 2 O;� J je cenový funkcionál, jeho¾ výbìr závisí na tom, jakou vlastnost chcemeoptimalizovat.Existence øe¹ení úlohy (P) je rozebrána v [26] a [37].Jeliko¾ øe¹ení (P) nejsou obecnì dostupná, nahradíme (P) její aproximací (P)�h.Tato spoèívá v diskretizaci mno¾iny pøípustných oblastí O a stavové úlohy (P(!))s parametry diskretizace �, resp. h. Problém (P)�h zapí¹eme následovnì:(P)�h 8<: Najdi !�� 2 O� takové, ¾eJh(!��; uh(!��)) = min!�2O� Jh(!�; uh(!�));kde:� O� je vhodná diskretizace O obsahující oblasti popsané koneèným, v¾dy stej-ným poètem parametrù (napø. po èástech polynomiální aproximace hranice).Tento poèet je charakterizován diskretizaèním parametrem �;� uh(!�) 2 Vh(!�) je øe¹ením stavové úlohy (P(!�))h, která je obvykle aproxi-mací (P(!)) pomocí metody koneèných prvkù a !� 2 O� je vhodnou aproxi-mací oblasti ! 2 O. Diskretizaèní parametr h charakterizuje normu pou¾itésítì v MKP; 70



� Jh je aproximace J , kterou dostaneme napø. u¾itímmetod numerické integrace.Vztah mezi (P) a (P)�h je podrobnì rozebrán v [26].Ve vìt¹inì pøípadù je diskrétní stavová úloha dána rozsáhlou soustavou alge-braických rovnic, které dostaneme u¾itím MKP k aproximaci (P(!)). Volání dolníúrovnì a tedy øe¹ení pøíslu¹né soustavy algebraických rovnic se opakuje mnohokráta proto není pøekvapující, ¾e efektivnost øe¹ení úlohy (P(!�))h hraje dùle¾itou roliv rámci celého výpoèetního procesu. Následující kapitola je vìnována øe¹ení úlohtvarové optimalizace, kdy k efektivní realizaci stavové úlohy pou¾ijeme MFO. V ka-pitole 5 pak ilustrujeme u¾ití metod tvarové optimalizace v kombinaci s MFO naøe¹ení Bernoulliho úloh s volnou hranicí.4 MFO v úlohách tvarové optimalizaceV této kapitole budeme analyzovat rùzné aspekty MFO pøi numerické realizaciúloh tvarové optimalizace. Její u¾ití zvy¹uje efektivnost vnitøní úrovnì optimali-zaèního procesu a souèasnì zjednodu¹uje implementaci úrovnì vnìj¹í. Mù¾eme tovidìt, porovnáme-li tento pøístup s pøístupem klasickým zalo¾eným na postupnédeformaci hranice. Z tohoto dùvodu nejdøíve zmíníme klasický zpùsob øe¹ení úlohtvarové optimalizace (odstavec 4.1) a následnì pøístup zalo¾ený na MFO (odstavec4.2). U¾ití MFO pøiná¹í ov¹em i jednu nevýhodu a to, ¾e výsledná úloha matema-tického programování je obecnì nehladká. Z tohoto dùvodu je odstavec 4.3 vìnovánalgoritmùm globální optimalizace, je¾ u¾ívají k nalezení globálního minima pouzehodnoty cenové funkce a nikoli její drivace. Koneènì v odstavci 4.4 ilustrujeme nanìkolika modelových úlohách efektivnost u¾ití MFO v tvarové optimalizaci.4.1 Klasický pøístup k úlohám tvarové optimalizaceKlasický zpùsob numerické realizace (P)�h je zalo¾en na postupné deformaci hraniceoblasti, pøièem¾ nový tvar !(k+1)� je zkonstruován z pøedchozího tvaru !(k)� jehovhodnou deformací: !(k+1)� = F (k)� (!(k)� ); k = 0; 1; : : : ;kde F (k)� je spojité prosté zobrazení takové, ¾eJh(!(k+1)� ; uh(!(k+1)� )) � Jh(!(k)� ; uh(!(k)� )); k = 0; 1; : : : :Jak jsme ji¾ zmínili, mno¾ina O� obsahuje oblasti urèené koneèným, stejnì vel-kým poètem parametrù. Z tohoto dùvodu libovolná !� 2 O� mù¾e být jednoznaènìpopsána vektorem� = (�1; : : : ; �q) 2 Rq, který nazveme vektorem diskrétních návr-hových promìnných. Nech» TD : O� ! Rq je izomor�smus de�novaný následovnì:TD(!�) = �; !� 2 O�a oznaème U := TD(O�). Obdobnì de�nujme izomor�smus TS mezi prostory Vh(!�)a Rn: TS(vh) = v; vh 2 Vh(!�);71



kde v je vektor souøadnic funkce vh 2 Vh(!�) vzhledem k bázi Vh(!�).Pøedpokládejme, ¾e stavová úloha (P(!)) je lineární a k její numerické realizacije pou¾ita klasická metoda koneèných prvkù. Potom maticová forma (P(!�))h vedena soustavu rovnic(4.1) A (�)u(�) = F(�);kde A (�) je matice tuhosti, F(�) je vektor zatí¾ení a u(�) je vektor uzlovýchhodnot uh(!�). V tomto pøípadì matice tuhosti A a vektor zatí¾ení F jsou závisléna geometrii oblasti !� 2 O�.Algebraický tvar (P)�h pro �; h > 0 pevnì zvolené vede na následující úlohunelineárního matematického programování:(~P) 8<: Najdi �� 2 U takové, ¾eJ (��;u(��)) = min�2U J (�;u(�));kde J (�;u(�)) := Jh(T �1D �;T �1S u(�)), pøièem¾ symboly T �1D a T �1S znaèí inverznízobrazení k TD, resp. TS . Nevýhody tohoto pøístupu jsou zøejmé. K získání novékon�gurace !(k+1)� musíme udìlat následující kroky:(i) znovu provést dìlení nové oblasti na koneèné prvky;(ii) sestavit novou matici tuhosti a vektor zatí¾ení;(iii) øe¹it novou soustavu lineárních algebraických rovnic.Tyto kroky se opakují mnohokrát, z èeho¾ vyplývá, ¾e tento pøístup není obecnìpøíli¹ efektivní.4.2 MFO u¾itá k realizaci úloh tvarové optimalizaceK odstranìní vý¹e zmínìných nedostatkù nebo alespoò k jejich potlaèení pou¾ijemeMFO k numerické realizaci (P(!�))h. Tímto úplnì obejdeme krok (i), jeliko¾ v¹echnyvýpoèty provádíme na pevné oblasti 
 a na jejím pevném dìlení Th. To znamená, ¾e
 i Th jsou zcela nezávislé na geometrii reálné oblasti. Dùsledkem toho je, ¾e maticetuhosti je nezávislá na vektoru diskrétních návrhových promìnných a nemusíme jipøepoèítávat pro ka¾dou novou kon�guraci !(k+1)� . Èásteènì tedy zjednodu¹íme ikrok (ii).Abstraktní schéma úloh tvarové optimalizace, je¾ u¾ívají k øe¹ení stavového pro-blému metodu �ktivních oblastí, vypadá následovnì:(P̂)H�h 8><>: Najdi !�� 2 O� takové, ¾eJh(!��; ûh(!��)j!��) = min!�2O� Jh(!�; ûh(!�)j!�);kde ûh(!�) 2 Vh(
) je øe¹ením pomocí jedné z døíve uvedených metod �ktivníchoblastí. Zde vstupuje do hry dal¹í diskretizaèní parametr H, který se vztahuje kekonstrukci diskrétních prostorù Lagrangeových multiplikátorù. Matematickou ana-lýzu existence øe¹ení !�� úlohy (P̂)H�h a studium konvergence posloupnosti f!��g k !�je mo¾né nalézt v [26]. 72



Pøipomeòme, ¾e algebraická forma MFO zalo¾ených na Lagrangeových multipli-kátorech je následující (viz (1.7)):( ~P(�)) 8>>><>>>: Najdi (u(�);�(�)) 2 Rn �Rd takové, ¾eA u(�) + B T (�)�(�) = F(�);B (�)u(�) = G(�);kde u(�), resp. �(�) je vektor uzlových hodnot funkce ûh(!�), resp. Lagrangeo-vého multiplikátoru �H(!�) a � 2 U je vektor diskrétních návrhových promìnnýchcharakterizujících !� 2 O�. Znovu zopakujme, ¾e pouze matice B a pravá stranav ( ~P(�)) jsou závislé na �, nikoli v¹ak matice tuhosti A . To znamená, ¾e maticeA mù¾e být spoètena pouze na zaèátku optimalizaèního procesu a pak ji¾ zùstávánezmìnìna. Tvarová optimalizace s øe¹ièi zalo¾enými na BLM-technice je studovánav [15], [22], [36] aj. DLM-technika v tvarové optimalizaci byla pou¾ita v [25], [42] adal¹ích.Nedílnou souèástí ka¾dého optimalizaèního procesu je analýza citlivosti, to jeststudium diferencovatelnosti zobrazení, které øídící promìnné pøiøadí øe¹ení stavovéúlohy. V následujícím se proto budeme zabývat diferencovatelností zobrazení u :� 7! u(�), � 2 U , kde u(�) je první slo¾ka øe¹ení ( ~P(�)). Z formulace ( ~P(�)) jevidìt, ¾e(4.2) u(�) = (I� A �1 B T (�)(B (�) A �1 B T (�))�1 B (�)) A �1F(�):Pøedpokládáme-li, ¾e zobrazení � 7! F(�) je dostateènì hladké, diferencovatelnostu závisí pouze na diferencovatelnosti zobrazení � 7! B (�); B �1(�).Zaènìme s metodou hranièních LM. Z dùvodu jednoduchosti prezentace pøedpo-kládejme, ¾e pouze èást hranice je promìnná a ¾e je realizována spojitou, po èástechlineární funkcí �H sestrojenou nad dìlením DH hranice � (viz obr. 4.1). Je zøejmé,PSfrag replacements DH�Hsupp 'j4k� Obrázek 4.1.¾e vektor návrhových promìnných � mù¾e být ztoto¾nìn s hodnotami funkce �H vuzlech DH . Pøipomeòme, ¾e prvky matice B (�) spoèteme následovnì:bkj(�) := bkj(�H) = ZSk(�H) 'j ds = Z4k 'j � �Hq1 + (�0H)2 dx2;kde 'j je j-tá Courantova bázová funkce Vh(
) a Sk(�H) je k-tý pøímý úsek �H nad4k � � (viz obr. 4.1). 73



Nech» �H je dal¹í spojitá, po èástech lineární funkce nad DH a � odpovídajícívektor návrhových promìnných. Spoèítejme nyní smìrovou derivaci b0kj(�H; �H):b0kj(�;�) := b0kj(�H ; �H) = ddt �Z4k 'j � (�H + t�H)q1 + (�0H + t�0H)2 dx2�����t=0+ :Obdr¾íme:(4.3) b0kj(�;�) = Z4k (@'j@x1 ) � �Hq1 + (�0H)2�H dx2 + Z4k 'j � �H �0H�0Hq1 + (�0H)2 dx2:Z (4.3) je zøejmé, ¾e pokud èlen (@'j@x1 )��H není de�nován na "podstatné" èásti 4k,potom obecnì platí: b0kj(�H ; �H) 6= �b0kj(�H ;��H);t.j. funkce bkj není v �H spojitì diferencovatelná. Tato situace nastane tehdy, kdy¾úsek Sk má neprázdný prùnik s koneènì prvkovými hranicemi, jeho¾ jednorozmìrnáLebesgueova míra je kladná. Abychom to ukázali, uva¾ujme situaci znázornìnou naobrázku 4.2 pro pøípad triangulace 
, kde bázová funkce 'j je pøiøazena uzlu (0; 0)ètvercové sítì s délkou kroku rovnou jedné. Oznaème '(i)j = 'jjTi, kde Ti, i = 1; : : : ; 4jsou trojúhelníky, je¾ jsou èástí nosièe 'j. Potom je zøejmì'(1)j = 1 � x2; '(2)j = 1 + x2;'(3)j = 1 + x1 � x2; '(4)j = 1 � x1 + x2:Pøedpokládejme, ¾e úsek Sk funkce �H le¾í v koneènì prvkové hranici oddìlujícítrojúhelníky T2 a T3 od T1 a T4, t.j. �H = 0 nad 4k. Spoèítejme b0kj(�H; �H),kde funkce �H je reprezentovaná úsekem ~Sk nad 4k, který prochází bodem (0; 0)(viz obr. 4.2). Z (4.3) plyne, ¾e b0kj(�;�) = 0, kde¾to b0kj(�;��) = �2 R 10 �H dx2,PSfrag replacements T1T2T3 T4 ~Sk� ~Sk
Sk

(�1;�1) (0; 0) (1; 1)
Obrázek 4.2.pøièem¾ funkce ��H zù¾ená na 4k odpovídá úseku � ~Sk. Z této elementární analýzy74



vyplývá, ¾e zobrazení � 7! B (�) není spojitì diferencovatelné. Není proto ani dùvodoèekávat, ¾e zobrazení u : � 7! u(�), � 2 U je spojitì diferencovatelné.Podobný výsledek obdr¾íme i v pøípadì rektangulace 
. Nech» Ri je ètvercovýelement obsahující Ti (viz obr. 4.2) a oznaème '(i)j = 'jjRi, i = 1; : : : ; 4, kde 'j jeodpovídající bázová po èástech bilineární funkce. Potom'(1)j = 1 � x1 � x2 + x1x2; '(2)j = 1 + x1 + x2 + x1x2;'(3)j = 1 + x1 � x2 � x1x2; '(4)j = 1� x1 + x2 � x1x2:Z (4.3) plyne, ¾e b0kj(�;�) = 2 R 10 �H(x2 � 1) dx2 a také b0kj(�;��) = 2 R 10 �H(x2 �1) dx2. Tudí¾ opìt b0kj(�;�) 6= �b0kj(�;��).Uva¾ujme nyní metodu distribuovaných Lagrangeových multiplikátorù. V tomtopøípadì se projeví vliv locking efektu zmínìného nad poznámkou 2.7. Zmìníme-lioblast !� tak, ¾e mno¾ina ��h zùstane stejná, nezmìní se ani øe¹ení uh := ûhj!�húlohy (2.4) s !h := !�h. Pøitom !�h je oblast tvoøená elementy, je¾ celé le¾í v !�a ��h := 
 n !�h (viz obr. 2.3 pro ! := !�). Dùsledkem toho je necitlivost funkce!�h 7! Jh(!�h; ûh(!�h)j!�h) na zmìnu oblasti !�. Toto má za následek patologickéchování cenové funkce (nejen nediferencovatelnost, ale dokonce i její nespojitost)(viz obr. 4.10). Vliv locking efektu mù¾eme omezit tím, ¾e uva¾ujeme dìlení TH ,resp. RH hrub¹í, ne¾ Th (v pøípadì triangulace), resp. Rh (v pøípadì rektangulace).Na základì tìchto výsledkù mù¾eme konstatovat, ¾e metoda hranièních i dis-tribuovaných LM u¾itá k realizaci vnitøní úrovnì optimalizaèního procesu, mù¾eredukovat hladkost minimizované funkce. Z toho plyne, ¾e u¾itím gradientních me-tod k minimizaci cenové funkce nemusíme dostat uspokojivý výsledek a to hlavnì vpøípadech, kdy bude sí» pro MKP pøíli¹ hrubá!4.3 Algoritmy globální optimalizaceShrneme-li dosavadní poznatky mù¾eme øíci, ¾e metoda �ktivních oblastí u¾itá køe¹ení úloh tvarové optimalizace zvy¹uje efektivnost vnitøní úrovnì optimalizaèníhoprocesu (øe¹ení stavového problému), ale pøiná¹í urèité komplikace na vnìj¹í úrovni(optimalizaèní algoritmus musí vzít v úvahu mo¾nou nediferencovatelnost nebo do-konce i nespojitost cenové funkce).Jednou z mo¾ností, jak obejít tyto komplikace, je u¾ít metody globální optima-lizace jako jsou rùzné typy genetických a migraèních algoritmù, algoritmy øízenéhonáhodného prohledávání, simulovaného ¾íhání a dal¹í, které jsou zalo¾eny pouze navyèíslení hodnot cenové funkce. Tyto algoritmy mají obrovskou výhodu v tom, ¾ejsou jednodu¹e implementovatelné a souèasnì velmi dobøe paralelizovatelné.Nevýho-dou je ale velké mno¾ství vyhodnocování cenové funkce, je¾ potøebujeme k nalezeníglobálního minima. V této èásti popí¹eme struènì velmi jednoduchý, v praxi osvìd-èený algoritmus MCRS (Modi�ed Controlled Random Search algorithm) a následnìjej porovnáme s genetickými algoritmy.Typické schéma úloh globální optimalizace je následující:(P)GO 8<: Najdi x� 2 � takové, ¾ef(x�) � f(x) 8x 2 �;75



kde � � �1� : : :��n je pøípustný vyhledávací prostor o n parametrech, f : � 7! R1je zvolená cenová funkce a x� je bod z �, v nìm¾ funkce f nabývá globálního minima.Prostor parametrù v praktických úlohách je zpravidla vymezen intervalem jejichpøípustných hodnot tzv. "box constraints". Vyhledávací prostor � tedy mù¾emede�novat následovnì:� = fx 2 �1 � : : :� �n j hj(x) � 0; j = 1; : : : ;mg;kde hj(x); j = 1; : : : ;m jsou nerovnostní omezení a �i se obvykle volí jako interval[ai; bi] � R1.Algoritmus MCRSAlgoritmus MCRS je modi�kací algoritmu CRS (viz [38]). Tato modi�kace spoèíváve znáhodnìní operátoru re
exe. Prvek x = (x1; : : : ; xn) 2 � oznaème jako indivi-dum (jedinec, bod z �) a mno¾inu individuí jako populaci P . Velikost populace jepo celou dobu bìhu algoritmu konstantní a je rovna N � n.Algoritmus MCRS zaèíná s populací P obsahující N náhodnì vygenerovanýchbodù z �. Tato populace je neustále mìnìna nahrazováním nejhor¹ích jedincù lep-¹ími, pøièem¾ kvalita ka¾dého jedince je dána hodnotou cenové funkce f (kriteriálnífunkce, �tness funkce). Nového jedince w získáme aplikací operátoru re
exe na sim-plex S (urèený pomocí n + 1 rùzných, náhodnì vybraných bodù z populace P )následovnì: w = g � �(u� g);kde u je jeden (náhodnì vybraný) vrchol simplexu S, g je tì¾i¹tì stìny urèenézbylými n vrcholy a � je náhodný multiplikativní koe�cient.Podstata modi�kace pùvodního Priceova operátoru re
exe spoèívá ve znáhod-nìní výbìru multiplikativního koe�cientu �. Nìkolik rozdìlení koe�cientu � bylo tes-továno na celé øadì slo¾itých úloh odhadování parametrù nelineární regrese. Ukázalose, ¾e nejlep¹ích výsledkù bylo dosa¾eno pro koe�cient � s rovnomìrným rozdìlenímna intervalu < 0; �), kde � je v rozsahu od 4 do 8.Procedura Re
exe vypadá následovnì:procedure Re
exe(P , var w)beginrepeatS := mno¾ina n+ 1 rùzných, náhodnì vybraných bodù z P ;u := náhodnì vybraný vrchol simplexu S;g := P8x2S;x6=uxn ;� := náhodné èíslo z intervalu < 0; �);w := g� �(u � g);until w 2 �;end.Celkový algoritmus MCRS lze popsat takto:76



procedure MCRSbegin P := populace N náhodnì vygenerovaných bodù z �;repeatRe
exe(P,w);if f(w) < f(wmax) then wmax := w;until splnìna podmínka ukonèení;end,kde wmax je bod z P s nejvìt¹í hodnotou cenové funkce.Prvky v populaci P je vhodné z dùvodu efektivnosti udr¾ovat setøídìné podleodpovídajících hodnot kriteriální funkce. Nového jedince s lep¹í hodnotou �tnessfunkce, ne¾ má nejhor¹í prvek populace, vlo¾íme do P napø. prostøednictvím al-goritmu binárního vkládání (binary insert) a nejhor¹í prvek souèasnì z populaceodstraníme.Neuva¾ujeme ¾ádnou speciální podmínku na ukonèení algoritmu MCRS. Nejèas-tìji pou¾ívané ukonèovací kritérium ve vìt¹inì optimalizaèních úloh jef(wmax)� f(wmin) � ";kde wmin je bod z P s nejni¾¹í hodnotou cenové funkce a " > 0 je vstupní parametr.Dal¹í èasto pou¾ívané ukonèovací kritérium spoèívá v omezení poètu vyhodnocenícenové funkce.Vstupními parametry tohoto algoritmu jsou:� velikost populace N ;� hodnota koe�cientu � z rozdìlení �;� hodnota " v podmínce ukonèení;� speci�kace vyhledávacího prostoru �.Nastavení vstupních parametrù je ovlivnìno úlohou, která je øe¹ena. Je zøejmé, ¾e provìt¹í hodnoty � a N bude hledání dùkladnìj¹í. Empiricky zji¹tìné hodnoty vhodnépro vìt¹inu optimalizaèních úloh jsou: � = 8 a N = max(5n; n2). Pro na¹i tøíduúloh, ve kterých je jedno vyhodnocení cenové funkce velmi drahé, se ukázala tatovolba koe�cientu � nevhodná. Lep¹ích, popø. srovnatelných výsledkù s podstatnìmen¹ím poètem funkèních vyhodnocení bylo dosa¾eno pro volbu koe�cientu � = 4.®ádný dùkaz konvergence algoritmu MCRS nebyl doposud proveden. Pøedpo-kládá se, ¾e algoritmus MCRS je nejménì tak dobrý jako algoritmus uniform randomsearch, u nìho¾ byla konvergence dokázána (viz [5]) pp. 48{49. Na nìkolika problé-mech bylo experimentálnì ukázáno, ¾e øád konvergence MCRS je mnohem vy¹¹í ne¾u algoritmu uniform random search.Bli¾¹í informace o algoritmu MCRS mù¾eme nalézt v [30] a [31].77



Srovnání algoritmu MCRS s genetickými algoritmy (GA)Algoritmus MCRS je velmi blízký genetickému algoritmu s tím, ¾e re
exe pøebírá vtomto algoritmu úlohu køí¾ení z GA. Pro nìj je typická párová reprodukce, zatímcov algoritmu MCRS se nové body (potomci) generují aplikací operátoru re
exe namno¾inu n+ 1 náhodnì vybraných simplexových vrcholù (rodièù). Jedná se tedy ojakousi zobecnìnou vícenásobnou reprodukci.Pravdìpodobnost selekce v MCRS není závislá na hodnotì cenové funkce vy-braného individua, ale díky odstraòování nejhor¹ích jedincù a jejich nahrazovánílep¹ími, se projevuje v populaci tendence samoorganizace.Operátor mutace není v algoritmu MCRS explicitnì zahrnut, ale i tento krokbyl ji¾ udìlán a vede na tzv. evolution strategy (ES2) algoritmus (viz [31] a [32]).Experimentálnì se ukázalo, ¾e algoritmus ES2 je spolehlivìj¹í v hledání "pravého"globálního minima, ale má ni¾¹í øád konvergence ve srovnání s MCRS.Z optimální volby parametrù algoritmu MCRS pro vìt¹inu optimalizaèních úloh(� = 8 a N = max(5n; n2)) plyne, ¾e pro poèet optimalizaèních parametrù n � 5roste velikost populace kvadraticky v závislosti na n. Èím vìt¹í tedy bude velikostpopulace, tím pomalej¹í bude ji¾ zmiòovaná tendence samoorganizace. Naproti tomuu genetických algoritmù z dùvodu implementovaného operátoru mutace je velikostpopulace takøka nezávislá na poètu optimalizaèních parametrù.MCRS i GA pracují s celou populací bodù (nikoli s jediným bodem), vyu¾ívajípouze hodnot optimalizované funkce f (nikoli jejích derivací) a respektují stochas-tické principy reprodukce (selekce a køí¾ení).
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4.4 Realizace optimalizaèního procesu a pøíkladyNa pøíkladech, které následují, budeme ilustrovat u¾ití MFO v úlohách tvarové op-timalizace. Úlohy jsou zvoleny takovým zpùsobem, aby jejich øe¹ení bylo pøedemznámo a mohli jsme tak porovnat správnost nalezeného øe¹ení. V dal¹ím budemepracovat s parametry Lx1 = Lx2 = Lx3 = 10.Pøíklad 4.1 (identi�kace primární velièiny ve 2D) Nech» ! � R2 je dvojnásobnìsouvislá oblast s Lipschitzovskou hranicí @! = �fixed[�free(@!), kde �fixed je pevnáèást hranice popsaná implicitní funkcí (x1�Lx1=2)2+(x2�Lx2=2)2 = 1 a �free(@!)je promìnná (vnìj¹í) èást @! (viz obr. 4.3). Systém v¹ech takových oblastí oznaème
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Obrázek 4.3.O. Pro libovolnou ! 2 O de�nujme stavovou úlohu (P(!)) následovnì:(P(!)) 8>>><>>>: �4u = f v !; ! 2 O;u = g na �fixed;u = 0 na �free(@!);kde f = �4(udj!); g = udj�fixed a(4.4) ud(x1; x2) = 1 � (x1 � Lx1=2)216 � (x2 � Lx2=2)24 ; (x1; x2) 2 R2:Úloha tvarové optimalizace je de�novaná následovnì:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�; u(!�)) � J(!; u(!)) 8! 2 O;kde J(!; u(!)) = 12ku(!)� udk20;!;u(!) je øe¹ením (P(!)) v ! 2 O a ud je de�nováno pomocí (4.4).79



Oznaème ~! 2 O oblast s hranicí �free(@~!) popsanou implicitní funkcí ud(x1; x2) =0. Z de�nice stavové úlohy (P(~!)) plyne, ¾e u(~!) = udj~! v ~! a tudí¾ J(~!; u(~!)) = 0.Oblast ~! je tedy jedním z øe¹ení (P) ve 2D.Pøíklad 4.2 (identi�kace primární velièiny ve 3D) Uva¾ujme stejné zadání jako vpøíkladì 4.1 ov¹em ve 3D s následujícími modi�kacemi:(4.5) ud(x1; x2; x3) = 1� (x1 � Lx1=2)23:92 � (x2 � Lx2=2)22:62 � (x3 � Lx3=2)22:62 ;kde (x1; x2; x3) 2 R3 a mno¾ina pøípustných oblastí O bude obsahovat dvojnásobnìsouvislé oblasti ! � R3 s Lipschitzovskou hranicí tvoøenou pevnou èástí �fixed po-psanou implicitní funkcí (x1�Lx1=2)2+(x2�Lx2=2)2+(x3�Lx3=2)2 = 1 a promìnnou(vnìj¹í) èástí �free(@!) (viz obr. 4.4, kde je znázornìna polovina oblasti !).
0

10

0

10
0

10

PSfrag replacements x1x2x3
Obrázek 4.4.Nech» ~! 2 O je oblast s hranicí �free(@~!) popsanou implicitní funkcí ud(x1; x2; x3) =0. Z de�nice stavové úlohy (P(~!)) ve 3D opìt plyne, ¾e u(~!) = udj~! v ~! a tudí¾J(~!; u(~!)) = 0, t.j. oblast ~! je jedním z øe¹ení (P) ve 3D.Pøíklad 4.3 (identi�kace duální velièiny ve 2D) Zadání úlohy je opìt stejné jakov pøíkladì 4.1. V tomto pøípadì uva¾ujeme problém (P) s následujícími variantamicenových funkcionálù:(a) Ja(!; u(!)) = 12k@u(!)@� �Qk20;�free(@!),(b) Jb(!; u(!)) = 12k@u(!)@� �Qk2�1=2;�free(@!),80



kde Q(x1; x2) := Q(A('); B(')) = grad ud(A('); B(')) � ~�;pøièem¾ A(') = r(') cos(') + Lx1=2; B(') = r(') sin(') + Lx2=2 ar(') = 4q1 + 3 sin2(') ; ' = arctan(x2 � Lx2=2x1 � Lx1=2) 2 [��; �]:Poznamenejme, ¾e pro bod x = (x1; x2) le¾ící na �free(@~!) pøedstavují A('), B(')jeho parametrické vyjádøení. Symbol ~� pak znaèí jednotkový vektor vnìj¹í normályk této hranici. V¹imnìme si, ¾e takto vyjádøená funkce Q je de�novaná v celémR2 n f(Lx1=2; Lx2=2)g.Nech» ~! je stejná jako v pøíkladì 4.1. Z de�nice stavové úlohy (P(!)) ve 2D opìtplyne, ¾e u(~!) = udj~! v ~! a tudí¾ Ja(~!; u(~!)) = Jb(~!; u(~!)) = 0. Oblast ~! je tedyjedním z øe¹ení (P) ve 2D pro obì varianty cenového funkcionálu.Pøíklad 4.4 (minimalizace compliance) Nech» ! � R2 je jednodu¹e souvislá ob-last s Lipschitzovskou hranicí @! a taková, ¾e meas ! = 9�. Systém v¹ech takovýchoblastí oznaème O. Na libovolné ! 2 O uva¾ujeme následující stavovou úlohu:(P(!)) 8<: �4u = 4 v !; ! 2 O;u = 0 na @!:Dále oznaème J(!) = �4 Z! u(!) dxcenový funkcionál nazývaný anglicky compliance. De�nujme úlohu tvarové optima-lizace:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�) � J(!) 8! 2 O:Tato úloha mù¾e být ve 2D interpretována jako hledání prùøezu homogenní tyèe najednom konci vetknuté a mající maximální pevnost pøi kroucení. Optimální tvar jeznámý a není to nic jiného ne¾ kruh.Pøíklad 4.5 (identi�kace gradientu primární velièiny v pøípadì smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy úlohy) Oznaème O systém v¹ech jednodu¹e souvislých oblastí ! � R2s Lipschitzovskou hranicí @! = �1 [ �2(�) [ �(�). Pøitom rozklad hranice @! jezøejmý z obrázku 4.5. Zde �1 pøedstavuje pevnou a �2(�) [ �(�) promìnnou èást@!. Pro libovolnou ! 2 O de�nujme stavovou úlohu:(P(!)) 8>>>><>>>>: �4u = f v !; ! 2 O;u = 0 na �1 [ �2(�);@u@� = g na �(�);81
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Obrázek 4.5.kde f = �4(udj!); g(x1; x2) := g(~�(x2); x2) = @ud@~� (~�(x2); x2);pøièem¾(4.6) ud(x1; x2) = x1(Lx1 � x1)2x2(Lx2 � x2); (x1; x2) 2 R2a ~� je jednotkový vektor vnìj¹í normály ke �(~�), je¾ je grafem funkce(4.7) ~�(x2) = 4 sin( �Lx2 x2) + 3; x2 2 (0; Lx2):V¹imnìme si, ¾e takto vyjádøená funkce g je de�novaná na celém pásu (�1;1)�[0; Lx2] � R2.Úloha tvarové optimalizace je de�novaná následovnì:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�; u(!�)) � J(!; u(!)) 8! 2 O;kde J(!; u(!)) = 12k grad u(!)� grad udk20;!;u(!) je øe¹ením (P(!)) v ! 2 O a ud je de�nováno pomocí (4.6).Oznaème ~! 2 O oblast s hranicí �(�) := �(~�), kde ~� je de�nováná pomocí(4.7). Z de�nice stavové úlohy (P(!)) plyne, ¾e grad u(~!) = grad udj~! v ~! a tudí¾J(~!; u(~!)) = 0. Oblast ~! je tedy jedním z øe¹ení (P).V dal¹ím uká¾eme, jak vhodnì zkonstruovat diskretizaci O� mno¾iny pøípust-ných oblastí O. Za tímto úèelem budeme pøedpokládat, ¾e promìnná èást hraniceoblasti, její¾ optimální tvar hledáme, je tvoøena po èástech Bezierovou køivkou nej-vý¹e druhého øádu ve 2D a nebo plochou popsanou pomocí sférických funkcí ve 3D.82



Tento zpùsob aproximace hranice ve 2D, resp. 3D splòuje v¹echny podmínky, kteréjsme po¾adovali pøi numerické realizaci stavové úlohy v èásti I. této práce (viz textmezi poznámkami 2.9 a 2.10). Zaènìme s 2D pøípadem.Realizace promìnné èásti hranice ve 2D po èástech Bezierovou køivkouOznaème � promìnnou (uzavøenou) èást hranice @!� modelovanou po èástech Bezie-rovou køivkou øádu r � 2 (viz obr. 4.6). Ka¾dý úsek � tvoøený Bezierovou køivkou �inejvý¹e druhého øádu je jednoznaènì urèen trojicí bodù fMi; Ci;Mi+1g v R2. PoèetPSfrag replacements piCiMi!� CncM1C1M2C2 x1
x2

Obrázek 4.6.tìchto úsekù oznaème nc. Bodùm Ci; i = 1; : : : ; nc, které jsou zadány ¸-priori, bu-deme øíkat øídící a bodùm Mi; i = 1; : : : ; nc + 1, kde Mnc+1 := M1, krajní. Ka¾dýøídící bod Ci se bude pohybovat na úseèce pi a krajní body dopoèteme tak, abychomzajistili hladkou návaznost Bezierových èástí �i; i = 1; : : : ; nc. Toho dosáhneme tím,¾e body Mi budou le¾et na úseèkách urèených Ci�1 a Ci, i = 1; : : : ; nc. V na¹em pøí-padì vezmeme body Mi pøímo jako støedy tìchto úseèek, t.j.(4.8) Mi = Ci�1 + Ci2pro i = 1; : : : ; nc a C0 := Cnc. Parametrické vyjádøení �i jednoznaènì urèené trojicíbodù fMi; Ci;Mi+1g v R2 vypadá následovnì:�i : [x(i)1 (t); x(i)2 (t)] = � 1 t t2 �0B@ 1 0 0�2 2 01 �2 1 1CA0B@ MiCiMi+1 1CA ; t 2 [0; 1]:Øídící body Ci; i = 1; : : : ; nc hrají roli diskrétních návrhových promìnných. Pøíkladuzavøené hladké hranice realizované po èástech Bezierovou køivkou øádu r � 2 jevidìt na obr. 4.6.Poznámka 4.1 Je-li hranice � otevøená (viz obr. 4.23), jsou dány ¸-priori nejenøídící body Ci; i = 1; : : : ; nc, ale i krajní M1 a Mnc+1. ZbyléMi dopoèteme pomocí(4.8) pro i = 2; : : : ; nc. 83



Realizace promìnné èásti hranice ve 3D pomocí sférických funkcíV tomto pøípadì bude parametrické vyjádøení hranice @!� vypadat následovnì:x1('; #) = S('; #) cos(') sin(#); x2('; #) = S('; #) sin(') sin(#);x3('; #) = S('; #) cos(#); ' 2 [0; 2�]; # 2 [0; �];kde S('; #) = K�1Pk=0 Wk('; #)je koneèný souèet sférických funkcí Wk. Tyto jsou de�novány vztahem:Wk('; #) = ak;0Pk(cos#) + kPm=1(ak;m cosm'+ bk;m sinm') � Pk;m(cos#);pøièem¾Pk(x) je Legendrùv polynom k-tého stupnì; Pk;m(x) = q(1� x2)m dmPk(x)dxma ai;j; bi;j jsou reálné parametry. Pøi praktické realizaci S('; #) vyjádøíme takto:S('; #) = ncPi=1 ci i('; #); nc = K�1Pk=0 (2k + 1);kde reálné koe�cienty ci; i = 1; : : : ; nc hrají roli diskrétních návrhových promìn-ných a odpovídají postupnì parametrùm ak;0, ak;m, bk;m pro k = 0; : : : ;K � 1,m = 1; : : : ; k a  i jsou pøíslu¹né funkèní èásti u tìchto parametrù urèené z de�niceWk. Napø. c1 = a0;0 a  1('; #) = P0(cos#), c2 = a1;0 a  2('; #) = P1(cos#) atd.Pøíklad hranice realizované plochou popsanou pomocí sférických funkcí s nc = 17 jevidìt na obr. 4.4.Poznámka 4.2 Diskrétní systém O� ve v¹ech úlohách tvarové optimalizace vysky-tujících se v této práci bude v¾dy obsahovat oblasti !� s Lipschitzovskou hranicí,kde promìnná èást hranice bude realizována po èástech Bezierovou køivkou nejvý¹edruhého øádu ve 2D a nebo plochou de�novanou pomocí sférických funkcí ve 3D.Numerická realizace pøíkladù 4.1-5Vý¹e uvedené úlohy tvarové optimalizace budeme v následujícím øe¹it pomocí MFOzmínìných v èásti I. Nech» tedy �ktivní oblast 
 je tvaru 
 = (0; Lx1)� (0; Lx2) (ve2D) a 
 = (0; Lx1)�(0; Lx2)�(0; Lx3) (ve 3D), kde Lx1 = Lx2 = Lx3 = 10. Dále nech»H=h := 3 u BLM a parametr v ukonèovací podmínce metody sdru¾ených gradientù" = 10�5. Abstraktní schéma úloh tvarové optimalizace u¾ívající MFO je uvedenona poèátku odstavce 4.2. Speci�kace O� a volba varianty MFO, kterou vyu¾ijemek øe¹ení stavového problému, jsou závislé na zadání úlohy a proto je zmíníme uka¾dého pøíkladu zvlá¹». Postup pøi numerické realizaci stavového problému pomocíMFO a norem vyskytujících se v cenových funkcionálech je podrobnì rozebrán vèásti I. této práce a proto jej ji¾ znovu neopakujeme.Z dùvodu ji¾ zmínìné nediferencovatelnosti cenové funkce Jh, pou¾ijeme k hle-dání optimální oblasti ve v¹ech pøíkladech algoritmus MCRS s ukonèovací podmín-kou na omezení poètu vyhodnocení cenové funkce na 3000 (ve 2D) a 5000 (ve 3D).Nalezený tvar pak je¹tì zpøesníme u¾itím známého algoritmu Nealder-Mead (viz[35]). Toto obná¹í dal¹ích maximálnì 500 vyhodnocení cenové funkce.84



Numerická realizace a výsledky pøíkladu 4.1Systém O bude diskretizován pomocí O�, je¾ obsahuje dvojnásobnì souvislé oblasti!� � 
 ve 2D s pevnou èástí hranice �fixed a promìnnou èástí �free(@!�), je¾je realizována po èástech Bezierovou køivkou nejvý¹e druhého øádu. Poèet øídícíchbodù je nc = 12 a krok diskretizace h = 10=32. K numerické realizaci stavové úlohypou¾ijeme BLM i DLM-metodu.Nalezené optimální tvary oblastí jsou vidìt na obrázcích 4.7 a 4.8 pro pøípadBLM, resp. DLM-metody. Dále na obr. 4.9 je vidìt typický prùbìh hodnoty ce-
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PSfrag replacements C1C2C12Obrázek 4.7. BLM2D, h = 10=32. Obrázek 4.8. DLM2D, h = 10=32.
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Obrázek 4.9.nové funkce Jh v bodì, je¾ odpovídá nejlep¹ímu individuu v populaci. Pøibli¾ováník optimálnímu tvaru je ze zaèátku relativnì rychlé (v na¹em pøípadì zhruba 1000vyhodnocení) a následující zlep¹ování je ji¾ velmi pozvolné. Proto k dohledání opti-málního tvaru po 3000 vyhodnoceních cenové funkce pou¾ijeme lokální minimizaèní85



metodu a sice algoritmus Nealder-Mead. Pøitom pøedpokládáme (experimentálnì lzeovìøit), ¾e po 3000 vyhodnoceních jsme ji¾ "dostateènì" blízko globálního minima.Jak jsme ji¾ zmínili, u DLM-metody dochází v dùsledku locking efektu k pato-logickému chování minimizované fukce Jh. Abychom to ukázali, za�xujeme v¹echnyøídící body Ci; i = 1; : : : ; nc de�nující tvar oblasti !� 2 O� s výjimkou prvníchdvou (viz obr. 4.8). Tyto necháme volnì pohybovat na vyznaèených úseèkách, èím¾dostaneme Jh jako funkci dvou promìnných. Její graf je znázornìn na obrázku 4.10.Okam¾itì vidíme, ¾e tento prùbìh je schodovitý, co¾ automaticky vyluèuje mo¾nostu¾ití gradientních metod k minimizaci Jh. Necitlivost cenové fukce Jh na zmìnu ob-lasti !� má také za následek, ¾e zvlá¹tì pøi hrubé síti obdr¾íme tvary dosti vzdálenéod optima (obrázek 4.8). Postupným zjemòováním v¹ak dostaneme stále lep¹í a lep¹ítvary nalezených oblastí (obrázky 4.11-12).
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Obrázek 4.11. DLM2D, h = 10=64. Obrázek 4.12. DLM2D, h = 10=128.86



Numerická realizace a výsledky pøíkladu 4.2V tomto pøípadì bude mno¾inaO� opìt obsahovat dvojnásobnì souvislé oblasti !� �
 ve 3D s pevnou èástí hranice �fixed a promìnnou èástí �free(@!�) realizovanouplochou popsanou pomocí sférických funkcí. Poèet návrhových promìnných je nc =17 (viz de�nice sférických funkcí) a krok diskretizace h = 10=32. K realizaci stavovéúlohy pou¾ijeme BLM-metodu.Na obrázku 4.13 je znázornìna nalezená optimální oblast !�� (pøesnìji její polo-vina). V obrázcích 4.14-16 pak vidíme postupnì tvar !�� v øezechMx1 ,Mx2 a Mx3�ktivní oblastí 
 rovinami urèenými funkcemi x1 = Lx1=2, x2 = Lx2=2 a x3 = Lx3=2.Pokud bychom chtìli modelovat slo¾itìj¹í tvary oblastí, zvìt¹íme poèet návrhovýchpromìnných nc.
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Obrázek 4.13. 3D oblast. Obrázek 4.14. Øez Mx1.
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Numerická realizace a výsledky pøíkladu 4.3Mno¾ina O� vèetnì poètu øídících bodù je stejná jako v pøíkladì 4.1. Krok diskre-tizace h = 10=64 a stavová úloha je realizována pomocí BLM-metody. Navíc pøivyèíslení hodnoty cenové funkce Jh u obou variant (a) i (b) vyu¾ijeme toho, ¾e vy-poètený LM de�novaný na �free(@!�) má význam normálové derivace øe¹ení û(!�)na této hranici. Tento pøístup je podrobnì popsán v kapitole 5, kde jej pou¾íváme pøiøe¹ení Bernoulliho úloh s volnou hranicí. Poznamenejme, ¾e k numerickému výpoètuduální normy pou¾ijeme postup popsaný v poznámce 2.13.Vliv volby cenové fukce je vidìt z obrázkù 4.17-18. Pøesnìj¹í výledky obdr¾íme vpøípadì varianty (b), co¾ je mo¾né oèekávat z provedené analýzy chyby aproximaceduální promìnné u BLM-metody (viz tabulku 2.1). Z obrázkù 4.19-20 je pak zøejmé,¾e vyhlazení prùbìhu LM pomocí �ltrace se souèasným u¾itím varianty (a) ceno-vého funkcionálu mù¾e zmen¹it schopnost zidenti�kovat optimální oblast ~! zvlá¹tìv pøípadì hrub¹ích sítí. Tuto variantu znaèíme (c).
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Obrázek 4.17. Var. (a). Obrázek 4.18. Var. (b).
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Obrázek 4.19. Var. (c), h = 10=64. Obrázek 4.20. Var. (c), h = 10=128.88



Numerická realizace a výsledky pøíkladu 4.4Systém O diskretizujeme pomocí O� obsahující jednodu¹e souvislé oblasti !� � 
ve 2D takových, ¾e meas !� := 9� a s hranicemi @!� realizovanými po èástechBezierovou køivkou nejvý¹e druhého øádu. Poèet øídících bodù je opìt nc = 12.K realizaci stavové úlohy pou¾ijeme BLM a DLM-metodu s krokem diskratizaceh = 10=32, resp. h = 10=128.Nalezené optimální tvary oblastí jsou znázornìny na obrázcích 4.21-22. Výsledkyjsou srovnatelné pouze díky tomu, ¾e v pøípadì DLM-metody jsme u¾ili podstatnì(konkrétnì 4x) jemnìj¹í dìlení 
.
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Obrázek 4.21. BLM2D, h = 10=32. Obrázek 4.22. DLM2D, h = 10=128.
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Numerická realizace a výsledky pøíkladu 4.5V tomto pøípadì je O diskretizovaná pomocí O�, je¾ obsahuje jednodu¹e souvisléoblasti !� � 
 ve 2D s hranicí @!� = �1 [ �2(�) [ �(�), kde promìnná èást�(�) bude realizovaná Bezierovou køivkou nejvý¹e druhého øádu. Poèet návrhovýchpromìnných je 10. Z toho je 8 øídících bodù Ci; i = 1; : : : ; 8 a 2 krajní M1, M9 (vizobr. 4.23). K realizaci stavové úlohy u¾ijeme pøístupu popsaného v odstavci 3.1 skrokem diskretizace h = 10=32.Na obrázcích 4.23-24 jsou znázornìny nalezené optimální oblasti pro variantu(i), resp. (ii) volby �0. V pøípadì varianty (i) se �� a tedy i ��h odpovídající ~! mìnískokem pøi pøechodu pøes �(�), kde¾to u var. (ii) je tento pøechod hladký (viz obr.3.9-10 a 3.13-14 z numerické realizace pøíkladu 3.1 pro �(x2) = (x2 + 6)=2). Totomá u varianty (i) za následek, ¾e vypoètené øe¹ení ��h je zatí¾eno velkou chybou vokolí hranice �(�). Není proto pøekvapující, ¾e v pøípadì této varianty (obr. 4.23) jeoptimální oblast ~! zidenti�kována s pomìrnì velkou chybou. Vhodná volba �0 hrajetedy dùle¾itou roli jak pøi øe¹ení stavové úlohy, tak i ve vlastní tvarové optimalizaci.Pro obecnou volbu �0 obdr¾íme uspokojivý výsledek tehdy, kdy¾ pou¾ijeme dosta-teènì jemné dìlení (napø. h = 10=128) a cílová oblast, na ní¾ budeme porovnávatvypoètené a pøesné øe¹ení, bude "dostateènì" vzdálená od �(�).
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Obrázek 4.23. Var. (i). Obrázek 4.24. Var. (ii).
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5 Øe¹ení Bernoulliho úloh s volnou hranicíMatematický model celé øady úloh mechaniky tekutin, galvanizace kovù, elektrosta-tiky apod. (viz [1],[10],[12]) vede na tzv. Bernoulliho vnitøní nebo vnìj¹í úlohu svolnou hranicí. V této èásti uká¾eme nový zpùsob øe¹ení tìchto úloh pomocí techniktvarové optimalizace kombinovaných s MFO. Pøíslu¹né formulace Bernoulliho úlohuvádíme ní¾e.Nech» ! � R2 je dvojnásobnì souvislá oblast s Lipschitzovskou hranicí @! =�fixed [ �free(@!), kde �fixed je daná komponenta a �free(@!) je (vnitøní vzhledemke �fixed) hledaná èást @! (viz obr. 5.1). Systém v¹ech takových ! oznaème symbo-
PSfrag replacements �fixed�free(@!) ! 
� PSfrag replacements

�free(@!)�fixed! 
�Obrázek 5.1. Obrázek 5.2.lem O. Vnitøní Bernoulliùv problém je de�nován následovnì:(P)int 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Najdi !� 2 O a u : !� ! R1 takové, ¾e�4u = 0 v !�;u = 0 na �fixed;u = 1 na �free(@!�);@u@� = Q na �free(@!�);kde Q = konst : > 0 je dané.Poznámka 5.1 Z výpoèetního hlediska bude dùle¾ité mít pøedepsáno u = 0 na�free(@!�). Toho mù¾eme jednodu¹e dosáhnout u¾itím substituce u := ~u+1 v (P)int,èím¾ pozmìníme pouze Dirichletovy podmínky. Konkrétnì bude ~u = �1 na �fixed a~u = 0 na �free(@!�). Transformovaný problém oznaème znovu (P)int a jeho øe¹enísymbolem u.Nech» �free(@!) je nyní vnìj¹í komponentou hranice @! (viz obr. 5.2). V¹echnytakové oblasti oznaème opìt symbolem O a de�nujme vnìj¹í Bernoulliùv problém:91



(P)ext 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: Najdi !� 2 O a u : !�! R1 takové, ¾e�4u = 0 v !�;u = 1 na �fixed;u = 0 na �free(@!�);@u@� = Q na �free(@!�);kde Q = konst : < 0 je dané.Klasický zpùsob øe¹ení tìchto úloh je zalo¾en na u¾ití explicitních nebo impli-citních Neumannových schémat (viz [11]). V dal¹ím uká¾eme alternativní zpùsobu¾ívající technik tvarové optimalizace kombinovaných s MFO.Z formulací úloh (P)int a (P)ext je zøejmé, ¾e jednou z neznámých je oblast!� 2 O. Pro ¸-priori danou oblast ! 2 O oba problémy (P)int a (P)ext nejsou ko-rektní, proto¾e pøedepsané okrajové podmínky na hranici �free(@!) tvoøí pøeurèenýsystém. Abychom odstranili tuto obtí¾, pøeformulujeme obì úlohy pomocí metodoptimálního øízení, kdy tvar oblasti ! bude hrát roli øídící promìnné. Tato technikabyla s úspìchem pou¾ita k numerické realizaci úloh �ltrace (viz [6],[20]). Základnímy¹lenka tohoto pøístupu je velmi jednoduchá: pøebývající okrajovou podmínku za-hrneme do vhodného cenového funkcionálu a zbylou pak budeme splòovat ¸-priorijako souèást vhodné stavové úlohy, která ji¾ bude zadaná korektnì. V dal¹ím uká-¾eme tento postup v pøípadì Bernoulliho úloh.Uva¾ujme stejnou mno¾inu pøípustných oblastí O, jak byla uvedena vý¹e a pøed-pokládejme, ¾e oblast !� øe¹ící (P)int, resp. (P)ext patøí do O. Pro dané ! 2 Ode�nujme stavový problém (P(!)) pomocí prvních tøí rovnic z (P)int, resp. (P)ext,t.j. vynecháme Neumannovu okrajovou podmínku pøedepsanou na �free(@!). Dálenech» J(!) = 12k@u(!)@� �Qk2�1=2;�free(@!)je cenový funkcionál, kde u(!) je øe¹ením (P(!)). Uva¾ujme následující úlohu tva-rové optimalizace:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�) � J(!) 8! 2 O:Vztah mezi problémy (P)int a (P)ext na jedné stranì a úlohou (P) na stranì druhé jesnadno vidìt: oblast !� 2 O je øe¹ením (P)int, resp. (P)ext tehdy a jen tehdy, jestli¾e!� øe¹í (P) a souèasnì J(!�) = 0. Úloha (P) se skládá ze dvou úrovní: horní úroveòje reprezentována minimizací funkcionálu J , zatímco dolní je dána øe¹ením (P(!)).K efektivnìj¹í realizaci dolní úrovnì s výhodou pou¾ijeme BLM-metodu popsanouv kapitole 2.Nech» tedy 
 � R2 je �ktivní oblast obdélníkového tvaru, V = H10 (
) a �1 =H�1=2(�fixed), resp. �2(@!) = H�1=2(�free(@!)) je prostor Lagrangeových multipli-kátorù de�novaných na �fixed, resp. �free(@!). Oznaème (P̂(!)) následující úlohude�novanou v 
: 92



(P̂(!)) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: Najdi (û; �1; �2) 2 V � �1 � �2(@!) takové, ¾eZ
 grad û � grad v dx = h�1; vi�fixed + h�2; vi�free(@!) 8v 2 V;h�1; ûi�fixed + h�2; ûi�free(@!) = h�1; gi�fixed8(�1; �2) 2 �1 ��2(@!);kde symboly h ; i�fixed, resp. h ; i�free(@!) oznaèují dualitu mezi prostory �1 aH1=2(�fixed),resp. �2(@!) a H1=2(�free(@!)). Dále pak g = �1 nebo g = 1 na �fixed v pøípadìvnitøní, resp. vnìj¹í Bernoulliho úlohy.Poznámka 5.2 Úloha (P̂(!)) je ekvivalentní problému (P̂) z odstavce 2.3 s ná-sledující volbou dat: ~f = 0 v 
 a q = g na �fixed, pøièem¾ v pøípadì úlohy (P)int je�int := �free(@!) a �ext := �fixed. U (P)ext je pøiøazení hranic prohozené.Z toho plyne (viz poznámka 2.9), ¾e úloha (P̂(!)) má jediné øe¹ení (û; �1; �2) 2V � �1 � �2(@!) a u := ûj! øe¹í (P(!)). Navíc �2 = @u@� na �free(@!). Toto umo¾-òuje zapsat J(!) následovnì:J(!) = 12k�2 �Qk2�1=2;�free(@!):Nyní popi¹me diskretizaci úlohy (P). Místo O u¾ijeme jinou mno¾inuO� obsahu-jící dvojnásobnì souvislé oblasti !� s pevnou èástí hranice �fixed a promìnnou èástí�free(@!�) realizovanou po èástech Bezierovou køivkou druhého stupnì (viz odsta-vec 4.4). Postup pøi diskretizaci úlohy (P̂(!)) byl podrobnì popsán v odstavci 2.3a proto jej dále uvádíme jen ve struènosti. Nech» Vh � H10 (
) je prostor spojitých,po èástech bilineárních funkcí nad pravidelnou rektangulací Rh �ktivní oblasti 
 anulových na @
. Dále nech» ~�fixed, ~�free(@!�) jsou polygonální aproximace �fixeda �free(@!�). Oznaème �H1, �H2(@!�) prostory po èástech konstantních funkcí, je¾jsou de�novány na ~�fixed, ~�free(@!�) za pomocí dìlení RH1, resp. RH2 (viz obr. 5.3-4). Pro dané !� 2 O� de�nujeme aproximaci (P̂(!)) následovnì:PSfrag replacements ~�free(@!�)~�fixed!�uzly RH1a RH2PSfrag replacements ~�fixed~�free(@!�)!�uzly RH1a RH2Obrázek 5.3. Obrázek 5.4.93



(P̂(!�))Hh 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: Najdi (ûh; �H1 ; �H2) 2 Vh � �H1 � �H2(@!�) takové, ¾eZ
 grad ûh � grad vh dx = Z~�fixed �H1vh ds + Z~�free(@!�) �H2vh ds8vh 2 Vh;Z~�fixed �H1 ûh ds+ Z~�free(@!�) �H2 ûh ds = Z~�fixed �H1g ds8(�H1; �H2) 2 �H1 � �H2(@!�);kde g je stejné jako v (P̂(!)). Maticová formulace (P̂(!�))Hh i zpùsob jejího øe¹enízùstávají beze zmìn.Aproximací (P) bude úloha:(P̂)H�h 8<: Najdi !�� 2 O� takové, ¾eJh;H(!��) � Jh;H(!�) 8!� 2 O�;kde za Jh;H vezmeme postupnì následující varianty cenové funkce:(a) Jh;H(!�) := 12k�H2 �Qk20;~�free(@!�),(b) Jh;H(!�) := 12k�H2 �Qk2�1=2;~�free(@!�),(c) Varianta (a) + �ltrace prùbìhu �H2 ,kde �H2 je poslední komponenta øe¹ení problému (P̂(!�))Hh . K výpoètu duální normyopìt u¾ijeme postup uvedený v poznámce 2.13.Tuto techniku budeme nyní ilustrovat na následujících dvou úlohách:Pøíklad 5.1 (vnitøní Bernoulliho úloha) Uva¾ujme vnitøní Bernoulliho úlohu (P)ints hranicí �fixed znázornìnou na obr. 5.5 pro Q nabývající hodnot 0.35, 0.5 a 1.0.Pøíklad 5.2 (vnìj¹í Bernoulliho úloha) Tímté¾ zpùsobem øe¹me vnìj¹í Bernoullihoúlohu (P)ext, pøièem¾ hranice �fixed je nyní znázornìna na obr. 5.8. V tomto pøípadìQ nabývá hodnot -1.25,-1.0 a -0.9.Z dùvodu ji¾ zmínìné eventuelní nediferencovatelnosti cenového funkcionálu Jh;Hu¾ijeme k øe¹ení úlohy (P̂)H�h algoritmus MCRS s omezením poètu vyhodnocení ce-nové funkce na 3000 a s následným dohledáním optimálního tvaru pomocí algoritmuNealder-Mead (maximálnì dal¹ích 500 vyhodnocení).Je¹tì jednou zopakujme, ¾e efektivnost vý¹e popsaného pøístupu spoèívá v u¾itírychlých MFO-øe¹ièù na vnitøní úrovni optimalizaèního procesu s mo¾ností parale-lizace jednotlivých vyhodnocení cenového funkcionálu na úrovni vnìj¹í a zvlá¹tì vjednoduchosti implementace celého problému. Navíc mù¾e být tento pøístup u¾it vpodstatnì slo¾itìj¹ích úlohách s volnou hranicí ne¾ jsou Bernoulliho úlohy.94



Numerická realizace a výsledky pøíkladu 5.1DiskretizaceO� je tvoøena dvojnásobnì souvislými oblastmi !� � 
 ve 2D s pevnouèástí hranice znázornìnou na obr. 5.5 a promìnnou èástí �free(@!�) realizovanou poèástech Bezierovou køivkou nejvý¹e druhého øádu. Z dùvodu symetrie úlohy vzhle-dem k ose s (viz obr. 5.5) staèí za návrhové promìnné vzít pouze øídící body zjedné poloviny oblasti 
 rozdìlené osou s. Tímto se poèet návrhových promìnnýchsní¾í zhruba na polovinu. Konkrétnì v na¹em pøípadì je nc = 10. Krok diskreti-zace h = 10=64, H=h := 3 a parametr v ukonèovací podmínce metody sdru¾enýchgradientù je " = 10�5.Na obrázcích 5.5-7 vidíme nalezené tvary volné hranice pro zadané hodnoty Q apro rùzné varianty cenové funkce Jh;H . Nejlep¹ích výsledkù bylo dosa¾eno v pøípadìvarianty (b), co¾ je mo¾né oèekávat na základì výsledkù pøíkladu 4.3. Chování volnéhranice vzhledem k volbì Q odpovídá teoreticky známým výsledkùm (viz [11]).
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Numerická realizace a výsledky pøíkladu 5.2Diskretizace O� bude obsahovat opìt dvojnásobnì souvislé oblasti !� � 
 ve 2D spevnou èástí hranice �fixed znázornìnou tentokráte na obr. 5.8 a promìnnou èástí�free(@!�) realizovanou po èástech Bezierovou køivkou nejvý¹e druhého øádu. I vtomto pøípadì vyu¾ijeme symetrie úlohy vzledem k ose s (viz obr. 5.8) a za návrhovépromìnné vezmeme pouze øídící body z jedné poloviny oblasti 
 rozdìlené osou s.Jejich poèet je nc=10. Krok diskretizace stavové úlohy h, pomìr H=h i parametr vukonèovací podmínce metody sdru¾ených gradientù " jsou stejné jako v pøedchozímpøíkladì.Na obrázcích 5.8-10 jsou znázornìny nalezené tvary volné hranice pro zadanéhodnoty parametru Q a pro rùzné varianty cenové funkce Jh;H . V tomto pøípadìjsou výsledky ve v¹ech variantách témìø stejné. Chování volné hranice vzhledem kvolbì Q opìt odpovídá teoreticky známým výsledkùm (viz [11]).
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ZávìrTato práce sestává ze dvou èástí. V první jsme ukázali efektivnost u¾ití metody �k-tivních oblastí pro øe¹ení eliptických okrajových úloh druhého øádu ve 2D i 3D. Jejívýhody spoèívají v jednoduchosti implementace a v mo¾nosti øe¹ení výsledných sou-stav lineárních algebraických rovnic, které vznikají z koneènì prvkové diskretizace,pomocí vysoce efektivních øe¹ièù. V kapitole 1 jsme shrnuli základní výsledky z abs-traktní teorie smí¹ených variaèních úloh. Tyto jsme následnì u¾ili k øe¹ení Dirichle-tovy okrajové úlohy ve 2D a 3D (kapitola 2) pomocí BLM a DLM-metody. Ve tøetíkapitole jsme pak popsali a analyzovali nový zpùsob øe¹ení smí¹ené Dirichletovy-Neumannovy a èistì Neumannovy okrajové úlohy zalo¾ený na její duální formulaci(v gradientech) a u¾ití hranièních Lagrangeových multiplikátorù k realizaci pøede-psaných omezení. U takto zformulované úlohy jsme dokázali a na pøíkladech ovìøiliøád konvergence pøibli¾ných øe¹ení (viz vìtu 3.7). V závìru kapitol 2-3 jsme navícefektivnost tohoto pøístupu ilustrovali na nìkolika modelových pøíkladech.V èásti II. jsme ukázali, ¾e MFO je takté¾ úèinným nástrojem pro numerickourealizaci úloh tvarové optimalizace. Podstatnì zvy¹uje efektivnost vnitøní úrovnì op-timalizaèního procesu, nebo» nemusíme v¾dy znovu konstruovat dìlení nové oblastia tudí¾ ani znovu sestavovat matici tuhosti. Za tyto výhody platíme tím, ¾e vý-sledná úloha matematického programování je obecnì nehladká. Vzniklé obtí¾e jsmevyøe¹ily u¾itím jednoho algoritmu globální optimalizace, který je jednodu¹e imple-mentovatelný a k nalezení minima potøebuje pouze hodnoty cenové funkce a nikolijejí derivace. Poèty potøebných vyhodnocení a tedy i celkový èas jsou ov¹em pod-statnì vìt¹í v porovnání s gradientními metodami. Toto ale platí, øe¹íme-li úlohuna jednom procesoru. Poslední trend pøi øe¹ení rozsáhlých, èasovì nároèných úloh jejejich paralelizace. Zde je nutno poznamenat, ¾e vìt¹ina algoritmù globální optima-lizace je velmi dobøe ¹kálovatelná, co¾ znamená, ¾e zhruba kolik máme procesorù,tolikrát bude øe¹ení rychlej¹í. Navíc jedno vyhodnocení cenové funkce pomocí MFO-øe¹ièù dostaneme mnohem rychleji ne¾ standardními zpùsoby. Soustava o miliónurovnic je vyøe¹ena øádovì v desítkách sekund na jednom procesoru. V¹echny tytovýhody i nevýhody byli popsány v kapitole 4 a ilustrovány na øadì pøíkladù ve 2Di 3D. V kapitole 5 jsme pak postupy z pøedchozí èásti práce aplikovali na øe¹eníBernoulliho úloh s volnou hranicí. Pomocí tohoto pøístupu lze realizovat i podstanìobecnìj¹í problémy s volnou hranicí ne¾ jsou Bernoulliho.Vìt¹ina dosa¾ených výsledkù byla publikována v pracích [21], [23], [24], [29] a vnìkolika pøíspìvcích do sborníkù z rùzných domácích i zahranièních konferencí, nanich¾ byly tyto výsledky prezentovány.
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ConclusionThis thesis consists of two parts. In the �rst one the e�ciency of FDM's for solvingelliptic boundary value problems of the second order in 2D and 3D was veri�ed.FDM's are easy to implement. Moreover, one can use uniform partitions of 
 into�nite elements making possible to utilize fast solvers and e�cient preconditioners.In Chapter 1 we mentioned an abstract setting of mixed variational formulationsand main existence, uniqueness and convergence results. These results were usedto formulate BLM and DLM techniques forcing Dirichlet boundary conditions on@! in 2D and 3D to be satis�ed (see Chapter 2). In Chapter 3 we introduced andanalyzed the new �ctitious domain approach for the numerical realization of themixed Dirichlet-Neumann and pure Neumann boundary value problems with thesecond order elliptic operators without the absolute term. The original problem was�rstly transformed into its dual form (in gradients). This form was extended to a�ctitious domain and the respective 
ux condition on @! was released by meansof boundary Lagrange multipliers. The divergence free vector �elds were realizedby means of stream functions. We analyzed the rate of convergence of approximatesolutions to this problem.In the second part we proved that FDM-solvers represent a powerful tool forthe numerical realization of the inner optimization level of optimal shape designproblems. This approach avoids remeshing of domains into �nite elements and as-sembling the sti�ness matrix at each optimization step. On the other hand the useof �ctitious domain solvers may reduce smoothness of J . The cost functional maybecome only directionally but not continuously di�erentiable. For this reason for itsminimization we used a stochastic type global optimization method called MCRS.All advantages and disadvantages of this approach were described in Chapter 4 andillustrated on some model examples in 2D and 3D. In Chapter 5 the shape optimi-zation technique combined with FDM-solvers for realizing Bernoulli's free-boundaryproblems was utilized. This approach can be used also for the numerical realizationof more general free-boundary value problems.
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