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Anotace

Tato prace sestava ze dvou casti. V prvni ukazujeme efektivnost uziti metody fik-
tivnich oblasti pro feseni eliptickych okrajovych tloh druhého radu ve 2D i 3D. Jeji
vyhody spocivaji v jednoduchosti implementace a v moznosti feseni vyslednych sou-
stav linearnich algebraickych rovnic, které vznikaji z konec¢né prvkové diskretizace,
pomoci vysoce efektivnich resicu. V kapitole 1 jsou shrnuty zakladni vysledky z abs-
traktni teorie smisenych varia¢nich tloh. Tyto uzijeme v kapitole 2 k formulacim
metody fiktivnich oblasti, jez jsou zaloZeny na uZiti hrani¢nich (BLM) a distribuo-
vanych (DLM) Lagrangeovych multiplikatort k teseni Dirichletovy okrajové tlohy
ve 2D a 3D. Ve treti kapitole popiseme novy zpusob feseni smisené Dirichletovy-
Neumannovy a ¢isté Neumannovy okrajové tlohy zalozeny na jeji dualni formulaci
(vyjadreni v gradientech) a na uziti hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatort k reali-
zacl predepsanych omezeni. Prostor funkci s nulovou divergenci je realizovan pomoci
proudovych funkeci.

Cilem této prace bylo ukazat, ze MFO je vhodna nejen k numerickému feseni
okrajovych dloh, ale i k realizaci tloh tvarové optimalizace (viz ¢ast II. a také
[21],[23],]25],[26]). Jeji uZiti podstatné zvysuje efektivnost vnitini Grovné optima-
lizacniho procesu, jelikoZz nemusime vzdy znovu konstruovat déleni nové oblasti a
tudiz ani znovu sestavovat matici tuhosti. Za tyto vyhody platime tim, Ze vysledna
uloha matematického programovani je obecné nehladka. Vzniklé obtize fesime uzitim
algoritmu globalni optimalizace MCRS, ktery uziva pouze hodnoty cenové funkce a
nikoli jeji derivace. Navic je snadno implementovatelny a velmi dobre paralelizova-
telny.

Zminény pristup jsme uzili v kapitole 5 k numerické realizaci tloh s volnou
hranici, tzv. Bernoulliovych tloh. Ulohy tohoto typu vznikaji v mechanice tekutin,
pii galvanizaci kovi, v elektrostatice apod. (viz [1],[10],[12]).

V zavéru kazdé kapitoly (s vyjimkou prvni) uvadime nékolik modelovych tloh,
jez se vztahuji k problematice studované v dané kapitole.



Abstract

Fictitious domain methods represent nowadays an efficient tool for realizing compli-
cated problems arising in physics and industry. The main reason for their popularity
is that they allow us to transform the original problem defined in a domain w with a
complicated geometry to a new one solved in a simple shaped domain ) containing
w. One can use fairly structured meshes in {2 making possible to use fast solvers and
special preconditioning techniques. There are several ways how to associate the new
problem in ) with the original one defined in w. For example one can use Lagrange
multiplier technique, optimal control approach etc.

This thesis consists of two parts. In the first one, we present a family of fictitious
domain methods (FDM) based on Lagrange multipliers defined on the boundary dw
(BLM-technique) or in the domain = := Q \ @ (DLM-technique) and forcing given
boundary conditions to be satisfied. These approaches lead to the so-called mixed
variational formulations. Their abstract setting and main existence, uniqueness and
convergence results are mentioned in Chapter 1. They are used to describe BLM
and DLM techniques for solving Dirichlet boundary value problems in 2D and 3D
(see Chapter 2 and also [13],[22], [25],[42]). Chapter 3 deals with a new fictitious
domain approach for the numerical realization of the mixed Dirichlet-Neumann and
pure Neumann boundary value problems with the second order elliptic operators
without the absolute term (see [23]). The original problem is firstly transformed into
its dual form (in terms of gradients). This form is extended to a fictitious domain
and the respective flux condition on dw is released by means of boundary Lagrange
multipliers. A mixed finite element approximation is based on the stream function
formulation.

The main goal of this thesis is to illustrate the efficiency of FDM-solvers in shape
optimization (see the second part of thesis and also [21],[23],[25],[26]). In Chapter 4
we present and analyze shape optimization problems utilizing FDM-solvers at the
lower optimization level. The main advantage of FDM’s is the fact that all compu-
tations are performed in a fixed, simple shaped domain €2, using the same partitions,
which are independent of the geometry of w. Consequently the respective stiffness
matrix also does not depend on w. It can be computed and stored once for ever.
On the other hand this approach has a disadvantage too. The minimized function
may become only directionally but not continuously differentiable. To overcome this
difficulty, the global optimization methods which are based only on function eva-
luations can be used. Here we use the stochastic type minimization algorithm called
MCRS (Modified Controlled Random Search). Combination of a shape optimization
technique with FDM-solvers is used for the numerical realization of Bernoulli’s free-
boundary problems in Chapter 5. These problems arise for example in ideal fluid
dynamics, optimal insulation and electro-chemistry (see [1], [10], [12]).

At the end of each chapter several numerical examples illustrate the efficiency of
techniques presented in the respective chapter.



Obsah

Anotace 1
Abstract 2
Obsah 3
Znaceni 4
Predmluva 7

Cast I. Uziti MFO k feSeni stavovych tiloh 9

1 Abstraktni teorie smisenych variaé¢nich formulaci 9
2 Dirichletova okrajova tloha 11
2.1 BLM-metoda . . . .. ... . . .. .. 12
2.2 DLM-metoda . . . .. ... . . ... 17
2.3 Numericka realizace a priklady . . . . . .. . ... ... 21
3 Smisena Dirichletova-Neumannova a ¢isté Neumannova okrajova
tloha 37
3.1 Smisena Dirichletova-Neumannova okrajova uloha . . . . . .. . . .. 37
3.2 Neumannova okrajova uloha . . . . . . .. .. .. ... ... 55
3.3 Numericka realizace a priklady . . . . . .. . ... ... L. 59
Cast II. Uziti MFO v tvarové optimalizaci 70
4 MFO v tlohach tvarové optimalizace 71
4.1 Klasicky pristup k tloham tvarové optimalizace . . . . .. .. .. .. 71
4.2  MFO uzita k realizaci tloh tvarové optimalizace . . . . . . .. .. .. 72
4.3  Algoritmy globalni optimalizace . . . . . . .. . ... ... L. 75
4.4 Realizace optimalizacniho procesu a priklady . . . . .. . ... .. .. 79
5 Reseni Bernoulliho tiloh s volnou hranici 91
Zavér 97
Conclusion 98
Reference 99



Znaceni

MnozZiny
N mnozina vsech prirozenych ¢isel;
Y/ mnozina vsech celych cisel;
R* mnozina vsech realnych ¢isel;
R}I— mnozina vSech nezapornych realnych ¢isel;
R* (k € N) R' x R' x ... x R" (kx);
Necht w C R", n = 2,3 je oblast s Lipschitzovskou hranici, pak oznac¢ime:
Ow hranice oblasti w;
w uzavér oblasti w;
lw| (:= meas w) mira oblasti w;

Linearni algebra

X vektor (sloupcovy);

A matice;

x! transpozice vektoru;
AT transpozice matice;

AT inverze matice;

Diferencialni operatory

grad u = (aa—;fl, 88—:11;2) gradient u;

curlu = (aa—:;g, —g—;fl) zavitenost u;

divu = g—gi + g—g; divergence u = (uy, uz);
Au = % + gia% Laplacetuv operator;

Konecné prvkova diskretizace

T triangulace oblasti;
R rektangulace oblasti;
Up, resp. Uy konec¢né prvkové fesent;



Prostory funkci
Pu(T)

Q1(R)

Lp

he(R?)

1|2 ()

1220y (= l-llow)
(v Jow

HE (W) (k € N)

H*(w) (s ¢ N, s > 0)
H(w)

[Nz = 1lhw)
i) (= 1hw)
H(div, Q)
Hl/Z(aw)
H_I/Q(aw)

prostor polynomu nejvyse n-tého stupné na
trojuhelnikovém elementu T

prostor bilinearnich, resp. trilinearnich funkci na
obdélnikovém elementu R ve 2D, resp. kvadru ve 3D;
prostor spojitych funkci na w a spojité

rozsititelnych na ;

prostor funkci, jejichz derivace az do radu

k € N jsou spojité v w a spojité

rozsititelné na w;

prostor funkei, jejichz 1. derivace je
Lipschitzovska na intervalu [;

prostor méritelnych funkei na w a lebesgueovsky
integrovatelnych s mocninou p > 1;

prostor lokalné lebesgueovsky integrovatelnych
funkei s moceninou p > 1 v R

norma v prostoru L?(w);

norma v prostoru L?(w);

skalarni soucin funkef z L%(w) (nebo (L*(w))?);
Soboleviuv prostor funkeci, jez jsou spolecné se svymi

zobecnénymi derivacemi az do fadu k integrovatelné
s kvadratem v w;

Soboleviv prostor funkci s necelou derivact;
podprostor funkei z H'(w) s nulovou stopou na dw;
norma v prostoru H'(w), kde

el ey = lllFegy + 1Vl 12,

seminorma v prostoru H'(w);

prostor funkei kvadraticky integrovatelnych v €,
jejichz divergence ve smyslu distribuci je kvadraticky
integrovatelna v {2;

prostor stop na dw funkei z H'(w);

dudl k HY?(Ow);



Dalsi symboly
“.,
supp u

—

—\

—
—

Uzité zkratky
BLM

DLM

LBB-podminka

LM
MFO

MFO-tesice

0.p.

zuzeni funkce u na oblast w;

nosic¢ funkce wu;
silna konvergence;
slaba konvergence;

stejnomérna konvergence;

metoda hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatoru,
varianta ve 2D, resp. 3D se znaci BLM2D, resp. BLM3D
(boundary Lagrange multiplier method);

metoda distribuovanych Lagrangeovych multiplikatoru,
varianta ve 2D, resp. 3D se znaci DLM2D, resp. DLM3D
(distributed Lagrange multiplier method);

LadyZenska-Babuska-Brezzi podminka;
Lagrangeuv multiplikator;

metoda fiktivnich oblasti;

fesice uzivajici k numerické realizaci stavového
problému metodu fiktivnich oblasti;

okrajové podminky;



Predmluva

V posledni dobé je velka pozornost vénovana studiu metod fiktivnich oblasti (MFO).
Tyto predstavuji v soucasnosti velmi efektivni prostfedek feseni slozitych problému
objevujicich se v teorii i v praxi. Hlavni dtavod jejich popularity spociva v moz-
nosti preformulovat ptvodni tlohu, jez je definovana na oblasti se slozitou geometrii
w na ulohu novou, fesenou na tzv. fiktivni oblasti 0 D @, jejiz geometrie je jed-
noducha a pravidelna (obdélnik, kvadr apod.). Na tuto nové zformulovanou tlohu
pritom klademe podminku, aby jeji feseni ziZené na oblast w bylo fesenim puvod-
niho problému. Na oblasti ) muZeme pouzit specialni déleni, které nam umozni
fesit vyslednou soustavu algebraickych rovnic pomoci rychlych fesicti a efektivnich
predpodminovacich technik.

MFO je rozvijena ve dvou smérech. Prvni z nich je ¢isté algebraicky (viz [2],[3],[34])
a druhy funkcionalné analyticky, o némz také pojednava tato prace. Jedny z prvnich
vysledkii v tomto sméru jsou popsany v [4], kde k realizaci Dirichletovy a Neu-
mannovy okrajové ulohy byla uzita metoda optimalniho Fizeni. O néco pozdéji se
objevily metody zaloZené na dualité. Tyto metody pouzivaji k realizaci okrajovych
podminek na hranici realné oblasti Lagrangeovy multiplikatory. V pracich [13],[22]
byly pouZity hraniéni Lagrangeovy multiplikitory (zkracené BLM-metoda) k reali-
zaci Dirichletovy okrajové podminky a v pozdéjsich pracich [25],[42] byla uvedena
a analyzovana formulace MFO uzivajici distribuované Lagrangeovy multiplikatory
(zkracené DLM-metoda) pro feseni Dirichletovy a Neumannovy okrajové tlohy. V
pripadé Neumannovy okrajové ulohy byl uvazovan elipticky operator druhého fadu
s absolutnim ¢lenem. Kombinace hrani¢nich a distribuovanych Lagrangeovych mul-
tiplikatoru pro realizaci Dirichletovy okrajové ilohy byla nedavno publikovana v [16].
Koneéné v [18] byla uZita metoda optiméalniho fizeni kombinovana s metodou hra-
nicnich Lagrangeovych multiplikatoria k feseni smisené Dirichletovy-Neumannovy
okrajové tlohy.

Tato prace ma 2 cile: jednak teoreticky rozsitit MFO na teseni tlloh obsahujicich
Neumannovu okrajovou podminku pro elipticky diferencialni operator druhého fadu
bez absolutniho ¢lenu za pouziti hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatorta a prak-
ticky ovéfit vSechny vySe zminéné varianty MFO (¢ast I). Druhym cilem je ukézat,
ze MFO lze s tspéchem pouzit jakozto resice stavovych tloh v tvarové optimali-
zaci (Cast 11 a také [21],[23],[25],]26]). UZiti MFO zvysuje efektivnost feseni vnitini
trovné optimaliza¢niho procesu (stavového problému) s moZnosti paralelizace vypo-
¢ta na trovni vnéjsi (vlastni tvarova optimalizace). Pfitom podstatné zjednodusuje
implementaci celé tlohy. Abychom to ukazali, porovname tento pristup s pristupem
klasickym, jenz je zalozen na postupné deformaci hranice oblasti. K ziskani nové
konfigurace wy41 u klasického pfistupu musime udélat nasledujici kroky (pfedpokla-
dame, Ze nase stavova uloha je linearni a ze pouzivame klasickou metodu konec¢nych
prvka):

(i) provést diskretizaci nové oblasti;
(ii) sestavit novou matici tuhosti a vektor zatiZenf;

(iii) Tesit novou soustavu linedrnich algebraickych rovnic.



Tyto kroky se opakuji mnohokrat, z ¢ehoz vyplyva, Ze tento pristup nemusi byt
obecné piilis efektivni. Naopak, pouZijeme-li MFO, vyhneme se zcela kroku (i), je-
likoz pracujeme s pevnou siti a Castecné i kroku (i7), protoZe matice tuhosti zustava
stejna pro vSechny konfigurace. Tento pristup prinasi ovsem i jistou nevyhodu a to,
7e minimizovana funkce nemusi byt spojité diferencovatelna, coz znemoznuje uziti
klasickych gradientnich metod. Tuto nevyhodu ale snadno muzeme odstranit tim,
ze k hledani minima uzijeme metody globalni optimalizace jako jsou genetické algo-
ritmy, simulované Zihani, fizené nahodné prohledavani, migracni algoritmy a dalsi
(viz napt. [21]). Uvedené metody uZivaji pouze hodnoty cenové funkce a nikoli jeji
derivace. Navic jsou snadno implementovatelné a velmi dobte paralelizovatelné. V
nasem pripadé jsme uzili algoritmus MCRS, ktery lze zaradit mezi metody fizeného
nahodného prohledavani.

Zminény pristup muzeme s vyhodou pouzit k numerické realizaci tloh s volnou
hranici. [lustraci provedeme na tzv. Bernoulliové tiloze. Ulohy tohoto typu vznikaji
v mechanice tekutin, pfi galvanizaci kovi, v elektrostatice apod. (viz [1],[10],[12]).
Naprt. v elektrostatice se tak modeluje problém navrhu tvaru kondenzatoru, jehoz
jedna ¢ast hranice je predepsana a druha ¢ast se hleda tak, aby vysledné elektrosta-
tické pole podél ni bylo konstantni. Takovyto typ problému muZe byt s vyhodou
preformulovan na tlohu tvarové optimalizace, jejiz stavovy problém je Fesen uzitim
MFO (viz kapitolu 5 a [29]).

Tato prace sestava ze dvou ¢asti. V prvni (kapitoly 1-3) se vénujeme uZiti me-
tody fiktivnich oblasti pro reseni eliptickych okrajovych tloh druhého fadu a ve
druhé ¢asti (kapitoly 4-5) pak realizaci problému tvarové optimalizace uzivajicich na
vnitini arovni MFO. V kapitole 1 jsou shrnuty zakladni vysledky z abstraktni teorie
smisenych variacnich tloh. Téchto vysledkt vyuzijeme v kapitole 2 k definici BLM
a DLM-metody k feseni Dirichletovy okrajové ulohy ve 2D 1 3D. Tteti kapitola je
vénovana metodé hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatoru k realizaci Dirichletovy-
Neumannovy a ¢isté Neumannovy okrajové ulohy pro eliptickou rovnici 2. fadu bez
absolutniho ¢lenu a obsahuje nové teoretické vysledky. V kapitole 4 pojednavame
o vlastni tvarové optimalizaci. Uvadime zde abstraktni formulaci problému tvarové
optimalizace vyuzivajici MFO k numerické realizaci stavové tlohy. Provadime ana-
lyzu citlivosti a zminujeme vyhody a nevyhody tohoto pristupu. Navic popisujeme
jednoduchy, v praxi osvédceny algoritmus MCRS, ktery vyuzijeme k minimizaci
cenové funkce. V kapitole 5 pak postupy z predchozi ¢asti prace aplikujeme na te-
Seni Bernoulliho dloh s volnou hranici. V zavéru kazdé kapitoly (s vyjimkou prvni)
ilustrujeme uvedenou problematiku na nékolika modelovych piikladech.



Cést L. Uziti MFO k feseni stavovych tiloh

Tato ¢ast je vénovana popisu a analyze MFO zalozenych na uziti Lagrangeovych
multiplikdtort za Géelem splnéni predepsanych okrajovych podminek. Tyto metody
uzijeme k feseni Dirichletovy (kapitola 2) a smigené Dirichletovy-Neumannovy, resp.
¢isté Neumannovy (kapitola 3) okrajové tlohy. Formulace MFO uZivajici Lagrange-
ovy multiplikatory k realizaci okrajovych podminek vedou na tzv. smisenou variacni
tlohu a proto v kapitole 1 struéné uvadime zakladni vysledky z abstraktni teorie
smisenych variacnich formulaci. Nejdtive si ukazme obecny princip MFO na feseni
abstraktni okrajové tlohy.

Necht w je omezena oblast v R", n = 2,3 s Lipschitzovskou hranici dw. Na této
oblasti uvazujme nasledujici eliptickou okrajovou tlohu:

) {Au(w):f v w, wCR"

+ o.p. na Jw,

kde A je elipticky operator 2. fadu, u(w) je feseni (P) a f € L*(w).
Jak jiZz bylo zminéno, zakladni myslenkou metody fiktivnich oblasti je (viz obr.

2.1) vnofit oblast se slozitou geometrii w do oblasti s jednoduchou geometrii 2 :=
= Uw@ a alohu (P) nahradit za lohu

. Ai=f v
(P)

+ o0.p. mna 09,

kde A je opét elipticky operator 2. fadu, @ je fegen{ (75) af e L*() je vhodné
rozsiteni f z oblasti w na ). Nova tloha (75) pritom musi byt zvolena tak, aby jeji
feseni z(Zené na oblast w bylo fesenim puvodni lohy (P). Duvod, pro¢ to délame,
je snadno vidét: oblast € muZe byt vhodné rozdélena na koneéné elementy, coz
nam umozni uzit vysoce efektivni resice vysledné soustavy linearnich algebraickych
rovnic.

1 Abstraktni teorie smisenych varia¢nich formu-
laci

Formulace MFO, jez uzivaji Lagrangeovy multiplikatory za tcelem splnéni okrajo-
vych podminek, vedou na tzv. smisenou variacni wlohu. 7 tohoto duvodu v této
casti nejprve ukazeme abstraktni tvar smisené variacni formulace a jeji aproximace
(podrobnéji viz [7]).

Necht V' a @ jsou realné Hilbertovy prostory a ||.||v, resp. ||.|lo jejich normy.
Déle necht V' a Q' jsou odpovidajici dualni prostory a symboly (., )yixv, resp.
(., Yorxg znadi prislusné duality mezi prostory V a V', resp. @ a )'. Oznaéme jesté

a:VxV—aRab: V x@ — R dvé omezené bilinearni formy, t.j.:

(1.1) AM = konst. > 0: |a(u,v)| < M||ul|v|v]lv VYu,veV;
(1.2) dm = konst. > 0: |b(v,q)] < mllullvilglle ¥(v,q) €V xQ

9



a koneéné necht f € V' a g € Q) jsou dany.
SmiSenou varia¢ni formulaci uréenou daty {V, @, a,b, f, g} pak minime nasledu-
jici ulohu:
Najdi (u, A) € V x Q takové, Ze
(P.) a(u,v) +b(v,\) = (f,v)viey Yo €V,
b(u,q) = [g:dloxq Vg € Q.

K zajisténi existence a jednoznac¢nosti feSeni (u,A) problému (75(1) pro libovolné
(f,g) € V' x Q' postacuji nasledujici dva predpoklady:

(1.3) Ja = konst. > 0: a(v,v) > a|jv]|? YveV;
b
(1.4) 35 = konst. > 05 sup {534 > Blgle Vo Q.
vz

Potom plati

Véta 1.1  Necht jsou splnény podminky (1.1)—(1.4). Potom (75(1) md jedin€ feseni
(u, A) pro libovolné (f,g) € V' x Q.

Diikaz. Viz. [7]. O
Poznamka 1.1 Podminky (1.3) a (1.4) mohou byt jesté dale zeslabeny. Opét viz
[7].

N

K diskretizaci problému (P,) pouZijeme smisenou metodu koneénych proki. Pro-
story V' a () budou nahrazeny svymi kone¢né dimenzionalnimi podprostory Vj, a @y,
na kterych uvazujeme tlohu:

Najdi (up, Ar) € Vi X Qp, takové, Ze
(ﬁa)h a(up, v) + 0(vn, An) = (fyon)vixy Yo, € Vi,
blun, qn) = g, anlorxe  Van € Q.

K zajisténi existence a jednoznacnosti teseni (uy, Ay) problému (ﬁa)h staci splnit
nasledujici predpoklad oznacovany jako podminka stability:

(1.5) b(Uh,qh) =0 VYo,eV, — qn = 0.

7 (1.5) plyne, ze existuje konstanta (3, > 0, obecné zavisla na diskretiza¢nim para-
metru i takova, ze

b
sup B0 > Gillgilo Van € Qu.
vhi;/h h||V
Vh

N N

K zajisténi konvergence feseni tlohy (P,), k feseni (P,) pro h — 04 potiebu-
jeme ovSem silnéjsi predpoklad a sice splnéni LadyZenské-Babusky-Brezziho (LBB)-
podminky:

10



b(vn, 1)

= . : AL >

(1.6) 38y = konst. > 0 vitelgh Torlly = Bollanlle  Yan € Qn, Yh — 0+,
vy #0

kde By > 0 je nezavisla na h, t.j. konstanta 3, z (1.5) je omezené zdola konstantou

o

Konvergen¢ni vysledek je shrnut v nasledujici véteé:

Véta 1.2 Necht jsou splnény podminky (1.1)-(1.4) a (1.6). Ddle pfedpoklidejme,
Ze systemy {Vi} a {Qn}, h — 0+ jsou husté ve V a Q). Potom posloupnost reseni
{(up, An)} dloh (P,), konverguje k feseni (u, A) problému (P,):

up —>u  veVy
A=A v @, h— 0+

a plati:

— A—A < CH{ inf — inf ||A—
lu =l + 1A = Anlle < O inf flu—vsllv + inf [A = Eulle},

pricemz konstanta C nezdvist na h.

Nyni pro pevné danou hodnotu parametru h zformulujeme algebraicky tvar ilohy
(Pa)y- Necht {@:}; a {;}72,, n = dimVj, m = dim Q) jsou systémy bazovych

funkei prostora Vi a @j. Pak (P,), vede na nasledujici soustavu linearnich alge-
braickych rovnic:

N IR EH]

kde u a A jsou soutadnice funkei uy, a Ay vzhledem k bazim {¢;}7; a {;}7L,. Navic
prvky matic A € R™" a B € R™*" jsou definovany nasledovné:

aij = alpj,ei), 1,7=1,...,n;
by = ble;, ), 7=1,....n; k=1,...,m.

V nasledujicich dvou kapitolach uzijeme vysledky této casti k popisu a analyze
jednotlivych typi MFO zaloZenych na uziti Lagrangeovych multiplikatort k feseni
Dirichletovy, smisené Dirichletovy-Neumannovy a ¢isté Neumannovy okrajové tlohy.

2 Dirichletova okrajova aloha

V odstavcich 2.1, resp. 2.2 jsou uvedeny varianty MFO zaloZené na hranic¢nich a dis-
tribuovanych Lagrangeovych multiplikatorech k feseni Dirichletovy okrajové tlohy.
V odstavci 2.3 pak ilustrujeme jejich uziti na nékolika modelovych prikladech ve 2D
i 3D. Podrobny popis a analyzu téchto metod muzeme najit v [13], resp. v [25],[42].
7, duvodu jednoduchosti vykladu se v nasledujicim omezime na homogenni Poisso-
novu tlohu ve 2D:
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(P

vu=0 na Jw

{—Au:f v o w, f[fel*w)

nebo ve slabé formulaci:

Najdi v € Hy(w) takové, Ze

P
(P) /gradu-gradvdx:/fvdx Vo € Hy(w).

Zmeény, které je nutno provést v pripadé, ze mame predepsanou nehomogenni Di-
richletovu okrajovou podminku, jsou zminény v poznamce 2.5, resp. 2.8. Nyni uve-
deme dva konkrétni zpusoby odvozeni tlohy (P) z (P) uZitim hrani¢nich a distri-
buovanych Lagrangeovych multiplikatoru.

2.1 BLM-metoda

Tato ¢ast je vénovana popisu a analyze MFO zalozené na hrani¢nich Lagrangeo-
vych multiplikdtorech (zkracené BLM-metoda) k realizaci predepsané Dirichletovy
okrajové podminky na dw.

Necht €2 je fiktivni oblast obdélnikového tvaru obsahujici @ (viz obr. 2.1). Dale

[1]

Obr. 2.1

oznacme

H'Y?(0w) = {p € L}(0w)| v € H'(w): ¢ =v na dw}

prostor stop na dw. Je znamo, ze Hl/Z(aw) je Banachtiv prostor s normou

[elli/2,00 = veHi{}E) i
v=¢ na dw

a H='/2(0w) bud odpovidajici dualni prostor. Definujme Lagrangian £ : V xA — R
nasledovné: .

Loop) =% [ lgrad v de — [ fode — (u,0),
kde f € L*(Q) je takové, ze f| = f, symbol (.,.) oznacuje dualitu mezi prostory

A = H™Y?(0w) a HY*(0w) a V je uzavieny podprostor z H'(2). Typické volby
prostoru V jsou: H'(), Hj () nebo

HE(Q) ={v | ve HY(Q), vje periodické na 9Q}.
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V této ¢asti pouzijeme V := H}(Q). Prostor Lagrangeovych multiplikitora A zde
zavadime proto, abychom dosahli splnéni pozadavku, Ze ﬁ| fesi (P). Nyni misto

tlohy (P) budeme uvazovat nasledujici dlohu sedlového bodu:

- Najdi (i, ) € V x A takové, 3
(P5) { L) < L(a,N) < L(v,)) Y(o,p) €V x A
nebo ekvivalentné:

Najdi (8, 0) € V x A takové, Ze
(Pg) /Qgradﬁ Cgradvde = /va dr + (\v) YoeV,
(pyu) =0 Yp e A.

Vztah mezi problémy (P) a (75]3) plyne z

Véta 2.1 Problem (75]3) md jediné fesent (i, ) € V x A. Navie A = [gg] je skok
Ju

normdalové derivace gy e ow a ﬁ| rest (P) (pritom orientace vnéjsi normdly v je
w

patrna z obr. 2.1).

Dikaz. Necht uy a us jsou fFeseni nasledujicich homogennich Dirichletovych okra-

jovych aloh (P), a (P),:

—NAuy = f(:f|)vw; —Auy = JE|_VE§
(P), v (P), -

u; = 0na dw, uz = 0nadz=,

kde = = Q2 \ @. Definujme funkci
U vV w,
U=
Uy V=

Vo={ve Hj(Q) | v=0nadw}.

a prostor

Zrejmé @ € Vy a uzitim Greenovy véty dostaneme:
(21) (grad i, grad v)oq = (F,0)on + (G2, 0) + (- LL2,0) Vo e HY(9),

pricemz znaménko -’ v poslednim ¢lenu je dusledkem orientace v. Je jednoduché
ukazat, Ze zobrazeni

v (B0 o) 1 (- 0y o e HY(Q)

definuje linearni spojity funkcional na H'/?(0w), ktery oznacime A € H~Y/%(dw):

(2.2) (o) = (D0 o) 4 (02 ) o e HY(Q).

7 toho a z (2.1) vidime, Ze (@, A) spliiuje prvni rovnici v (Pg) a druhou pak splnuje
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du

proto, Ze & = 0 na dw. Dokazali jsme tedy, ze (G, A), kde A = [6_1/]’ je fesenim tlohy

(75]3). ProblémA(ﬁB) ma tedy alespon jedno feseni. Na druhé strané, pokud (w, p)

je jiné feseni (Pp), pak opacnym postupem dostaneme, Ze L?J| = uy, L?J|_ = ug, kde
u; Tesi tlohu (P).t =1,2 a p = [gg] Protoze kazdy z problému (P),,: = 1,2 ma
jediné feseni, je (w, p) = (@, A) a problém (73]3) mé tudiz jediné feseni. O

Existenci a jednoznacnost feseni tlohy (73]3) muzeme také jednoduse obdrzet
piimo z véty 1.1, protoZe problém (Pg) je specialnim piipadem tlohy (P,) s nasle-
dujici volbou dat:

V=H\Q), Q=H"*0w), alu,v)= / grad u - grad v dzx,
Q

b(U7Q):_<Q7v>7 <f7U>V'><V:/QJEde7 gEO? U,UEV, qEQv

Poznamka 2.1 (velmi duleZitd) Rozsitime-li funkci f nulou z w na celou fiktivni

oblast Q,pakﬁ:OVEatudié)\:[g—g]:g—gzg—gnaaw.

Poznamka 2.2 Uloha (73]3) predstavuje modelovani prihybu membrany upevnéné
v ramecku tvofeném hranici fiktivn{ oblasti Q, kde f pfedstavuje zatiZeni membrany
v kolmém sméru a @ jeji pruhyb. Lagrangeovy multiplikatory maji vyznam sil kon-
centrovanych na dw, jez zabranuji deformaci membrany na dw a tim zaroven realizuji
homogenni Dirichletovu okrajovou podminku.

Nyni prejdéme k aproximaci tlohy (75]3). K tomuto ucelu pouzijeme smisenou
metodu kone¢nych prvku zminénou v predchozi kapitole, kdy nahradime prostory
V a A kone¢né dimenzionalnimi podprostory V, a Ay. Jedna z moznych konstrukei
téchto podprostort bude popsana nize.

Necht 7T, je stejnomérné triangulace oblasti Q (viz obr. 2.2), kterou zkonstruu-

o dw=U", 5

o uzly Tg

Obr. 2.2

jeme nasledovné: fiktivni oblast €2 nejdfive rozdélime na ¢tverce s krokem h a kazdy
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ctverec podél jedné z diagonal jesté na dva stejné trojthelniky. Toto déleni € spo-
le¢né s vhodnym ocislovanim uzli nam umozni uzit rychlé fesice k nalezeni feseni
vyslednych soustav linearnich algebraickych rovnic. Pro dané 7}, zkonstruujeme pro-
stor

Vi, = {Uh € C(ﬁ) | Uh|T € Pl(T) VT € 77” vy, = 0 na 89},

t.j. Vi obsahuje vSechny spojité, po ¢astech linearni funkce nulujici se na 9Q. V
dalsim textu z divodu jednoduchosti budeme predpokladat, Zze w je polygonalni
oblast. Obecny pripad s hladkou hranici je analyzovan v [13]. Hranice dw se da psat

ve tvaru: Jw = Enj S, kde S; jsou jednotlivé strany polygonu dw (viz obr. 2.2).
=1

Rozdélme kazdy tsek S; na piimé &sti Sy, které nemusi byt nutné stejné délky, ale
plati pro né, ze 3h < |Si| < Lh, kde L je pevné dano a |Si| znadi délku Si. Necht
H = max |Sk| a Ty znadi systém viech takovych {Sk}z;(?) (opét viz obr. 2.2). Nyni

jiz muzeme definovat prostor
Ay = {MH € LQ(aw) | MH|S € PO(S) VS e TH},

t.j. Ay je prostor po castech konstantnich funkci na Tg.
Aprozimaci problému (Pg) rozumime nasledujici tlohu:

Najdi (G, Ag) € Vi x A takove, Ze
(fDB)hH /Qgrad up, - grad v de = /vah dr + /8w Agvpds Yop € Vy,

/8 /,LHﬁh ds =0 \V/MH € AH

K zajisténi existence a jednoznacnosti Teseni problému (ﬁB)hH potrebujeme pod-
minku stability (1.5), jeZ v tomto pfipadé ma tvar:

/8 MHUhdSZO \V/UhEVh:>MH:0.

Lze ukézat, ze tato podminka je splnéna, pokud je pomér H/h dostatecné velky. To
znamena, ze norma déleni Ty uzitého pro definici hrani¢nich Lagrangeovych mul-
tiplikatort musi byt vétsi nez norma déleni 7T, uZitého pro konstrukei prostoru Vj,

(viz [13]).

Pokud je pomér 3 < H/h < L (opét viz [13]), kde L je pevné dano, pak kromé
vyse zminéné podminky stability je splnéna i nasledujici LBB-podminka:

vy, ds
dw > B " v A
vilelgh thHLQ _ﬁoH/lHH 1/2,8 U € Ay
vy #0

pro néjaké By > 0 nezavislé na h a H. Jak vime, LBB-podminka zajistuje konver-
genci feseni tloh (Pp),, k feseni tlohy (Pg) pro h, H — 0+. Rad konvergence
posloupnosti {(t@n, Ag)} k (a4, A) je studovan v [13], kde je dokazana

Véta 2.2 Necht3 < H/h < L. Pak plati, Ze
i — v + 1A = Arll-1/200 = O(RV279), h — 0+
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pro kazdé € > 0 a za predpokladu, Ze ﬁ| € H*(w) a ﬁ|_ € H*(Z).

Odhad chyby ve vété 2.2 neni optimalni, protoze feseni ¢ neni obecné hladké
na celé fiktivni oblasti ) a proto miizeme ofekavat pouze to, e @& € H>?7%(Q)
pro libovolné malé ¢ > 0. Z predchozi véty plyne, ze posloupnost {Ay} konverguje

kA= [aﬁ] pouze v normé H~Y?(dw). V [28] je oviem ukdzéno, %e pouZijeme-
dv

li techniku regularizace, bude {Ag} konvergovat k A dokonce i v prostoru L*(dw),

pokud X € L*(0w).

Poznamka 2.3 Na funkci uy := ﬁh| miuzeme pohliZet jako na aproximaci reseni
w

puvodni tdlohy (P) formulované na w s tim, ze predepsana homogenni Dirichletova
okrajova podminka je splnéna pouze ve slabém smyslu:

/MJW:OVSEﬁL
S

Maticova formulace tilohy (73]3) g vede na soustavu linearnich algebraickych rov-
nic typu (1.7), kde A predstavuje matici tuhosti, B je matice transformace, F je
vektor zatiZeni a u, A jsou vektory uzlovych hodnot @, a —Ay! Vektor G = 0 v
pripadé predepsané homogenni Dirichletovy okrajové podminky na dw.

Prvky matic A, B a vektoru F se pocitaji nasledovné:

aij:/ggradcpi-gradc,ojdx, t,7=1,....,n; n=dimV},

br; = wjds, Sy €T, k=1,...,m; j=1,...,n; m =dimAg,
Sk

fj:/gfg‘ojdxv jzlv"'vnv

kde {¢;}", jsou Courantovy bazové funkce Vj,. K vypoctu integralu muzeme s vy-
hodou pouzit numerickou integraci (viz odstavec 2.3).

Poznamka 2.4 (velmi duleZitd) Informace o geometrii realné oblasti w je obsaZena
pouze v matici transformace B (eventuelné ve vektoru zatizeni F), ale ne v matici
tuhosti A. Zavislost F na w zavisi na tom, jak je funkce f rozsifena na celou fiktivni

oblast 1.

Efektivni zpusob feseni tlohy (1.7) spoc¢iva v eliminaci vektoru u, ¢imz dosta-
neme nasledujici soustavu linearnich algebraickych rovnic pro druhou slozku A:

BA'B'"A=BA'F.

Tuto soustavu fesime metodou sdruzenych gradientu. Zde je tieba upozornit, ze ve-
likost matice BA™' BT je mnohem mens{ ne velikost A. Dale nésobeni matici A~}
muze byt efektivné zrealizovano uzitim Choleského faktorizace nebo pomoci rych-
Iych Fesi¢u zaloZzenych na Fourierové analyjze a cyklické redukei (pro popis téchto
metod viz [27],[40],[41]). Navic k matici B A~ B mfZeme sestrojit vykonné pred-
podminovace (viz napt. [18]).
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Poznamka 2.5 Mame-li pfedepsanou nehomogenni Dirichletovu okrajovou pod-
minku « = ¢ na hranici dw, kde g € H'/?(dw), pak musime nahradit druhou rovnici
v uloze (Pg), resp. (Pg), y za rovnici

A

(i —g) =0 YueA,

resp.

/a /,LHﬁhdSZ/a prgds Nug € Ap.

V pravé strané soustavy linearnich algebraickych rovnic (1.7) se pak vyskytuje vektor
G se slozkami

gk:/ gds, Sy € Ty, k=1,...,m; m=dimAg.
Sk

K vypoctu integralu muzeme opét pouzit numerickou integraci.

2.2 DLM-metoda

Tato cast je vénovana popisu a analyze varianté MFO zalozené tentokrate na pouziti
distribuovanych Lagrangeovych multiplikatort (zkracené DLM-metoda) a uzité opét
k feSeni homogenni Dirichletovy okrajové alohy (P). Zmény, které je nutno provést,
mame-li predepsanou nehomogenni Dirichletovou okrajovou podminku, jsou uve-
deny v poznamce 2.8. Tento typ MFO je podrobné studovan v [25]. V teoretické
casti se opét omezime na 2D pripad.

Oznaéme

V(Z)={ve HY(Z) | 3Fze€ H}(Q): v:Z|_}

prostor restrike{ viech funkei z H}(Q) na = a necht A := V'(Z) je odpovidajici
dualni prostor. Na predepsanou homogenni Dirichletovu okrajovou podminku na
Ow opét pohlizime jako na omezeni, které budeme realizovat pomoci Lagrangeovych
multiplikdtori z prostoru V/(Z). Definujme Lagrangian £ : HI(Q) x A — R!
vztahem:

L(op) =5 [ Jovad v de = [ fode = (u.0).

kde f € L*(Q) je takové, Ze f| = f a symbol (.,.) oznacuje dualitu mezi prostory
Aa V(). ’

Nyni misto tlohy (P) uvazujme smiSenou formulaci:
Najdi (@, ) € HL(S) x A takové, Ze
(Pp) /Qgradﬁ .gradvde = /va de + (\v) Yoe HYSQ),
(p,u)y =0 YpeA.

A

Vztah mezi problémy (P) a (Pp) plyne z
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Véta 2.3 Problém (731)) md jedin€ veseni (4,\) € Hy(Q) x A a ﬁ| je resenim
puvodni ulohy (P).

Dikaz. K dikazu existence a jednoznacnosti tlohy (751)) uzijeme vétu 1.1. Polozme
ve formulaci (P,): V = H}(Q) a @ = A. Vidime, %e podminky (1.1)—(1.3) jsou
trivialné splnény. K ovéfeni podminky (1.4) vezméme libovolné w € V(=Z). Potom
stopa funkce w na dw miZe byt spojité rozsitena z hranice dw dovnitf w, t.j. mizeme
zkonstruovat funkci w € Hj(§) takovou, Ze LTJ|_ = w a soucasné

(2.3) 10 = konst. > 0: ||0|10 < B||w|iz,

kde 3 nezavisi na w. Ozna¢me V(Z) podprostor HL(), jeho# prvky jsou pravé
popsana spojita rozsiteni z = do  funkei, jez patii do V(=Z). Potom z (2.3) plyne:

(4, v) (. 0) < 1 {pw) .1
su > su = > & su =5
Sub Tolfre = 20 Tl = B 2k, Tl = 5140
V0 W#O w#0
kde |.||« je norma v prostoru A. A
Nyni jesté ukazme, Ze u := ﬁ| fesi (P). Uvazujeme-li v prvni rovnici v (Pp)
w

testovaci funkce v € Hy () takové, Ze supp v C @, dostaneme:

/gradu-gradvdx:/fvdx,

t.j. —Au = f v w. Z druhé rovnice (751)) pak vidime, Ze « =0 v = a tedy v = 0 na
hranici dw. 7 toho okamzité plyne, Ze ﬁ| € H}(w) fesi (P). O

Poznamka 2.6 (751)) predstavuje modelovani pruhybu membrany upevnéné v pev-
ném ramecku tvoreném hranici fiktivni oblasti ). Lagrangeovy multiplikdtory maji
v tomto pripadé vyznam fiktivnich sil pusobicich na oblasti =, jez zabranuji de-
formaci membrany na celé této oblasti a tim zaroven realizuji zadanou homogenni
Dirichletovu okrajovou podminku na hranici dw.

Prejdéme nyni k aproximaci smisené varia¢ni formulace (751)). Nejdtive zkon-
struujeme konec¢né dimenzionalni podprostory Vj, a Ay a to nasledovné: rozdélime
fiktivni oblast €2 na ¢tverce s krokem h a pak jesté kazdy ctverec pomoci diagonal
na 4 stejné trojuhelniky (viz obr. 2.3). Toto déleni oznac¢ime 7}, a definujeme na ném
prostor

Vi, = {Uh € C(ﬁ) | Uh|T € Pl(T) VT € 77” vy, = 0 na 89},

t.j. Vi, obsahuje vSechny spojité, po c¢astech linearni funkce na 75, a nulové na 0.
Necht Tg je dalsi déleni fiktivni oblasti Q) takové, Ze triangulace 7T, uZitéd ke kon-
strukei prostoru Vj, je jeho zjemnénim, t.j. kazdy element T' € Ty je sjednocenim
kone¢ného poctu trojuhelnikia z 7. Oznacme:

VH:{UHE C(ﬁ) | UH|T € Pl(T) \V/TETH, vg = 0 na 89}
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Obr. 2.3

prostor vsech spojitych, po ¢astech linearnich funkcl na 7g a nulujicich se na 9f2.
Bud dale Ag prostor restrikci vsech funkei z Vg na oblast =, t.].

AH = VH|:

Prostor Ay je prirozenou diskretizaci A.
Aprozimace smisené variacni formulace (Pp) je definovana nasledovné:

Najdi (G, Ag) € Vi, x Ag takové, Ze

/gradﬁh-gradvhd:p:/fvhdx—l—/)\gvhdx
Q Q

o} =

P =
( D)hH Yy, € Vh,

/_MHﬁh dz =0 \V/MH € AH

K zajisténi existence a jednoznacnosti Teseni ulohy (ﬁp)hH je nutné splnéni pod-
minky stability (1.5). Tato podminka je ovsem vzhledem k nasi volbé prostoru Agy
splnéna automaticky, protoze Ay C Vh|_ a tudiz pro libovolné ppy € Ay plati:

ﬁugvhdx:0 Yo, €V, = pg =0v =.

Na funkei uy, := ﬁh| muzeme pohliZet jako na aproximaci feseni puvodni tlohy
w

(P) formulované na w s predepsanou homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou
splnénou pouze v nasledujicim integralnim smyslu:

/_MHﬁh dz =0 \V/MH € AH

V pfipadé, ze zvolime Ty = Ty, (a pisSeme H = h), plyne z druhé rovnice v (loze

(ﬁp)hH, ze i, = 0 na celé oblasti =. Ponévad? feseni @y, je po ¢astech linedrni na 7,

nuluje se nejenom v oblasti =, ale dokonce na vétsi mnoziné =, O = (viz obr. 2.3),

ktera je tvorena sjednocenim vsech trojuhelnikt z 7y, jeZ maji neprazdny prunik s

vnitrkem =. Tento jev je znamy jako tzv. locking efekt a je dobfe patrny z obr. 2.12.

Navic z 1. rovnice v (ﬁp)hH plyne, Ze restrikce uy, := ﬁh| € H}(wy) je aproximaci
Wh

feseni homogenni Dirichletovy okrajové tlohy definované v wy, := Q\ Z:
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(24)  u € Vi(wn) : /

w

grad uy, - grad vy, do = / fopdx Yoy € Vi(wy),
h Wh

kde
Vi(wr) == Vh| N H(wp).
wh

V tomto ptipadé je homogenni Dirichletova okrajova podminka pfedepsana na 0w
splnéna presné.
Poznamka 2.7 V [25] je ukdzano, Ze pro vyse zvoleny typ triangulace T, a Ty = T,
plati nasledujici odhad fadu chyby:

= uplliw, < ch?*5 h — 0+,

pokud je oblast w konvexni a f € LP(Q) s p > 2. Parametr € > 0 je libovolné ¢islo,
¢ = konst. > 0 nezavisi na h a u je TeSeni puvodni tlohy (P).

Algebraicky tvar tlohy (ﬁp)hH vede opét na soustavu linearnich rovnic typu
(1.7) s tim, Ze prvky matice B jsou dany vztahem:

bkj:/_;/)ikcpjdx, j=1...on; n=dimVy; i, € Z = {i1,12,...,14}; k=1,....d,

kde {p;}7_; a {1 }72, jsou bazové funkee Vj, resp. Vg a T je mnozina indext viech
Y5, jejichZ nosi¢ méa neprazdny prunik s vnittkem oblasti =.

Poznamka 2.4 a efektivnich zptusob feSeni soustavy algebraickych rovnic (1.7)
uvedeny v odstavci 2.1 zustavaji platné i v pripadé DLM-metody, ovsem s jistymi
Upravami pii sestavovani matice transformace B (viz odstavec 2.3).

Poznamka 2.8 Je-li predepsana nehomogenni Dirichletova okrajova podminka
u = g na dw, kde g € H'/2(99Q), pak musime zaménit druhou rovnici v tloze (Pp),
resp. v (Pp), y za rovnici

(i =gy =0 YueA,
resp.

/H/,LHﬁhdl’:/:/,LHgdl' \V/MHEAH,

kde g je rozsiteni funkce ¢ z dw do Z. Na pravé strané soustavy linearnich algebraic-
kych rovnic (1.7) pak bude vektor G, jehoz slozky spocteme takto:

gk:/_¢ik§dx7 ikEI, kzl,...,d.

K vypoctu integralu muzeme opét pouzit numerickou integraci.
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2.3 Numericka realizace a priklady

V prikladech, které nasleduji, ilustrujeme uziti BLM a DLM-metody k feseni kon-
krétnich okrajovych tloh ve 2D 1 3D, které byly zvoleny tak, aby jejich feseni bylo
snadno vyjadritelné v analytickém tvaru.

Resme uzitim predchozich variant MFO nasledujici okrajovou tilohu:

—Au = f vw wCR" n=213,

(P), u = g mna Ly,
u = 0 nal..,
kde
(2.5) f==bwy ) e [*(w), g=uqp € H'/*(Ti),

Priklad 2.1 V pfipadé, ze n = 2, volime

_ 2 _ 2
Ud(l'l,l’g):l— (1'1 1[61’1/2) _ (1'2 5111’2/2) \ ($1,$2)€R2

a w je dvojnasobné souvisla oblast s vnitini hranici I';,; popsanou implicitni funkci
(v1 — Ly, /2)* + (22 — Ly, /2)* = 1, piicemZ L, = L, = 10, zatimco vnéjsi ¢ast Ty
(elipsa) odpovida mnoziné bodi, na niZ funkce ug nabyvéa nulové hodnoty (viz obr.
2.4). 7 toho a z (2.5) vyplyva, Ze ug) je fesenim tlohy (P);,.

10

T2

0 T 10 00

Obrazek 2.4. Obrazek 2.5.

Priklad 2.2 UvaZujme podobné zadani jako v prikladé 2.1 oviem ve 3D. V tomto
pripadé bude

) =1 = (1}1 — [’96’1/2)2 _ (1}2 — Ll’2/2)2 _ (1}3 — L903/2)2
16 4 4 ’

ug(xy, T2, 03 (21,79, 23) € R®
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a w bude dvojnasobné souvisla oblast s vnitrni hranici I';,; popsanou implicitni
funkei (1 — Ly, /2)* 4+ (vg — Ly /2)* + (w3 — Ly /2)* = 1, kde Ly, = Ly = Ly, = 10
a vnéjsi I'e,; odpovidajici mnoziné bodu, na niz funkce uwy nabyva nulové hodnoty
(viz obr. 2.5, kde je znazornéna pouze polovina oblasti). 7 toho a z (2.5) vyplyva,
ze ud| je fesenim tlohy (P), ve 3D.

V dalsim pouZijeme fiktivni oblast Q = (0, L,,) x (0, L,,) (ve 2D) nebo =
(0, L) (0, L) (0, L) (ve 3D).

V obou prikladech pracujeme s dvojnasobné souvislou oblasti w. 7 tohoto du-
vodu je nutno modifikovat lohy (75]3) a (751)) nasledovné:

Najdi (i, A1, Ay) € V X Ay X Ay takové, Ze
(75) /Qgradﬁ cgrad v dr = /va de 4+ (A, 0)1 + (A, 0)2 Yo €V,
(pay )y + (p2, 2 = (pas ghr V(pa, p2) € A x Ay,

kde v piipadé BLM-metody je V := Hj(2) a symboly (.,.)1, resp. (.. )2 oznacuji
dualitu mezi prostory A; := H‘l/z(Fmt) a Hl/z(Fmt), resp. Ay = H_I/Q(Fem) a
H'Y?(T.,;). Dale f je rozsifen{ f z oblasti w na ©Q nulou a ¢ := ¢g. V piipadé DLM-
metody zfistava viznam V a f stejny. Symboly (., )1, resp. (.,.)2 nyni zna¢i dualitu

YaV)  Lresp. Ayi= (V) YalV|

Zint Zint Sext Sext

je vnitini, resp. vnéjsi komponenta w v € a ¢ znaci rozsiteni funkce g z hranice I';,;
na oblast € definované predpisem:

9 kde Sinty Sewt

mezi prostory Ay := (V| _

(2.6) q(x1,x2) (resp. q(x1, x2,23)) = %(1 + %)

ve 2D, resp. 3D a pro ktery plati, ze ¢ = g na I';,;.

Poznamka 2.9 Je ziejmé, Ze problém (P) ma jediné feseni (u, A1, A2) € V X Ay x Ay

au = ﬁ| fesi (P),. Navic v pfipadé BLM-metody A; = g—g na Lozt

N

Ptejdéme nyni k aproximaci tlohy (P). V dalsim budeme pfedpokladat, Ze hra-
nice [';,; a 'y jsou v pripadé BLM-metody ve 2D popsané takovymi funkcemi, Ze
lze snadno urcit pruseciky téchto hranic se siti pro MKP. Ve 3D se pak omezime
pouze na takové hranice I';,; a oy, jez lze popsat pomoci funkel S;p, Sepe argu-
mentt (¢, ) € [0,27) x [0,7]. Naproti tomu u DLM-metody ve 2D i 3D budeme
predpokladat pouze to, Ze existuje takové rozhodovaci kritérium, které jednoznacné
stanovi, zda libovolné zvoleny bod uvnitt fiktivni oblasti  patii do @, =;,; nebo

—_—

—
—exrt.

Poznamka 2.10 7 praktickych diavodu je mnohem jednodussi pouzit déleni fik-
tivni oblasti na obdélniky (ve 2D), resp. na kvadry (ve 3D), protoZe se tak podstatné
ulehéi préace s vypoctem integralu zavislych na geometrii realné oblasti w (hlavné ve
3D). Proto v praktické ¢asti, na rozdil od teoretické, pracujeme vyhradné s rektan-
gulacemi fiktivni oblasti.

Necht tedy R}, je stejnomérné rektangulace fiktivni oblasti Q, t.j. Q je rozdélena na
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Ctverce (ve 2D), resp. na krychle (ve 3D) s krokem h. Pro dané R, zkonstruujeme
prostor

Vi, = {Uh - C(ﬁ) | Uh|R - Ql(R) VR € Rh, vy, = 0 na 89},

t.j. V3 obsahuje vechny spojité, po ¢astech bilinearni funkce (ve 2D), resp. triline-
arni (ve 3D) a nabyvajici nuly na 9€Q. Nyni pfistoupime ke konstrukei prostora Ap,
a Ap, pro jednotlivé varianty MFO ve 2D a 3D.

10 10
/ =
1 & ] Eh,z’m‘,
X\‘ j[ E :Z,ert
N ~ 4
00 10 O0 10
Obrazek 2.6. Obrazek 2.7.

BLM-metoda ve 2D (BLM 2D)

Hranice I';,; a .y nahradime jejich polygonalnimi aproximacemi Dine a Dot jedno-
znacné urc¢enymi pruseciky [,y a I'epy se stranami Ry, (viz obr. 2.6). Dale rozdélime
fmt na vzajemné disjunktni ¢asti S; o délee |S;| = H > 3h. Piestoze se jedna o rek-
tangulaci fiktivni oblasti {2, pouzivame stejnou podminku na vzajemny vztah mezi
normami pro obé déleni jako v pripadé triangulace. Navic pozadujeme, aby konce
tseku S; lezely na meziprvkovych hranicich (viz obr. 2.6). Systém vsech takovych
{S;}i2) oznac¢ime Ry, . Pro dané Ry, definujeme prostor Ay, nasledovné:

Mgy = {m, € D(Dia) | i) € Po(S) WS € Ry},

t.j. Am, je prostor po castech konstantnich funkei na Rp,. Stejnym postupem de-
finujeme déleni Ry, hranice I'.; a prostor Ap,. Oblast mezi hranicemi I';,; a I'opy
oznacime wyy.

DLM-metoda ve 2D i 3D (DLM 2D a DLM 3D)
~a Ag, = Vy_ , t.j. diskrétni pro-

story Lagrangeovych multiplikatoru pouzivaji stejné déleni R; jako prostor V.
Symbolem wj, ozna¢ime sjednoceni viech R € R, takovych, ze R C w. Bud dale
= = Eh,im‘ U Eh,ext =0 \ Wy, (ViZ obr. 27)

V tomto pripadé definujeme: Ay, = V

BLM-metoda ve 3D (BLM 3D)

Zde, jak jsme jiz zminili pfedpokladame, Ze hranice I';,; a I'cpy jsou popsany funkcemi
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Sint a Sept definovanymi na obdélniku [0, 27) x [0, 7]. Déleni hranice I';,,; pro hraniéni
LM zkonstruujeme nasledovné: nejdiive rozdélime oblast [0, 27) x [0, 7], jez tvoii de-
fini¢ni obor funkce S;,¢, na vzajemné disjunktni ¢asti S; o plose |S;| = H? > 9h?
(viz obr. 2.8) a vzniklé déleni promitneme pomoci funkce S;,+ na hranici Iy, ¢imz
obdrzime jeji déleni, které oznacime Ry, (viz obr. 2.9 pro piipad, Ze uvedena plocha
je kulovd). Pro dané Ry, zkonstruujeme prostor Ay, podobné jako ve 2D pripadé:

Ay ={pm € LP(Tan) | pany| € Po(S) VS € Ry}

Stejnym postupem vytvorime déleni Ry, hranice I'.,; a definujeme prostor Ag,. V
tomto pripadeé je Iy := iy, Uer := Do @ wpy 1= w.

Obrazek 2.8.

Obrazek 2.9.

Nyni jiz muzeme pristoupit k definici aproximace (73)“[ ulohy (75)
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Najdi (tp, Ay, Am,) € Vi X Ay X A, takové, Ze

/gradﬁh-gradvhd:p:/ fvhd:zj—l—/ )\Hlvhda—l—/ A, v do
Q Q vy wo

P
(P)im —

[lJ /“LH1ﬁh do —I_[lJ /“LH2ﬁh do = [lJ MH1qu V(MH17MH2) € AHI X AH27
1 2 1

kde v p¥ipadé BLM-metody Wy := i, Uy 1= Tepr a do := ds, t.]. piisluiné integraly
jsou kiivkové. V pripadé DLM-metody bude ¥, := =,,;, ¥, := =.,; a do := dx, t.].
prislusné integraly jsou objemové. Symboly f a g maji stejny vyznam jako v tloze
(P). )

Maticova formulace tlohy (P), ;; vede opét na soustavu linearnich algebraickych
rovnic (1.7), kde AT = [AT,AI], B” = [BT,BI], GT =[GT,07] a prvky matic A,

B a vektoru F, G se spoctou nasledovné:

aij:/ggradcpi-gradcpjdx, t,7=1,....,n; n=dimV},

bllﬂj:/s wjds, 911:/ gds, Sx € Rp,; k=1,...,my;
k

k

Jj=1,...,n; my =dimApg, (BLM 2D a 3D),

ikEIlz{il,iQ,...,idl}; kzl,...,dl (DLMQDEL?)D),

sz:/s pids, gt =0, Sp € Ry k=1,...,ma;
k

Jj=1,...,n; my =dimApg, (BLM 2D a 3D),

bz]‘:/ﬁ eipide, g =0, j=1,...,n; n=dimVj;
i € I = {ir,42,. . ,ia }; k =1,...,dy (DLM 2D a 3D),

f]:/ngO]dl':/f@]dx, jzlv"'vnv
Q i

kde ¢, je po castech bilinearni, resp. trilinearni Lagrangeova interpolace funkce ¢
definované vztahem (2.6), {¢;}"_; jsou bazové funkce Vj a T, resp. I, je mnoZina
indexu téch ¢;, jejichz nosi¢ ma neprazdny prunik s vnitrkem oblasti =,;,;, resp.
Zert- Pritom oblast ¥ := wy u BLM-metody, kdezto v pripadé DLM-metody staci
v dusledku vlivu locking efektu integrovat pouze pres ty elementy, jez celé lezi v w,
t.J. U := wy. Vektor G, = 0 z duvodu predepsané homogenni Dirichletovy okrajové
podminky na I'.,;. K numerické integraci v pripadé hrani¢nich integralt pouzijeme
slozené Simpsonovo pravidlo ve 2D a sloZené obdélnikové ve 3D (piiklad volby in-
tegracnich bodu ve 3D je vidét na obrazku 2.8). V piipadé integrace pres Casti
elementu, jez jsou protaté hranicemi I';,; a I'c,y, pouzijeme taktéz slozené obdélni-
kové pravidlo. V opa¢ném piipadé (pri integraci pres neprotaté elementy) pouzijeme
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Gaussovo-Legendrovo integra¢ni pravidlo druhého fadu v R", n = 2,3, ¢imz napo-
¢itame presné matici A, popf. B u DLM-metody. Toto pravidlo pouZijeme i pro
vypocet vektoru F, popt. G. Upozornéme, ze pri napocitavani vektoru G v pripadé
BLM-metody mame k dispozici funkci g € C(T'yn). Jeji "projekei” na ;. prove-
deme postupem popsanym v poznamce 2.14.

Poznamka 2.11 Jak jsme se jiz zminili, v pfipadé DLM-metody se souhlasnymi
sitémi bude feseni 4;, v dusledku locking efektu rovno g, resp. nule nejen na =;,;,
resp. Zeqt, ale na oblastech vétsich oznacenych =, ;t @ Zp e (viz obr. 2.7). Této
skute¢nosti mizeme s vyhodou vyuzit pfi konstrukci matice B.

. ..o T Y .
Necht Z; N Z, = (). Definujme novou matici B = [B,,B, ], jejimiz prvky jsou

Y

t.j. v k-tém Ffadku matice By je pouze jeden nenulovy prvek na pozici i a jeho
hodnota je 1 (podobné pro prvky sz matice By). Je jednoduché ukazat, Ze existuje
takova regularni matice C, pro kterou plati, e B = CB. Nahradme dale vektor G

vektorem
é:@G:@[Gllz [qb ]
0 0

kde q je vektor uzlovych hodnot funkce ¢;. Potom feseni u bude stejné, at uz pou-

zijeme v (1.7) B, G nebo B, G. V dali{m misto B a G budeme opét psat B a G.

Vylouceni prvni slozky feseni u v maticové formulaci (1.7) vede na soustavu
linearnich algebraickych rovnic pro neznamou A € R™:

kde
A = BA'BT,
8 = BAT'F—G.

Matice A je symetrickd, pozitivné definitni, jeji dimenze je podstatné mensi nez
dimenze matice A (hlavné v piipadé BLM-metody) a navic soustava

Ax=y (y dané)

je efektivné fesitelna uzitim rychlych resi¢a jako jsou metoda cyklické redukee, Fou-
rierova metoda, Choleského rozklad kombinovany s pfimym a zpétnym chodem,
metoda multigridu a metoda rozlozeni oblasti. 7 téchto duvodu pouzijeme k feseni
soustavy (2.7) klasickou metodu sdruZenych gradienti bez predpodminéni. UZiti
efektivnich pfedpodminovact pro specialni typy eliptickych operatort je popsano v
pripadé BLM, resp. DLM-metody v [18], resp. [17]. Pozitivni vliv na ¢islo podminé-
nosti a tim i na pocet iteraci ma také metoda regularizace popsana v [28].
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Metoda sdruzenych gradientt

Inicializace:

Ao € R™ (nejcastéji Ag = 0),

ro = B—AX,
Vo = To,
m = dim(A),
= 0,
e > 0.
Iteracni cyklus:
(#) (Jril|* < el|B]]* nebo i >m) == ukonéeni cyklu,

d, = Av;,=B Solve(BT vi),
I'ZTI'Z'
VZTCIZ'7

Ais1 = A+ aivy,

riyh.mh = p— aidia
T .
ﬁ' _ ri-l—lrl-l-l
7 - T 9
Vi1 = Ty + Bivs,
i = 1+1 avracime se k (#),

kde funkce x = Solve(y) vraci vektor Teseni x soustavy Ax =y, pfic¢em? v pfipadé
metody cyklické redukce a Fourierovy metody se matice tuhosti vubec nesestavuje.
Daéle vektor v; reprezentuje smér ziskany A-ortogonalizaci vektoru rezidui r;. Jako
ukoncovaci kritéria v metodé sdruzenych gradienti jsou uvazovany podminky na
relativni chybu rezidua a na omezeni po¢tu provadénych iteraci dimenzi matice A.
Pti numerické realizaci Dirichletovy okrajové tlohy uZijeme Fourierovu metodu a v
pripadé smiSené Dirichletovy-Neumannovy a ¢isté Neumannovy okrajové tlohy (viz

kapitolu 3) Choleského rozklad.
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Vysledky priklada 2.1 a 2.2

V této casti jsou vyhodnoceny vysledky feseni priklada 2.1 a 2.2 ziskané uzitim BLM
a DLM-metody. Pro kazdou variantu MFO a pro oba zadané priklady je grafem,
popf. tabulkou znazornéno:

e vypoctené reseni stavové tlohy;
e odpovidajici Lagrangetuv multiplikator;
e pocet iteraci metody sdruzenych gradientu v zavislosti na h;

e relativni chyba feSeni ﬁh| v normé prostoru H'(wy), resp. L*(wp) v zé-
Wh

vislosti na h, t.j. E';(h) = ||4n — wall1 e, /l|walliw,, resp. ES,(R) = ||dn —

wallo.wn /wallow,;
e doba FeSeni soustavy (2.7) v zavislosti na h;
e rad zmény poctu iteraci metody sdruzenych gradientu vzhledem k h;

o rad konvergence vypocteny z relativni chyby feseni ﬁh| v normeé prostoru
Wh

H'(wy) a L*(wy) vzhledem k h;
e tad zmény doby Teseni soustavy (2.7) vzhledem k h,

pricemz vypoctené feseni stavové tlohy @ a odpovidajici Lagrangetv multiplikator
An = [Amy, Am,] znédzornujeme pro BLM a DLM-metodu ve 3D pouze v fezu M
fiktivni oblasti © rovinou z3 = L,, /2. Stavova tloha (P), ve 3D z(iZena na tento
fez odpovida tloze (P), ve 2D. Je-li tedy ﬁ| fesenim (P), ve 3D, pak u := ﬁ|

w wnM
je Fesenim tlohy (P), ve 2D, coz je vidét z obrazku 2.10-13.

Poznamka 2.12 P1i vypoctu relativni chyby feseni a tedy i odpovidajictho fadu
konvergence pracujeme ve vsech pripadech s oblasti wy, ktera je sjednocenim ele-
menti z Ry, jez celé lezi v w. Toto podstatné zjednodusi prislusné vypocty a umozni
vzajemné porovnani efektivnosti uziti BLM a DLM metody ve 2D i 3D.

Poznamka 2.13 (numericka realizace normy || .||—1/2r) JelikoZz Ay, — A, obecné
pouze v normé prostoru H‘l/z(fext), potiebujeme zrealizovat numericky vypocet
duélni normy. Vyjdeme z toho, #e norma v l-periodickém prostoru H—'/2(I), kde
I =(0,1), muzZe byt zavedena néasledovné (viz [33]):

2

NS 1
(2.8) [oll <1721 := n:z_:oo L+ n]

kde )
¢, = /v(t)e_%mt dt, n€eZ
0
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jsou Fourierovy koeficienty a Z je mnozina vsech celych ¢isel. Necht I' je hladka
hranice oblasti w C R* popsané parametricky 1-periodickou funkei v : [0,1] — T
takovou, ze |y/(t)| > 0 ¥Vt € [0, 1], kde

(0] = (@ (1) + @107 (1) = (2(1), (1))

Je-li z € L*(I'), pak normu ||z]|_1/2r definujeme nésledovné:

HZH—1/2,F = HZO’Y kd H—l/z,b

kde vyraz napravo je definovan pomoci vztahu (2.8).
V pripadé polygonalni hranice I' = |J 5;, kde S; jsou jednotlivé strany polygonu,
i=1

postupujeme nasledovné: oznacme L délku hranice I' a

it (titip) = S, i=1,...,n

i—1
bud ptirozené parametrizace tseku S; s délkou |S;|, kde t; = 0, t; = ¥ At;, 1 =
=1
2,...,n+1a At; = |S;|/L. 7 prirozené parametrizace S; plyne, Ze se na tomto

tseku (navic i po celé I') pohybujeme stale konstantni rychlosti v = |y/| = |A52| = L.

7 ptedchoziho pak plyne, ze normu ||z||_1 /2,0, z € L*(I') spocteme nésledovné:

HZH—1/2,F = HZO’Y kd H_1/2,1 = LHZO’YH—l/z,Ia

kde v = (yi)iz; a vyraz || . ||=1/2,r je definovan pomoci (2.8).
0 K
Pri praktické realizaci se nekoneéna rada > nahradi koneénym souc¢tem 3
n=—oco n=—K

kde K je "dostatecné velké” prirozené ¢islo a k vypoctu ¢, se pouzije algoritmus
rychlé Fourierovy transformace.

Poznamka 2.14 Projekci funkce ¢ € C(I') na jeji polygonalni aproximaci I pro-
vedeme nasledovné: oznac¢me {A;}"_; vrcholy I'. Body A; € R? le#i na hranici T
a proto v nich muzeme urcit funkéni hodnoty ¢(A;). Spojitou, po ¢astech linearni
funkei ¢ definovanou na I' a jednoznaéné uréenou v bodech A; hodnotami q(Ay),
i =1,...,n budeme povaZovat za aproximaci funkce ¢ € C'(I') na r.

V' cel€ této prici plati: vyskytne-li se funkce ¢ € C(I') ve vztahu k hranici T,
budeme misto q pracovat s jeji nahradou ¢ € C(f) sestrojenou vyse uvedenym zpu-
sobem.
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V nasledujicich obrazcich jsou znazornéna vypoctena feseni stavové alohy (P),
(obr. 2.10-13) a odpovidajici LM (obr. 2.14-17) pro BLM a DLM metodu ve 2D i 3D.
Pritom h = 10/32, parametr v ukoncovaci podmince metody sdruzenych gradientu
e=10""a H/h = 3 u BLM-metody. V piipadé DLM-metody je z obrazka 2.12-13
dobre vidét vliv locking efektu.

Poznamka 2.15 Vliv locking efektu v pfipadé DLM-metody muZeme omezit tim,
ze do mnoziny Z = 7, U Z, dame pouze ty indexy ¢ bazovych funkci ¢; z V},, pro
které plati, Ze mira |suppy; N Z| > 6, kde 0 < § < |supp ;| je pevné zvolena
konstanta a = := =;,; U =Z..;. Pokud tedy nosi¢ ¢; a oblast = maji neprazdny prunik
o mite vét$l nebo rovné 4, pak index 7 bude patfit do Z. Navic velikost mnoziny
7 a tim 1 pocet Lagrangeovych multiplikditori miuzeme podstatné zredukovat tak,
ze prislusny Lagrangeuv multiplikator realizujici predepsané okrajové podminky na
Ow := I';,; Ul'c,; nebudeme definovat na celé oblasti =, ale pouze na néjakém malém

okoli Jw.
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Obrazek 2.10. BLM 2D. Obrazek 2.11. BLM 3D (fez).
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Obrazek 2.12. DLM 2D. Obrazek 2.13. DLM 3D (fez).
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Analyza vypoétenych Lagrangeovych multiplikatori

Jak jsme jiz zminili, na obrazcich 2.14-17 jsou znazornény vypoctené Lagrange-
ovy multiplikatory. V ptipadé BLM-metody (obr. 2.14-15) znazorfiujeme pouze vy-

pocteny Lagrangetuv multiplikdtor —Ag, definovany na .y (plnou carou) aproxi-
mujici —ﬁ, jez je vykreslena ¢arou prerusovanou. Jak se da ocekavat, kvalita
aproximace % pomoci vypoctenych Lagrangeovych multiplikatort je ve 3D horsi

ne¥ ve 2D. Dale z obrézki 2.16-17 je vidét, ze nenulové distribuované LM jsou kon-
centrovany pouze v blizkém okoli hranic I';,; a I'cpy.

Obrazek 2.14. BLM 2D.
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Obrazek 2.16. DLM 2D. Obrazek 2.17. DLM 3D (fez).
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7 obrazka 2.18 a 2.20-21 je patrny vliv volby velikosti poméru H/h u BLM-
metody ve 2D. Cim je tento pomér mensi, tim vice zaé¢inaji LM oscilovat a naopak.
Toto oscilujici chovani souvisi s porusenim LBB-podminky. Na obrazcich 2.18-19
pak muzeme vidét vliv nepresného napocitani vektoru zatizeni F. V pripadé obrazku
2.18 integrujeme pies celou oblast w (presnéji pres jeji polygonalni aproximaci wy ),
kdezto v pripadé obrazku 2.19 pouze pres elementy, jez celé lezi v w, t.]. pres oblast

Wy
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11 11
1 1
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
e bl
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Obrazek 2.18. H/h = 3. Obrazek 2.19. H/h = 3, f| = 0.
=h
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Obrazek 2.20. H/h = 1.5. Obrazek 2.21. H/h = 6.
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Oznaéme

A, — Dua/Ov|o i,
8ud
[

egel(h) =

2
Ho,fm

[Am, = Oua/OV||_ypop..,
Juy
15,

e *(h) =
D H —1/2,Tent

A ~

relativn{ chybu druhé slozky feseni Ay, tlohy (P), ;; v normé prostoru L*(I'.;), resp.

H‘l/z(feﬂ) (pro numericky vypocet norem viz poznamky 2.13 a 2.14). 7 teoretické

¢asti vime, Ze posloupnost {Apy, } konverguje k %

H‘l/z(feﬂ) a ne LZ(fext). Toto také potvrzuje 2. a 4. sloupec tabulky 2.1, kde

fad konvergence vypocteny z relativni chyby v normé prostoru L*(I'..) je témér

obecné pouze v normé prostoru

Krok h | e%(h) | e%(h) + filtr | er)”*(h)
10/64 7.3041e-02 3.7356e-02 3.3954e-02
10/128 5.6811e-02 1.9630e-02 1.8636e-02
10/256 7.4255e-02 7.3489¢-03 1.1261e-02
10/512 6.4214e-02 4.1438e-03 6.7605e-03
10/1024 | 6.8519e-02 3.0839e-03 4.8679e-03
Rad konv. 0.0007 0.9441 0.7067

Tab. 2.1. BLM 2D.

nulovy, kdezto v pripadé normy v H‘l/z(feﬂ) je roven 0.7067. Pripomenme jesté,
Ze teoreticky odvozeny tad konvergence (viz vétu 2.2) je 0.5 — ¢, ¢ > 0 oviem pro
triangulaci € a polygonalni w (pro w s obecnou hranici je tento vysledek odvozen

v [13]). Posloupnost {Ag,} v nasem pfipadé nekonverguje k % v normé prostoru

lar lar
13f 13f

12r 12r
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| i

] \
09f ; “ l‘ | !
N\
1 [
!

0.8}
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0.6

0.5[ | ‘

0.4 | | | | | | | | | 0.4 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Obrazek 2.22. Bez filtru. Obrazek 2.23. Bez filtru.

L*(T'cy) v disledku ptibyvajicich oscilaci se zmengujicim se h (H/h = 3 je pevné),
coZ je patrné z obrazku 2.22-23 pro h = 10/64, resp. h = 10/256.
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Oscilujici prubéh LM muzeme vyhladit riznymi zptisoby. Nejjednodussi je zvétsit
pomér H/h (obr. 2.21). Dal$imi moznostmi jsou napf¥. pouziti polynomialni aproxi-
mace ziskaného prubéhu pomoci splint, filtrace a v neposledni fadé také vyhlazeni
pomoci waveletové a Fourierovy transformace. K tomu, abychom obdrzeli konver-

genci v normé L*(I'.;), pouzijeme k vyhlazeni dat filtraci.

7 obrazku 2.22 a 2.24, resp. 2.23 a 2.25 je vidét ucinek filtrace na prubéh LM
pro pomér H/h = 3 a krok diskretizace h = 10/64, resp. h = 10/256. Jako filtr
bylo pouzito diskrétni Hanningovo okno (viz [39]) realizované na n = 2/092(10/1)=5 1 1
bodech. Velikost okna v zavislosti na h byla urcena experimentalné. Z tretiho sloupce
tabulky 2.1 je vidét, Zze pro tuto volbu filtru a velikosti okna jiz LM konverguji k %
s tadem 0.9441. Podobnych vysledku dosahneme 1 uzitim trojuhelnikového okna.

14r 14r
13f 13f
12F 12F
11f 11f
1r 1r
09 09
08f 08f
07+ 07

0.6 0.6

05¢ 05

0.4 I I I I I I I I I 0.4 I I I I I I I I I
0

Obrazek 2.24. S filtrem. Obrazek 2.25. S filtrem.

Dalsi charakteristiky numerického Feseni tlohy (P),

Z tabulek 2.2-6, ve kterych uvadime dalsi dilezité charakteristiky numerického resent
alohy (P),, zjistime, Ze podstatné rychleji a presnéjsi vysledky obdrzime uzitim
BLM-metody. DLM-metoda ma ovSem tu vyhodu, Ze sestaveni matice B ve 2D i 3D
(viz poznamka 2.11) je mnohem jednodussi nez u BLM-metody.

7 véty 2.2, resp. z poznamky 2.7 plyne, Ze tad konvergence v normé prostoru
H'(Q) v piipadé BLM-metody ve 2D, resp. H'(w;) v pifipadé DLM-metody ve
2D je 1/2 — e, £ > 0. Zde je nutno poznamenat, Ze tyto teoreticky odvozené rady
konvergence plati pro triangulaci fiktivni oblasti €). 7 tabulky 2.6 vidime, ze u DLM-
metody vlivem locking efektu vychazi fad konvergence jen o néco méalo vétsi nez 1/2,
kdezto u BLM-metody, jelikoz uvazujeme pouze normu v prostoru H'(wy,), vychézi
rad konvergence vyrazné vétsi.
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Poznamka 2.16 Rady zmén jednotlivych charakteristik vzhledem k A se spoétou

nasledovné: necht q(h) je libovolna funkce zavisla na h € I, kde I C R je zvoleny
interval. Potom pod pojmem fad zmény funkce ¢ vzhledem k h rozumime takové
¢islo a, které urcéime spolecné s konstantami ¢; a ¢y tak, aby se minimalizovala
g — Gllo.1, kde § = ¢1h® + ¢2. Konstantu a muZeme snadno spocitat uzitim linearni
regrese.

7, tabulek 2.2-6 muzeme dale vy¢ist, ze fad zmény poctu iteraci i samotné pocty
iteraci nezavisi na tom, zda tlohu (P), fesime v roviné (ptiklad 2.1) a nebo v prostoru
(priklad 2.2). Jesté podotknéme, Ze Fady jednotlivych charakteristik v pripadé DLM-
metody byly vypoc¢teny bez hodnot odpovidajicich kroku h = 10/32. Tyto jsou totiz
nejvice zatizeny vlivem locking efektu, ktery "uzamkne” feseni nejen na oblasti =,

ale i na znacné ¢asti oblasti w (hlavné ve 3D).

Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | péit. | EL,(h) E2,(h) Cas [sec]
10/32 1089 16 4 6.8767e-02 | 7.0258e-02 | 1.0000e-02
10/64 4225 32 10 3.4143e-02 | 3.1088e-02 | 3.0000e-02
10/128 16641 65 16 1.7613e-02 | 1.4447e-02 | 2.1000e-01
10/256 66049 131 17 1 9.0522e-03 | 6.7947e-03 | 9.4000e-01
10/512 263169 262 20 | 5.3251e-03 | 3.6016e-03 | 5.9700e+00
10/1024 1050625 524 23 | 3.2370e-03 | 1.9015e-03 | 3.1550e+01
Tab. 2.2. BLM 2D.
Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. | E,(h) EY(R) as [sec]
10/32 35937 140 18 ] 8.9769e-02 | 9.9071e-02 | 6.1000e-01
10/48 117649 320 21 5.6240e-02 | 5.9161e-02 | 2.6100e4-00
10/64 274625 571 25 3.9249e-02 | 4.3210e-02 | 7.8500e+00
10/80 531441 892 27 | 3.1728e-02 | 3.2341e-02 | 1.8590e+01
10/96 912673 1284 27 ] 2.6542e-02 | 2.6016e-02 | 3.3010e+01

Tab. 2.3. BLM 3D.
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Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | péit. | EL,(h) E2,(h) Cas [sec]
10/32 1089 973 23 | 5.2816e-01 | 2.5076e-01 | 3.0000e-02
10/64 4225 3535 39 | 2.4603e-01 | 1.2765e-01 | 1.5000e-01
10/128 16641 13433 69 1.4253e-01 | 6.2815e-02 | 1.0900e+4-00
10/256 66049 52459 123 | 9.4698e-02 | 3.3280e-02 | 9.0200e+00
10/512 263169 207193 228 | 6.2886e-02 | 1.6878e-02 | 9.2910e+01

10/1024 1050625 823363 387 | 4.3050e-02 | 8.6294e-03 | 7.2228e+02

Tab. 2.4. DLM 2D.

Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. | EL;(h) EY,(R) as [sec]
10/32 35937 35319 26 | 9.4387e-01 | 3.8373e-01 | 1.1100e+00
10/48 117649 113825 34 | 4.8796e-01 | 2.7513e-01 | 5.8400e+00
10/64 274625 263803 44 | 3.7236e-01 | 2.1511e-01 | 2.0020e4-01
10/80 531441 508251 55 | 3.1390e-01 | 1.7815e-01 | 5.4090e+01
10/96 912673 870255 68 | 2.7907e-01 | 1.5158e-01 | 1.2037e+02

Tab. 2.5. DLM 3D.
Rad BLM 2D | BLM 3D | DLM 2D | DLM 3D
zmény poctu iteraci -0.4487 -0.4008 -0.8346 -0.9941

konvergence fegen{ v normé H'(wy) | 0.8871 1.1187 0.6210 0.8090

konvergence feseni v normé L*(wy) | 1.0416 1.2111 0.9670 0.8580
zmény doby feseni soustavy (2.7 -2.3768 -3.6763 -3.0880 -4.3709

Tab. 2.6.
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3 Smisena Dirichletova-Neumannova a ¢isté Ne-
umannova okrajova uloha

V této kapitole ukazeme novy pristup k feseni smisené Dirichletovy-Neumannovy a
¢isté Neumannovy okrajové tlohy s eliptickym operatorem 2. tadu bez absolutniho
clenu ve 2D, jez je zaloZen na uziti BLM-metody. PouzZijeme nasledujici postup: pu-
vodni problém nejdiive vyjadiime v dudlni formé (vyjadrené v gradientech). Tuto
formulaci posléze rozsifime z w na ) uzitim MFO a Neumannovu okrajovou pod-
minku na ¢asti ['(e) hranice dw (viz obr. 3.1 a 3.4) zahrneme do formulace pomoci
hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatora. Hlavni obtiz této formulace je, Ze pri-
pustna mnozina se sestava z vektorovych funkei, jejichz divergence je nulova. Tyto
funkce budou realizovany pomoci tzv. proudoviych funkci. Cela tato problematika i
s aplikacemi v tvarové optimalizaci byla publikovana v [23]. Koneéné v odstavei 3.3
ilustrujeme tento pristup na reseni nékolika modelovych tloh.

3.1 SmiSena Dirichletova-Neumannova okrajova tloha

Vyse zminény postup podrobné ukazeme na nasledujici smisené Dirichletové-Neu-
mannoveé tloze:

—Nu=f v w,

(7))’ U= na Iy Uy,
g—g =g na [(a)

nebo ve slabé formulaci:
Najdi u € V(w) takové, Ze

P
(P) /gradu-grad@daj:/ﬁpdw—l—/( )gc,ods Vo € V(w),
w w I«

kde f € L (R?), g € L*(I'()), w C R? je omezena oblast s Lipschitzovskou hranici
Ow a
Viw)={ve H(w) | v=0nalyUly}.

Tvar oblasti w a rozklad hranice dw na ¢asti I'y, I'y a I'(«) jsou patrny z obr. 3.1.

T9 F2 ﬁ — w U E
['(a)
Iy W —_ F
v
I, 1
Obr. 3.1.
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Cést ['(«) je reprezentovana grafem Lipschitzovsky spojité funkce o : I'y — R}I_:
F(a) = {(51?1751?2) | Ty = Oé(l'z), Ty € F1}-

Nyni misto problému (P) oznac¢ovaného téz jako primdrni formulace budeme
uvazovat jeho dudlni formulaci, t.j. formulaci v gradientech. Necht Ky, (w) je uza-
viend konvexn{ podmnozina prostoru (L*(w))? definovan& nasledovné:

Kyolw) = {n e (@) | [ woeradede= [ fodus [ gods

Vo € V(w)}.

(3.1)

Pokud p je dostatecné hladka, pak z Greenovy véty plyne:

—divpy = fvuw,
p € Kpylw) =
p-v=gnal'(a).

Poznamenejme, ze i v pripadé Ze u € Ky 4(w) bez dalsich doplijicich pfedpokladi
o hladkosti, mtizeme p charakterizovat vyse uvedenym zptisobem. V tomto pripadé
prvni rovnice je splnéna ve smyslu distribuci a druha jako rovnost mezi funkcionaly

Z H‘l/z(F(oz)) (viz déle).

Necht |
Sy =L [P e, pe(riw)
je dudlni funkcional, kde |u| znaéi eukleidovskou normu vektoru p. Dudlni formulact
problému (P) nazveme tlohu:
Najdi A € Ky 4(w) takové, Ze
S(A)= min S(u)

HER ()

(DY

nebo ekvivalentné:

Najdi A € Ky 4(w) takové, Ze

/ Arpder =0 Yu € Kop(w),

(D)

kde Koo(w) := Kfy(w)s f=0vwag=0nal'(«). Plati nasledujici véta:

Véta 3.1 Problém (D) md jediné feseni A € Ky (w). Navie A = gradu v w,
pricemz u € V(w) 7esi (P).
Diikaz. Viz [9]. O

Nyni uvedeme ekvivalentni formulaci problému (D), ktera je vhodnéjsi z vypo-
¢etniho hlediska. Necht A\g € (L*(w))? je partikulérn{ fesen{ diferencialn{ rovnice

(3.2) —divi=fvw.
Libovolné p € Ky ,(w) muzeme vyjadiit ve tvaru
(3.3) f= X+ X,
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kde x € Kog(w) a G := g — Ao - v na ['(a), t.j. x je vektorova funkce s nulovou
divergenci v w spliujici podminku x -v = G na ['(e) ve smyslu rovnosti funkcionala
z H='2(T'()). Dosazenim vztahu (3.3) do (D) dostaneme novou alohu pro slozku

X:
Najdi x* € Ko g(w) takové, Ze

(D) /X*-m = —/ Ao pde V€ Koo(w).

7 (3.3) a véty 3.1 vyplyva, ze Ao + x* = gradu v w a u € V(w) fesi (P). V dalsim
jiz. budeme pracovat pouze s formulaci (D).

Nyni si ukdZeme, jak nahradit dlohu (D) za lohu novou, definovanou na vétsi
(fiktivni) oblasti € obsahujici w tak, aby se jeji Feseni ziZené na puvodni oblast w
shodovalo s Te§enim tlohy (D).

Necht ) je fiktivni oblast obdélnikového tvaru znazornéna na obr. 3.1 a Ay €
(L*(9))? je takovd, Ze podminka (3.2) je splnéna na celé oblasti 2. Déle oznaéme

HO(div, Q) = {p e (L2()? | divpg=0vQ, p-v=0nal},
HE(Q) = {p € H(div,Q) | p-v =G nal(a)}
kde I' C 99 je prava svisla strana 0f). )

Dfive nez si uvedeme piesny vyznam podminek toku na hranicich I'(a) a T,
definujme prostor stop H'/?(I'(a)) nasledovné:

(3.4) H'2(T(a))={¢: T(a) = R' | FveV(w): ¢ =vnal(a)}

Je znémo, 7e H'?(T'()) je Banachtiv prostor s normou (viz [14]):

vEV(w),
v=¢ na I'(a)

(3.5) lelhjor@ = inf  [v]ie

Déle plati, Ze existuje jediné 7 € V(w) realizujicl infimum v (3.5) a jez je zaroven
jedinym fesenim tlohy:
—Av=0 v w,
(3.6) R
U=¢ na Ow,
kde symbol ¢ znaci rozsiteni funkce ¢ nulou z I'(e) na zbytek hranice dw.

Poznéamka 3.1 Normu || . ||1/2,r(«) mizeme definovat i pomoci funkei z V(Z), kde
VE)={ve H(Z) | v=0nad=\T(a)}.

Je ztejmé, Ze obé definice vedou k ekvivalentnim normam a proto v dalsim budeme
uzivat jako definici normy v H'3(I'(a)) vztah (3.5).

Ozna¢me symbolem H_1/2£ (o)) dudlni prostor k H'/%(I'(a)). Podobné definujme

r
prostory Hl/z(f) a H_I/ZA(F). Piislusnou dualitu mezi prostory H'?(I'(a)) a
H=Y?(D(a)), resp. H'?(I') a

H‘l/z(f) oznacime v obou pfipadech symbolem (, ).
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Bud ¢ € H°(div, ). Podminka p-v = G na I'(a) ve smyslu rovnosti funkcionéli
z H='2(T'(a)) znamena, Ze

(3.7) (v, - vy = (G,v) Yo e HY*I(a)).

Jelikoz div i je nulova v Q, z Greenovy véty vyplyva, Ze (3.7) je ekvivalentni rovnici

(3.8) /wM cgrad zde = (G,v) Vze V(w),

kde z = v na I'(«). Podobné interpretujeme podminku toku na I
Nyni misto problému (D) uvazujme novou tlohu definovanou v

Najdi x* € HZ(Q) takové, Ze

/X*-/,de:—/)\o-/,cdx Ve HY(),
Q Q

N

(D)

kde HJ(Q) := H2(Q2) s G = 0 na ['(«). Plati:

Lemma 3.1 Problém (D) md jediné feseni x* € H%(Q). Navic X*| rest (D).

Diikaz. Existence a jednozna¢nost feseni x* tlohy (D) plynou z Laxova-Milgramova
lemmatu uZijeme-li toho, ze HZ() je neprazdné konvexni uzaviend podmnoZina

H(div, ), ktery je zaroven Hilbertovym prostorem s normou ||.|loq. Dokazme
zbyvajici ¢ast tvrzeni. Necht p € Ko o(w) je libovolné. Definujme funkci
N < [V,
H= —_
0 vZ=.

Potom funkce g € HJ() a miize byt tedy pouzita jako testovaci funkce v (15)
Odtud plyne:

/wx*|w-/,Ld:1::/Qx*-/ldx:—/Q)\o-/ldx:—/w)\o|w-/,cd:1;

a protoZze soucasné X*| € Kog(w), je tvrzeni dokazano. O
w

Poznamka 3.2 (interpretace X*|_) 7 teorie duality vyplyva, Ze (x* —I—)\0)| = grad w

v =, kde @ je jediné Feseni problému

—Nu=f v Z
on _ _ r
81) - g na (a)v
(3.9) . .
g—g =X -7 na [,
=0 na 9=\ (I'(e)UT)

a U je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9=.

40



Na podminku p - = G na I'(a) objevujici se v definici prostoru H&() mizeme
opét pohlizet jako na omezeni, které zahrneme do formulace pomoci Lagrangeovych
multiplikatort definovanych na I'(«). Je ziejmé, Ze

pe Q) <= pe Hdv,Q) & (p,u-v) = (G p) Yo e H'*I(a)).

A

Misto (D) budeme uvazovat nasledujici tlohu:

Nagdi (x*,w) € H°(div, Q) x HY*(I'(a)) takové, Ze

~

(M) /S)X*-,,deﬂw,ﬂ-w:—/g%-udx Vi e HO(div, ),
(v,x*-v) = (G,v) Yve HY*I(a)).

Dfive, nez uvedeme ditkaz existence a jednoznacnosti feseni problému (M), 70-
pakujme néktera tvrzeni, jez dale vyuzijeme. Jejich dikazy je mozno najit napt. v
[14].

Zobrazeni v, : x — y-v, x € H(div,Q) je linedrnia spojilé z prostoru H°(div, Q)
na H='%(T(a)), pficem?

9eHO(div,Q),
d-v=x-v na I'(a)

(3.10) vl = ind 19 o

Odtud snadno plyne, ze
(3.11) I - vl /2000 = 19]low-
kde 7 = grad v v w a 7 € H'(w) je jediné fegeni tlohy

—Nov=0 v w

Y

(3.12) % =vy-v na [(a),
v = 0 na Fl U FQ.

Necht b : H'?(T'(a)) x H°(div,Q) — R je bilinearni forma definovana nasle-
dovné:

(3.13) b(v, x) = (v, x - 1),

kde x-v € H™Y?(I'(a)) je tok x pies hranici I'(e). Zékladni vlastnosti b jsou shrnuty
v

Lemma 3.2 Plati:

(3.14) b je spojitd v H'/*(T'()) x H°(div,);

b(U X) 1

A3 >0: su AL > Bl o Yo e HY2(T(a).

(3'15) 6 xGHO(dIi?/,Q), HXHQQ o ﬁH HI/ZI( ) ( ( ))
X#0
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Dikaz. 7 Greenovy véty dostaneme:
blv,x)=(v,x V)= /X-gradzd:z; Vz e V(w)

takové, Ze z = v na ['(«). Tedy

1b(v, )] < Ixllow _inf  J2liw < Ixlloq - [[v]]1/2,000)

zEV (w),
z=v na I'(a)

Y(v,x) € HY*(T(a)) x HO(div, ),

¢imz je ovéteno (3.14). Abychom dokazali (3.15), uvazujme nejdiive nasledujici dvé
ulohy:

—Auy =0v =,
0 0
—Aup =0 v w, 6%2 = _% na I'(a),
u; = 0 na dw, %%QZOHaf,
uy = 0 na d= \ (I'(e) U ),

kde v € H'Y?(I'(a)) je pevné dané a © znadl jeji rozsiteni nulou z I'(a) na zbytek
hranice dw. 7 definice normy v prostoru H'/?(I'(ar)) plyne, ze (viz (3.6))

(3.16) |1 = [[vll/2.0(@)-

Nyni z Laxova-Milgramova lemmatu, (3.10) a (3.16) dostaneme:
(3.17) ushiz < el 25 1oy < elut i = llolyyarcen
kde ¢ = konst . > 0. Definujme funkci Y € (L*(Q))* pomoci vztahu

B grad uy v w,
X _=

grad uy v =.
Je vidét, ze Y € H°(div,Q) a soucasné
(3.18) IXllo.2 < ellvlli/2,r)

jak plyne z (3.16) a (3.17). Dale z (3.16), (3.18) a definice uy vyplyva, Ze

aul 2
b(v,x) < b0, %) _ (v X-w) gy ful,
su > A = A = —— 0V - = > 3y o
b o e = TWloa ~ Tilow — Txlow — Txllon = 10 Mhvzre
X#0
plati pro néjakou konstantu 3 > 0. a

7. predchoziho lemmatu plyne

N

Véta 3.2  Problém (M) md jediné tesent (x*,w). Navie x* 7esi (D) a w =
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(4 —u) , kde u a @ jsou fesent problémi (P) a (3.9) na w, resp. =.

|F(oz)

Diikaz.  Existence a jednoznacnost (y*,w) plyne z (3.14) a (3.15) (viz [7]). Inter-
pretaci y* a w pak obdrzime z Greenovy véty. O

Abychom odstranili potize se splnénim podminky nulové divergence, preformu-
lujeme alohu (M) pomoci proudovych funkei. Je znamo (viz napt. [14]), Ze

(3.19) H(div, Q) = curl V(Q),
kde
(3.20) V(Q) ={ve H(Q) | & =0nal},

t.j. pro libovolné € H°(div, Q) existuje jedina (proudova) funkce ¢» € V(Q) takova,
ze
0 0
= curly = (a—;z;, —a—fl)

~ ~

UZijeme-li (3.19) v (M), dostaneme novou formulaci (M) zaloZenou na proudovych

funkeich:
Najdi (¢*,w) € V(Q) x H'*(T(a)) takové, Ze

. 5,
(M) /chrlg/)* -curly da + (w, a—¢> = —/Q)\O ccurlyp de Vi € V(Q),

S

(0.9 = (Go) Vo€ HY2(I(a)).

kde %—f € H~'%(T(a)) znadi derivaci funkce ¢ v te¢ném sméru ke I'(a).

7. toho, co jiz bylo feceno, okamzité vyplyva

Véta 3.3 Problém (M) md jediné Fesent (¥*,w). Navie curlp* = x* v Q a (x*, w)
rest (M).

Poznamka 3.3 Necht

Ve@) ={ e V(Q) | (v, %—f> = (G.v) Yve H'*(I(a))}.

Potom prvni slozka 1* fefeni tilohy (./\;l) patii do V() a splije podminku
(3.21) / curl * - curl ¢ de = —/ Ao - curly de Vab € VO (),
Q Q

kde VO(Q) := VY(Q) s G = 0 na ['(a) a w je odpovidajici Lagrangetiv multipli-
kator piifazeny vazbé ¢ € VE(Q). Reseni ¢* miizeme tedy hledat také ve tvaru
P = + Y0 kde b € VE(Q) je dand a ° € VO(Q) Fesi tlohu
(3.22) / curl ° - curl¢ de = —/ Ao - curl ¢ dx — / curl ¢ - curlep de Vb € Vo).

Q Q Q
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Prejdéme nyni k diskretizaci tlohy (M) pomoci smisené metody konecnych
prvka podobné jako v predchozi kapitole. Nejdiive zkonstruujeme dva systémy ko-
necné dimenzionalnich prostora {V,} a {Ag}, pomoci nichZ budeme aproximovat
primarni a dualni slozku feseni.

Necht {7}, h — 04 je reguldrni systém triangulaci oblasti Q. Tyto triangulace
(viz obr. 3.2) konstruujeme stejné jako v pripadé BLM-metody uZité k feseni Di-
richletovy dlohy ve 2D (odstavec 2.1). Necht V() je prostor viech spojitych, po

A
2 Iy A
///
% ANNT
‘ — T(w)
! o~ [(am)
I r O uzly Dy
As wlag)
7 L] E(an)
II
N FQ Al .7?1=
Obr. 3.2.

castech linedrnich funkei nad 7T, a nulujicich se na I
Vi(Q) = {n € C(Q) | ¢n€ PUT) YT €Th, ¢ =0nal}.

Potom systém {V;,(Q)} aproximuje prostor V() definovany vztahem (3.20). V dal-
$im popiseme konstrukei aproximaci prostoru A := H'2(T'(a)).
Ozna¢me {Dy}, H — 0+ reguldrni systém déleni ¢asti hranice 'y spliujiet:

(3.23) VDy € {Dy} existuje T, € {T,} takové, Ze Dy C 77L|F ,

t.j. véechny uzly z Dy jsou podmnozinou uzli z Ty, lezicich na I';. Déle necht {ay}
je posloupnost linearnich Lagrangeovych interpola¢nich polynomt funkce o v uzlech

m—1
7z {Du}, I'(ay) je grafem funkce agy, I'(ag) = U Aidis1 (viz obr. 3.2) a w(ay)
=1
je oblast ohranicena I'y, I'y a I'(ay). Prostor Lagrangeovych multiplikdtora bude
aproximovan spojitymi, po éastech linedrnimi funkcemi nad I'(ay) a nabyvajicich
nuly na obou koncich I'(ag):

AH(OéH) = {UH - C(F(OzH)) | VH € Pl(AiAi+1)7

AiAi

ooeym— 15 vg(Ar) = vg(An) =0}

(3.24)
i=1

Aproximace (M) je definovana nasledovné:
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Najdi (¢5, wg) € Vi() X Ap(ag) takové, Ze
. / curl ¥y - curl ey, d:z;—|—<wg,%>g = —/ Ao - curl ¢y, da
(M)} ? s ?
\V/@Z’h S Vh(ﬂ)v
(vp, gfgﬁ = (Gg,vm)np Yog € Ag(ag),
kde

6;/% L a¢h
<UH,E>H .—/F —UHdS,

(am) aSH

<GH7UH>H = / GHUHdS

I(em)
a Gy € L*(I'(ag)) je vhodna aproximace GG € H~'/*(I'(a)). Symbol % znaci
tecnou derivaci funkce podél I'(ag).

Poznamka 3.4 Oznadme H}(div,Q) := carl V,4(Q), X} := curl o} a w, := curl ¢y,
~OH o y , <
Potom (M),” muZeme prepsat nasledovne:

Najdi (x5, wg) € HP(div,Q) x Ag(ag) takové, Ze
(M) /QXZ i dx + (wpr, g v = —/Q)\o cpndr Ny, € HY(div, Q),
<UH7XZ'VH>H:<GH7UH>H \V/UHEAH(OéH),

kde vy je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k dw(ay). Je zfejmé, Ze problém (./\;l)f

je aproximaci (M). V nasledujici konvergenéni analyze jsou uzity obé formulace

(./\/l)i[ 1 (./\A/l)il soucasné.

Abychom dokéazali existenci a jednoznacnost feseni ulohy (./\;l)f, predpokla-
dejme, Ze je splnéna nasledujici podminka stability:

(S) vy € Ap(an): (vm, %}H =0 Y, e Vi(Q) = vy =0nal(agy).

Poznamka 3.5 Zde si uvedeme postacujici podminku, za které je podminka (S)
splnéna. Integraci per partes v (, )i a z toho, ze vy(A1) = vy(A,,) = 0 dostaneme:

ZUH)oozH\/l + (aly)? das.
sy

aUH

)
<UH7%>H = —/F(QH) @Z’h@ds = —/Fl(%/)h

Oznacme:
V(1) ={& € C(Ty) | & je po Eastech linearni na 77L| 1,
Iy

Zy(Ly) =4{nuw € L*(T'1) | nu je po ¢astech konstantni na Dy }.
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Potom &, := ¢poay € Yi(l'1) ang := (ggg)oafn/l + (a'y)? € Zy(T1) pro libovolné
ag € {ag}, jak vyplyva z (3.23). Podminka (S) bude splnéna, plati-li:

(3.25) nw € Zy(T / o das =0 VE, € Vi(Ty) = ng = 0na Iy,

nebot je-li ny = 0 na I'y, potom vy = konst. na ['(ay). PonévadZ vy(A;) =
v (Ay) = 0, je nutné v, = 0 na ['(agy). 7Z predchozi ¢asti viak vime, Ze podminka
(3.25) je splnéna, pokud pomér H/h je "dostatecné” velky. Jinymi slovy, déleni Dy
je hrubsi, nez déleni Tj,. Pokud tento pomér je vétsi nebo roven 3 (viz [13]) obdrzime
i splnéni LBB-podminky, ktera v tomto pfipadé ma tvar:

(O )y
(LBB) { sup a’fgh’hﬁ _ﬁngg—gH—Uz,r(aH) Yo € Ag(ap)

PpEVL(D),
Pp#0

s konstantou Gy > 0, ktera nezavisi na krocich diskretizace h, resp. H a na ay €
{ay}. Tato problematika je rovnéz podrobné studovana v [13]. O

Disledkem podminky (S) je
Lemma 3.3 Necht jsou splnény (S) a (3.23). Potom problém (./\;l)f md jediné

Fesent (5, wp).

V dalsim zaméfime svoji pozornost na chovani posloupnosti {¢;} pro h — 0+.
Oznacme

VEHQ) = (o € Vi) | (om, G2 = (G om) You € Ao}

podmnozinu V4 (). Poznamenejme, Ze v dusledku podminky (5) je tato mnozina
neprazdna. Potom prvni slozka 1} resi tlohu

Najdi ¢} € VhGH(Q) takové, Ze

(3.26) 0
/ curl ¢y - curl oy, de = —/ Ao - curlypy, de Vi, €V, (),
Q Q

kde VP(Q) := VhGH(Q) s Gy = 0 na ['(ay) a wy je odpovidajici Lagrangetuv mul-
tiplikator pritazeny vazbé ¢} € VhGH(Q).
V dal$im budeme pottfebovat jesté nasledujici predpoklady:
(3.27) h - 0+ & H — 0+ a plati (3.23);
(3.28) pro kaZdou dvojici (h, H) spliugici (3.27) existuje omezend posloupnost {;/N)h}
ve VhGH, Ly .
Je>0: ||[dulhg < e Vh, H > 0 splitujici (3.27) a iy, € VI (Q);
(3.29) posloupnost {Gy} aproximuje G' v ndsledujicim smyslu:
necht {Ty}, H — 0+ je dalsi requldrni systém triangulaci oblasti Q0 (nezdvisly

na {Tn}) a takovy, Ze hranice I'(ay) pro kaZdé oy € {an} je tvofena hranami
z Ta pro libovolné H > 0 (viz obr. 3.3). Ddle necht
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T F2

A Ty
A N C)
[y ' - T(ag)
o uzly Py
w(am)
& >

FQ T
Obr. 3.3.

(330) VH(Q) = {ZH - C(ﬁ) | ZH|T € Pl(T) VT ¢ TH, zg =0 na 6(2}

je koneéné dimenziondlni podprostor Hy () a tudiz Ag(ay) definovany pomoct

(3.24) je roven VH(Q)| . Potom Zadame, aby
r

(om)
<GH, UH>H — <G, U>,

kdykoli zy — z v H}(Q), pricemz zg € Vy(Q) a z € HY(Q) jsou takové, Ze

VH = stopap(,,) ZH @ v = stoparp, 2.

afg

Poznamka 3.6 Predpoklad (3.28) je ekvivalentni splnéni LBB-podminky (viz [7]).

Uzitim predchozich predpokladi dokazeme nasledujici konvergenéni vysledek:

Véta 3.4 Necht jsou splnény (3.27)-(3.29) a necht { (¥}, wm)} je posloupnost reseni
uloh (./\/l)f, h,H — 04. Potom

(3.31) curl pf — curlp* (slabé) v (L*(N))?, h — 0+

a \* := curl* je resenim (15)

Diikaz. Nejdrive dokazme, ze {¢}} je omezena v H'(€2)-normé. Necht {1} je ome-
zend posloupnost z (3.28). Potom ¢; = ¢, + ) a ¢)) € V2(Q) je fedenim tlohy

/ curl ¥y - curl ¢y, de = —/ Ao - curl oy, da — / curl ¢y, - curl oy, da
Q Q Q
qubh € VhO(Q)v

(3.32)

jak vyplyva dosazenim do (3.26). Dosadime-li dale ), := ¢ do (3.32) a uZijeme-li
(3.28), dostaneme, ze {19} je omezend a tudiZ i posloupnost {¢7} je omezend v
H'(Q)-normé. Miizeme tedy vybrat podposloupnost z {7} (znacenou stejné) tako-
vou, ze

(3.33) Yy — ™ (slabé) ve V().
Ukazme, Ze y* := curl ¢* fesi (15), t.].
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curl p* € HA(Q) a
(3.34) {

/Curl¢*-udx:—/Ao-udx Yu € HJ().
Q Q

Nejprve dokazeme, ze x* spliuje rovnici v (3.34). Necht 7z € Hg(ﬂ)_je déano.

Potom existuje funkce ¢» € H*(Q), ¥ = 0 na I(a) UT takova, ze @ = curly. 7 véty
o hustoté pak plyne existence posloupnosti {1, }, ¥, € C>(f) takové, ze

P, = v HY(Q), k — 0+,
(3.35) {

dist(supp ¥,., ['(a) U F) > 0

pro libovolné k > 0, t.j. ¥, aproximuji 1> a nuluji se v blizkosti I'(a) U I

Necht x > 0 je pevné dano. ProtoZe 1, je hladké, mtZeme zkonstruovat jeji po
¢astech linearni Lagrangeovu interpolaci r,, € Vi (Q) nad Ty, kterd miize byt uzita
jako testovaci funkce v tloze (./\;l)f

_ 0 —
/ curl ¢y - curl(rpp,, ) de + (wp, ——(rptb,))m
(3.36) . Dsn

= —/ Ao - curl(rpy,.) de.
Q

7 definice rj1,. plyne, Ze hraniéni ¢len (, )i v (3.36) je roven 0 pro h, H dostatecnd
malé za predpokladu, Ze k zustava neménné. To je zrejmé z toho, Ze pro h, H do-
statecné mala, ['(a) neprotind supp(ry,.), coZ plyne ze stejnomérné konvergence
ag=a v I a (3.35);. Je tedy %(rhaﬁ) = 0 na ['(ay). Limitnim piechodem
h — 0+ a poté k — 0+ v (3.36) dostavame:

(3.37) /curw*-ﬁdx — —/ Xo - T da,
Q Q

jak plyne z (3.33), (3.35); a toho, Ze rpib, — ¥, v HY(Q), h — 0+.
Na zavér ukédZeme, ze curl* € HZ(Q), t.].

(v, curly* - v) = (G, v)
je splnéno pro libovolné v € HY?(I'(a)). 7 (3.8) vime, %e toto je ekvivalentni
(3.38) /QX* cgrad zde = (G,v) Vze V(w),

kde z = v na I'(«). 7Z definice problému (./\;l)il plyne, ze

( A

VH) 83H>H = (Gu,vm)n Vog € Ag(an),

coz je ekvivalentni

(3.39) /( )Xz cgrad zg de = (G, vg)m
wlamg
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pro kazdé zy € V() (viz (3.30)) takové, Ze zg = vy na ['(ay) a xj, = curl ¥y.

Necht 7 € H'Y?(I'(a)) je dano a Z € V(w) je takové, %e 7 = T na ['(a). Je
znamo, ze Z muze byt rozsifeno z w na oblast ) takovym zpusobem, Ze rozsitena
funkce (ozna¢me ji opét 7) patii do prostoru H}(Q). Déle necht {zg}, zy € Vi (Q)
je takova posloupnost, ze

(3.40) Zg —zZv HY(Q), H—0+.

Limitnim prechodem h, H — 0+ v (3.39) dostaneme, Ze
/ Xy - grad Zg de — / X" - grad Zdx,
w(ogr) w(e)

vezmeme-li do tivahy (3.33), (3.40) a to, ze agy= a v [';. Pravé strana rovnice (3.39)
konverguje k

<GH76H>H — <G76> (6H = StopaF(aH) gH)v

jak plyne z predpokladu (3.29). V dusledku toho je x* fefenim (15) a cela posloup-
nost {curlyy} konverguje slabé k funkci x*, nebot toto feseni je jediné. a

Necht o7, ¥* jsou stejné jako ve vété 3.4 a oznacme: A\; 1= curl ¢y + g a A* 1=
curl * 4+ Ao, kde Xg je zvolené partikularni feseni tlohy (3.2) na Q. Potom z vét 3.1,
3.4 a poznamky 3.2 okamzité obdrzime

Véta 3.5 Necht jsou splnény (3.27)—(3.29). Potom
M= A v (LA(Q))?%, h — 0+,

kde )\*| = grad u, )\*|_ =grad @ a u, @ jsou fesenimi uloh (P) a (3.9) na w, resp.

—_—
—
—

Abychom dokazali silnou konvergenci, muzeme predpokladat, ze existuje takova po-

sloupnost {@ZNJH}, b, € HY(Q), ze
(3.41) e — v HY(Q), r — 04,

kde ¢ € VE(Q) (viz poznamku 3.3) a  je parametr obecné nezavisly na h, I, ale
plati pro néj, ze k — 0+ < h, H — 0+.
Definujme novou aprozimaci tlohy (M) nasledovné:

Nagdi (¢9,wp) € Vi(Q) X Ag(ag) takové, Ze

/ curl ) - curl ¥y, da + (wy, %}H = —/ Ao - curl ¥y, da
Q Q

SH

3.42 5
( ) —/chrl Y, - curl gy de Vb, € Vi (),

(o 228

VH, E>H =0 \V/UH € AH(O[H)

Je vidét, ze 1)) je fesenim problému:
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Najdi o) € V2(Q) takove, e
(3.43) / curl ¥y - curl ¥y, de = —/ Ao - curl ¥y da — / curl iy, - curl ¢y, da
Q Q Q
Vi € V3 ().

Polozme 7, := b, + 1) a dokazme, Ze {7} jiz konverguje silné k funkei ¢ + ¢°
v H'(Q), kde ¢° fesi (3.22). Z (3.41) a (3.43) plyne, ze {4V} je omezenad v H'(2)-

norme a tedy
(3.44) W9 =" v HY(Q)

pro néjakou (stejné znacenou) podposloupnost a néjakou funkci EO € H'(Q). Uzitim
stejného postupu jako v dikazu predchozi véty miuzeme dokazat, ze EO e VO(Q) (viz
poznamku 3.3) a limitnim prechodem h, s — 0+ v (3.43) obdrzime:

/ Curlﬂo-curlg/)dx = —/ Ao - curl ¢ dx —/ curl ¢ - curl ) dz
Q Q Q
Vi € VO(Q).

To znamena, Ze EO — 0 a funkce ™ 1= +¢° € VE(Q) tesi tlohu (3.21) a z (3.44)
vidime, Ze vybrana posloupnost {¢7,} konverguje slabé k *. Protoze viak ¢* je
jediné, nejen vybrana, ale cela posloupnost {¢5, } slabé konverguje k ¢*. Nyni jesté
ukazme, Ze 1) konverguje silné k ¢/°. 7 (3.43) a (3.22) plyne:

|49 %Q = /chrl ;/)2 - curl ;/)2 dr — — /Q Ao - curl ;/)0 dr
—/ curl ¢ - curl % de = [¢°)? .
Q i)

Odtud, z (3.41) a (3.44) pak plyne silnd konvergence {¢5, } k ¥* v H'(Q)-normé.

. vl < " oy &
Poznamenejme viak, ze ;. obecné nepatii do mnoziny V, % (Q).

Konec¢né polozme )
N o= curl(Yy + ¥7) + Ao.
7. predchozi analyzy plyne:
Véta 3.6 Necht jsou splnény (3.27)—(3.29) a (3.41). Potom
Moo = A v (L), hok — 0+,
pricemz X* je stejn€ jako ve vété 3.5.

Nyni si uvedeme priklady riaznych aproximaci Gy funkcionalu ' splnujici predpo-
klad spojitosti (3.29). Pfipomenme, ze (i := g— Ao - v/, kde Ag je zvolené partikularni
feseni tlohy (3.2) na . Oznac¢me ¢ nasledujici rozsiteni g z I'(«r) do celé oblasti Q:

(3.45) g(x1,29) = goa(xy) := glaf(xa), xs), a2 €1y.
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Varianta 1 Necht funkce Goa je spojitd v T;. Definujme

rg(Goa) vgoamy/1 + (afy)? dxs,

kde rg(Goa) je po astech linearni Lagrangeova interpolace funkce Goa na Dy a
v € Ag(ag). Potom plati:

Lemma 3.4 Necht Goa € C(T'y) a a € CYY(Ty). Potom aprozimace Gy definovand
pomoci (3.46) spliuje (3.29).

Dikaz. Necht

(3.46) (Grroom) g o= /

Iy

(3.47) zy— 2 v Hy(Q), H— 0+,

kde zy € Vi () (viz (3.30)), vy = stoparp(,,) 2n a v = stopa ) z. Potom je jed-
noduché ukéazat (viz [26]), Ze z (3.47) plyne:

(3.48) vgoay — voa v LATy), H—0+.

Navic

(G, vg)m — (G,v) = /F rg(Goa) vgoapy/1 + (aly)? day

1

— [ Goa voay/i+ (@) dwy = [ ru(Goa) vioan(y/1 + (ag)? = 1+ (@')?) doy

r
+ Fl(rH(Gooz) vgoay — Goa voa)/1+ (o) dey =T,y + L.
Ponévadz
(3.49) rg(Goa) = Goa  (bodové) na I'y, H — 0,

plyne z (3.48), (3.49) a Lebesgueovy véty, ze Is g — 0, H — 04+. Analyzujme prvni
clen I g

Iy < /F|7“H(Gooz) vioan| [(y1 4 (af)? — /1 + (a)?] de

IA

c/ lvgoay]| |ay — | |y + | dxy
Iy
< dloroan|zeyllan — allew) — 04,

vezmeme-li do ivahy omezenost funkce ry(Goa), Lipschitzovskou spojitost funkce
x1 — /14 2% na R' a predpoklad, ze a € CVY(T). O

K tomu, abychom zkonstruovali funkei ry(Goa), je nutné znalost normalového vek-
toru v. Nize je uvedena alternativni konstrukce G'p7, ve které je v nahrazeno jednot-
kovym vektorem vnéjsi normaly vy k dw(ag), ktery muZe byt jednoduse spoéten.

Varianta 2 Necht A\, = ()\él), )\82)) je partikularni feseni (lohy (3.2) na Q defi-
nované nasledovné:

)‘él)(xlvx2) = _/f(ilflafliz)dilf1, )\82) =0 v
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a predpokladejme, Ze )\ ) € C(9Q). Déale necht

(3.50) (Gu,vog)p = / (g — rH()\él)oozH)l/g)) vgoamy/1 + (oy)? dxy,

Iy

kde vy = (I/l(ql), 1/1(112)) a ¢ je definovano pomoci (3.45). Protoze I/l(ql) =1 5
1+ (af)?

rH()\él)oozH) = rH()\él)

GH,UHH—/ gugoamy/ 1+ (aly)?das — / re(A oa ) vgoay das.

Postupujice stejné jako v dukazu lemmatu 3.4 muzeme dokazat

Lemma 3.5 Necht g, )\él)ooz € C(Ty) aa € CYYTY). Potom Gy definované pomoci
(3.50) splriuje (3.29).

oar), muzeme psat (3.50) v nasledujicim tvaru:

Nyni si ukdZzeme, jak zkonstruovat posloupnost {;/N)H} spliujici podminku (3.41),
kterd garantuje silnou konvergenci posloupnosti {7} k A*.
Necht a € C'(Ty), goa € H'(I'y) a necht funkce v je definované vztahem

wlas) = [ a1+ (@)

7 pfedpokladii na goa a « pak plyne, Ze 1» € H*(I'y) a proto jeji rozsifeni z I'; na
Q definované vztahem:

Y(xq,x2) = P(a2), (x1,22) € Q

pati{ do H*(). Navic %¢ = g na ['(«). Dale muzeme predpokladat, ze b =0nal

(pokud ne, mfizeme pienésobit ¥ vhodnou funkei, kterd tento pozadavek zrealizuje)
a tudiz ¢» € VE(Q) N H?(2). Posloupnost {1, } spliujici (3.41) je tvofena napt. po
¢astech linearnimi Lagrangeovymi interpolacemi funkce ¢ nad 7y, t.j.

@/N)H = T}ﬂz) - Vh(ﬂ)
a Kk =h.

Poznamka 3.7 JestliZe je splnéna LBB-podminka, mtiZzeme odvodit fad konver-
gence aproximaci feseni. 7 duvodu jednoduchosti predpokladejme, ze funkce « je po
castech linedrni a jeji uzly patii do Dy pro libovolné H > 0. Jinymi slovy w(a) je
polygondini a oy = o VYH > 0. Necht b : H'Y2(T(a)) x V() = RY, kde V() je

definovano pomoci (3.20), je bilinearni forma dané vztahem:

(3.51) b(v, 1) = (v, a¢> /gradw curlp dv = — <@,¢>,

Js

pricemz w € V(w) je takova, ze w = v na ['(a) a %—f % € H—l/Q(F( )) jsou

tecné derivace funkei ¢ a v podél I'(ar). Nahrazenim ¢lenu (v, 6_f> za _<6_’ ) ve

formulaci (./\;l) vidime, Ze ™ Tesi elipticky problém
—Ap*=F v QUZE (ve smyslu distribuct)
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s Fe(V(Q)u(V(Z)) anavic splnuje nasledujici dvé podminky na I'(«):

5] = 5

(3.52)
0
=G

Y

kde [%] znadl skok normalové derivace na I'(«). ProtoZe obecné %—g} # 0 na ['(«a),
tak nejlepsi, co mizeme oéekévat je, ze o* € H*/?75(Q) pro libovolné ¢ > 0. Je
jednoduché ukazat, ze

su ﬁ—@v’wm*u—avu
e A T e Js I1=1/25 ()
P#0

plati s konstantou 3* > 0, kterd nezéavisi na v € H'*(I'(a)). Abychom to dokazali,
uvazujme nasledujici eliptické okrajové tlohy v w a =:

Ay = 0vw, Ay = OvE,
% = % na I'(a), Yy = 1ty nal(a),
Y1 = 0nadw)['(a), Yy = 0nad=\T(a).
Potom funkce
7= < Y1V (‘:7
@/’2 v =

patti do V(). Navic |12]1,2 < ¢|t91]1. pro néjakou konstantu ¢ > 0 a tedy
(3-53) |E|IQ < C|77Z)1|1,w-

Nyni z (3.53) a z toho, Ze |¢1]1,, = H Js C\=1/2,0(a)> Jak plyne z (3.11), dostavéme:

a (G29) (G2 _ (GL9) il
Yev(n |¢|IQ o |¢|1,Q |¢|1,Q |¢|1,

$#0

> 37198 | -1 /2.0

Oznac¢me /N\H(oz) prostor definovany nasledovné (pfipomenme, Ze Ag () je defi-
novan pomoci (3.24) pro a = ay VH > 0):

Ap(a) = F-(An(0) = (g € L2(T(0)) | nuoa je po cdstech

konstanini na Dy a /( )77H ds = 0}.
r

O

Mezi prvky z Ag(a) a Ag(a) existuje nasledujici jednoznaény vztah:

(3.54) VH & NH << g = aav—f, v € AH(Oé), NH € /N\H(Oé)

33



a tudiz uloha (./\;l)f miuZe byt zapsana v nasledujici ekvivalentni formé (viz po-
znamku 3.5):

Najdi (5, n5) € Va(Q) x /N\H(oz) takové, Ze
(3.55) /chrl Yy - curlyy, de — (0, n) = — /Q Ao - curl oy de Wiy, € Vi, (Q),
—(nm, 03) = (Guyow) Vou € A(a),

kde ny = aav—f a vy € Ag(a) (vzhledem k tomu, %e ['(ay) = I'(a) VH > 0, plati

(u=1())

Necht je splnéna LBB-podminka. Potom (viz [7] a véta 1.2) existuje konstanta
¢ > 0 nezavisla na h a takova, ze:

0 197 = Uil + 122 — il -1 p2re) < e{lle” = illie

9L — |12}

plati pro libovolné ¢, € V,(Q) a ny € /N\H(oz).
Predpokladejme, %e ¢* € H*?75(Q), ¢ > 0 a Jw € L*(I'(a)), pak

Js
(3.57) b 7 = e < ehlf2e
a
: Jw 1/2
(3.58) nHélglfl(a) H% — nall—1/2r@) < cH'YZ

0

Posledni odhad plyne z toho, Ze /( ) a—w ds =0 a L*(I'(«))-projekce funkce %—g} na
NG S

prostor po ¢astech konstantnich funkei na Dy patii do Ag(«). Protoze H/h > 1,

dostaneme z (3.56)—(3.58), Ze

(3.59) 197 — 65l + 1L — nill-12re) < HY>.

7 (3.59) je nyni snadné urcit ¥ad konvergence pribliznych feseni Ay := curl ¢’} + Ao

k A" := curl ™ + Ag:
Véta 3.7 Necht * € H*?75(Q), ¢ > 0, dw ¢ L*(T'(«)) a necht je splnéna LBB-

J
podminka. Potom °
(3.60) A = X o < cH'?7e,
Diikaz. P¥imy dusledek (3.59). O
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Algebraicky tvar ulohy (./\/l)f vede opét na soustavu linearnich algebraickych
rovnic typu (1.7). Ovsem v tomto pripadé se spoc¢tou prvky matic A, B a vektora
F, G nasledovné:

ai; = /chrl @; - curly; de = /Qgrad @; - grad ¢, dz,
iyy=1,...,n; n=dimV,(Q),

bkj:/ 899]‘2de7 gk:/ Guzrds, k=1,...,m;
F(OzH) F(aH)

aSH
Jj=1,...,n; m=dimAy(ay),

fj:—/)\o-curlc,ojdx, g=1,....n,
Q

kde {¢;}7_; a {zx}72; jsou Courantovy bazové funkce V;,(Q) a Ag(ay). Symboly u
a Az (1.7) budou oznacovat vektory uzlovych hodnot funkei ¢} a —wg.

Poznamka 2.4 i zptsob feseni soustavy (1.7) uvedeny v odstavci 2.1 zustavaji
platné i v tomto pripadée.

3.2 Neumannova okrajova uloha

Pristup prezentovany v predchozim odstavci muZzeme jednoduse prenést i na cisté
Neumannovu okrajovou tlohu:

—Nu=f v w,
,P/
(P) { g—gzg na OJw

nebo ekvivalentné:
Najdi v € H' (w) takove, Ze

P
®) /gradu-grad@d:p:/ﬁpdw—l—/ geds Yo € H'(w),
w w dw

kde f € L? (R?), g € L*(0w) a w C R? je omezena oblast s Lipschitzovskou hranici

loc

Ow (viz obr. 3.4). P¥itom musi byt splnéna podminka/ f d:z;—l—/ gds = 0 zajistujici
w dw

['(«a)
FD I‘N
v =
I'p T
Obr. 3.4.
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existenci feseni. Navic Teseni je urc¢eno az na konstantu.

V dalsim budeme znacit symbolem I'(«r) celou hranici oblasti w a prostor V(w)
bude totoiny s H'(w), t.j. T(a) := 0w a V(w) := H'(w)! Pfi tomto znaleni ziistavaji
definice prostoru K;,(w) (viz (3.1)) a formulace dudlni tlohy (D) stejné jako v
pripadé smisené Dirichletovy-Neumannovy tlohy. Vyse uvedena podminka existence
feseni znamena, ze mnozina K ,(w) je neprazdna. V platnosti zustava i véta 3.1.

Podobné jako v pfedchozim odstavci nahradime problém (YND) ekvivalentni formu-
laci, kterd je vhodnéjsi z vypocetniho hlediska. Necht g € (L*(w))? je partikularni
feseni diferencialni rovnice (3.2) v w. Potom libovolné u € K ,(w) muZeme psat ve
tvaru ot = Ao + x, kde v € Kog(w) a G := g — Ag - v na ['(«). Dosazenim tohoto
vztahu do (YND) dostaneme novou tlohu pro slozku y:

Najdi x* € Ko g(w) takové, Ze

(D) [ ende == [ do-pde Ve Koolw),

Opét plati, Ze Ao + x* = gradu v w a u € V(w) Tesi (P). Poznamenejme, Ze jednou
z vyhod dualni formulace je to, Ze ma jediné feseni na rozdil od primarni formulace.

Nyni opét preformulujeme tlohu (D) na tlohu novou, definovanou na vétsi (fik-
tivni) oblasti D @ tak, aby se jeji feseni zzené na puvodni oblast w shodovalo s
fesenim tlohy (D).

Necht Q je oblast obdélnikového tvaru znazornéna na obr. 3.4. Na hranici 02
budou predepsany smisené Dirichletovy-Neumannovy okrajové podminky, aby pri-
marni tuloha definovana na dopliku realné oblasti a souc¢asné dualni uloha formulo-
vana na ) byly regularni. Z tohoto divodu rozdélime hranici 9 na ¢asti I'p a I'y s
predepsanou Dirichletovou, resp. Neumannovou okrajovou podminkou (viz obr. 3.4).
Dale necht A\ € (L?*(9))? je takové, Ze (3.2) je splnéno na celé oblasti 2. Oznaéme

HO(div, Q) = {g € (L*(Q)* | divp=0vQ, g-v=0naly},
HY(Q) = {u e H(div,Q) | p-v=Gnal(a)}.
Misto tlohy (D) uvazujme problém (D) definovany v Q:
Najdi x* € HY(Q) takové, Ze

/X*-/,de:—/)\o-/,cdx Yu € HJ(Q),
Q Q

A

(D)

N

kde HJ(Q) := HZ(Q) s G = 0 na ['(«). Opét plati, Ze problém (D) ma jediné feseni
X* € HZ(Q) a navic X*| fesi (D).
Poznamka 3.9 (interpretace X*|_) Podobné jako v poznamce 3.2 z teorie duality

vyplyva, ze (x* + )\0)| — grad @, kde @ je jediné fegen{ tlohy:

-ANu=f v =
@ =9 na F(Oé),
(3.61)

a—D:)\o'l/ na

u = na ['p,

56



pficemz v je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9=.

Necht H'/%(T'(a)) je definovan pomoci (3.4) s V(w) = H'(w). Podminku p-v = G
na ['(«) vyskytujici se v definici prostoru HZ(£2) zahrneme do formulace opét pomoci
Lagrangeovych multiplikatortu definovanych na I'(«). Timto obdrzime alohu (M) zZ
odstavce 3.1, v ni% uZijeme vySe definovanych prostortt H°(div,Q) a H'Y%(T'(a)).
Tuto tlohu dale preformulujeme pomoci proudovych funkei. Opét vyuzijeme toho,
ze plati:

(3.62) H(div, Q) = curl V(Q),
kde
(3.63) V(Q)={v e H(Q) | ¢ =0naTln}.

UZijeme-li (3.62) v (M), dostaneme formulaci (M) zalozenou na proudovych funk-
cich:

Najdi (=, w) € V(Q) x HY*(T(a)) takové, Ze
0
(./\;t) /QCUrM/;* -curl ¢y da + <w7 a—¢> = — /Q Ao - curlde Vo € V(Q)7

S

(0,87 = (Gv) W e HVA(I(a)),

d

kde vyznam symbolu 95 @ (,) je stejny jako v pripadé smisené Dirichletovy-

Neumannovy tlohy. Dosazenim v := 1 do druhé rovnice v (M) dostaneme podminku
existence feseni (M) ve tvaru:

(3.64) (G,1) =0,

coz je ziejmé z toho, Ze

(1,97 = (AL ) =0,
Poznamenejme, Ze tato podminka je automaticky splnéna, jak plyne z definice GG a
Greenovy véty.

Piejdéme nyni k aproximaci smisené variacni formulace (./\;l) Necht {7}, h —
0+ je opét regularni systém triangulaci oblasti O (viz obr. 3.5). Pro dané 7j, definu-
jeme prostor

V() = {¢n € C(Q) | ¥n € P(T) YT €Th, ¢ =0nal'y},

t.j. Vi(Q) obsahuje viechny spojité, po ¢astech linearni funkce nad 7, a nulujici se na
['y. Systém {V,(2)} aproximuje prostor V() definovany vztahem (3.63). V dalsim
popiseme konstrukci aproximace prostoru A := H'?(T'(a)).

Nejdiive sestrojime polygonalni aproximaci I'(agy) hranice I'(a). Tato je jed-
nozna¢né urcena pomoci prusec¢iku I'(ar) se stranami 7y, jak je vidét na obr. 3.5.
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$2‘ FD
/T‘é
" Thl Ti
e uzly /g
I'p / [y = T(ay)
w
==0Q\w
] \@
=
FD 1

Obrazek 3.5.

Déle rozdélime I'(ag) na vzajemné disjunktni ¢asti S; o délce |S;| = H > 3h tak,
aby konce usekt S; leZely na meziprvkovych hranicich (viz obr. 3.5). Systém vsech
takovych {S;}7, oznad¢ime Ty a definujeme prostor Ay (apy) nasledovné:

Anlag) ={vn € C(L(an)) | vn| € P(S) VS €T},

t.j. Ag(am) obsahuje viechny spojité, po ¢astech linearni funkce na 7. Aproximace
(./\/l)i[ tlohy (M) je definovana nasledovné:

Najdi (5, wg) € Vi(Q) X Ag(ag) takové, Ze

/ curl 5 - curl vy, do + (wy, Zﬂﬁf = —/ Ao - curl ¢y, da
Q

M H Q SH
(M Vi, € Vi(Q),

a *
(vp, afgﬁ = (Gg,vm)np Yog € Ag(ag),
kde Gy € L*(I'(ag)) je vhodna aproximace G € H~'/?(I'(a)) a vyznam symboli
SHy g @ (, Yu je opét stejny jako u smisené Dirichletovy-Neumannovy tlohy. K

tomu, aby tato iloha meéla FeSeni, je opét nutné a postacujici, aby
(3.65) (G, 1) =0,

jak plyne z druhé rovnosti v (./\;l)il, dosadime-li za vy := 1. Ukazeme si jednu z moz-
nych konstrukei Gy spliwjici (3.65). Predpokladejme, ze G € C(I'(«r)) a necht G
je jeji po castech linearni Lagrangeova interpolace sestrojena nad Ty (viz poznamku
2.14). Potom funkce

GH = G;I - 5/L,
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kde
5= <G;I,1>H:/ G ds,

Do)
L= / ds,
Do)

spliiuje (3.65). Soucasné predpokladame, Ze podil |§/L| je ”"dostatecné maly”.
Algebraicka formulace 1 zptusob vypoctu prvka matic A, B a vektoru F, G jsou
stejné jako v pripadé smisené Dirichletovy-Neumannovy okrajové ulohy.

3.3 Numericka realizace a priklady

V prikladech, které nasleduji, ilustrujeme uziti pravé popsané metody k feseni mo-
delové smisené Dirichletovy-Neumannovy (piiklad 3.1) a ¢isté Neumannovy (piiklad
3.2) okrajové alohy. Tyto jsou opét zvoleny tak, aby jejich feseni bylo snadno vyja-
dfitelné v analytickém tvaru.

Priklad 3.1 UvaZujme nésledujici smisenou Dirichletovu-Neumannovu tlohu:

—Au = f vuw, wCR

(P), u = 0 nalyUTly,
g—g = ¢ nal(a),
kde
(3.66) f==Olug ) € L(w), g = %(ud|w) € L¥(I'(a)),

ug(wy, ) = @y ( Ly, — 21)?22(Lyy — x2), (21,72) € R? a L, =L, =10.
Tvar oblasti w a rozklad hranice dw na ¢asti I'y, 'y a I'(a) jsou patrné z obrazku

T2

10 Tlf) I'p
I'(a)
I I Iy I'n
17
0 0
0 10 4 0 'y 10 I1
Obrazek 3.6. Obrazek 3.7.

3.6, pticemZ hranice I'(«) je popsana grafem funkce
a(xQ) = (1}2 + 6)/27 Ty € [07 10]
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7 (3.66) a z toho, ze ug = 0 na I'y U I'y okamzité vyplyva, Ze ug) je feSenim tilohy
(P)-
Piiklad 3.2 Pomoci stejné metody fesme Neumannovu tlohu (viz odstavec 3.2)

{—Au = f vw, wCR?

P
(P, g—g = ¢ nal(a)= 0w,

kde f, g a uyg jsou definovany stejné jako v predchozim prikladé. Tvar oblasti w je
znazornén na obrazku 3.7 a jeji hranice I'(a) = dw je popséna implicitni funkei

(r1— Lo [2)* | (x3— Lgy[2)* _
1 + 16 =1,

kde L,, = L,, = 10. Z (3.66) ihned vyplyva, Ze ug) je fesenim tlohy (P),.

Numericka realizace prikladu 3.1

Necht fiktivni oblast © je tvaru Q@ = (0,10) x (0,10). Z duavodt uvedenych v po-
znamce 2.10 pouzijeme pti konkrétni numerické realizaci opét rektangulace R, fik-
tivni oblasti 2 namisto triangulaci (viz obr. 3.8). Kazdé R}, ptitadime prostor V4 (),

Iy A,
10¢ /‘-
Vi
/ 1 Ry

. © uzly Dy

Iy I' e wly Ry
—— [(ay) :=1(a) YH >0
7 wlag) =wVH >0

/ ==0Q\w

0 Ay I 10
Obrazek 3.8.

kde
Vi(Q) = {¢, € C(Q) | WIR € Qi(R) VRe Ry, n=0nall,

t.j. Vi(2) obsahuje viechny spojité, po ¢astech bilinearni funkce na Ry nulujici se
na I'. Prostor Ag(ag) := Ag(a) je definovan nasledovné:

Ag(a) ={vg € C(T()) | vm € Pi(AAi),

A A

i=1,....,m—1; vg(A1) =vg(A,) =0}
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Pritom zptusob volby déleni Dy a bodu A;, ¢ = 1,...,m je patrny z obrazku 3.8.
Aproximaci spojité formulace (./\;l) je tloha (./\;l)il z odstavce 3.1, kde za V4(Q) a
Ap(a) vezmeme vyse uvedené prostory. K aproximaci funkce GG pouzijeme variantu
1 s tim rozdilem, ze po castech linearni Lagrangeovu interpolaci funkce GG o o ne-
budeme konstruovat nad Dy, ale nad jemnéjsim délenim hranice 'y, jeZz je urceno
pruseéiky I'(a) se stranami Ry, promitnutymi na I'y. Timto obdrzime vyrazné pres-
néjsi aproximaci funkce G'oa. Sestaveni matic A, B a vektora F, G a také postup pri
feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic typu (1.7) zustavaji beze zmén, t.j.
vyTesime soustavu (2.7) pouze v dudlni proménné a priméarni veli¢iny dopoéitame.
Oznacme

EPe(h) = ||} — grad ualfow, /|| grad udllo.w,
v normé L?*(wy). Pfipomefime jesté, Ze oblast wy, je

Wh
tvorena elementy R, jez celé lezi v w. Pritom A} := curly; + Ag a A* := curl ™ + A,
kde ¥} a ©* jsou prvni slozky Feseni problému (./\/l)i[ a (./\/l) 7, interpretace )\*|_

relativni chybu reseni )\2|

(viz poznamku 3.2) je ihned vidét, ze A* @ tedy i )\h| jsou zavislé na volbé \g a

proto bude zajimavé zjistit, jaky ma tato volba vliv na relativni chybu feSent )\h|
7 tohoto divodu za¢néme s analyzou zavislosti E°,(h) na h a souasné na volbé )\0

V dal$im budeme uvazovat nasledujici volby Ag:

(#10) Ao = [ [ fide,— [ fadyl; (iv)do = [~ [ fodx,— [ fidy],
kde
N O(uq) ) O(ua) )
f=—blug) = ——gp% — gt = At kv O
7, tabulky 3.1 je patrné, Ze volba A¢ ma velky vliv nejen na velikost relativni

Krok A Var. (i) Var. (i7) | Var. (1i7) | Var. (iv)
10/32 8.0742e-02 | 6.3070e-03 | 4.4128e-02 | 3.7390e-02
10/64 3.8858e-02 | 1.6083e-03 | 2.1176e-02 | 1.7800e-02
10/128 1.8442e-02 | 4.0339e-04 | 9.9966e-03 | 8.4628e-03

Rad konv. 1.0652 1.9834 1.0711 1.0717

Tab. 3.1. Relativni chyba E?, feseni )\2| v zavislosti na h a volbé Ag.
Wh

chyby feseni{ EY,, ale i na fad konvergence. Zvlasté markantni je rozdil mezi (i7) a
zbyvajicimi variantami. To je dano tim, Ze v pfipadé varianty (i¢) plati pro funkci

u, jez je fesenim (3.9) na =, Ze

OU = Nop = (0.~ [ fdy] - [1.0]" =0= T4 nal.
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7 poznamky 3.2 tudiz plyne, ze 4 = ud|_ v = a proto
A = A= grad(ud| ) v (L*(9))*.
Q

Ve vété 3.7 jsme pri odvozovani fadu konvergence vychazeli z toho, Ze feseni ¢* €
H??75(Q), ¢ > 0, coz mélo za nasledek, Ze vysledny ¥ad konvergence pfibliznych fe-

Seni byl 1/2 —e. V ptipadé varianty (u7) vSak funkce A* a tedy i * patii do C>°().
Toto, jak muzeme vidét z tabulky 3.1, ma pozitivni vliv na velikost fadu konvergence.
V dal$im jsou pro ruzné volby Ay grafem, popt. tabulkou znazornény:
e vypoctené feseni A} := curle}; + Ag;
e odpovidajici Lagrangetuv multiplikator wpr;

e pocet iteraci metody sdruzenych gradientu v zavislosti na h;

0
rel

e relativni chyba ED,(h) Teseni )\2| v normé prostoru (L?(wy))?;
wh

e doba FeSeni soustavy (2.7) v zavislosti na h;

e rad zmény poctu iteraci metody sdruzenych gradientu vzhledem k h;

o rad konvergence vypocteny z relativni chyby feseni )\Z|Wh v normeé prostoru
(L2 (wn))*;

e 1ad zmény doby Tedeni soustavy (2.7) vzhledem k h.
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V nasledujicich obrazcich je znazornéno vypoctené reseni A\; = curl ¢y + Ao =
[)\2(1), )\2(2)] pro ruzné volby XAy a v tabulce 3.2 jsou uvedeny uzlové hodnoty wy.
Pritom (¢, wg) € Vi(2) x Ag(a) je fesenim dlohy (./\;l)il pro h = 10/32, parametr
v ukoncovacim kritériu metody sdruzenych gradientii e = 107° a H/h = 3. Obrézky
3.9-12, resp. 3.13-16 zachycuji prvni, resp. druhou slozku funkce A;. Z obrazku 3.10
a 3.14 vidime, Ze pouze v pripadé varianty (i7) volby Ag je Teseni pékné hladké na
celé oblasti 2 a A} odpovida aproximaci grad ug na celé Q.
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V tabulce 3.2 jsou uvedeny uzlové hodnoty w; = wg(A4;), i = 2,...,m — 1
vypocteného po castech linearnitho LM wpy pro rtzné varianty Ag. Pritom m = 12
a wy = wyz = 0, jak plyne z definice Ay(a). 7 této tabulky je patrné, ze v pripadé
varianty (¢¢) jsou hodnoty w; v absolutni hodnoté zhruba 1000x mensi neZ pro ostatni
volby Ag. To plyne z toho, #e wy — w = (& —u) v HY*(I'(a)) a v piipadé varianty
(17) je tento rozdil roven 0.

Ao Wy ws Wy ws We wr wWs Wy Wig wy; | Rad
(z) | 0.09 | 0.26 | 0.43 | 0.65 | 0.82 | 0.93 | 1.03 | 1.03 |0.91| 0.65 |-10*
(17) | -5.40 | -4.74 | -9.36 | -4.88 | -8.64 | -12.37 | -0.30 | -14.11 | 3.64 | -10.68 | -10°
(293) | 0.49 | 1.43 | 2.37 | 3.56 | 4.48 | 5.09 | 5.65 | 5.65 |4.92| 3.46 | -10°
(tv) | 0.40 | 1.17 | 1.94 | 2.92 | 3.67 | 4.16 | 4.64 | 4.68 |4.16 | 3.00 | -10°

Tab. 3.2. Odpovidajici LM.

Dalsi charakteristiky numerického Feseni tlohy (P),

7 tabulek 3.3-7 je vidét, Ze pocet iteraci, doba Tfeseni soustavy (2.7) (soustava li-
nearnich algebraickych rovnic pouze v duélni proménné) a odpovidajici fady zmén
téchto charakteristik jsou témér nezavislé na volbé A\g. Zavislost chyby feseni a fadu
konvergence na A jiz byla analyzovana v predchozim textu. Jesté pripomenme, ze
teoreticky odvozeny fad konvergence je 1/2 — e, ¢ > 0 (viz véta 3.7 pro pripad tri-
angulace ). Pokud oviem uvaZujeme pouze normu v prostoru (L%(wy))?, vychézi
fad konvergence vétsi (viz tabulku 3.7).

Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. |  E°,(h) as [sec]

10/32 1089 10 6 8.0742e-02 | 3.0000e-02
10/64 4225 22 10 | 3.8858e-02 | 3.2000e-01
10/128 16641 46 15 1.8442e-02 | 2.9600e+00

Tab. 3.3. Volba (7).

Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. |  E°,(h) as [sec]

10/32 1089 10 7 6.3070e-03 | 3.5000e-02
10/64 4225 22 10 1.6083e-03 | 3.2000e-01
10/128 16641 46 15 | 4.0339e-04 | 2.9600e+4-00

Tab. 3.4. Volba (i1).
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Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. | E>,;(h) as [sec]
10/32 1089 10 6 4.4128e-02 | 3.0000e-02
10/64 4225 22 10 2.1176e-02 | 3.2000e-01
10/128 16641 46 15 1 9.9966e-03 | 2.9600e+4-00
Tab. 3.5. Volba (iit).
Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. | E>,;(h) as [sec]
10/32 1089 10 7 3.7390e-02 | 3.5000e-02
10/64 4225 22 10 1.7800e-02 | 3.2000e-01
10/128 16641 46 15 8.4628e-03 | 2.9600e+-00
Tab. 3.6. Volba (iv).
Rad Var. (¢) | Var. (¢7) | Var. (¢2) | Var. (iv)
zmény poctu iteraci -0.6610 | -0.5498 | -0.6610 -0.5498
konvergence feseni v normé (L?(wy))? | 1.0652 | 1.9834 1.0711 1.0717
zmény doby feseni soustavy (2.7) -3.3315 | -3.1023 | -3.3098 | -3.3171
Tab. 3.7.

Numericka realizace prikladu 3.2

V tomto p¥ipadé budeme opét pracovat s rektangulacemi Ry, fiktivni oblasti ) tvaru
Q2 = (0,10) x (0,10). Definice prostoru V4(£2) bude stejna jako v piikladé 3.1 s
tim rozdilem, Ze ' nahradime I'y. Pii konstrukci prostoru Ag(apg) postupujeme
stejné jako v ptipadé triangulace €, t.j. nejdfive sestrojime polygonalni aproximaci
['(agr) hranice I'(a). Tato je jednoznaéné uréena pomoci prisecika I'(«) se stranami
Ry (viz obr. 3.17). Dale rozdélime I'(ay) na vzajemné disjunktni ¢asti S; o délce
|S;| = H > 3h tak, aby konce tiseku S5; leZely na meziprvkovych hranicich (viz obr.
3.17). Systém vsech takovych {S5;}7, oznac¢ime Ry a definujeme prostor Agy(apy)
nasledovné:

AH(OzH) = {UH € C(F(OzH)) | UH|S € Pl(S) VS e RH},
t.j. Ag(ap) obsahuje viechny spojité, po ¢astech linearni funkce na Ry. Aproximaci
spojité formulace (./\;l) je tloha (./\;l)il z odstavce 3.2, v niz uzijeme pravé zkonstru-
ované prostory V,(Q) a Ag(ay). K aproximaci funkce ¢ pouzijeme jeji po ¢astech
linearni Lagrangeovu interpolaci zkonstruovanou nad Ry a nasledné modifikovanou
tak, aby byla splnéna podminka (3.65) zajistujici existenci feseni (viz konec odstavce
3.2). Sestaveni matic A, B a vektoru F, G véetné feseni soustavy (1.7) je stejné jako
v pripadé smisené Dirichletovy-Neumannovy okrajové ulohy.

Z interpretace \* v poznamce 3.9 vime, ze \* .2 tedy 1 )\h| jsou opét zavislé
na volbé \g. Jeliko? viechny zavéry z analyzy chyby feSeni A7 v zavislosti na volbé
Ao jsou stejné jako v prikladé 3.1, nebudeme je jiz znovu opakovat.
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V dal$im znazornime grafem, popf. tabulkou jednotlivé charakteristiky nume-
rického Teseni tlohy (P),, pri¢emz se omezime pouze na varianty (i) a (z¢) volby
Ao-

Na obrazcich 3.18-21 jsou vidét obé slozky teseni A} := curl ¢} + Ao a v tabulce
3.8 jsou uvedeny uzlové hodnoty wy pro zvolené varianty Ag. Pritom h = 10/32,
parametr v ukon¢ovacim kritériu metody sdruzenych gradientti ¢ = 107° a H/h = 3.
Opét vidime, Ze v pripadé varianty (i¢) vychazi slozky feseni A; (obr. 3.19 a 3.21)
pekné hladké na celé oblasti €. Toto je zptsobeno tim, ze i zde A} — gradug v

(L*(Q))?, coz
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plyne ze stejnych tvah jako v predchozim piikladeé.
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V nasledujici tabulce jsou pro zvolené varianty Ay uvedeny uzlové hodnoty w; =
wr(Ai) vypocteného multiplikatoru wy pro i = 1,...,m a m = 20 (viz obr. 3.17).
Tyto hodnoty jsou v pripadé varianty (i¢) opét fadové mensi (brano v absolutni
hodnoté). Tento rozdil oviem jiZ neni tak markantni, ponévadz v tomto pfipadé
realizujeme predepsanou okrajovou podminku pomoci hrani¢nich LM na aproximaci
['(ag) hranice I'(e) a ne pfimo na I'(«), jak tomu bylo v piikladé 3.1.

Ao | wy Wy ws Wy ws We wr wWs Wy wig | Rad
(2) | 5.85 | 4.77 | 2.62 | -0.99 | -3.83 | -5.64 | -5.73 | -5.69 | -5.65 | -5.62 | -10°
(1¢) | 2.53 | 2.65 | 2.53 | 2.72 | 2.74 | 2.66 | 2.57 | 2.61 | 2.65 | 2.51 102
Ao Wit W12 W13 W14 Wis Wie Wiy w1y wig | wyo | Rad
(2) | -5.64 | -5.62 | -5.66 | -5.69 | -5.75 | -5.51 | -3.45 | -0.32 | 3.07 | 5.01 | -10°
(12) | 259 | 2.57 | 2.51 | 252 | 2.54 | 250 | 2.46 | 2.48 | 2.53 | 2.40 -10?

Tab. 3.8.
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Dalsi charakteristiky numerického feseni tlohy (P),

7 tabulek 3.9-11 je dale vidét, ze realizace predepsané okrajové podminky pomoci

hrani¢nich LM definovanych na aproximaci I'(air) a nikoli na I'(«r) ma za nasledek

narust chyby feseni )\2| , coz vede soucasné k poklesu odpovidajicitho fadu kon-
Wh

vergence. Navic predepsana okrajova podminka neni splnéna presné, ale pouze v jiz
zminéném slabém smyslu. Potfebny pocet iteraci metody sdruzenych gradientu a
tedy i doba TeSeni soustavy (2.7) jsou taktéz vétsi oproti predchozimu prikladu. To
je ovsem zpusobeno tim, Ze se soucasné zvysil i pocet dualnich proménnych.

Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. EY(R) as [sec]
10/32 1089 20 11 1.3682e-001 | 5.5000e-02
10/64 4225 41 16 | 9.1868e-002 | 4.8000e-01
10/128 16641 82 23 6.7844e-002 | 4.3000e+00
Tab. 3.9. Volba (7).
Krok A | pé.prim.pr. | pé.du.pr. | pé.it. EY(R) as [sec]
10/32 1089 20 11 3.9266e-003 | 5.5000e-02
10/64 4225 41 17 9.1824e-004 | 5.1000e-01
10/128 16641 82 26 | 2.9569e-004 | 4.8500e+4-00
Tab. 3.10. Volba (i1).
Rad Var. (i) | Var. (i7)
zmény poctu iteraci -0.5321 | -0.6205
konvergence feseni v normé (L*(wy))? | 0.5060 | 1.8656
zmény doby feseni soustavy (2.7) -3.0816 | -3.2925

Tab. 3.11.
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Cést II. Uziti MFO v tvarové optimalizaci

V praxi se setkavame s celou radou uloh, jejichZz geometrie ma podstatny vliv na
kvalitu vysledného produktu (strojirenstvi, hornictvi atd.). Matematicka disciplina
zabyvajici se hledanim optimalniho tvaru se nazyva tvarovd optimalizace.

Tvarova optimalizace je ¢asti teorie optimalniho Tfizeni, ve které kontrolni ve-
li¢ina souvisi s geometrii problému. Ulohy tvarové optimalizace sestavaji ze dvou
urovni. Vnéjsi tiroven je dana minimizaci cenového funkcionalu pomoci vhodného
minimaliza¢niho algoritmu a vnitfni Groven je tvorena stavovou ulohou, jejiz feseni
potiebujeme k vyhodnoceni cenového funkcionalu, popt. funkci realizujicich rizna
omezeni a jejich derivaci. Velka tfida tloh tvarové optimalizace ma nasledujici abs-

traktni vyjadfeni:

Najdi w* € O takové, Ze
()

J(w* u(w*)) = glelél J(w, u(w)),

kde

o O je mnozZina pripustniych oblasti zahrnujici véechny mozné kandidaty, jez jsou
obvykle podrobeny rtuznym technologickym omezenim (napt. omezeni na ob-
jem, na hladkost hranice atd.);

o w € O jeoblast majici vyznam tidici veli¢iny, jejiz geometrie reprezentuje dany
fyzikalni systém a w*, pokud existuje, znaci optimdlni oblast,

o u(w) € V(w) je fesenim stavové tlohy (P(w)) popisujici chovani modelu. Ta je
obvykle popsana parcialni diferencidlni rovnict nebo nerovnici formulovanou
vwe O;

o J je cenovy funkciondl, jehoz vybér zavisi na tom, jakou vlastnost chceme
optimalizovat.

Existence feseni tlohy (P) je rozebrana v [26] a [37].

Jelikoz feseni (P) nejsou obecné dostupna, nahradime (P) jeji aproximaci (P)_, .
Tato spociva v diskretizaci mnoziny pripustnych oblasti O a stavové tlohy (P(w))
s parametry diskretizace &, resp. h. Problém (P) _, zapiSeme nasledovné:

Najdi vt € O, takové, Ze
P
( )H]’L Jh(

W:a uh(w:)) = wirleigﬁ ‘]h(wm uh(wﬁ))v

kde:

o O, je vhodna diskretizace O obsahujici oblasti popsané konec¢nym, vzdy stej-
nym poc¢tem parametra (napf. po ¢astech polynomidlni aproximace hranice).
Tento pocet je charakterizovan diskretiza¢nim parametrem k;

o up(wy) € Vi(ws) je Fesenim stavové tlohy (P(wy)),, ktera je obvykle aproxi-
maci (P(w)) pomoci metody koneénych prvki a w, € O, je vhodnou aproxi-
maci oblasti w € O. Diskretizacni parametr i charakterizuje normu pouzité

sité v MKP;
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e J;, je aproximace J, kterou dostaneme napt. uzitim metod numerické integrace.

Vztah mezi (P) a (P),, je podrobné rozebran v [26].

Ve vétsiné pripadu je diskrétni stavova tloha dana rozsahlou soustavou alge-
braickych rovnic, které dostaneme uZitim MKP k aproximaci (P(w)). Volani dolni
urovné a tedy feseni prislusné soustavy algebraickych rovnic se opakuje mnohokrat
a proto neni prekvapujici, ze efektivnost feseni tlohy (P(wy)), hraje dulezitou roli
v ramci celého vypocetniho procesu. Nasledujici kapitola je vénovana feseni tloh
tvarové optimalizace, kdy k efektivni realizaci stavové tlohy pouzijeme MFO. V ka-
pitole 5 pak ilustrujeme uziti metod tvarové optimalizace v kombinaci s MFO na
feseni Bernoulliho tloh s volnou hranici.

4 MFO v tulohach tvarové optimalizace

V této kapitole budeme analyzovat rtzné aspekty MFO pri numerické realizaci
uloh tvarové optimalizace. Jeji uziti zvysuje efektivnost vnitfni arovné optimali-
zacniho procesu a soucasné zjednodusuje implementaci trovné vnéjsi. MuZzeme to
vidét, porovname-li tento pristup s pristupem klasickym zaloZzenym na postupné
deformaci hranice. 7 tohoto divodu nejdfive zminime klasicky zptsob feseni tloh
tvarové optimalizace (odstavec 4.1) a nasledné pristup zaloZeny na MFO (odstavec
4.2). Uziti MFO pfinasi ovSem i jednu nevyhodu a to, Ze vysledna (loha matema-
tického programovani je obecné nehladkd. 7 tohoto duvodu je odstavec 4.3 vénovan
algoritmtim globalni optimalizace, jez uzivaji k nalezeni globalniho minima pouze
hodnoty cenové funkce a nikoli jeji drivace. Konecné v odstavei 4.4 ilustrujeme na
nékolika modelovych tlohach efektivnost uziti MFO v tvarové optimalizaci.

4.1 Klasicky pristup k tloham tvarové optimalizace

Klasicky zptusob numerické realizace (P),, je zaloZen na postupné deformaci hranice

oblasti, pfi¢emz novy tvar w1 je zkonstruovan z p¥edchoziho tvaru w® jeho

vhodnou deformaci:
W) = FR LWk =0,1,.. .,
kde F*) je spojité prosté zobrazeni takové, ze
T (WD gy (DY) < T (0B ug (0R)), k=0,1,....
Jak jsme jiz zminili, mnozina O, obsahuje oblasti urcené konecnym, stejné vel-
kym poctem parametru. Z tohoto duvodu libovolna w, € O, miuzZe byt jednoznacné

popséana vektorem a = (o, ..., a,) € R?, ktery nazveme vektorem diskrétnich navr-
hovych proménnych. Necht Tp : O, — R? je izomorfismus definovany nasledovné:

TD(WH) =, W, € OH
a oznacme U := Tp(Oy). Obdobné definujme izomorfismus 7s mezi prostory Vj,(w,)
a R™:
%(Uh) =V, UjE€ Vh(wﬁ),
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kde v je vektor soufadnic funkce vj, € Vj,(w,) vzhledem k bazi Vi (w,).

Predpokladejme, Ze stavova tloha (P(w)) je linearni a k jeji numerické realizaci
je pouzita klasicka metoda koneénych prvki. Potom maticova forma (P(wy)), vede
na soustavu rovnic

(1.1) Ala)u(e) = Fla),

kde A(a) je matice tuhosti, F(a) je vektor zatiZeni a u(a) je vektor uzlovych
hodnot up(w,). V tomto piipadé matice tuhosti A a vektor zatiZeni F jsou zavislé
na geometrii oblasti w, € O,.

Algebraicky tvar (P)_, pro x,h > 0 pevné zvolené vede na nasledujici tlohu
nelinedrntho matematického programouvani:

. Najdi a* € U takové, ze
()

J (e u(a”)) = min J (e, u(a)),

kde J(a,u(a)) := J,(T5 e, Ts tu(av)), pricemz symboly Tt a T5 ' znaéi inverzni
zobrazeni k Tp, resp. Ts. Nevyhody tohoto piistupu jsou zfejmé. K ziskani nové

konfigurace w1 musime udélat néasledujici kroky:

(i) znovu provést déleni nové oblasti na koneéné prvky;
(ii) sestavit novou matici tuhosti a vektor zatiZenf;

(iii) Tesit novou soustavu linedrnich algebraickych rovnic.

Tyto kroky se opakuji mnohokrat, z ¢ehoz vyplyva, Ze tento pristup neni obecné
prilis efektivni.

4.2 MFO uzita k realizaci uloh tvarové optimalizace

K odstranéni vyse zminénych nedostatkt nebo alespon k jejich potlaceni pouzijeme
MFO k numerické realizaci (P(w,)),. Timto aplné obejdeme krok (1), jelikoz vSechny
vypolty provadime na pevné oblasti €2 a na jejim pevném déleni 7,. To znamena, Ze
Q17T jsou zeela nezavislé na geometrii realné oblasti. Disledkem toho je, Ze matice
tuhosti je nezdvisla na vektoru diskrétnich navrhovych proménnych a nemusime ji
piepoéitavat pro kazdou novou konfiguraci w(+. Céasteéné tedy zjednodusime i
krok (7).

Abstraktni schéma tloh tvarové optimalizace, jez uzivaji k feseni stavového pro-
blému metodu fiktivnich oblasti, vypada nasledovné:

R Najdi w? € O, takové, ze
(P)y, RV . .
" Jp(wi, ap(w?)) )= min Jp(we, Gp(we)p ),

w,’; wr €0k |w,{

kde tj(ws) € Vi(Q) je fesenim pomoci jedné z diive uvedenych metod fiktivnich
oblasti. Zde vstupuje do hry dalsi diskretiza¢ni parametr H, ktery se vztahuje ke
konstrukei diskrétnich prostoru Lagrangeovych multiplikatora. Matematickou ana-
Iy7zu existence Feseni w* (lohy ([@’)i a studium konvergence posloupnosti {w*} k w*
je mozné nalézt v [26].
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Pripomenme, Ze algebraicka forma MFO zalozenych na Lagrangeovych multipli-
katorech je nasledujici (viz (1.7)):
Najdi (u(a), A(a)) € R” x R* takové, ze
(P(a)) Au(a) +B' (a)A(a) = F(a),
B(aju(a) = G(a)

kde u(a), resp. A(a) je vektor uzlovych hodnot funkce p(w,), resp. Lagrangeo-
vého multiplikdtoru Ag(w,) a a € U je vektor diskrétnich navrhovych proménnych

o),

)
G(

charakterizujicich w,, € Og. Znovu zopakujme, Ze pouze matice B a prava strana
v (73(04)) jsou zavislé na a, nikoli vSak matice tuhosti A. To znamena, Ze matice
A muze byt spoctena pouze na zacatku optimalizacniho procesu a pak jiz zustava
nezménéna. Tvarova optimalizace s Fesici zaloZenymi na BLM-technice je studovana
v [15], [22], [36] aj. DLM-technika v tvarové optimalizaci byla pouZita v [25], [42] a
dalsich.

Nedilnou soucasti kazdého optimaliza¢niho procesu je analyza citlivosti, to jest
studium diferencovatelnosti zobrazeni, které fidici proménné prifadi feSeni stavové
ulohy. V nasledujicim se proto budeme zabyvat diferencovatelnosti zobrazeni u :
a — u(a), a € U, kde u(a) je prvni slozka teseni (73(04)) 7 formulace (73(04)) je
vidét, ze

(4.2) u(a) = (I-A"'B" (a)(B(a) A" BT (a)) ' B(a)) A™ F(a).

Predpokladame-li, Ze zobrazeni a — F(a) je dostatecné hladké, diferencovatelnost
u zavisi pouze na diferencovatelnosti zobrazeni a +— B(a), B~ ().

Zacnéme s metodou hrani¢nich LM. Z dtavodu jednoduchosti prezentace predpo-
kladejme, Ze pouze ¢ast hranice je proménna a ze je realizovana spojitou, po ¢astech
linearni funkel a g sestrojenou nad délenim Dy hranice I' (viz obr. 4.1). Je zfejmé,

@

A
v
o -
Ny — ag
[ supp ¢;

Obrazek 4.1.

ze vektor navrhovych proménnych a muze byt ztotoZnén s hodnotami funkce ay v
uzlech Dy. P¥ipomenme, ze prvky matice B(a) spocteme nasledovné:

brj(a@) :=byj(am) = /5( P ds = /A wj 0 amy/1 + (ay)? dzy,
rlomg 13

kde ¢, je j-t4 Courantova bazova funkce V4 () a Si(am) je k-ty pfimy tsek ay nad
Ay C T (viz obr. 4.1).
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Necht (g je dalsi spojita, po castech linearni funkce nad Dy a B odpovidajici
vektor navrhovych proménnych. Spocitejme nyni smérovou derivaci by ;(am, By ):

?q(aaﬁ) k](O‘HaﬁH) i (/ ¥j© O‘H‘|‘t5H \/1‘|‘ aH+t5H) dl’z)

=04+

ObdrZime:

o
(4.3) 2;(6!,5) :/A OQH\/1+ o) ﬁHd:L'z—l-/ ;0 Qv ————— 10 dx,.
k

1+ (af)?

7 (4.3) je zfejmé, Ze pokud ¢len (%) o ag neni definovan na "podstatné” éasti Ay,
1

potom obecné plati:
k](aH?ﬁH)% bk](aHv 6H)7

t.j. funkce by; neni v oy spojité diferencovatelna. Tato situace nastane tehdy, kdyz
usek Sy ma neprazdny prunik s konecné prvkovymi hranicemi, jehoZ jednorozmérna
Lebesgueova mira je kladna. Abychom to ukazali, uvazujme situaci znazornénou na
obréazku 4.2 pro ptipad triangulace 2, kde bazova funkce ¢; je piitazena uzlu (0,0)
kde Tio=1,...,4

ctvercové sité s délkou kroku rovnou jedné. Oznacme c,og )= ©;

jsou trojthelniky, jez jsou casti nosice ;. Potom je zfejme

PV =1y PV =1+

995‘3):1-|-51?1—51?2; 9954):1—x1+x2.

Predpokladejme, ze tsek Sy funkce ap lezi v konecné prvkové hranici oddélujici
trojihelniky Ty a T3 od Ty a Ty, t.j. ag = 0 nad Ay. Spocitejme b .(am, Bu),

kde funkce 8y je reprezentovana tsekem Sj nad Ay, ktery prochézi bodem (0,0)
(viz obr. 4.2). Z (4.3) plyne, Ze bj.(a, 8) = 0, kdezto b} ;(a, —8) = —2 [ Brr dey,

\ [/
(1,1)

T,
Ty N
(0,0) —— Sk
—a— -5,
T

AR

Obrazek 4.2.
pricem? funkce — By ziizens na A, odpovidé Gseku —Sy. Z této elementarni analyzy
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vyplyva, ze zobrazeni a — B(a) neni spojité diferencovatelné. Neni proto ani divod
ocekavat, Ze zobrazeni u: a — u(a), a € U je spojité diferencovatelné.

Podobny vysledek obdrzime i v p¥ipadé rektangulace . Necht R; je &tvercovy
element obsahujici T; (viz obr. 4.2) a oznacme c,oy) = ,t=1,....4, kde ¢; je

1

odpovidajici bazova po castech bilinearni funkce. Potom
9951) =1—a; — a2 + 212 9952) =142 + 79 + 7129
9953) =142 — 2y —2129; 9954) =1—a1 4+ 2, — 2125.
7. (4.3) plyne, ze bj;(a, B) = 2 [ Brr(xg — 1) day a také bii(a, —B) = 2 [ By —
1) dzy. Tudiz opét b (e, B) # —b):(c, —3).
Uvazujme nyni metodu distribuovanych Lagrangeovych multiplikatoria. V tomto
pripadé se projevi vliv locking efektu zminéného nad poznamkou 2.7. Zménime-li

oblast w, tak, Ze mnozina =, zustane stejna, nezméni se ani Teseni uj := ﬁh|
Wkh
tlohy (2.4) s wy 1= wyp. Pritom wyy, je oblast tvofend elementy, jez celé leZl v wy

a Zep = Q\ Wep (Viz obr. 2.3 pro w := w,). Dusledkem toho je necitlivost funkce

Weh = Jn(wan, ﬁh(wﬁh)| ) na zménu oblasti w,. Toto ma za nésledek patologické
Wkh

chovani cenové funkce (nejen nediferencovatelnost, ale dokonce i jeji nespojitost)
(viz obr. 4.10). Vliv locking efektu muzeme omezit tim, Ze uvazujeme déleni Ty,
resp. Ry hrubsi, nez 7T, (v pripadé triangulace), resp. Ry, (v ptipadé rektangulace).

Na zakladé téchto vysledku muZzeme konstatovat, Ze metoda hraniénich i dis-
tribuovanych LM uzita k realizaci vnitini Grovné optimalizacniho procesu, muze
redukovat hladkost minimizované funkce. Z toho plyne, Ze uzitim gradientnich me-

tod k minimizaci cenové funkce nemusime dostat uspokojivy vysledek a to hlavné v
piipadech, kdy bude sit pro MKP prilis hruba!

4.3 Algoritmy globalni optimalizace

Shrneme-li dosavadni poznatky muzeme tici, Ze metoda fiktivnich oblasti uzita k
feseni uloh tvarové optimalizace zvysuje efektivnost vnitini trovné optimalizacniho
procesu (Teseni stavového problému), ale prinasi urcité komplikace na vnéjsi arovni
(optimaliza¢ni algoritmus musi vzit v ivahu moZnou nediferencovatelnost nebo do-
konce i nespojitost cenové funkce).

Jednou z moznosti, jak obejit tyto komplikace, je uzit metody globalni optima-
lizace jako jsou ruzné typy genetickych a migra¢nich algoritmu, algoritmy rfizeného
nahodného prohledavani, simulovaného zithani a dalsi, které jsou zaloZeny pouze na
vy¢isleni hodnot cenové funkce. Tyto algoritmy maji obrovskou vyhodu v tom, zZe
jsou jednoduse implementovatelné a soucasné velmi dobre paralelizovatelné. Nevyho-
dou je ale velké mnozstvi vyhodnocovani cenové funkce, jez potrebujeme k nalezeni
globalniho minima. V této ¢asti popiseme struc¢né velmi jednoduchy, v praxi osvéd-
¢eny algoritmus MCRS (Modified Controlled Random Search algorithm) a néasledné
jej porovname s genetickymi algoritmy.

Typické schéma tloh globalni optimalizace je nasledujici:

(P)ao ;
flz®) < flz) Vrey,
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kde ¥ C 1 X ... X xn je piipustny vyhledavaci prostor o n parametrech, f : y — R
je zvolena cenova funkce a x* je bod z y, v némz funkce f nabyva globalniho minima.
Prostor parametra v praktickych dlohach je zpravidla vymezen intervalem jejich
pripustnych hodnot tzv. "box constraints”. Vyhledavaci prostor x tedy muzeme
definovat nasledovné:

x={re€xix...xxn | hjlx)>0, j=1,....,m},

kde hj(x), 7 =1,...,m jsou nerovnostni omezeni a x; se obvykle voli jako interval

[ai, bz] C R'.

Algoritmus MCRS
Algoritmus MCRS je modifikaci algoritmu CRS (viz [38]). Tato modifikace spoc¢iva

ve znahodnéni operatoru reflexe. Prvek x = (21,...,2,) € x ozna¢me jako indivi-
dum (jedinec, bod z x) a mnoZinu individui jako populaci P. Velikost populace je
po celou dobu béhu algoritmu konstantni a je rovna N > n.

Algoritmus MCRS zacina s populaci P obsahujici N nahodné vygenerovanych
bodu z x. Tato populace je neustale ménéna nahrazovanim nejhorsich jedinca lep-
$mi, pricemz kvalita kazdého jedince je dana hodnotou cenové funkce f (kriterialni
funkce, fitness funkce). Nového jedince w ziskame aplikaci operatoru reflexe na sim-
plex S (urceny pomoci n + 1 rtuznych, ndhodné vybranych bodu z populace P)
nasledovné:

wW=g- F(u - g)v

Vv

zbylymi n vrcholy a I' je ndhodny multiplikativni koeficient.

Podstata modifikace ptivodniho Priceova operatoru reflexe spociva ve znahod-
néni vybéru multiplikativniho koeficientu I'. Nékolik rozdéleni koeficientu I' bylo tes-
tovano na celé radé slozitych tloh odhadovani parametru nelinearni regrese. Ukazalo
se, ze nejlepsich vysledkt bylo dosazeno pro koeficient I' s rovnomérnym rozdélenim
na intervalu < 0, «), kde « je v rozsahu od 4 do 8.

Procedura Reflexe vypada nasledovné:

procedure Reflexe( P, var w)

begin
repeat
S := mnozina n + 1 riznych, ndhodné vybranych bodua z P;
u := nahodné vybrany vrchol simplexu 5;
>oox
g = e
[ := ndhodné ¢islo z intervalu < 0, «);
wi=g—I(u—g)
until w € y;
end.

Celkovy algoritmus MCRS lze popsat takto:
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procedure MCRS
begin P := populace N nidhodné vygenerovanych bodu z y;
repeat
Reflexe(P,w);
if (W) < f(Winaz) then Wi, i = W;
until splnéna podminka ukonceni;

end,

kde W4, je bod z P s nejvétsi hodnotou cenové funkce.

Prvky v populaci P je vhodné z duvodu efektivnosti udrzovat setiidéné podle
odpovidajicich hodnot kriterialni funkce. Nového jedince s lepsi hodnotou fitness
funkce, nez ma nejhorsi prvek populace, vlozime do P napf. prostrednictvim al-
goritmu binarntho vkladani (binary insert) a nejhorsi prvek soucasné z populace
odstranime.

Neuvazujeme zadnou specialni podminku na ukonceni algoritmu MCRS. Nejcas-
téji pouzivané ukoncovaci kritérium ve vétsiné optimalizacnich uloh je

F(Winaz) = f(Wiin) < €,

kde w,,;, je bod z P s nejnizsi hodnotou cenové funkce a € > 0 je vstupni parametr.
Dalsi ¢asto pouzivané ukoncovaci kritérium spociva v omezeni poc¢tu vyhodnoceni
cenové funkce.

Vstupnimi parametry tohoto algoritmu jsou:

e velikost populace N;

e hodnota koeficientu « z rozdéleni I';
e hodnota ¢ v podmince ukonceni;

e specifikace vyhledavaciho prostoru y.

Nastaveni vstupnich parametri je ovlivnéno tlohou, ktera je fesena. Je ziejmé, ze pro
vétsi hodnoty « a N bude hledani dukladnéjsi. Empiricky zjisténé hodnoty vhodné
pro vétdinu optimalizacnich tloh jsou: @ = 8 a N = max(5n,n?). Pro nadi tiidu
uloh, ve kterych je jedno vyhodnoceni cenové funkce velmi drahé, se ukazala tato
volba koeficientu « nevhodna. Lepsich, popr. srovnatelnych vysledku s podstatné
mensim poctem funkénich vyhodnoceni bylo dosazeno pro volbu koeficientu o = 4.

Zadny dikaz konvergence algoritmu MCRS nebyl doposud proveden. Predpo-
klada se, ze algoritmus MCRS je nejméné tak dobry jako algoritmus uniform random
search, u néhoz byla konvergence dokazana (viz [5]) pp. 48-49. Na nékolika problé-
mech bylo experimentalné ukazano, ze rad konvergence MCRS je mnohem vyssi nez
u algoritmu uniform random search.

Blizsi informace o algoritmu MCRS muZeme nalézt v [30] a [31].
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Srovnani algoritmu MCRS s genetickymi algoritmy (GA)

Algoritmus MCRS je velmi blizky genetickému algoritmu s tim, ze reflexe prebira v
tomto algoritmu tlohu krizeni z GA. Pro néj je typicka parova reprodukce, zatimco
v algoritmu MCRS se nové body (potomci) generuji aplikaci operatoru reflexe na
mnozinu n + 1 ndhodné vybranych simplexovych vrcholt (rodi¢i). Jedné se tedy o
jakousi zobecnénou vicenasobnou reprodukci.

Pravdépodobnost selekce v MCRS neni zavisla na hodnoté cenové funkce vy-
braného individua, ale diky odstrafiovani nejhorsich jedincu a jejich nahrazovani
lepsimi, se projevuje v populaci tendence samoorganizace.

Operator mutace neni v algoritmu MCRS explicitné zahrnut, ale 1 tento krok
byl jiz udélan a vede na tzv. evolution strategy (ES2) algoritmus (viz [31] a [32]).
Experimentalné se ukazalo, Ze algoritmus ES2 je spolehlivéjsi v hledani ”pravého”
globalntho minima, ale ma nizsi rad konvergence ve srovnani s MCRS.

7 optimalni volby parametri algoritmu MCRS pro vétsinu optimaliza¢nich tloh
(o = 8 a N = max(5n,n?)) plyne, Ze pro pocet optimalizacnich parametrti n > 5
roste velikost populace kvadraticky v zavislosti na n. Cim vétsi tedy bude velikost
populace, tim pomalejsi bude jiz zminovana tendence samoorganizace. Naproti tomu
u genetickych algoritmt z duvodu implementovaného operatoru mutace je velikost
populace takika nezavisla na poctu optimalizacnich parametri.

MCRS i GA pracuji s celou populaci bodi (nikoli s jedinym bodem), vyuZivaji
pouze hodnot optimalizované funkce f (nikoli jejich derivaci) a respektuji stochas-
tické principy reprodukce (selekce a kitZeni).
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4.4 Realizace optimalizac¢niho procesu a priklady

Na prikladech, které nasleduji, budeme ilustrovat uziti MFO v tdlohach tvarové op-
timalizace. Ulohy jsou zvoleny takovym zptisobem, aby jejich feseni bylo predem
znamo a mohli jsme tak porovnat spravnost nalezeného reseni. V dalsim budeme
pracovat s parametry L, = L,, = L,, = 10.

Piiklad 4.1 (identifikace primdrni veliciny ve 2D) Necht w C R? je dvojnasobné
souvisla oblast s Lipschitzovskou hranici dw = I'f;cq Ul f,cc(0w), kde T fipeq je pevna
¢ast hranice popsana implicitn{ funkef (y — Ly, /2)* 4+ (22 — Ly, /2)* = 1 a e (0w)
je proménna (vnéjsi) ¢ast dw (viz obr. 4.3). Systém vSech takovych oblasti ozna¢me

€2
10

0 01y

Obrazek 4.3.

O. Pro libovolnou w € O definujme stavovou tlohu (P(w)) nasledovné:

—Au = [ vw, weO,
(P(w)) u = g nalfied,
u = 0 nalj.(dw),

f==0ua ), 9= ta a
w fized

_ 2 _ 2
(44) ud(g;hxz) =1 = (l'l 1[61’1/2) _ (1;2 51’2/2) 7 (51?1,51?2) c RZ‘

Uloha tvarové optimalizace je definovana nasledovné:

(P)

Najdi w* € O takové, ze
Tt u(w) < (o u(w)) Ve o,

kde .
J(w, u(w)) = 5llu(w) — uallf .

u(w) je fesenim (P(w)) v w € O a uy je definovano pomoci (4.4).
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Ozna¢mew € O oblast s hranici I f,..(0@) popsanou implicitni funkef wgy(a1, x2) =
0. 7Z definice stavové tlohy (P(@)) plyne, ze u(@) = ug| v w a tudiz J(w,u(w)) = 0.
Oblast @ je tedy jednim z feseni (P) ve 2D. ’

Piiklad 4.2 (identifikace primdrni veliciny ve 3D) UvaZzujme stejné zadani jako v
prikladé 4.1 ovSem ve 3D s nasledujicimi modifikacemi:

):1_ (xl_Ll’l/Z)z (J}Q—LM/Q)Q _ (1’3—[/953/2)2

(45) Ud(l’l,l’g,l’:g 392 262 262 ’

kde (zy, 2, 73) € R® a mnozina piipustnych oblasti O bude obsahovat dvojnasobné
souvislé oblasti w C R® s Lipschitzovskou hranici tvofenou pevnou &asti ' fived pO-
psanou implicitni funkei (21— L., /2)*+ (29— Ly, /2)*+ (23— L, /2)* = 1 a proménnou
(vnéjsi) casti I'ree(Ow) (viz obr. 4.4, kde je znazornéna polovina oblasti w).

2
: g&\\

lf‘"

LS
A\ "“‘

/.
/7
Y/
/%

U7

0 o
Obrazek 4.4.

Necht @ € O je oblast s hranici I f,..(0&) popsanou implicitni funkei ug(xq, €2, x3) =
0. 7 definice stavové alohy (P(@)) ve 3D opét plyne, ze u(w) = ug| v @ a tudiz

J(©0,u(®)) =0, t.j. oblast @ je jednim z feseni (P) ve 3D.
Piiklad 4.3 (identifikace dudlni velic¢iny ve 2D) Zadani lohy je opét stejné jako

v ptikladé 4.1. V tomto pfipadé uvazujeme problém (P) s nasledujicimi variantami
cenovych funkcionali:

(a) Ju(w,u(@) = 1552 = Qll2r, .oy

0
(b) Ji(w, u(@)) = S1Z5L = QI 1o, oy
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kde
Q(z1,72) = Q(Alp), Blp)) = grad ua(A(), B(¢)) - 7,

pricemz
Alp) =r(p)cos(¢) + Lsy /2, Blp) =r(p)sin(p) + L, /2 a

1’2—[/952/2
1’1—[/951/2

r(e) 4 , = arctan( ) € [=m, 7.

B \/1 + 3sin2(<p)
Poznamenejme, ze pro bod @ = (&1, x3) leZici na I'f,..(00) predstavuji A(e), B(y)

jeho parametrické vyjadreni. Symbol o pak znaci jednotkovy vektor vnéjsi normaly
k této hranici. Vsimnéme si, ze takto vyjadrena funkce () je definovana v celém

R*\ {(La, /2, Lo, /2)}-
Necht @ je stejné jako v piikladé 4.1. Z definice stavové tlohy (P(w)) ve 2D opét
plyne, Ze u(w) = ug) v @ a tudiz J,(0,u(w)) = Jp(0,u(®©)) = 0. Oblast @ je tedy

jednim z feseni (P) ve 2D pro obé varianty cenového funkcionalu.
Piiklad 4.4 (minimalizace compliance) Necht w C R? je jednoduse souvisla ob-

last s Lipschitzovskou hranici dw a takova, Ze meas w = 9. Systém vsech takovych
oblasti oznacme . Na libovolné w € O uvazujeme nasledujici stavovou tlohu:

—Au=4 v w, weO,
(P(w)) {

vu=0 na Jw.

Déle oznaéme

J(w) = —4/wu(w) dx

cenovy funkcional nazyvany anglicky compliance. Definujme tlohu tvarové optima-
lizace:

Najdi w* € O takové, ze
() .
J(w

) < J(w) YweO.

Tato tloha mtze byt ve 2D interpretovana jako hledani prirezu homogenni tyce na
jednom konci vetknuté a majici maximalni pevnost pfi krouceni. Optimalni tvar je
znamy a neni to nic jiného nez kruh.

Piiklad 4.5 (identifikace gradientu primdrni veliciny v pripadé smisené Dirichletovy-
Neumannovy lohy) Oznacme O systém viech jednoduse souvislych oblasti w C R

s Lipschitzovskou hranici dw = I'y U I'y(er) U I'(«). Pritom rozklad hranice dw je
ziejmy z obrazku 4.5. Zde I'; predstavuje pevnou a I';(a) U I'(«) proménnou ¢ast
OJw. Pro libovolnou w € O definujme stavovou tlohu:

—Au = [ vw, weO,
(P(w)) v = 0 nalyuUly(e),

v = g na F(Oé),
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T2 [y(a)

10

Iy W

0 FQ(O[) 10131

Obrazek 4.5.

kde

= —A(Ud|w)7 g(x1,72) 1= g(a(22), 72) = %%d(&(l'z)awz)a
pricemz
(4.6) wi(zr,22) = w1( Ly, — 21)*22( Lo, — 22), (21,22) € R

a U je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke I'(&), jeZ je grafem funkce

(4.7) a(xg) = 4811&(5T x2)+3, x3€(0,Ly,).

2

Viimnéme si, Ze takto vyjadiena funkce g je definovana na celém pasu (—oo, 00) X
[0, L,,] C R%

Uloha tvarové optimalizace je definovana nasledovné:

Najdi w* € O takové, ze
()
J(

whu(w*)) < J(w,u(w)) Ywe O,

kde
J(w,uw)) = L] grad u(w) — grad u|[3..

u(w) je fesenim (P(w)) v w € O a uy je definovano pomoci (4.6).
Ozna¢me w € O oblast s hranici I'(e) := I'(&), kde & je definovand pomoci
(4.7). 7 definice stavové tlohy (P(w)) plyne, Ze grad u(w) = grad ug) v @ a tudiz

J(@0,u(®©)) = 0. Oblast @ je tedy jednim z feseni (IP).

V dal$im ukazeme, jak vhodné zkonstruovat diskretizaci O, mnoziny pripust-
nych oblasti O. Za timto ucelem budeme predpokladat, Zze proménna ¢ast hranice
oblasti, jejiz optimalni tvar hledame, je tvorena po castech Bezierovou kiivkou nej-
vyse druhého radu ve 2D a nebo plochou popsanou pomoci sférickych funkei ve 3D.
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Tento zptisob aproximace hranice ve 2D, resp. 3D splhuje vsechny podminky, které
jsme pozadovali pti numerické realizaci stavové tlohy v ¢asti 1. této prace (viz text
mezi poznamkami 2.9 a 2.10). Za¢néme s 2D pripadem.

Realizace proménné ¢asti hranice ve 2D po ¢astech Bezierovou kfivkou

Ozna¢me I' proménnou (uzavienou) ¢ast hranice dw, modelovanou po ¢astech Bezie-
rovou kiivkou fadu r < 2 (viz obr. 4.6). Kazdy tsek I' tvofeny Bezierovou kiivkou f3;
nejvyse druhého fadu je jednoznacéné uréen trojici bodt {M;, Ci, Mi11} v R*. Poéet

€2

o O
o« M
L1
Obrazek 4.6.
téchto useku oznacme n.. Bodum C;, 1 = 1,...,n., které jsou zadany a-priori, bu-

deme tikat ridict a boduim M;, + = 1,....,n.+ 1, kde M,,_y, := My, krajni. Kazdy
fidici bod C; se bude pohybovat na tsecce p; a krajni body dopocteme tak, abychom
zajistili hladkou navaznost Bezierovych ¢asti 3;, ¢ = 1,...,n.. Toho dosadhneme tim,
ze body M; budou lezet na useckach uréenych C;_; a C;, 1 =1,...,n.. V nasem pri-
padé vezmeme body M; pfimo jako stfedy téchto tsecek, t.j.

Cio1 + C;

(4.8) M; = “i=L

proi=1,...,n.a Cy:= (C,, . Parametrické vyjadreni j3; jednozna¢né urcené trojici

bodt {M;, C;, Miy1} v R? vypada nasledovné:

1 0 0 M;
Bo V) =(1 e ) -2 2 0 c; |, telo,1].
1 -2 1 M,

Ridici body C;, i = 1,...,n. hraji roli diskrétnich navrhovych proménnych. Piiklad
uzaviené hladké hranice realizované po ¢astech Bezierovou kfivkou radu r < 2 je
vidét na obr. 4.6.

Poznamka 4.1 Je-li hranice I' oteviena (viz obr. 4.23), jsou dany a-priori nejen
fidici body C;, 1 =1,...,n., ale i krajni My a M,,_1;. Zbylé M; dopocteme pomoci
(4.8) prot =2,...,n..
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Realizace proménné ¢asti hranice ve 3D pomoci sférickych funkeci
V tomto piipadé bude parametrické vyjadieni hranice dw, vypadat nasledovné:
r1(p, V) = S(p,0) cos(p)sin(d);  w2(p,0) = S, V) sin(p) sin(v);
v3(p, V) = S(p,0) cos(V); ¢ €[0,27], ¥ €[0,7],
kde
K=1
8(99719) = kZ—:O Wk(g‘ovﬁ)

je kone¢ny soucet sférickych funkei Wy. Tyto jsou definovany vztahem:
k
Wi(p,¥) = aroPr(cosd) + 3 (agm cos me + by, sinme) + P (cosd),
m=1
pricemz
. o ’ v 2 dek(l')
Py(2) je Legendruv polynom k-tého stupné, Py ,.(2) = /(1 — )WW

a a;;, b;j jsou redlné parametry. Pfi praktické realizaci S(p,d) vyjadiime takto:

Ne K-1
S(S‘Qv 19) = Zjl Ci¢i(¢, 19)7 ne = kZ—:O (Zk + 1)7
kde realné koeficienty ¢;, ¢« = 1,...,n. hraji roli diskrétnich navrhovych promén-
nych a odpovidaji postupné parametrim aygo, ¢k m, bgm pro b = 0,..., K — 1,
m=1,...,k a1y jsou prislusné funkéni ¢asti u téchto parametra urcéené z definice

Wi. Napt. ¢1 = aop a ¥1(p,¥) = Po(cosd), ca = a1p a ¥2(p, ) = Pi(cosd) atd.
Priklad hranice realizované plochou popsanou pomoci stérickych funkei s n. = 17 je
vidét na obr. 4.4.

Poznamka 4.2 Diskrétni systém O, ve viech tilohach tvarové optimalizace vysky-
tujicich se v této praci bude vzdy obsahovat oblasti w, s Lipschitzovskou hranici,
kde proménnéa c¢ast hranice bude realizovana po castech Bezierovou kiivkou nejvyse
druhého fadu ve 2D a nebo plochou definovanou pomoci sférickych funkei ve 3D.

Numericka realizace priklada 4.1-5

Vyse uvedené tlohy tvarové optimalizace budeme v nasledujicim resit pomoci MFO
zminénych v ¢asti 1. Necht tedy fiktivni oblast © je tvaru Q = (0, L., ) x (0, L,,) (ve
2D)aQ = (0, Ly, )x(0, Ly, )x(0, Ly,) (ve 3D), kde L,, = L, = L,, = 10. Déle necht
H/h =3 u BLM a parametr v ukoncovaci podmince metody sdruZenych gradientu
g = 107°. Abstraktni schéma tloh tvarové optimalizace uzivajici MFO je uvedeno
na pocatku odstavce 4.2. Specifikace O, a volba varianty MFO, kterou vyuzijeme
k feseni stavového problému, jsou zavislé na zadani ulohy a proto je zminime u
kazdého prikladu zvlast. Postup pfi numerické realizaci stavového problému pomoci
MFO a norem vyskytujicich se v cenovych funkcionalech je podrobné rozebran v
casti I. této prace a proto jej jiz znovu neopakujeme.

7, divodu jiz zminéné nediferencovatelnosti cenové funkce J,, pouzijeme k hle-
dani optimalni oblasti ve vsech pfikladech algoritmus MCRS s ukon¢ovaci podmin-
kou na omezeni poc¢tu vyhodnoceni cenové funkce na 3000 (ve 2D) a 5000 (ve 3D).
Nalezeny tvar pak jesté zpfesnime uzitim znamého algoritmu Nealder-Mead (viz
[35]). Toto obnasi dalsich maximalné 500 vyhodnoceni cenové funkce.
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Numericka realizace a vysledky prikladu 4.1

Systém O bude diskretizovan pomoci Oy, jez obsahuje dvojnasobné souvislé oblasti
we C O ve 2D s pevnou casti hranice ['fipeq a proménnou Casti ['fpee(Owy), jez
je realizovana po ¢astech Bezierovou kiivkou nejvyse druhého radu. Pocet fidicich
bodt je n. = 12 a krok diskretizace h = 10/32. K numerické realizaci stavové alohy
pouzijeme BLM i DLM-metodu.

Nalezené optimalni tvary oblasti jsou vidét na obrazcich 4.7 a 4.8 pro pripad
BLM, resp. DLM-metody. Dale na obr. 4.9 je vidét typicky prubéh hodnoty ce-

10 10

* 0 *
0 10 0 10

Obrazek 4.7. BLM2D, h = 10/32. Obrazek 4.8. DLM2D, h = 10/32.
09;
ol
ol
08l
0
0al
03l

02F

01 . . . n ,
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Obrazek 4.9.

nové funkce J;, v bodé, jez odpovida nejlepsimu individuu v populaci. Ptiblizovani
k optimélnimu tvaru je ze zacatku relativné rychlé (v nasem piipadé zhruba 1000
vyhodnoceni) a nasledujici zlepsovani je jiz velmi pozvolné. Proto k dohledani opti-
malniho tvaru po 3000 vyhodnocenich cenové funkce pouzijeme lokalni minimizac¢ni
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metodu a sice algoritmus Nealder-Mead. Pritom pfedpokladame (experimentalné lze
ovérit), ze po 3000 vyhodnocenich jsme jiz "dostateéné” blizko globalniho minima.

Jak jsme jiz zminili, u DLM-metody dochazi v dusledku locking efektu k pato-
logickému chovani minimizované fukce J;,. Abychom to ukazali, zafixujeme vsechny
fidici body C;, © = 1,...,n. definujici tvar oblasti w, € O, s vyjimkou prvnich
dvou (viz obr. 4.8). Tyto nechame volné pohybovat na vyznacenych tseckach, ¢imz
dostaneme .J; jako funkci dvou proménnych. Jeji graf je znazornén na obrazku 4.10.
Okamzité vidime, Ze tento prubéh je schodovity, coz automaticky vylucuje moznost
uziti gradientnich metod k minimizaci Jj,. Necitlivost cenové fukce J, na zménu ob-
lasti w, ma také za nasledek, ze zvlasté pii hrubé siti obdrzime tvary dosti vzdalené
od optima (obrazek 4.8). Postupnym zjemniovanim vsak dostaneme stale lepsi a lepsi
tvary nalezenych oblasti (obrazky 4.11-12).

Obrazek 4.10. DLM2D, fez J,.

10 10

* 0
0 10 0 10

Obrazek 4.11. DLM2D, h = 10/64.  Obrazek 4.12. DLM2D, h = 10/128.

0
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Numericka realizace a vysledky prikladu 4.2

V tomto pripadé bude mnozina O, opét obsahovat dvojnasobné souvislé oblasti w,, C
Q2 ve 3D s pevnou ¢&asti hranice I'yizeq a proménnou Casti I . (Ow,) realizovanou
plochou popsanou pomoci sférickych funkci. Pocet navrhovych proménnych je n. =
17 (viz definice sférickych funkei) a krok diskretizace h = 10/32. K realizaci stavové
ulohy pouzijeme BLM-metodu.

Na obrazku 4.13 je znézornéna nalezena optimalni oblast w? (presnéji jeji polo-
vina). V obrazcich 4.14-16 pak vidime postupné tvar w? v fezech M, , M,, a M,,
fiktivni oblasti © rovinami ur¢enymi funkcemi xy = L, /2, 23 = L., /2 a3 = L,, /2.
Pokud bychom chtéli modelovat slozitéjsi tvary oblasti, zvétsime pocet navrhovych
proménnych n..

10

0 o0 0 10

Obrazek 4.13. 3D oblast. Obrazek 4.14. Rez M,,,.

10 10

0 10 0 10

Obrazek 4.15. Rez M. Obrazek 4.16. Rez M,,.
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Numericka realizace a vysledky prikladu 4.3

Mnozina O, vcetné poctu tidicich bodt je stejna jako v prikladé 4.1. Krok diskre-
tizace h = 10/64 a stavova uloha je realizovana pomoci BLM-metody. Navie pfi
vyéisleni hodnoty cenové funkce .J, u obou variant («) i (b) vyuzijeme toho, Ze vy-
pocteny LM definovany na I'f,..(0w,) ma vyznam normélové derivace feSeni G(w,)
na této hranici. Tento pristup je podrobné popsan v kapitole 5, kde jej pouzivame pri
feseni Bernoulliho tloh s volnou hranici. Poznamenejme, ze k numerickému vypoctu
dualni normy pouzijeme postup popsany v poznamce 2.13.

Vliv volby cenové fukce je vidét z obrazku 4.17-18. Presnéjsi vyledky obdrzime v
piipadé varianty (b), coz je mozné ocekavat z provedené analyzy chyby aproximace
dualni proménné u BLM-metody (viz tabulku 2.1). Z obrazku 4.19-20 je pak zfejmé,
ze vyhlazeni prubéhu LM pomoci filtrace se sou¢asnym uZitim varianty (a) ceno-
vého funkcionalu muze zmensit schopnost zidentifikovat optimalni oblast & zvlasté
v piipadé hrubsich siti. Tuto variantu znacime (¢).

10 10

10 0

10

0 0
0 10 0 10

Obrazek 4.19. Var. (¢), h = 10/64. Obrazek 4.20. Var. (¢), h = 10/128.
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Numericka realizace a vysledky prikladu 4.4

Systém O diskretizujeme pomoci O, obsahujici jednoduse souvislé oblasti w, C 2
ve 2D takovych, Ze meas w, = 97 a s hranicemi Jw, realizovanymi po ¢astech
Bezierovou kfivkou nejvyse druhého tadu. Pocet ridicich bodu je opét n. = 12.
K realizaci stavové tlohy pouzijeme BLM a DLM-metodu s krokem diskratizace
h =10/32, resp. h = 10/128.

Nalezené optimalni tvary oblasti jsou znazornény na obrazcich 4.21-22. Vysledky
jsou srovnatelné pouze diky tomu, ze v pripadé DLM-metody jsme uzili podstatné
(konkrétné 4x) jemnéjsi déleni Q.

10 ¥ 10

0 ¥ 0 *
0 10 0 10

Obrazek 4.21. BLM2D, h = 10/32.  Obrazek 4.22. DLM2D, h = 10/128.
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Numericka realizace a vysledky prikladu 4.5

V tomto pripadé je O diskretizovana pomoci Oy, jez obsahuje jednoduse souvislé
oblasti w, C Q ve 2D s hranici dw, = I'y U I'y(a) U I'(a), kde proménné cast
['(e) bude realizovana Bezierovou kiivkou nejvyse druhého radu. Pocet navrhovych
proménnych je 10. Z toho je 8 fidicich bodu C;, i = 1,...,8 a 2 krajni My, My (viz
obr. 4.23). K realizaci stavové tlohy uZijeme piistupu popsaného v odstavci 3.1 s
krokem diskretizace h = 10/32.

Na obrazcich 4.23-24 jsou znéazornény nalezené optimalni oblasti pro variantu
(1), resp. (1) volby Ag. V pripadé varianty (i) se A* a tedy i A} odpovidajici @ méni
skokem pti pfechodu pres I'(«r), kdezto u var. (i) je tento prechod hladky (viz obr.
3.9-10 a 3.13-14 z numerické realizace piikladu 3.1 pro a(xz) = (a2 + 6)/2). Toto
ma u varianty (i) za nasledek, Ze vypoctené feseni A; je zatiZeno velkou chybou v
okoli hranice I'(«). Neni proto prekvapujici, Ze v pfipadé této varianty (obr. 4.23) je
optimalni oblast @ zidentifikovana s pomérné velkou chybou. Vhodna volba Ag hraje
tedy duleZitou roli jak pri feseni stavové tlohy, tak i ve vlastni tvarové optimalizaci.
Pro obecnou volbu Ay obdrzime uspokojivy vysledek tehdy, kdyZ pouZijeme dosta-
tecné jemné déleni (napt. h = 10/128) a cilova oblast, na niz budeme porovnavat
vypoctené a presné feseni, bude "dostatecné” vzdélena od I'(«).

10 4

> 10

0
0 My 10 0 10

Obrazek 4.23. Var. (7). Obrazek 4.24. Var. (i1).
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5 Reseni Bernoulliho tloh s volnou hranici

Matematicky model celé fady iloh mechaniky tekutin, galvanizace kovt, elektrosta-
tiky apod. (viz [1],[10],[12]) vede na tzv. Bernoulliho vnitini nebo wvnéjsi lohu s
volnou hranici. V této ¢asti ukazeme novy zpusob feseni téchto tiloh pomoci technik
tvarové optimalizace kombinovanych s MFO. Prislusné formulace Bernoulliho tloh
uvadime nize.

Nechf w C R? je dvojnasobné souvisla oblast s Lipschitzovskou hranici dw =
[ fized UL frec(0w), kde T'gipeq je dand komponenta a ['y,..(0w) je (vnitini vzhledem
ke I fizeq) hledand ¢ast dw (viz obr. 5.1). Systém vSech takovych w ozna¢me symbo-

I ree (f)w)

T tived

Obrazek 5.1. Obrazek 5.2.

lem O. Vnitini Bernoullitv problém je definovan nasledovné:
Najdi w* € O a  u:w* — R takové, Ze
—Au=0 v w¥
Pl w=0 na T,
u=1 na [y (0w"),

g_g =@ na [y (0w),

kde @) = konst . > 0 je dané.

Poznamka 5.1 7 vypocetniho hlediska bude dulezité mit pfedepsano v = 0 na
[ free(Ow*). Toho muzeme jednoduse dosdhnout uzitim substituce v := a+1 v (P), .,
¢imz pozménime pouze Dirichletovy podminky. Konkrétné bude & = —1 na I'yjeq a
% = 0 na 'y (0w*). Transformovany problém ozna¢me znovu (P), . a jeho feseni
symbolem .

Necht I's e (Ow) je nyni vnéjsi komponentou hranice dw (viz obr. 5.2). Vsechny
takové oblasti oznacme opét symbolem O a definujme vnéjsi Bernoulliuv problém:
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v

Najdi w* € O a  u:w* — R takové, Ze
—Au=0 v w*
(p)mt u=1 na g,
u=0 na [y (0w"),

g—g =Q na [ (0w,
kde ¢) = konst . < 0 je dané.

Klasicky zptusob feseni téchto tuloh je zalozen na uziti explicitnich nebo impli-
citnich Neumannovych schémat (viz [11]). V dalsim ukazeme alternativni zptsob

uzivajici technik tvarové optimalizace kombinovanych s MFO.

7 formulact aloh (P). . a (P)_,, je zfejmé, Ze jednou z neznamych je oblast
w* € O. Pro a-priori danou oblast w € O oba problémy (P), . a (P)
rektni, protoZe predepsané okrajové podminky na hranici I' ¢, (Ow) tvori pfeurceny
systém. Abychom odstranili tuto obtiz, preformulujeme obé tlohy pomoci metod
optimalniho fizeni, kdy tvar oblasti w bude hrat roli ridici proménné. Tato technika
byla s aspéchem pouZita k numerické realizaci tloh filtrace (viz [6],[20]). Zakladni

nejsou ko-

int ext

myslenka tohoto pristupu je velmi jednoduchéa: prebyvajici okrajovou podminku za-
hrneme do vhodného cenového funkcionalu a zbylou pak budeme splhovat a-priori
jako soucast vhodné stavové tlohy, ktera jiz bude zadana korektné. V dalsim uka-
zeme tento postup v pripadé Bernoulliho tloh.

Uvazujme stejnou mnozinu pripustnych oblasti O, jak byla uvedena vyse a pred-
resp. (P)_,; patii do O. Pro dané w € O
resp. (P)

t.j. vynechame Neumannovu okrajovou podminku pfedepsanou na ['f...(0w). Déle

necht du(w)
ulw
Jw) = %2 = QI or,. o

pokladejme, Ze oblast w* fesici (P), .,

definujme stavovy problém (P(w)) pomoci prvnich tii rovnic z (P)

int? ext?

je cenovy funkcional, kde u(w) je feSenim (P(w)). Uvazujme nasledujici tlohu tva-
rové optimalizace:

Najdi w* € O takové, Ze
() .
J(w

) < J(w) YweO.

Vztah mezi problémy (P). . a (P)_,, na jedné strané a alohou (P) na strané druhé je
snadno vidét: oblast w* € O je fesenim (P). ., resp. (P)_,, tehdy a jen tehdy, jestlize
w* Tesi (P) a soucasné J(w*) = 0. Uloha (P) se skladé4 ze dvou tirovni: horni trovei
je reprezentovana minimizaci funkcionalu .J, zatimco dolni je dana fesenim (P(w)).
K efektivnéjsi realizaci dolni Grovné s vyhodou pouzijeme BLM-metodu popsanou
v kapitole 2.

Necht tedy ©Q C R? je fiktivni oblast obdélnikového tvaru, V = HL(Q) a A; =
H_I/Q(Ffimd), resp. Ay(Ow) = H‘l/z(Ff,,ee(aw)) je prostor Lagrangeovych multipli-
katort definovanych na ['yizeq, resp. I'free(Ow). Oznaéme (75(@)) nasledujici tlohu
definovanou v 2:
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Najdi (G, A, Ag) € V X Ay X Ag(Ow) takove, Ze

(75(@)) /Qgradﬁ -gradvde = (A, )1, + (A2, V)1, 00) YV EV,

<M17 ﬁ>Ffimed + <M27 ﬁ>Ffree(8W) = </’L17g>rfimed
v(/“‘h/“LQ) € Ay X AQ(aw)v

kde symboly (, )r,,,.., tesp. {, )r,,..(ow) 0znacuji dualitu mezi prostory A; a HY(T tiped),
resp. Ag(Odw) a Hl/z(Ff,,ee(aw)). Dale pak ¢ = —1 nebo g = 1 na I'fjyeq v pripadé
vnitrni, resp. vnéjsi Bernoulliho tlohy.

Poznamka 5.2 Ulopa (73(@)) je ekvivalentni problému (75) z odstavce 2.3 s na-
sledujici volbou dat: f =0 v Q a ¢ = g na I'fiyeq, pricemz v pripadé alohy (P). . je
Line =T pree(Ow) a Uepe := T pizeq. U (P)_,, je piifazeni hranic prohozené.

7 toho plyne (viz poznamka 2.9), Ze dloha (73(@)) ma jediné FeSeni (4, Ay, Ag) €

V x Ay x Ay(0w) a u = ﬁ| fesi (P(w)). Navic Ay = g—g na ['fyc.(0w). Toto umoz-

huje zapsat J(w) nasledovné:

1
J(w) = §H)\2 - QH2_1/2,rfree(aw)-

Nyni popisme diskretizaci alohy (P). Misto O uZijeme jinou mnozinu O, obsahu-
jici dvojnasobné souvislé oblasti w,, s pevnou ¢asti hranice I'f;;.4 @ proménnou ¢asti
[ free(Ow,) realizovanou po castech Bezierovou krivkou druhého stupné (viz odsta-
vec 4.4). Postup pii diskretizaci (lohy (75(@)) byl podrobné popsan v odstavei 2.3
a proto jej dale uvadime jen ve strucnosti. Necht Vj, C Hj () je prostor spojitych,
po ¢astech bilinearnich funkei nad pravidelnou rektangulaci Ry fiktivni oblasti Q a
nulovych na 9f). Dale necht ffimd, ff,,ee(awﬁ) jsou polygonalni aproximace I ;,cq
a lfree(Owy). Ozna¢me Ap,, Ap, (Ow,) prostory po castech konstantnich funkei, jez
jsou definovany na I'jizeq, ' free(Ow,) za pomoci déleni Ry, resp. Ry, (viz obr. 5.3-

4). Pro dané w, € O, definujeme aproximaci (P(w)) nasledovné:

/_GF\
\
Pais=uRaN )
,// o ]:frpg(fiwﬁ) /”‘N\«‘ \ —— ]:‘fi.red
{ d\ } - f‘fzzed /-1 < } \l - r‘f’l‘ﬁﬁ(awl{)
e N y e uzly R
R /) . uzzlyRZZI N a};szl
] A
=
Obrazek 5.3. Obrazek 5.4.
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Najdi (py Ay, Ay ) € Vi X Ay X Ap, (Owy) takové, Ze
/ grad @y, - grad vy, doe = /~ Amvpds + . Am,vp ds
Q

Ffi.red Ffree(awﬁ)

(P(wn))y Yo € Vi,

/~ /,Lgluhds—l—/ /,LH2ﬁhal5:/~ tm, g ds
Ffi.red free aw,{ Ffi.red
V(MHU/“LHz) € AHl X AH2(6(“JH)7

kde g je stejné jako v (75(@)) Maticova formulace (ﬁ(wﬁ))h i zpusob jejtho feSent
zustavaji beze zmén.
Aproximaci (P) bude aloha:

([FD)H Najdi w? € O, lakové, Ze
B D) € Tuplon) Ve, € O,

kde za Jj, g vezmeme postupné nasledujici varianty cenové funkce:
1
(a) Jhp(we):= 5”)\}12 QHOFfree(awﬁ)

1
(b) Jh,H(uJH) = ?HAH? - Q"Z—I/Q,l;free(awn)’
(¢) Varianta (a) + filtrace prubéhu Ay, ,

kde Ay, je posledni komponenta feseni problému (75(@5))5 K vypoétu dualni normy
opét uzijeme postup uvedeny v poznamce 2.13.

Tuto techniku budeme nyni ilustrovat na nasledujicich dvou tlohach:

Priklad 5.1 (vnitini Bernoulliho iloha) Uvazujme vnitini Bernoulliho tlohu (P), .
s hranici I'f;5.q znazornénou na obr. 5.5 pro () nabyvajici hodnot 0.35, 0.5 a 1.0.

Piiklad 5.2 (vnéjsi Bernoulliho iloha) Timtéz zpusobem fesme vnéjsi Bernoulliho
ulohu (P)_,,, pficemz hranice I'f;;.q je nyni znazornéna na obr. 5.8. V tomto pfipadé

() nabyva hodnot -1.25,-1.0 a -0.9.

Z dtvodu jiz zminéné eventuelni nediferencovatelnosti cenového funkcionalu Jj, g
uzijeme k feseni ulohy ([@’)i algoritmus MCRS s omezenim poctu vyhodnoceni ce-
nové funkce na 3000 a s naslednym dohledanim optimalniho tvaru pomoci algoritmu
Nealder-Mead (maximéalné dalsich 500 vyhodnocent).

Jesté jednou zopakujme, Ze efektivnost vyse popsaného pristupu spociva v uziti
rychlych MFO-tesicu na vnitrni Grovni optimaliza¢niho procesu s moznosti parale-
lizace jednotlivych vyhodnoceni cenového funkcionalu na trovni vnéjsi a zvlasté v
jednoduchosti implementace celého problému Navic muze byt tento pfistup uzit v

vvvvvv
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Numericka realizace a vysledky prikladu 5.1

Diskretizace O, je tvorena dvojnasobné souvislymi oblastmi w, C €2 ve 2D s pevnou
¢asti hranice znazornénou na obr. 5.5 a proménnou ¢asti I' 4. (Ow,) realizovanou po
castech Bezierovou kiivkou nejvyse druhého radu. Z duvodu symetrie ilohy vzhle-
dem k ose s (viz obr. 5.5) sta¢l za navrhové proménné vzit pouze fidici body z
jedné poloviny oblasti € rozdélené osou s. Timto se pocet navrhovych proménnych
snizi zhruba na polovinu. Konkrétné v nasem pripadé je n. = 10. Krok diskreti-
zace h = 10/64, H/h = 3 a parametr v ukoncovaci podmince metody sdruZenych
gradientii je ¢ = 1075,

Na obrazcich 5.5-7 vidime nalezené tvary volné hranice pro zadané hodnoty @) a
pro rizné varianty cenové funkce J;, i. Nejlepsich vysledki bylo dosazeno v pripadé
varianty (b), coZ je mozné ocekavat na zakladé vysledku pfikladu 4.3. Chovani volné
hranice vzhledem k volbé @) odpovida teoreticky znamym vysledkum (viz [11]).

10 10
0.9 0.9
L0 16
1.25 1.25
[ fived . [ fived
0 0
0 10 0 10
Obrazek 5.5. Var. (a). Obrazek 5.6. Var. (b).
10
0.9 N
1.0 N
1.25 N
[ fived s
0 N
0 10

Obrazek 5.7. Var. (c).
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Numericka realizace a vysledky prikladu 5.2

Diskretizace O, bude obsahovat opét dvojnasobné souvislé oblasti w, C € ve 2D s
pevnou casti hranice I'j;.q znazornénou tentokrate na obr. 5.8 a proménnou c¢asti
[ free(Ow,) realizovanou po ¢astech Bezierovou kiivkou nejvyse druhého tadu. I v
tomto pripadé vyuzijeme symetrie ilohy vzledem k ose s (viz obr. 5.8) a za navrhové
proménné vezmeme pouze Tidici body z jedné poloviny oblasti £ rozdélené osou s.
Jejich pocet je n.=10. Krok diskretizace stavové tlohy h, pomér H/h i parametr v
ukoncovaci podmince metody sdruzenych gradientu ¢ jsou stejné jako v predchozim
prikladeé.

Na obrazcich 5.8-10 jsou znazornény nalezené tvary volné hranice pro zadané
hodnoty parametru ) a pro rizné varianty cenové funkce Jj, . V tomto pripadé
jsou vysledky ve vsech variantach témér stejné. Chovani volné hranice vzhledem k
volbé () opét odpovida teoreticky znamym vysledkum (viz [11]).

10T¢ " 10T¢

10~

[ fived

-1.0

Obrazek 5.10. Var. (¢).
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Z.aveér

Tato prace sestava ze dvou c¢asti. V prvni jsme ukazali efektivnost uziti metody fik-
tivnich oblasti pro feseni eliptickych okrajovych tloh druhého radu ve 2D i 3D. Jeji
vyhody spocivaji v jednoduchosti implementace a v moznosti feseni vyslednych sou-
stav linearnich algebraickych rovnic, které vznikaji z konec¢né prvkové diskretizace,
pomoci vysoce efektivnich fesi¢a. V kapitole 1 jsme shrnuli zakladni vysledky z abs-
traktni teorie smisenych varia¢nich tloh. Tyto jsme néasledné uzili k feseni Dirichle-
tovy okrajové tlohy ve 2D a 3D (kapitola 2) pomoci BLM a DLM-metody. Ve tteti
kapitole jsme pak popsali a analyzovali novy zpusob feseni smisené Dirichletovy-
Neumannovy a ¢isté Neumannovy okrajové tlohy zalozeny na jeji dualni formulaci
(v gradientech) a uziti hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatora k realizaci prede-
psanych omezeni. U takto zformulované tilohy jsme dokazali a na prikladech ovérili
fad konvergence pfibliznych feseni (viz vétu 3.7). V zavéru kapitol 2-3 jsme navic
efektivnost tohoto pristupu ilustrovali na nékolika modelovych prikladech.

V casti 1. jsme ukazali, ze MFO je taktéz G¢innym nastrojem pro numerickou
realizaci iloh tvarové optimalizace. Podstatné zvysuje efektivnost vnitini irovné op-
timalizac¢niho procesu, nebot nemusime vzdy znovu konstruovat déleni nové oblasti
a tudiz ani znovu sestavovat matici tuhosti. Za tyto vyhody platime tim, Ze vy-
sledna loha matematického programovani je obecné nehladka. Vzniklé obtize jsme
vyTesily uzitim jednoho algoritmu globalni optimalizace, ktery je jednoduse imple-
mentovatelny a k nalezeni minima potfebuje pouze hodnoty cenové funkce a nikoli
jeji derivace. Pocty potfebnych vyhodnoceni a tedy i celkovy ¢as jsou ovSem pod-
statné vétsi v porovnani s gradientnimi metodami. Toto ale plati, fesime-li ilohu
na jednom procesoru. Posledni trend pii reseni rozsahlych, ¢asové narocnych uloh je
jejich paralelizace. Zde je nutno poznamenat, ze vétsina algoritmu globalni optima-
lizace je velmi dobte skalovatelnd, coz znamena, ze zhruba kolik mame procesoru,
tolikrat bude feseni rychlejsi. Navic jedno vyhodnoceni cenové funkce pomoci MFO-
resicu dostaneme mnohem rychleji nez standardnimi zptsoby. Soustava o miliénu
rovnic je vyresena radové v desitkach sekund na jednom procesoru. Vsechny tyto
vyhody 1 nevyhody byli popsany v kapitole 4 a ilustrovany na radé priklada ve 2D
i1 3D. V kapitole 5 jsme pak postupy z predchozi casti prace aplikovali na feseni
Bernoulliho dloh s volnou hranici. Pomoci tohoto pristupu lze realizovat i podstané
obecnéjsi problémy s volnou hranici neZ jsou Bernoulliho.

Vétsina dosaZzenych vysledka byla publikovana v pracich [21], [23], [24], [29] a v
nékolika prispévcich do sborniku z ruznych domacich i zahrani¢nich konferenci, na
nichz byly tyto vysledky prezentovany.
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Conclusion

This thesis consists of two parts. In the first one the efficiency of FDM’s for solving
elliptic boundary value problems of the second order in 2D and 3D was verified.
FDM’s are easy to implement. Moreover, one can use uniform partitions of € into
finite elements making possible to utilize fast solvers and efficient preconditioners.
In Chapter 1 we mentioned an abstract setting of mixed variational formulations
and main existence, uniqueness and convergence results. These results were used
to formulate BLM and DLM techniques forcing Dirichlet boundary conditions on
Ow in 2D and 3D to be satisfied (see Chapter 2). In Chapter 3 we introduced and
analyzed the new fictitious domain approach for the numerical realization of the
mixed Dirichlet-Neumann and pure Neumann boundary value problems with the
second order elliptic operators without the absolute term. The original problem was
firstly transformed into its dual form (in gradients). This form was extended to a
fictitious domain and the respective flux condition on dw was released by means
of boundary Lagrange multipliers. The divergence free vector fields were realized
by means of stream functions. We analyzed the rate of convergence of approximate
solutions to this problem.

In the second part we proved that FDM-solvers represent a powerful tool for
the numerical realization of the inner optimization level of optimal shape design
problems. This approach avoids remeshing of domains into finite elements and as-
sembling the stiffness matrix at each optimization step. On the other hand the use
of fictitious domain solvers may reduce smoothness of J. The cost functional may
become only directionally but not continuously differentiable. For this reason for its
minimization we used a stochastic type global optimization method called MCRS.
All advantages and disadvantages of this approach were described in Chapter 4 and
illustrated on some model examples in 2D and 3D. In Chapter 5 the shape optimi-
zation technique combined with FDM-solvers for realizing Bernoulli’s free-boundary
problems was utilized. This approach can be used also for the numerical realization
of more general free-boundary value problems.
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