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Školitel: Prof. RNDr. Zdeněk Dostál, DSc.
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Anotace

Zadáńı této disertačńı práce vyšlo z potřeb stavebńıch inženýr̊u, kteř́ı ve své práci

požadovali rozš́ı̌rit paletu metod analýzy inženýrské spolehlivosti konstrukćı tak, aby

byla pokud možno snadno osvojitelná a rychle použitelná v pr̊umyslové praxi. I přes

velký rozvoj vědy i výpočetńı techniky se v současnosti v projekčńı praxi použ́ıvaj́ı

téměř výhradně konzervativńı metody, jako např. metoda d́ılč́ıch součinitel̊u, která

je z hlediska návrháře v podstatě deterministická [22]. Je zřejmé, že determinis-

tické metody mohou jen stěž́ı přesvědčivě popisovat strukturálńı chováńı reálné kon-

strukce, která obsahuje neurčitost mj. ve své geometrii, materiálńıch vlastnostech a

ve v́ıcekomponentńım zat́ıžeńı.

Naproti tomu, tzv. plně pravděpodobnostńı př́ıstup, který je reprezentován např.

metodou SBRA (Simulation based reliability assessment method [21]) nab́ıźı mj.

nesporně výstižněǰśı vyjádřeńı charakteristik zat́ıžeńı a dokonaleǰśı vyšetřeńı účink̊u

v́ıcekomponentńıho zat́ıžeńı, než deterministické metody posudku spolehlivosti.

Tato disertačńı práce stav́ı na velkém množstv́ı př́ıklad̊u uvedených v knize [22]

popisuj́ıćıch zvláště pravděpodobnostńı posudek součást́ı, u nichž existuje analy-

tický model strukturálńıho chováńı. Snahou je rozš́ı̌rit pravděpodobnostńı posudek

spolehlivosti i na systémy splněńım následuj́ıćıch tř́ı hlavńıch ćıl̊u:

1. Poč́ıtačová implementace simulačńıch technik pro pravděpodobnostńı posudek

spolehlivosti včetně metod redukce rozptylu (Importance Sampling) s d̊urazem

na algoritmy pro efektivńı posudek spolehlivosti úloh, u kterých neńı známa

apriorńı informace o poruše.

2. Hledáńı postup̊u pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti pro efektivńı mo-

delováńı velmi ř́ıdkých, nicméně závažných jev̊u, např. účinky zemětřeseńı.

3. Poč́ıtačová implementace rychlých iteračńıch řešič̊u pro efektivńı řešeńı roz-

sáhlých soustav lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stranami, včetně zajǐstěńı

numerické stabilizace algoritmů.

Práce se zabývá aplikaćı algoritmů pro pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti

ve stavebńı mechanice metodou SBRA a obsahuje několik komparačńıch studíı.
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V práci jsou popsány algoritmy v kódu postaveném na prostřed́ı Matlab včetně

d̊uležitých implementačńıch detail̊u zajǐst’uj́ıćıch numerickou stabilizaci iteračńıch

řešič̊u. V práci jsou taktéž uvedeny výsledky rozsáhlých numerických experiment̊u.

Autorovi této práce neńı známa literatura, ve které by byly obě navrhované

koncepce (tj. rychlé iteračńı řešiče a metody redukce rozptylu) současně použity pro

pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti.
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Abstract

The submission of this dissertation is motivated by needs of civil engineers which

required an extension of variety of methods for engineering reliability assessment in

civil enginners´ work. Although there is visible development of sciences and compu-

ter technology, designers still use almost conservative methods, such as the allowable

stress design and the partial factors method, which are point of view in principle

deterministic for designers [22]. Of course, deterministic methods can hardly de-

scribe the behaviour of a real structure with uncertainties in its geometry, materials

properties and multicomponent loads.

On the other hand, so called fully probabilistic approach, which is represented for

instance by the SBRA method (Simulation based reliability assessment method [21])

offers more pregnant expression of loads characteristics and superior checkup effects

of multicomponent loads than deterministic methods of the reliability assessment.

This dissertation is built on large amount of examples from the book [22], which

describes in particular the probabilistic reliability assessment of components with

known analytic model of structural behaviour. The aspiration is to extend the pro-

babilistic reliability assessment to systems by the satisfying of the three following

main aims:

1. The computer implementation of simulation techniques for probabilistic reli-

ability assessment included variance reduction techniques (Importance Sam-

pling) with accent to algorithms for effective solving of tasks without known

prior information about failure.

2. Searching of approaches of probabilistic reliability assessment for effective mo-

deling of rare but important events, such as earthquake effects.

3. The computer implementation of fast iterative solvers for effective solving of

large systems of equations with multiple right hand sides, including the nume-

rical stabilization of algorithms;

This work deals with application algorithms for probabilistic reliability assess-

ment in civil engineering by the SBRA method and involves several comparative
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studies. Algorithms with implementation details for safeguarding of numerical sta-

bilization of iterative solvers and results of large numerical experiments are presented

and discussed as well.

The author of this dissertation has no information concerning reference, that

would contains the coupling of the both proposed conceptions (i.e. fast iterative

solvers and variance reduction techniques) for probabilistic reliability assessment.
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př́ıstupem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.4.2 Modelováńı zemětřeseńı pomoćı histogramu Earth.dis . . . . . 45
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3.4.7 Závěr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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4.4.2 Metoda postupných sdružených gradient̊u (Successive CG) . . 63
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5.3 Organizačńı aktivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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Předmluva

Velký rozvoj numerických metod a statistiky, informačńıch technologíı, stavebńı me-

chaniky a v neposledńı řadě také rostoućı konkurenčńı boj vedou k hledáńı nových

koncepćı pro stanoveńı posudku bezpečnosti, použitelnosti a trvanlivosti stavebńıch

konstrukćı na plně pravděpodobnostńıch př́ıstupech.

Nově vyv́ıjené metody jsou založeny mj. na aplikaci simulačńıch metod, jmeno-

vitě metody Monte-Carlo. Metodou Monte Carlo rozumı́me numerické řešeńı úloh

pomoćı mnohokrát opakovaných náhodných pokus̊u, které jsou vyhodnocovány sta-

tistickými metodami. Aplikace simulačńıch technik na rozsáhlé úlohy přináš́ı potřebu

řešeńı problémů, které jsou na rozhrańı informatiky, stavebńı mechaniky, statistiky

a numerické matematiky.

V současné době jsou normy pro navrhováńı a posuzováńı spolehlivosti sta-

vebńıch konstrukćı založeny na polo-pravděpodobnostńı metodě d́ılč́ıch součinitel̊u.

Metodu d́ılč́ıch součinitel̊u lze v současnosti nalézt jak v Eurokódech, tak i v americké

normě LRFD. Metoda d́ılč́ıch součinitel̊u definuje pravidla pro určeńı účink̊u zat́ıžeńı

na základě kombinačńıch vzorc̊u. Je zřejmé, že omezené možnosti kombinačńıch

vzorc̊u nemohou dostatečně přesně popsat strukturálńı chováńı reálné stavebńı kon-

strukce, která obsahuje neurčitost ve své geometrii, materiálových vlastnostech i

v zat́ıžeńı.

Mezi metody využ́ıvaj́ıćı simulačńı metodu Monte-Carlo lze zařadit metodu SBRA

(Simulation-based Reliability Assessment Method). Filozofie metody SBRA spoč́ıvá

v prováděńı simulačńıch výpočt̊u projektantem v rámci projekčńı práce. V roce

2001 vyšla kniha [22], která na velkém množstv́ı př́ıklad̊u ukazuje použit́ı tohoto

plně-pravděpodobnostńıho př́ıstupu k určeńı spolehlivosti na problémech, jejichž

strukturálńı chováńı lze popsat analyticky.

Tato práce se zabývá př́ıstupy, které rozš́ı̌rily použit́ı metody SBRA i na úlohy,

jejichž strukturálńı chováńı lze vypoč́ıtat pouze numerickými metodami, např. meto-

dou konečných prvk̊u. Simulace v tomto př́ıpadě zahrnuje sestaveńı a následné řešeńı

rozsáhlé soustavy lineárńıch rovnic, což představuje i v současné době výpočetně

náročnou operaci. Ćılem výzkumu v oblasti modelováńı systémů s náhodnými pa-

rametry bylo vytvořit programový systém, který rozš́ı̌ŕı použit́ı metody SBRA i
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na složité systémy, jejichž strukturálńı chováńı lze vypoč́ıtat pouze numerickými

metodami, např. metodou konečných prvk̊u [4], [10]. Simulace v tomto př́ıpadě za-

hrnuje sestaveńı a následné řešeńı rozsáhlé soustavy lineárńıch rovnic, což může

představovat zvláště u velkých úloh časově i pamět’ově náročný problém.

Ćılem této disertace je zvýšeńı efektivity pravděpodobnostńıho posudku spoleh-

livosti v následuj́ıćıch dvou oblastech:

1. Vývoj a implementace simulačńıch metod s d̊urazem na metody redukce roz-

ptylu (Variance Reduction Techniques), jejichž ćılem je redukce počtu si-

mulačńıch krok̊u.

2. Vývoj a implementace iteračńıch řešič̊u pro efektivńı řešeńı strukturálně si

bĺızkých úloh. Ćılem je využ́ıt výhodných vlastnost́ı iteračńıch řešič̊u při opako-

vaném řešeńı stavových problémů a redukovat tak cenu deterministické analýzy.

Tomuto tématu se věnuj́ı články [7], [26], [10], [6], [19].

Výše uvedenému členěńı odpov́ıdá i struktura této disertačńı práce: Sekce 1 se

zabývá pravděpodobnostńım posudkem spolehlivosti. Sekce 2 popisuje tři simulačńı

metody pro pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti: př́ımou metodu Monte-Carlo,

metodu redukce rozptylu Stratified Sampling a metodu redukce rozptylu Importance

Sampling. Třet́ı sekce obsahuje komparačńı studie analytických model̊u. Sekce 4

se zabývá pravděpodobnostńım posudkem spolehlivosti metodou konečných prvk̊u

simulačńım př́ıstupem. V sekci jsou dále popsány rychlé iteračńı řešiče pro efektivńı

pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti. Diskutovány jsou také detaily numerické

stabilizace algoritmů. Pátá sekce obsahuje přehled aktivit a výsledk̊u, kterých bylo

dosaženo v pr̊uběhu doktorandského studia. Závěr obsahuje přehled hlavńıch výs-

ledk̊u dosažených v této práci.
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1 Pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti

Aspekty simulačńıch metod ve stavebńım inženýrstv́ı spoč́ıvaj́ı předevš́ım ve výzkumu

strukturálńıch vlastnost́ı systémů a v definováńı pevnostńıch kritéríı. Hlavńı d̊uraz

je kladen na

• stanoveńı popisu náhodných veličin

• definováńı termı́nu ”porucha” stavebńı konstrukce

• stanoveńı kritéríı pro rozhodnut́ı, zda stavebńı konstrukce je spolehlivá

1.1 Stanoveńı popisu náhodných veličin

Koncept SBRA popisuje neurčitost pomoćı diskrétńı náhodné veličiny (useknutých

histogramů). Tento fakt je výhodný, nebot’ reálné náhodné veličiny (např. Young̊uv

modul pružnosti) mohou nabývat hodnot pouze z omezeného intervalu [21], [22].

1.2 Definováńı termı́nu ”porucha” stavebńı konstrukce

Předpokládejme, že spolehlivost stavebńı konstrukce můžeme popsat pomoćı de-

terministické funkce ”safety function” SF , která reprezentuje vzájemné p̊usobeńı

odolnosti stavebńı konstrukce R (resistance) a účink̊u zat́ıžeńı Q:

SF = R − Q. (1)

Situace SF ≤ 0 indikuj́ı poruchu ve stavebńı konstrukci. Na druhé straně situace

SF > 0 jsou bezpečné. Termı́n ”porucha” záviśı na definici funkce SF .

V praxi termı́n ”porucha” může plynout z překročeńı mezńıho stavu únosnosti

nebo mezńıho stavu použitelnosti. Překročeńı mezńıho stavu únosnosti často zna-

mená kolaps stavebńı konstrukce, zat́ımco překročeńı mezńıho stavu použitelnosti

znamená podstatné zhoršeńı funkce konstrukce, např. vznik trvalých deformaćı [22],

[12].
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Typ konstrukce Návrhová pravděpodobnost pd

Méně významná konstrukce 0,000 5

Běžná konstrukce 0,000 07

Velmi d̊uležitá konstrukce 0,000 008

Tabulka 1: Návrhové úrovně a jim př́ıslušné návrhové pravděpodobnosti v závislosti

na typu konstrukce podle normy ČSN 73 1401-1998.

1.3 Stanoveńı referenčńıch kritéríı

Řekneme, že stavebńı konstrukce je spolehlivá (na dané návrhové úrovni), pokud

pravděpodobnost poruchy pf je nižš́ı než ćılová (návrhová) pravděpodobnost pd

(target design probability), tj. pokud je splněna podmı́nka

pf < pd. (2)

Je přirozené požadovat, aby stavebńı konstrukce měla co největš́ı vnitřńı rezervu,

tzn. aby pravděpodobnost poruchy bylo č́ıslo bĺızké nule. Velikost návrhových pra-

vděpodobnost́ı určuj́ı normy (např. ČSN 73 1401-1998), viz např. Tab. 1 a [22].

2 Simulačńı metody

Efektivita simulačńıho procesu může být zvýšena použit́ım vhodné simulačńı tech-

niky. V této části budou popsány př́ımá metoda Monte Carlo a metoda redukce

rozptylu Importance sampling.

2.1 Př́ımá metoda Monte Carlo

Necht’ X je náhodná veličina, která je určena hustotou pravděpodobnosti f a ne-

cht’ A je (neznámá) ”aktivńı” oblast z domény X, která definuje hledanou událost

(poruchu). Naš́ım ćılem je odhadnout pravděpodobnost poruchy

pf = P (X ∈ A). (3)
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Tuto pravděpodobnost odhadneme pomoćı N náhodných výběr̊u X1; . . . ; XN z X.

Vyč́ısleńım funkce SF źıskáme hodnoty

Yi = SF (Xi), i = 1, . . . , N. (4)

Necht’ g(Y ) je indikátor poruchy, tedy funkce, která vraćı hodnotu 1 v př́ıpadě,

že nastala událost (porucha), tj. v př́ıpadě, že Y ≤ 0; v opačném př́ıpadě necht’

funkce g(Y ) vraćı hodnotu 0. Pak pravděpodobnost poruchy můžeme odhadnout

výběrovým pr̊uměrem [23], [30]

pf ≈ 1

N

N∑

i=1

g(Yi). (5)

Odhad pravděpodobnosti poruchy vyžaduje velký počet simulaćı v př́ıpadě, po-

kud je pravděpodobnost poruchy velmi malé č́ıslo [30], [3]. Neprovedeme-li ”do-

statečně velký” počet krok̊u metody Monte Carlo, může se stát, že nenastane žádná

událost indikuj́ıćı poruchu. Tento fakt představuje velký problém, pokud je cena

simulace vysoká, např. při analýze složitých úloh metodou konečných prvk̊u [20].

2.2 Rysy př́ımé metody Monte Carlo pro určeńı spolehli-

vosti konstrukćı

Shrňme si nevýhody př́ımé metody Monte-Carlo pro simulováńı událost́ı, které se

vyskytuj́ı s velmi malou pravděpodobnost́ı:

• Pro určeńı spolehlivosti velmi spolehlivých systémů (stavebńıch konstrukćı)

muśıme volit velký počet krok̊u metody Monte Carlo.

• Pouze nepatrná část krok̊u metody Monte Carlo vrát́ı designérovi informaci o

poruše a jej́ı př́ıčině.

• Pokud neprovedeme ”dostatečně velký” počet krok̊u metody Monte-Carlo,

může se stát, že nenastane žádná událost indikuj́ıćı poruchu (viz např. Obr. 1

a Obr. 2) .

• Efektivitu celého procesu lze jen obt́ıžně zvětšit zahrnut́ım apriorńıch infor-

maćı o problému.
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Obrázek 1: Náhodný výběr z histogramu Normal3 pro N=50 simulaćı. Neńı dete-

kována žádná simulace, která by splňovala podmı́nku Normal3 > 3, resp. podmı́nku

Normal3 < −3 (”chvosty” normálńıho rozděleńı).

Obrázek 2: Náhodný výběr z histogramu Normal3 pro N=500 simulaćı. I při větš́ım

počtu simulaćı z̊ustává ”chvost” rozděleńı nedostatečně pokryt simulacemi.
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2.3 Metoda Stratified Sampling

Necht’ D je doména náhodné veličiny X, která je rozdělena do I disjunktńıch pod-

množin Di (viz např. Obr. 3) o velikosti wi =P(X∈ Di) a necht’ plat́ı

I∑

i=1

wi = 1.

Necht’ Xij , j = 1 , ..., Ni je náhodný výběr z podmnožiny Di. Necht’ př́ıslušné

hodnoty Y jsou označeny symbolem Yij = SF (Xij). Pak pravděpodobnost poruchy

můžeme odhadnout výrazem [23]

pf ≈
I∑

i=1

wi(
1

Ni

Ni∑

j=1

g(Yij)).

Poznámka: Na př́ımou metodu Monte-Carlo lze nahĺıžet jako na speciálńı př́ıpad

metody Stratified Sampling, ve které je voleno I = 1, tj. D1 = Da w1= 1.

2.3.1 Numerické aspekty metody Stratified Sampling

Metoda Stratified Sampling spoč́ıvá v dekompozici domény náhodné veličiny D

do několika disjunktńıch podmnožin Di, jejichž velikost wi lze snadno vypoč́ıtat.

Lze ukázat, že rozptyl v podmnožině Di nebude nikdy větš́ı než rozptyl v doméně

D. Dekompozice domény je dále velmi výhodná, nebot’

• vhodným rozděleńım domény D (užit́ım apriorńı informace o problému) lze

provádět simulace na kritických hodnotách náhodné veličiny, jichž náhodná

veličina X nabývá s velmi malou pravděpodobnost́ı (”chvost” rozděleńı). Stoj́ı

za připomenut́ı, že př́ımá metoda Monte-Carlo neńı př́ılǐs vhodná pro mode-

lováńı těchto ř́ıdkých jev̊u.

• V podmnožině Di se funkce SF(X) vyč́ısluje pouze pro X∈D i. Rozděleńı

domény D do několika podmnožin proto omezuje možné rozpět́ı vstupńıch

parametr̊u. Tento fakt může hrát d̊uležitou roli v př́ıpadě, kdy je vyhodnoceńı

funkce SF spojeno s iteračńımi řešiči. Pokud nebudou perturbace vstupńıch

parametr̊u př́ılǐs velké (což lze vhodným rozděleńım domény D vždy zajis-

tit), můžeme pro řešeńı vzniklých perturbovaných soustav lineárńıch rovnic
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v doméně Di s výhodou použ́ıt modifikovanou verzi metody sdružených gra-

dient̊u, která dokáže automaticky znovu použ́ıt dř́ıve źıskanou informaci o

řešeńı. Výše uvedený postup může být mnohem efektivněǰśı než opakované

řešeńı nezávislých soustav.

• Efektivitu metody Stratified Sampling lze dále zlepšit využit́ım přirozené pa-

ralelizace.

Obrázek 3: Př́ıklad rozděleńı domény histogramu NORMAL3.HIS na 6 podmnožin.

2.3.2 Numerické experimenty

Ćılem této studie je porovnáńı metody Stratified Sampling s př́ımou metodou Monte

Carlo. Zadáńı př́ıkladu bylo p̊uvodně definováno v knize [22], str. 70. Na stejném

mı́stě lze naj́ıt řešeńı př́ımou metodou Monte Carlo. Pro ověřeńı funkčnosti metody

byl volen př́ıklad, jehož řešeńı lze vypoč́ıtat analyticky: Určeńı distribučńı funkce

součtu dvou binomických náhodných veličin

Z = X + Y,

kde X ∼ Bi(0.6, 4), Y ∼ Bi(0.7, 4), viz Tab. 2.
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x fx(x) y fy(y)

0 0.0256 0 0.0081

1 0.1536 1 0.0756

2 0.3456 2 0.2646

3 0.3456 3 0.4116

4 0.1296 4 0.2401

Tabulka 2: Rozděleńı binomické náhodné veličiny X∼ Bi(0.6;4) a Y∼ Bi(0.7;4).

Je zřejmé, že doména náhodné veličiny Z = {0, 1, . . . ., 8}. Stoj́ı za připomenut́ı,

že odhad rozděleńı náhodné veličiny Z se dotýká i ”chvostu” rozděleńı, nebot’

P (Z = 0) = P (X = 0 ∩ Y = 0) = P (X = 0) × P (Y = 0) = 0.00020736.

Pro simulaci náhodné veličiny X a Y jsme použili histogramy BI4-06.HIS a BI4-

07.HIS. Histogram četnost́ı náhodné veličiny Z pro N = 50 000 simulaćı je znázorněn

na Obrázku 4, empirickou distribučńı funkce lze nalézt v levé části Tab. 3. Z ta-

bulky je vidět, že pravděpodobnost jevu Z = 0 byla odhadnuta relativńı četnost́ı

10 / 50 000 = 0.0002.

Stejný př́ıklad byl také vyřešen metodou Stratified Sampling. Rozděleńı domény

histogramů bylo pro jednoduchost voleno pro obě náhodné veličiny shodně: Oba

histogramy byly rozděleny na následuj́ıćıch 6 podmnožin:

< 1, 100 >, < 101, 256 >, < 257, 1 792 >,

< 1 793, 5 248 >, < 5 249, 8 704 >, < 8 705, 10 000 > .

(Uved’me, že každý histogram obsahuje shodně celkem 10 000 frekvenćı.) Protože

úloha obsahuje dvě náhodné veličiny, problém byl řešen na 62 = 36 oblastech. Úloha

byla řešena opakovaně vždy pro jinou hodnotu parametru Ni (počet simulaćı v ob-

lasti). Výsledky lze nalézt v pravé části Tab. 3. Např́ıklad, pokud budeme v každé

oblasti provádět Ni= 5 simulaćı, celkový počet simulaćı bude 5×36 = 180. Z Tab. 3

je vidět, že již při tomto počtu simulaćı byla pravděpodobnost jevu Z = 0 odhad-

nuta se stejnou přesnost́ı, jako u př́ımé metody Monte-Carlo při N = 50 000 simulaćı.
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Obrázek 4: Histogram četnost́ı náhodné veličiny Z = X +Y při N = 50 000 Monte-

Carlo simulaćı.

Tento fakt ukazuje výhodnost použit́ı metody Stratified Sampling zvláště v př́ıpadě

vhodného rozděleńı domén histogramů v okoĺı málo pravděpodobných kritických

hodnot (”chvost” rozděleńı).

Na druhé straně lze metodu Stratified Sampling použ́ıt jen s velkými obt́ıžemi

pro řešeńı obecných úloh s velkým počtem náhodných parametr̊u (řádově deśıtky).

Neńı totiž zřejmé na kolik oblast́ı a podle jakého kĺıče rozdělovat domény histo-

gramů. Z těchto d̊uvod̊u byl daľśı výzkum využit́ı metody Stratified Sampling pro

pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti konstrukćı zastaven. Ukázalo se totiž, že

pro řešeńı obecných úloh, u kterých neńı k dispozici apriorńı informace o poruše, je

výhodné použ́ıt jinou metodu redukce rozptylu - metodu Importance Sampling.
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Z Př́ımá me-

toda Monte-

Carlo,

50 000 simu-

laćı celkem

Stratified

Sampling,

Ni=5 simu-

laćı v každé

oblasti,

180 simulaćı

celkem

Stratified

Sampling,

Ni = 10 simu-

laćı v každé

oblasti,

360 simulaćı

celkem

Stratified

Sampling,

Ni = 20 simu-

laćı v každé

oblasti,

720 simulaćı

celkem

0 0.0002 (tj.

10 / 50 000)

0.0002 0.0002 0.0002

1 0.0033 0.0041 0.0028 0.0038

2 0.0244 0.0272 0.0320 0.0237

3 0.1061 0.1106 0.1281 0.1042

4 0.2941 0.2446 0.2748 0.3014

5 0.5727 0.4975 0.6229 0.5642

6 0.8323 0.8578 0.8458 0.8324

7 0.9682 0.9832 0.9742 0.9563

8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Tabulka 3: Odhad distribučńı funkce náhodné veličiny Z př́ımou metodou Monte

Carlo a metodou Stratified Sampling
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2.4 Metoda redukce rozptylu založená na Importance Sam-

pling

Porucha stavebńı konstrukce může nastat, pokud jsou hodnoty vstupńıch parametr̊u

funkce SF extrémńı [31]. Náhodná veličina X nabývá těchto extrémńıch hodnot

obvykle s velmi malou pravděpodobnost́ı [3], nebot’ simulujeme chováńı velmi spo-

lehlivých systémů.

Metoda Importance sampling použ́ıvá k simulaci jinou funkci hustoty pravděpo-

dobnosti (importance sampling density function), funkci f ∗. Ćılem tohoto př́ıstupu

je zvětšit počet simulaćı detekuj́ıćıch poruchu při zachováńı malého počtu simulaćı.

Pravděpodobnost poruchy odhadneme pomoćı N náhodných výběr̊u X∗

1 ; . . . ; X∗

N

z X*, což je náhodná veličina s rozděleńım f ∗, která nabývá stejný rozsah hodnot

jako p̊uvodńı náhodná veličina X. Vyč́ısleńım funkce SF źıskáme hodnoty

Y ∗

i = SF (X∗

i ), i = 1, . . . , N. (6)

Pravděpodobnost poruchy pak odhadneme výrazem [3]

pf ≈ 1

N

N∑

i=1

g(Y ∗

i )mi(X
∗

i ), (7)

kde

mi(X
∗

i ) =
f(X∗

i )

f ∗(X∗

i )
(8)

je poměr mezi p̊uvodńım rozděleńım f a novým rozděleńım f ∗. Stoj́ı za pozna-

menáńı, že př́ımá metoda Monte Carlo je speciálńım př́ıpadem metody Importance

sampling, pokud f ∗ = f .

Určeńı optimálńıho tvaru rozděleńı f ∗ vyžaduje apriorńı informace o strukturál-

ńım chováńı systému. Pokud tyto apriorńı informace nejsou k dispozici, za funkci

f ∗ můžeme volit např. hustotu pravděpodobnosti rovnoměrného rozděleńı [3], která

zajist́ı rovnoměrné prohledáváńı domény náhodné veličiny. Daľśı možnost je použ́ıt

Taguchi Design [3]. Integrace metody konečných prvk̊u a Taguchi Designu je disku-

tována v [35], [36].

Výhodou metody Importance sampling je fakt, že výpočet odezvy funkce spo-

lehlivosti SF je prováděn nezávisle na parametrech rozděleńı náhodné veličiny X.
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Z tohoto d̊uvodu může být snadno vypoč́ıtána pravděpodobnost poruchy pro r̊uzná

rozděleńı f . Pokud např. výsledky simulaćı ukážou, že pravděpodobnost poruchy je

pro dané rozděleńı f př́ılǐs vysoká, můžeme změnit tvar rozděleńı funkce f (použ́ıt

jiný histogram), přepoč́ıtat př́ıslušné váhové koeficienty mi(X
∗

i ) a vypoč́ıtat prav-

děpodobnost poruchy pro toto nové rozděleńı bez nutnosti daľśıch simulaćı.

Přepoč́ıtáńı váhových koeficient̊u mi(X
∗

i ) je v porovnáńı s cenou simulace velmi

levná operace.
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2.5 Přesnost výpočtu pravděpodobnostńıho posudku spo-

lehlivosti simulačńım př́ıstupem

Text této sekce vycháźı z [39].

2.5.1 Podstata a př́ınos pravděpodobnostńıho pojet́ı inženýrského po-

sudku spolehlivosti

Simulačńı techniky představuj́ı robustńı nástroj pro pravděpodobnostńı posudek

spolehlivosti obecných systémů. Simulačńım technikám je věnována celá řada pub-

likaćı, viz např. [29], [32], [21], [22], [30], [5].

Simulačńı techniky patř́ı mezi stochastické metody umožňuj́ıćı źıskat tzv. in-

tervalový odhad hledaného (neznámého) parametru. Výsledkem simulačńıho pro-

cesu bývá interval, na kterém se s danou pravděpodobnost́ı α nacháźı hodnota

hledaného parametru (např. pravděpodobnost poruchy konstrukce p) odhadnutého

s maximálně př́ıpustnou chybou ε > 0.

Důležitým rysem simulačńıch technik je skutečnost, že chyba odhadu v̊ubec

nezáviśı na počtu vstupńıch náhodných proměnných [29]. Z tohoto d̊uvodu jsou

simulačńı techniky velmi vhodné pro analýzu spolehlivosti úloh obsahuj́ıćıch velké

množstv́ı náhodně-proměnných vstupńıch parametr̊u. Zvýšeńı přesnosti odhadu lze

zajistit nárustem počtu simulaćı. Nicméně se ukazuje, že k dosažeńı vysoké přesnosti

odhadu je třeba velkého počtu simulaćı [29].

2.5.2 Daľśı rozvoj této problematiky a ćıle

V současnosti se proto věnuje pozornost technikám snižuj́ıćım rozptyl (chybu) si-

mulačńıch technik (např. Importance Sampling, Stratified Sampling [29]). Sńıžeńı

výpočetńı doby simulačńıho procesu lze také dosáhnout implementaćı simulačńıch

algoritmů na paralelńıch poč́ıtač́ıch. Tato implementace je vzhledem k nezávis-

losti simulaćı velmi efektivně paralelizovatelná. V posledńı době je velká pozornost

věnována spolehlivosti dynamických systémů (Dynamic Reliability). Modelováńı dy-

namických systémů umožňuje řešit úlohy, jejichž vnitřńı struktura se měńı s časem,

např. evoluce a/nebo stárnut́ı systému [5].
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2.5.3 Výpočet pravděpodobnosti poruchy simulačńım př́ıstupem

Efektivńı výpočet pravděpodobnosti poruchy hraje kĺıčovou roli v pravděpodobnost-

ńım posudku konstrukćı. Výpočet pravděpodobnosti poruchy simulačńımi techni-

kami je zvláštńım př́ıpadem určováńı středńı hodnoty náhodné veličiny [30]. Bude

ukázáno, jak předem stanovit horńı mez chyby (rozptylu) a také jak určit počet

nutných simulaćı. Podrobnosti viz [29], [32], [30].

Pravděpodobnost určité události (např. poruchy) p lze odhadnout pomoćı n

nezávislých simulaćı následovně: Definujme χF (i)=1 pro př́ıpad, že v i-té simulaci

nastala událost (porucha), v opačném př́ıpadě necht’ χF (i)=0.

Na výsledky simulaćı χF (i) se lze d́ıvat jako na realizace Bernoulliovy náhodné

veličiny χF s (neznámým) parametrem p [34]. Pro středńı hodnotu náhodné veličiny

χF plat́ı: E(χF (i)) = p, i ∈ N.

Označ́ıme-li χ =
n∑

i=1

χF (i), pak hodnota χ označuje četnost, tj. počet událost́ı

(poruch) v n pokusech (simulaćıch). Jak známo, χ je náhodná veličina, která má bi-

nomické rozděleńı charakterizuj́ıćı pravděpodobnost, že se v n pokusech (simulaćıch)

vyskytne sledovaná událost (porucha) právě k-krát. Plat́ı tedy

P (χ = k) =


 n

k


 pk(1 − p)n−k,

kde 0 ≤ p ≤ 1 je konstanta a k = 0, 1, . . ., n proměnná veličina. Lze odvodit, že pro

středńı hodnotu a rozptyl binomické náhodné veličiny χ plat́ı

E(χ)=np,D(χ)=np(1-p).

Využit́ım vlastnost́ı středńı hodnoty a rozptylu lze ukázat, že

E(
χ

n
) =

1

n
E(χ) = p, D(

χ

n
) =

1

n2
D(χ) =

p(1 − p)

n
.

2.5.4 Čebyševova nerovnost

Necht’ ξ je náhodná veličina s libovolným, obecně neznámým rozděleńım. Předpo-

kládejme, že existuje konečná středńı hodnota E(ξ) a konečný rozptyl D(ξ). Pak

P (|ξ − E(ξ)| < ε) ≥ 1 − D(ξ)

ε2
(9)

pro každé libovolně malé ε > 0, viz [34].
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2.5.5 Stanoveńı chyby odhadu a počtu nutných simulaćı Čebyševovou

nerovnost́ı

Polož́ıme-li v Čebyševově nerovnosti (9) ξ = χ

n
a jelikož E(ξ) = p, źıskáme tzv. Ber-

noulliho nerovnost [34] ve tvaru

P (|χ
n
− p| < ε) ≥ 1 − p(1 − p)

nε2
. (10)

Protože p(1 − p) ≤ 1/4, snadno dostaneme

P (|χ
n
− p| < ε) ≥ 1 − 1

4nε2
. (11)

Odtud plyne Bernoulliho závěr

lim
n→∞

P (|χ
n
− p| < ε) = 1,

který udává vztah mezi relativńı četnost́ı a pravděpodobnost́ı jevu [30], [34]. Pro

praktické výpočty je velmi užitečná Bernoulliho nerovnost ve tvaru (10) udávaj́ıćı

matematický vztah mezi počtem simulaćı n, maximálně př́ıpustnou chybou ε > 0 a

spolehlivost́ı odhadu 0 < α < 1. Označ́ıme-li totiž

α = α(n, ε) = 1 − p(1 − p)

nε2
, (12)

dostaneme pro zjǐst’ovanou pravděpodobnost poruchy p pomoćı relativńı četnosti k
n

intervalový odhad p ∈
(

k
n
− ε; k

n
+ ε
)

na ,,hladině spolehlivosti“ α, tedy

P

[
p ∈

(
k

n
− ε;

k

n
+ ε

)]
≥ α (13)

Pro reálné výpočty se voĺı např. α = 0.95.

Ze vztahu (12) lze dále vyjádřit počet simulaćı n nutných pro odhad pravdě-

podobnosti poruchy pro danou př́ıpustnou chybu ε a danou spolehlivost odhadu

α:

n ≤ p(1−p)
ε2(1−α)

, resp. n ≤ 1
4ε2(1−α)

.

2.5.6 Centrálńı limitńı teorém

Necht’ ξ je náhodná veličina, která má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou E(ξ)

a s nenulovým konečným rozptylem D(ξ). Pak

χ =
ξ − E(ξ)√

D(ξ)
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má normované normálńı rozděleńı, tedy E(ξ)=0 a D(ξ)=1.

Necht’ χ opět označuje četnost, tj. počet událost́ı (poruch) v n pokusech (si-

mulaćıch). Z úvodu této sekce v́ıme, že χ je náhodná veličina, která má binomické

rozděleńı charakterizuj́ıćı pravděpodobnost, že se v n pokusech (simulaćıch) vy-

skytne sledovaná událost (porucha) právě k-krát [34]. Připomeňme, že pro středńı

hodnotu a rozptyl binomické náhodné veličiny χ plat́ı E(χ)=np, D(χ)=np(1-p).

Označme η = χ−E(χ)√
D(χ)

= χ−np√
np(1−p)

.

Pro náhodnou veličinu η Moivre a Laplace dokázali tuto speciálńı formu centrálńı-

ho limitńıho teorému [34]:

lim
n→∞

P

(
χ − np√
np(1 − p)

< x

)
= φ(x). (14)

Zde symbol φ(x) označuje distribučńı funkci normovaného normálńıho rozděleńı,

tedy

φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−
1

2
u2

du.

Hodnoty tohoto integrálu jsou tabelovány.

Ze vztahu (14) plyne

lim
n→∞

P

(
a <

χ − np√
np(1 − p)

≤ b

)
= φ(b) − φ(a),

kde a, b jsou konstanty [32]. Položme b = tα, a = −tα, kde tα > 0. Pak

lim
n→∞

P

(
− tα <

χ − np√
np(1 − p)

≤ tα

)
= φ(tα) − φ(−tα) =

= φ(tα) − [1 − φ(tα)] = 2φ(tα) − 1 = α (15)

Při úpravě výrazu jsme využili vlastnosti distribučńı funkce normovaného normálńıho

rozděleńı φ(−x) = 1 − φ(x), x ∈ R, plynoućı ze symetrie Gaussovy křivky.

Jednoduchou úpravou vztahu (15) dostáváme

lim
n→∞

P

(
− tα <

χ − np√
np(1 − p)

≤ tα

)
= lim

n→∞

P

(∣∣∣∣∣
χ − np√
np(1 − p)

∣∣∣∣∣ < tα

)
=

= lim
n→∞

P

(∣∣∣χ
n
− p
∣∣∣ < tα

√
p(1 − p)

n

)
. (16)
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Polož́ıme-li ε = tα

√
p(1−p)

n
, pak snadno vyjádř́ıme počet simulaćı n nutných pro

odhad pravděpodobnosti p při dané maximálńı př́ıpustné chybě ε a spolehlivosti

0 < α < 1:

n ≤ p(1−p)
ε2 t2α, resp. n ≤ 1

4ε2 t
2
α.

Pro reálné výpočty voĺıme např. α = 0.95. V tomto př́ıpadě tα = 1.960.

2.5.7 Závěr

Čebyševova nerovnost představuje obecný prostředek pro odhad přesnosti výpočtu

pravděpodobnosti poruchy simulačńımi technikami. Odhady založené na centrálńım

limitńım teorému dávaj́ı mnohem optimističtěǰśı výsledky [30], [34]. Chceme-li sńıžit

(při pevně dané spolehlivosti odhadu α) maximálně př́ıpustnou chybu (přesnost

odhadu) ε o jeden řád, je třeba v obou př́ıpadech provést stonásobně v́ıce simulaćı,

viz vzorce (6, 10), [30], [32]. Na druhé straně velkou výhodou simulačńıch technik

je jejich velká robustnost a skutečnost, že chyba odhadu simulačńıch technik v̊ubec

nezáviśı na počtu vstupńıch náhodných proměnných [29].
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3 Komparačńı studie analytických model̊u

3.1 Motivačńı př́ıklad: součet dvou náhodných veličin

Ćılem numerických experiment̊u v této sekci je verifikace implementace metody Im-

portance sampling do SBRA konceptu a porovnáńı s př́ımou metodou Monte Carlo.

Obě simulačńı techniky byly použity pro řešeńı modelového problému, jehož přesné

řešeńı lze určit analyticky: Jednalo se o součet dvou nezávislých náhodných veličin,

které jsou určeny normálńım rozděleńım o parametrech N(µ, σ):

Z = X + Y, (17)

kde X ∼ N(4, 3) a Y ∼ N(6, 4). Z vlastnost́ı normálńıho rozděleńı plyne, že náhodná

veličina Z bude mı́t také normálńı rozděleńı s parametry

Z ∼ N(4 + 6,
√

32 + 42) = N(10, 5). (18)

Náhodné veličiny X a Y byly modelovány histogramem normovaného normálńıho

rozděleńı NORMAL3.HIS, viz [22]. Rozsah hodnot tohoto histogramu je od -3.5

do 3.5. Modelováńı obdobného problému pouze př́ımou metodou Monte-Carlo lze

nalézt v [22], str. 70.

Empirická kumulativńı distribučńı funkce (c.d.f.) náhodné veličiny Z v závislosti

na použité simulačńı technice je vyobrazena na Obr. 5, 6 a 7. Jako funkce f ∗

byla pro metodu Importance Sampling ve všech experimentech použita hustota

pravděpodobnosti rovnoměrného rozděleńı. Z výsledk̊u plyne, že přesnost a nume-

rická stabilita př́ımé metody MC je v př́ıpadě malého počtu simulaćı (N = 1000)

nedostatečná, viz Obr. 5. Naproti tomu, metoda Importance Sampling je schopna

detekovat kritické události, které nastávaj́ı s malou pravděpodobnost́ı i v př́ıpadě,

pokud je počet simulaćı ńızký (N = 1000), viz Obr. 6.

Z numerických experiment̊u plyne, že metoda Importance sampling dává uspoko-

jivou informaci o tvaru empirické distribučńı funkce náhodné veličiny Z v př́ıpadech,

ve kterých počet simulačńıch krok̊u z̊ustává ńızký, řádově stovky: I při tomto rela-

tivně malém počtu simulaćı lze źıskat informace o tvaru empirické distribučńı funkce

Z v oblastech, na kterých Z nabývá hodnoty s velmi ńızkými pravděpodobnostmi

(oblasti kolem Z=-10, respektive Z=+20), viz Obr. 7. Efektivita simulaćı na těchto
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Obrázek 5: Numerická nestabilita př́ımé metody MC pro náhodný výběr N=1 000

simulaćı (nalevo) a empirická c.d.f. (napravo). Opakováńı výpočt̊u pro stejný počet

simulaćı vede ke zcela jiným výsledk̊um (dole). V obou př́ıpadech metoda MC ne-

detekuje události, které nastávaj́ı s ńızkou pravděpodobnost́ı.
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Obrázek 6: Metoda Importance Sampling: Náhodný výběr pro N=1 000 si-

mulaćı (nalevo) a empirická c.d.f (napravo). Události, které nastávaj́ı s malou

pravděpodobnost́ı, jsou detekovány. Useknutý charakter empirické c.d.f. je dán usek-

nutými vstupńımi histogramy metody SBRA. Opakováńı výpočt̊u pro stejný počet

simulaćı vedlo k obdobným výsledk̊um.

kritických ”chvostech” rozděleńı a z toho plynoućı efektivńı odhad velmi malých

pravděpodobnost́ı přitom hraje kĺıčovou roli v úlohách analýzy spolehlivosti.

30



Obrázek 7: Graf empirické distribučńı funkce náhodné veličiny Z pro N=200,

N=500, N=800, N=1 200, N= 5 000 a N=10 000 simulačńıch krok̊u (steps) metody

Importance sampling.
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3.2 Kombinace účink̊u zat́ıžeńı metodou SBRA užit́ım př́ımé

metody Monte Carlo a metody Importance Sampling

Ćılem této studie je porovnat dvě simulačńı metody, které jsou si z matematického

pohledu ekvivalentńı: př́ımou metodu Monte Carlo (MC) a metodu Monte Carlo

s redukćı rozptylu Importance Sampling (IS). Zde prezentované numerické experi-

menty ukazuj́ı sńıžeńı rozptylu při modelováńı ř́ıdkých událost́ı metodou Importance

Sampling. Ve všech př́ıpadech simulačńı proces proběhl bez využit́ı apriorńıch infor-

maćı o problému. Text této sekce vycháźı z [43]. Tématem se také částečně zabývá

př́ıspěvek [41].

3.2.1 Úvod

Ćılem této sekce je porovnat přesnost a rychlost konvergence simulačńı metody

Monte Carlo a metody Importance Sampling. Porovnáńı je provedeno na př́ıkladu

4.1, publikace [22], str. 138-140. Ćılem je odhadnout pravděpodobnost nepřekroče-

ńı kritických hodnot kombinace účink̊u zat́ıžeńı S. Hodnoty S jsou zvoleny v ob-

lasti extrémńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı na ”chvostu” rozděleńı. Efektivńı mode-

lováńı těchto extrémně ř́ıdkých kombinaćı účink̊u zat́ıžeńı hraje d̊uležitou roli pro

výpočet pravděpodobnosti porušeńı Pf .

Pro źıskáńı představy o chybě (tj. rozptylu) odhad̊u pravděpodobnosti porušeńı

byly výpočty pro zvolený počet simulaćı vždy alespoň třikrát opakovány. Následně

je vypoč́ıtán aritmetický pr̊uměr s pravděpodobnost́ı nepřekročeńı (v MS-EXCELU

voláńı =PRŮMĚR) a př́ıslušná směrodatná odchylka (v MS-EXCELU voláńı =OD-

MOCNINA(VAR.VÝBĚR)).

Aritmetické pr̊uměry pravděpodobnost́ı jsou dále porovnány s výsledky simu-

lace př́ımou metodou Monte Carlo (MC) pro 10 000 000 simulaćı. Rozd́ıl mezi

výsledky, které odpov́ıdaj́ı zvolené metodě a zvolenému počtu simulaćı vzhledem

k referenčńımu výsledku, je označen symbolem ∆.

3.2.2 Modelový př́ıklad

Porovnáńı je provedeno na výpočtu kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kN] uprostřed

prostě podepřeného nosńıku (viz Obr. 8), zat́ıženého stálým, dlouhodobým a krát-
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Obrázek 8: Schéma nosńıku.

kodobým zat́ıžeńım. Veličiny vstupuj́ıćı do výpočtu jsou uvedeny v Tab. 4.

Symbol Jednotky Nominálńı hodnota Histogram

Stálé zat́ıžeńı g [kN] 16,2 Dead1

Dlouhodobé zat́ıžeńı Ll [kN] 52,5 Long1

Krátkodobé zat́ıžeńı Sl [kN] 26,25 Short1

Rozpět́ı nosńıku l [m] 6,0 -

Tabulka 4: Vstupńı veličiny

Kombinace účink̊u zat́ıžeńı S je vypočtena dle následuj́ıćıho vztahu:

S = g×Dlvar×L2/8 + (Ql×LLvar+Qs×SLvar)×L/3

Pro porovnáńı přesnosti a rychlosti obou metod jsou zvoleny následuj́ıćı hodnoty

kombinace účink̊u zat́ıžeńı: S1 = 222 kN, S2 = 216 kN a S3 = 201 kN, viz [22].

Pro źıskáńı představy o chybě (tj. rozptylu) odhadu pravděpodobnosti nepřekro-

čeńı kritické hodnoty jsou výpočty opakovany nejméně třikrát. Z těchto tř́ı č́ısel byl

vypoč́ıtán aritmetický pr̊uměr a směrodatná odchylka.

Simulace př́ımou metodou Monte Carlo

Numerická simulace je provedena programem Anthill for WindowsTMpro 10 000,

50 000, 100 000, 500 000, 1 000 000 a 10 000 000 simulaćı. Výsledky uvád́ı Obr. 9 a

Tab. 5 - Tab. 10.

Simulace metodou Importance Sampling

Kombinace účink̊u zat́ıžeńı je odhadována simulačńı metodou Monte Carlo s me-
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Obrázek 9: Graf empirické distribučńı funkce náhodné veličiny S určené metodou

Monte Carlo pro 10 000 000 simulaćı (AntHill).

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 1,000E+0 000,000E+0 13,693E-6

S2=216 999,958E-3 73,381E-6 67,527E-6

S3=201 998,867E-3 115,470E-6 -129,877E-6

Tabulka 5: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=10 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,993E-3 11,547E-6 7,027E-6

S2=216 999,867E-3 30,550E-6 -23,440E-6

S3=201 998,947E-3 230,518E-6 -49,317E-6

Tabulka 6: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=50 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,987E-3 11,547E-6 0,360E-6

S2=216 999,864E-3 96,496E-6 -25,873E-6

S3=201 999,041E-3 44,671E-6 44,803E-6

Tabulka 7: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=100 000
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S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,985E-3 2,217E-6 -1,783E-6

S2=216 999,901E-3 21,731E-6 10,733E-6

S3=201 999,014E-3 74,099E-6 17,600E-6

Tabulka 8: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=500 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,991E-3 3,240E-6 5,037E-6

S2=216 999,895E-3 12,121E-6 5,330E-6

S3=201 998,979E-3 16,947E-6 -17,567E-6

Tabulka 9: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=1 000 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,986E-3 597,720E-9 000,000E+0

S2=216 999,890E-3 2,225E-6 000,000E+0

S3=201 998,997E-3 11,230E-6 000,000E+0

Tabulka 10: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Monte Carlo), N=10 000 000
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todou redukce rozptylu založenou na Importance Sampling (IS) [27]. Náhodné pro-

měnné jsou charakterizovány stejnými histogramy použitými i v př́ımé metodě MC.

Náhodný výběr je však proveden podle jiné, předem zvolené funkce (ISDF - Im-

portance Sampling Density Function). Na této funkci záviśı rychlost konvergence

simulačńıho procesu. Optimálńı volba funkce vyžaduje apriorńı informaci o struk-

turálńım chováńı problému. Protože tato informace neńı k dispozici, je pro náhodný

výběr použito rovnoměrné rozděleńı [27]. Úloha je poč́ıtána v Matlabu pro N =1 000,

N = 5 000, N = 10 000 a N = 50 000 simulaćı.

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,951E-3 67,921E-6 -35,620E-6

S2=216 999,794E-3 159,234E-6 -96,360E-6

S3=201 998,113E-3 1,526E-3 -884,032E-6

Tabulka 11: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Importance Sampling), N=1 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,981E-3 13,536E-6 -5,290E-6

S2=216 999,837E-3 62,605E-6 -53,114E-6

S3=201 998,491E-3 459,835E-6 -505,755E-6

Tabulka 12: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Importance Sampling), N=5 000

S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,983E-3 9,658E-6 -3,380E-6

S2=216 999,844E-3 33,913E-6 -45,778E-6

S3=201 998,616E-3 145,618E-6 -380,992E-6

Tabulka 13: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Importance Sampling), N=10 000
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S pr̊uměr směr.odch. ∆

S1=222 999,986E-3 3,774E-6 -0,231E-6

S2=216 999,870E-3 18,984E-6 -20,083E-6

S3=201 998,820E-3 123,567E-6 -176,426E-6

Tabulka 14: Pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S [kNm] (me-

toda Importance Sampling), N=50 000

3.2.3 Výsledky numerických experiment̊u

Výsledky numerických experiment̊u pro př́ımou metodu Monte Carlo jsou uvedeny

v Tab. 5 až Tab. 10. Výsledky numerických experiment̊u pro metodu Importance

Sampling jsou uvedeny v Tab. 11 až Tab. 14.

Pokud odhadujeme pravděpodobnost nepřekročeńı kritické hodnoty S1 = 222 kN

(zd̊urazněme, že pravděpodobnost překročeńı této hodnoty je velmi ńızká, řádově

1.10−5) pro N = 10 000 simulaćı, př́ımá metoda MC neprodukuje pro tento počet

simulaćı žádnou statistickou informaci o překročeńı S1 ani při trojnásobném opa-

kováńı simulačńıch výpočt̊u. Z tabulky 11 lze naproti tomu vyč́ıst, že metoda IS

je schopna poskytnout statistickou informaci o této kritické události, která nastává

s velmi ńızkou pravděpodobnost́ı, již v př́ıpadě pouhých N = 1 000 simulaćı.

Odhady př́ımou metodou MC vykazuj́ı jisté koĺısáńı: Se zvyšováńım počtu si-

mulaćı se zvýšil i rozptyl v odhadu zkoumaných pravděpodobnost́ı. Rozd́ıl ∆ je

0.36.10−6 pro N = 100 000, zat́ımco pro N =1 000 000 je ∆ = 5.10−6.

Výsledné pravděpodobnosti nepřekročeńı kombinace účink̊u zat́ıžeńı S2 = 216

kN (pravděpodobnost překročeńı je řádově 1.10−4) jsou si pro obě metody a 50 000

simulačńıch krok̊u podobné. Rozd́ıl v̊uči referenčńı hodnotě ∆ je cca 20.10−6.

Pro nižš́ı pravděpodobnosti překročeńı (řádově 1.10−3), kterým odpov́ıdá S3 =

201 kN, poskytuje přesněǰśı výsledky odhad př́ımou metodou MC. Hodnota ∆ je pro

N =10 000 simulaćı rovna –129,9.10−6, zat́ımco metodou IS nebylo takové přesnosti

dosaženo ani 50 000 simulacemi (∆ = -176.10−6).
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3.2.4 Závěr

Numerické experimenty potvrdily efektivitu metody redukce rozptylu Importance

Sampling pro odhad velmi ńızkých pravděpodobnost́ı překročeńı (řádově 1.10−5) i

v př́ıpadě velmi malého počtu simulaćı (řádově tiśıce). Z uvedených výsledk̊u plyne,

že př́ımá metoda MC neposkytuje pro odhad těchto velmi ńızkých pravděpodobnost́ı

překročeńı obdobnou přesnost, a to ani při vysokém počtu simulaćı (N = 1 000 000),

jako metoda Importance Sampling při N = 10 000.

Naopak, pro odhad událost́ı, které nastávaj́ı s větš́ı pravděpodobnost́ı překročeńı

(řádově 1.10−3), se jev́ı výhodněǰśı použ́ıt př́ımou metodu MC.

Charakter konvergence metody IS je dán volbou funkce ISDF, která určuje vlast-

nosti náhodného výběru. Zde prezentované numerické experimenty potvrdily, že

funkce ISDF zvolená ve tvaru rovnoměrného rozděleńı urychluje konvergenci si-

mulačńıho procesu zvláště při odhadu velmi ńızkých pravděpodobnost́ı překročeńı.

Přitom kvalita odhadu ńızkých pravděpodobnost́ı překročeńı hraje d̊uležitou roli

v efektivitě pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti.
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3.3 Posudek spolehlivosti kloubové prutové konstrukce me-

todou SBRA v prostřed́ı AFEM

3.3.1 Úvod

Plně pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti konstrukce vždy obsahuje odhad prav-

děpodobnosti poruchy, která je pro reálné konstrukce bĺızká nule [21]. Efektivita

posudku konstrukce proto př́ımo záviśı na schopnosti použité simulačńı techniky

odhadovat pravděpodobnost (kritických) událost́ı, které obvykle nastávaj́ı s velmi

malou pravděpodobnost́ı [4]. Ćılem př́ıspěvku je porovnat přesnost metody Monte

Carlo a metody redukce rozptylu Importance Sampling v závislosti na počtu si-

mulaćı [27]. Efektivita těchto simulačńıch technik bude demonstrována posudkem

spolehlivosti př́ıhradového nosńıku, který je zatěžován třemi skupinami náhodně

proměnných sil.

Posudek spolehlivosti je proveden bez využit́ı apriorńıch informaćı o strukturál-

ńım chováńı nosńıku a předpokládá vzájemnou statistickou nezávislost náhodných

veličin. Použitý model nosńıku vycháźı z předpoklad̊u lineárńı statiky a teorie pruž-

nosti: deformace konstrukce jsou považovány za malé a materiál konstrukce je lineár-

ně pružný. Chováńı nosńıku je modelováno metodou konečných prvk̊u (programem

AFEM) a analyticky.

Ćılem této sekce je posudek spolehlivosti př́ıhradového nosńıku užit́ım simulačńı

techniky Importance Sampling, která je matematicky ekvivalentńı s př́ımou meto-

dou Monte Carlo. Předchoźı numerické experimenty však ukazuj́ı vyšš́ı rychlost kon-

vergence metody Importance Sampling v př́ıpadě odhad̊u událost́ı, které nastávaj́ı

s velmi ńızkou pravděpodobnost́ı (obvykle poruchy) [27]. Text této sekce vycháźı

z [42].

3.3.2 Zadáńı př́ıkladu

Uvažujme př́ıhradový nosńık (Obrázek 10). Jedná se o staticky určitou konstrukci,

tedy při poruše kteréhokoliv z prut̊u docháźı ke kolapsu celé konstrukce. Na nosńık

p̊usob́ı tři skupiny náhodně proměnných sil (Tabulka 1), které jsou statisticky nezá-

vislé.
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Obrázek 10: Osové śıly v MKP modelu nosńıku (AFEM) pro maximálńı kombinaci

zat́ıžeńı.

Model předpokládá platnost všech obvyklých předpoklad̊u lineárńı statiky a te-

orie pružnosti (deformace jsou považovány za malé, materiál konstrukce za lineárně

pružný). Jde o rovinnou prutovou kloubovou konstrukci, ve styčńıćıch prut̊u se tedy

nepřenáš́ı moment. Jednotlivé pruty při zat́ıžeńı pouze ve styčńıćıch (tak jako je

tomu ve studovaném př́ıkladě) přenášej́ı pouze osovou śılu, která je po celé délce

jednotlivého prutu konstantńı.

Tento fakt umožňuje provést posouzeńı únosnosti konstrukce jen na základě hod-

not osových sil v jednotlivých prutech.

V této práci se bude analyzovat śıla na prutu č. 22 (dále jen prut). Posudek

spolehlivosti tohoto nosńıku byl řešen př́ımou metodou Monte Carlo v [22], kde

autoři použili jiného č́ıslováńı uzl̊u a prut byl označen č́ıslem 57. Śılu S na tomto

prutu lze d́ıky výše uvedeným předpoklad̊um vyjádřit analyticky [21] vztahem

S = 4.5 × 50 × DLvar + 1.5 × 45 × Slvar + 2 × 30 × Llvar

Správnost analytického vyjádřeńı śıly na prutu byla nav́ıc ověřena MKP mode-
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lem v programovém baĺıku AFEM [1], [2]. MKP model měl 14 uzl̊u o dvou stupńıch

volnosti (svislé a vodorovné posunut́ı). Z posunut́ı se vypočetla śıla na jednotlivých

prutech.

Symbol Jednotky Nominálńı hodnota Histogram

Stálé zat́ıžeńı Dlvar [kN] 50 Dead2

Krátkodobé zat́ıžeńı Slvar [kN] 45 Short2

Dlouhodobé zat́ıžeńı Llvar [kN] 30 Long1

Rozpět́ı nosńıku [m] 18,0 -

Tabulka 15: Vstupńı veličiny

3.3.3 Numerické experimenty

Ćılem numerických experiment̊u bylo odhadnout pravděpodobnost nepřekročeńı kri-

tické hodnoty śıly S na prutu. Za kritickou byla považována hodnota śıly 252.1, 290

a 300 [kN], viz [22]. Úloha byla řešena př́ımou metodu Monte Carlo pro N= 50 000

a N= 100 000 simulaćı a metodou Importance Sampling pro N= 250, N= 500, N=

1 000, N= 2 000, N= 5 000 a N= 50 000 simulaćı. Všechny simulace byly prováděny

bez užit́ı apriorńı informace o problému. Náhodný výběr metody Importance Sam-

pling byl prováděn podle distribučńı funkce rovnoměrného rozděleńı, která zajǐst’uje

rovnoměrné prohledáváńı celé domény náhodných parametr̊u [27].

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.939625 0.619906 0.695830982 0.751787 167.043E-3

290 0.981162 0.945714 0.968831407 0.965236 17.995E-3

300 0.998092 0.986441 0.988408892 0.990981 6.237E-3

Tabulka 16: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=250)
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Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.923337 0.573767 0.829478149 0.775527 180.922E-3

290 0.990333 0.899191 0.98447187 0.957999 51.013E-3

300 0.992735 0.983819 0.994149203 0.990234 5.601E-3

Tabulka 17: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=500)

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.953108 0.824038 0.695805289 0.824317 128.651E-3

290 0.99381 0.97335 0.979306044 0.982155 10.524E-3

300 0.998497 0.991008 0.987908434 0.992471 5.444E-3

Tabulka 18: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=1 000)

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.653307 0.847093 0.869224199 0.789875 118.788E-3

290 0.973385 0.982053 0.984207262 0.979882 5.728E-3

300 0.989096 0.991323 0.99497152 0.991797 2.966E-3

Tabulka 19: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=2 000)

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.952665 0.879865 0.881953047 0.904828 41.441E-3

290 0.994196 0.984049 0.984173654 0.987473 5.823E-3

300 0.99755 0.992938 0.993935339 0.994808 2.427E-3

Tabulka 20: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=5 000)
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Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.905597 0.885069 0.88065024 0.890439 13.312E-3

290 0.989118 0.989511 0.988406504 0.989012 559.938E-6

300 0.995567 0.995379 0.995110602 0.995352 229.376E-6

Tabulka 21: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (metoda Importance Sam-

pling, N=50 000)

Simulačńı výpočty byly pro stejný počet simulaćı vždy třikrát opakovány. Vý-

sledné tři hodnoty určuj́ıćı odhad pravděpodobnosti nepřekročeńı kritické hodnoty

pro daný počet simulaćı jsou pr̊uměrovány. Pro źıskáńı představy o chybě (rozptylu)

odhadu je dále vypočtena směrodatná odchylka.

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.8953 0.89702 0.89778 0.8967 1.271E-3

290 0.98876 0.98974 0.98856 0.98902 631.506E-6

300 0.99466 0.99582 0.99526 0.995247 580.115E-6

Tabulka 22: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (př́ımá metoda Monte

Carlo, N=50 000)

Śıla [kN] Pokus1 Pokus2 Pokus3 Pr̊uměr Směr.odch.

252.1 0.89626 0.89579 0.89844 0.89683 1.414E-3

290 0.98917 0.98846 0.98869 0.988773 362.261E-6

300 0.99542 0.99495 0.99521 0.995193 235.443E-6

Tabulka 23: Pravděpodobnosti nepřekročeńı śıly na prutu (př́ımá metoda Monte

Carlo, N=100 000)

3.3.4 Závěr

Z Tab. 16 plyne efektivita metody Importance Sampling pro odhad pravděpodobnosti

překročeńı hodnoty S= 300 N na prutu. Jedná se o událost, která nastává s ńızkou

43



pravděpodobnost́ı. Metodou Importance Sampling dostáváme pr̊uměrný odhad

0.990981 s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta již pro N= 250 simulaćı (verifikováno

př́ımou metodou MC pro N=100 000 simulaćı, kde pr̊uměrný odhad čińı 0.995193),

viz Tab. 23.
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3.4 Systém Switch-Earth pro efektivńı modelováńı zemětře-

seńı v prostřed́ı SBRA-Importance Sampling

3.4.1 Úvod

Náhodný charakter účink̊u zemětřeseńı je v metodě SBRA vyjádřen mj. histogra-

mem Earth.Dis. Modelováńı účink̊u zemětřeseńı t́ımto histogramem nemuśı být efek-

tivńı v př́ıpadě posudku spolehlivosti simulačńı technikou Importance Sampling.

Ćılem této studie je ukázat, že histogram Earth.dis lze vyjádřit pomoćı jiných his-

togramů, které jsou již efektivńı i v př́ıpadě použit́ı simulaćı Importance Sampling.

Výsledky jsou ověřeny na pravděpodobnostńım posudku spolehlivosti nevyztuženého

ocelového rámu s opřenými sloupy. Do výpočtového modelu vstupuje 26 náhodných

parametr̊u, včetně zemětřeseńı. Text této sekce vycháźı z [40].

Připomeňme si, že v metodě SBRA jsou náhodné proměnné matematického mo-

delu vyjádřeny neparametrickými histogramy [21]. Metoda Importance Sampling

provád́ı na rozd́ıl od př́ımé metody Monte Carlo (MC) náhodný výběr podle tzv. Im-

portance Sampling Density Function (ISDF) - označeńı f ∗, viz [3], [33]. Rychlost

konvergence metody IS samozřejmě záviśı na volbě f ∗. V dosavadńım výzkumu se

vycháźı z předpokladu, že neńı k dispozici žádná apriorńı informace o poruše, která

by šla použ́ıt pro sestaveńı vylepšené f ∗ s ćılem urychlit konvergenci metody IS.

Na metodu IS tedy lze pohĺıžet jako na ,,černou skř́ıňku“, která automaticky vrát́ı

návrhář̊um pravděpodobnost poruchy a př́ıpadně i daľśı informace o modelu (např.

intervalové odhady výstupńıch parametr̊u modelu a/nebo histogram funkce spo-

lehlivosti). Z tohoto d̊uvodu byla jako funkce ISDF zvolena funkce rovnoměrného

rozděleńı na stejné doméně, jakou má p̊uvodńı histogram. Výpočet metodu IS tedy

prob́ıhal ve všech př́ıpadech automaticky bez využit́ı apriorńıch informaćı o poruše.

3.4.2 Modelováńı zemětřeseńı pomoćı histogramu Earth.dis

V př́ıpadě modelováńı zemětřeseńı se využ́ıvá mj. histogramu Earth.dis. Vlast-

nost́ı tohoto histogramu je, že obsahuje velmi úzkou špičku (modus) v bodě 0, viz

Obr. 11. Tomuto faktu odpov́ıdá skutečnost, že účinek zemětřeseńı je s vysokou

pravděpodobnost́ı roven č́ıslu nula. Jinými slovy, v modelu Earth.dis předpokládáme,

45



že zemětřeseńı je jev, který se vyskytuje velmi zř́ıdka.

Obrázek 11: Histogram Earth.dis.

Histogram Earth.Dis lze (přibližně) vyjádřit takto:

• Earth = 0 s pravděpodobnost́ı 96%,

• Earth = −u s pravděpodobnost́ı 2%,

• Earth = +u s pravděpodobnost́ı 2%,

kde symbol u označuje uniformńı (tj. rovnoměrné) rozděleńı na <0,1>.

Slovy, pravděpodobnost, že neńı zemětřeseńı, je rovna 96 %. V př́ıpadě vzniku

zemětřeseńı model Earth.dis předpokládá p̊usobeńı jak kladných, tak i záporných

účink̊u zemětřeseńı. Tyto účinky zemětřeseńı jsou rozloženy v podstatě rovnoměrně

na <0,1>.

Pokud se náhodný výběr metody IS provád́ı podle rovnoměrného rozložeńı, může

se snadno stát, že se simulace netref́ı do velmi úzkého modusu (špičky) histogramu

Earth.Dis. Jinými slovy, v př́ıpadě použit́ı metody IS źıskáme na jedné straně (velmi

podrobné) informace o účinćıch zemětřeseńı na konstrukci, na straně druhé však

neźıskáme dostatek informaćı o chováńı konstrukce v př́ıpadech, kdy jsou účinky
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zemětřeseńı nulové (a těchto př́ıpad̊u je většina). Je zřejmé, že v př́ıpadě mode-

lováńı účink̊u zemětřeseńı histogramem Earth.Dis v prostřed́ı SBRA - Importance

Sampling mohou být výsledky zat́ıženy velkým rozptylem (chybou).

Ćılem této sekce je ukázat, jak v prostřed́ı SBRA - Importance Sampling mode-

lovat účinky zemětřeseńı efektivněji.

3.4.3 Modelováńı zemětřeseńı pomoćı přeṕınače Switch-Earth

Modelováńı pomoćı přeṕınače Switch-Earth spoč́ıvá v rozložeńı účink̊u zemětřeseńı

na tyto dva faktory:

1. Náhodná proměnná vystihuj́ıćı pravděpodobnost vzniku zemětřeseńı

(Switch Earth: 4 %) a jeho ,,směru“ (,,kladný směr“ s pravděpodobnost́ı 2 %

a ,,záporný směr“ s pravděpodobnost́ı 2 %).

2. Náhodná proměnná reprezentuj́ıćı rozložeńı účink̊u zemětřeseńı za podmı́nky,

že vypuklo zemětřeseńı. Účinky zemětřeseńı jsou modelovány standardńım his-

togramem rovnoměrného rozděleńı Uniform.dis.

Je zřejmé, že vhodným složeńım těchto dvou faktor̊u (histogramů) lze źıskat p̊uvodńı

rozděleńı histogramu Earth.dis.

Model zemětřeseńı pomoćı přeṕınače Switch Earth (symbol EQsw) předpokládá:

• EQsw = -1 s pravděpodobnost́ı 2%,

• EQsw = 0 s pravděpodobnost́ı 96%,

• EQsw = +1 s pravděpodobnost́ı 2%.

Zápis přeṕınače zemětřeseńı Switch-Earth lze metodou SBRA vyjádřit velmi jed-

noduše a přehledně (soubor sw earth.dis):

[Description]

Identification=Earthquake switch: -1 for 2 %, 0 for 96 %, 1 for 2 %

(derived from Earth.dis)

Type=Discrete

Form=Frequency
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[Parameters]

Min=-1.0

Max=1.0

[Bins]

2

96

2

Celkové účinky zemětřeseńı EQvarsw jsou modelovány pomoćı histogramů sw earth-

.dis a uniform.dis následovně:

EQvarsw = EQsw*EQrandfunc,

kde

• EQsw představuje sw earth.dis (Faktor 1),

• EQrandfunc představuje uniform.dis (Faktor 2).

Pozn. Změnit rozložeńı účink̊u zemětřeseńı znamená pouze změnit histogram EQran-

dfunc.

3.4.4 Pravděpodobnostńı posudek rámu

Autorem analytického výpočtového modelu rámu na Obr. 12 a Obr. 13, který je

v této práci použit, je Ing. Leo Václavek, CSc. z Fakulty strojńı VŠB-TU Os-

trava. T́ımto modelem je popsána napět’ová (napět́ı od axiálńı śıly a ohybového

momentu ve vetknut́ıch sloup̊u 1, 2) a deformačńı (přemı́stěńı δ1, δ2, δ3, δ4 horńıch

konc̊u sloup̊u) odezva konstrukce na vněǰśı zat́ıžeńı. Za variabilńı, náhodně proměnné

vstupńı veličiny, které považujeme za vzájemně statisticky nezávislé, uvažujeme

svislé zatěžuj́ıćı śıly F1, F2, F3, F4, účinek větru W , geometrické imperfekce a1,

a2, a3, a4, pr̊uřezové charakteristiky vetknutých sloup̊u, moduly pružnosti v tahu a

mez kluzu materiál̊u vetknutých sloup̊u a teplotńı rozd́ıl ∆T vzhledem k montážńı

teplotě. Účinek zemětřeseńı EQ je taktéž považován za variabilńı veličinu. Veli-

kost účinku zemětřeseńı je odvozena od okamžité velikosti svislých sil. Každá svislá
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śıla je součtem tř́ı vzájemně nezávislých sil - stálého, dlouhodobého nahodilého a

krátkodobého nahodilého zat́ıžeńı. Model rámu je podrobněji popsán v [37], [22].

Jediný rozd́ıl oproti řešeńı použitému v [22] je, že v této implementaci byly náhodně

proměnné svislé śıly F1, F2, F3, F4 vyjádřeny pomoćı stejnojmenných histogramů

źıskaných z 50 000 simulaćı MC.

Obrázek 12: Tvar nezat́ıženého rámu

Obrázek 13: Tvar zat́ıženého rámu

Všem náhodně proměnným vstupńım veličinám jsou přǐrazeny neparametrické

histogramy, které lze nalézt např. v [21], [22]. Jako konstantńı vstupńı veličiny jsou

v modelu považovány délky sloup̊u l1, l2, l3, l4, a př́ıčńık̊u d1, d2, d3, a součinitel

teplotńı roztažnosti α. Celkový počet náhodných vstupńıch veličin modelu je 26.

Funkce spolehlivosti (Safety Function) SF je vyjádřena ve tvaru SF = R - S, kde

symbol R označuje odolnost konstrukce, která je vyjádřena histogramem meze kluzu

a symbol S představuje účinek zat́ıžeńı. Je-li SF<0, nastává porucha konstrukce.
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Porucha konstrukce je vztažena k překročeńı meze kluzu v krajńım vlákně vet-

knutého pr̊uřezu sloupu 1. Pro výpočet pravděpodobnosti poruchy P(SF<0) jsou

použity simulačńı techniky MC a IS.

3.4.5 Modelováńı pomoćı př́ımé metody Monte Carlo

Úloha pravděpodobnostńıho posudku rámu je podrobně formulována a řešena v ka-

pitole 24 knihy [22]. Připomeňme, že pravděpodobnost poruchy byla odhadnuta pro-

gramem M-Star pro 10 milión̊u simulaćı hodnotou P(SF<0) = 4.10−6. Podrobněǰśı

výsledky viz kapitola 24 knihy [22].

Ćılem této studie je porovnat výsledky pravděpodobnostńıho posudku rámu

v závislosti na zp̊usobu vyjádřeńı zemětřeseńı (histogram Earth.dis a vyjádřeńı

Switch-Earth). Pravděpodobnostńı posudek rámu byl nejdř́ıve analyzován př́ımou

metodou Monte Carlo v programu Anthill, viz Obr. 14 a Obr. 15. Výsledky jsou si

velmi podobné. Př́ınos systému Earth-Switch v podobě mnohem menš́ıho rozptylu

(chyby) bude zřejmý v př́ıpadě modelováńı pomoćı Importance Sampling.

Obrázek 14: Modelováńı zemětřeseńı histogramem Earth.dis (úloha Fr42101u px2)

Pravděpodobnost poruchy byla u úlohy Fr42101u px2 (Earth.dis) odhadnuta

P (SF < 0) = 1.333.10−6 pro N = 750 000 simulaćı. Pravděpodobnost poruchy

u úlohy Fr42101u px3 (Switch-Earth) byla pro N = 750 000 simulaćı odhadnuta
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Obrázek 15: Modelováńı zemětřeseńı přeṕınačem Switch-Earth (úloha

Fr42101u px3).

P (SF < 0) = 6.6666.10−6. Tyto výsledky se shoduj́ı s výsledky, které jsou v kapi-

tole 24 knihy [22].

3.4.6 Modelováńı pomoćı Importance Sampling

Obě úlohy byly také řešeny metodou IS pro N = 10000 simulaćı ve vlastńım si-

mulačńım programu v prostřed́ı Matlab, viz [38], [27]. Jako funkce ISDF byla opět

zvolena funkce rovnoměrného rozděleńı na stejné doméně, jakou má p̊uvodńı histo-

gram. Tato volba nevyžaduje žádné daľśı, apriorńı informace o poruše. S ćılem źıskat

informace o rozptylu bylo řešeńı každé úlohy čtyřikrát opakováno. Pro každou úlohu

byly t́ımto zp̊usobem źıskány čtyři hodnoty pravděpodobnosti vzniku poruchy. Tyto

pravděpodobnosti poruchy byly následně statisticky zpracovány programem Stat-

graphics 5.0. Takto byla vypočtena mj. pr̊uměrná pravděpodobnost poruchy (Ave-

rage), rozptyl (Variance), směrodatná odchylka (Standard deviation) a intervalové

odhady (Confidence intervals) středńı hodnoty pravděpodobnosti poruchy na hla-

dině významnosti 5 % a 1 %, viz Tab. 24.

V levé části Tab. 24 jsou uvedeny výsledky pro úlohu Fr42101u px2 (Earth.dis),

v pravé části tabulky jsou pak uvedeny výsledky pro úlohu Fr42101u px3 (Switch-
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Earth). Porovnáńım výsledk̊u v levé a v pravé části tabulky lze vyč́ıst, že použit́ı

p̊uvodńıho histogramu Earth.dis v metodě IS vede k nepřesnému, řádově odlǐsnému

odhadu pravděpodobnosti poruchy. Důvody vzniku této chyby v odhadu byly dis-

kutovány v úvodu této studie. Nav́ıc, použit́ı systému Switch-Earth přineslo sńıžeńı

hodnoty směrodatné odchylky z hodnoty 5.55.10−5 na hodnotu 2.85.10−6. V př́ıpadě

použit́ı systému Swith-Earth tedy došlo ke sńıžeńı hodnoty směrodatné odchylky

v́ıce než 19 krát. Intervalový odhad středńı hodnoty pravděpodobnosti poruchy

na hladině významnosti 5 % dále ukazuje, že skutečná hodnota pravděpodobnosti

poruchy je s 95% pravděpodobnost́ı menš́ı nebo rovna hodnotě 8.47.10−6. Přestože

byl tento odhad pravděpodobnosti poruchy źıskán pouhými 4 × 10 000 = 40 000

vyhodnoceńımi funkce spolehlivosti, informace je v souladu s verifikaćı př́ımou me-

todou Monte Carlo pro N=750 000, resp. s výsledkem posudku uvedeným v [22].

Summary Statistics for Fr42101u px2,

N=10 K

Count = 4

Average = 0.000049105

Variance = 3.08551E-9

Standard deviation = 0.0000555474

Minimum = 0.000012617

Maximum = 0.0001308

95.0% confidence interval for mean:

0.000049105 +/- 0.0000883884

[0; 0.000137493]

99.0% confidence interval for mean:

0.000049105 +/- 0.000162224

[0; 0.000211329]

Summary Statistics for Fr42101u px3,

N=10 K

Count = 4

Average = 0.00000393495

Variance = 8.11094E-12

Standard deviation = 0.00000284797

Minimum = 4.1711E-7

Maximum = 0.0000071655

95.0% confidence interval for mean:

0.00000393495 +/- 0.00000453176

[0; 0.00000846671]

99.0% confidence interval for mean:

0.00000393495 +/- 0.00000831737

[0; 0.0000122523]

Tabulka 24: Statistické zpracováńı výsledk̊u pro N=10 000 simulaćı metodou Impor-

tance Sampling užit́ım Statgraphics 5.0 (C) Statistical Graphics Corp. 1994-2000.
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3.4.7 Závěr

Byl proveden pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti nevyztuženého ocelového

rámu s opřenými sloupy. Do výpočtového modelu vstupuje 26 náhodných para-

metr̊u. Pokud použijeme pro vyjádřeńı zemětřeseńı systém Earth-Swith, postačuj́ı

pro odhady velmi ńızkých pravděpodobnost́ı poruchy rámu (řádově 10−6) desetitiśıce

simulaćı metody Importance Sampling. Tyto výsledky byly verifikovány př́ımou me-

todou Monte Carlo pro 750 000 simulaćı a pro 10 milion̊u simulaćı. Stoj́ı za pozna-

menáńı, že modelováńı zde uvedeného př́ıkladu př́ımou metodou MC pro N=10 000

simulaćı nebyla zachycena v̊ubec žádná událost typu ,,porucha“ ani v př́ıpadě, že

tyto simulace byly taktéž čtyřikrát opakovány.
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4 Pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti v pros-

třed́ı CALFEM

V následuj́ıćı sekci budou představeny dva základńı př́ıstupy, které rozš́ı̌ŕı klasic-

kou metodu sdružených gradient̊u (Conjugate Gradient method - CG) pro efek-

tivńı řešeńı úloh s v́ıce pravými stranami: metodu blokových sdružených gradi-

ent̊u (Block CG) a metodu postupných sdružených gradient̊u (Successive CG).

Dále bude uvedena kombinovaná metoda, která využ́ıvá výhod výše uvedených

dvou základńıch př́ıstup̊u: Block-Successive CG. V sekci bude diskutována nume-

rická stabilizace BCG užit́ım QR rozkladu. Efektivita algoritmů bude testována na

soustavách lineárńıch rovnic vzešlých z pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti

stavebńı konstrukce metodou konečných prvk̊u v prostřed́ı SBRA. Text této sekce

vycháźı z [10].

4.1 Úvod

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic hraje d̊uležitou roli v matematickém modelováńı

užit́ım numerických metod, jako je např. metoda konečných prvk̊u. Často použ́ıvané

jsou tzv. př́ımé řešiče, které jsou založeny na dobře známé Gaussově eliminaci. Př́ımé

řešiče jsou efektivńı pro malé úlohy, př́ıpadně pro úlohy se speciálńı strukturou [11].

Pro řešeńı velkých úloh bohužel přestávaj́ı být př́ımé řešiče efektivńı zvláště kv̊uli

pamět’ové a časové náročnosti eliminačńıho procesu. Na druhé straně iteračńı me-

tody, jako např. metody založené na sdružených gradientech (Conjugate Gradient

methods - CG), neobsahuj́ı náročný eliminačńı proces a algoritmy proto mohou být

přirozeně dobře paralelizovatelné a d́ıky tomu velmi efektivńı na výkonných para-

lelńıch superpoč́ıtač́ıch [7].

Tato sekce má následuj́ıćı strukturu: V sekci 4.2 bude představena soustava lineárńıch

rovnic s v́ıce pravými stranami. V sekci 4.3 bude uvedena dobře známá metoda

sdružených gradient̊u. V sekci 4.4 bude provedeno rozš́ı̌reńı metody sdružených

gradient̊u pro efektivńı řešeńı soustav s v́ıce pravými stranami pomoćı blokových

sdružených gradient̊u (Block CG) a postupných sdružených gradient̊u (Successive

CG) [26]. Nav́ıc bude představena metoda, která kombinuje výhody výše zmı́něných
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př́ıstup̊u: Successive Block CG method. Na závěr budou výše zmı́něné př́ıstupy

použity pro efektivńı řešeńı úlohy pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti be-

tonového rámu metodou konečných prvk̊u v prostřed́ı SBRA, viz sekce 4.5.

4.2 Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stra-

nami

Uvažujme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic s q pravými stranami:

KX = F (19)

Zde symbol K označuje symetrickou pozitivně definitńı matici řádu n a F =

[f 1, . . . , f q] je n × q matice pravých stran.

Pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stranami existuj́ı dva základńı

př́ıstupy: př́ımé a iteračńı metody. Př́ımé metody jsou populárńı v komerčńıch pro-

gramech d́ıky jejich robustnosti. Algoritmy tohoto typu zahrnuj́ı rozklad matice K,

který je vypočten pouze jednou, nebot’ uvažované soustavy lineárńıch rovnic maj́ı

pro všechny pravé strany stejné koeficienty matice K. Př́ıslušná řešeńı soustavy (19)

lze pak snadno źıskat dopřednou (forward) a zpětnou (backward) substitućı soustavy

lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovou matićı:

maticový rozklad K = LU

{L a U označuj́ı dolńı a horńı trojúhelńıkovou matici}
for i = 1, . . . , q do

begin {pro každý vektor pravé strany}
řešeńı Ly = f i; {dopředná substituce}
řešeńı Uxi = y; {zpětná substituce}

end.

Maticový rozklad K = LU je bohužel pamět’ově i časově náročná operace, nebot’

trojúhelńıkové matice L a U maj́ı hustš́ı strukturu než je tomu u p̊uvodńı ř́ıdké

matice K. Z tohoto d̊uvodu je použit́ı př́ımých řešič̊u nepraktické zvláště u velkých

tř́ıdimenzionálńıch úloh, ve kterých je matice K velmi rozsáhlá. Maticový rozklad

rozsáhlé ř́ıdké matice neńı nav́ıc dobře paralelizovatelný a proto př́ıpadná paralelńı
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implementace neńı př́ımočará.

Naproti tomu iteračńı metody vytvář́ı posloupnost přibližných řešeńı {Xk}. Tyto

metody zahrnuj́ı matici K pouze v kontextu násobeńı matice vektorem. Vzhledem

k této skutečnosti stač́ı do paměti poč́ıtače ukládat pouze nenulové elementy matice

K a k př́ıstupu k element̊um matice K využ́ıt sofistikovaný systém pro ř́ıdké matice,

který šetř́ı pamět’ové nároky (např. [18]). Užit́ı iteračńıch metod je výhodné v su-

perpoč́ıtačovém prostřed́ı, viz např. [19] a [7]. V současné době je nejpopulárněǰśı

iteračńı metodou dobře známá metoda sdružených gradient̊u.

V této sekci bude představeno několik technik založených na metodě sdružených

gradient̊u pro efektivńı řešeńı (19). Bude uvažován př́ıpad, ve kterém jsou všechny

pravé strany známé najednou (což je i př́ıpad pravděpodobnostńıho posudku spo-

lehlivosti betonového rámu simulačńım př́ıstupem).

4.3 Metoda sdružených gradient̊u

Připomeňme si originálńı metodu sdružených gradient̊u pro řešeńı soustavy lineárńıch

rovnic [15]

Kx = f (20)

se symetrickou positivně definitńı matićı K a s vektorem pravé strany f ∈ R
n.

Využ́ıvá se velmi známý fakt, že vektor řešeńı x ∈ R
n je jediné minimum kvadratické

funkce

φ(x) =
1

2
xT Kx − xT f. (21)

Metoda sdružených gradient̊u zač́ıná s počátečńı aproximaćı x0 a s počátečńım

směrem p0 = −∇φ(x0). k-tý krok CG metody obsahuje

• výpočet nového směru pk

• aktualizace nové aproximace řešeńı xk.

Nová aproximace řešeńı xk je źıskána z xk−1 aproximace pomoćı směru pk s délkou

kroku αk iteračńım cyklem

xk = xk−1 + αkpk. (22)
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Délka kroku αk je určena formuĺı

∂φ(xk−1 + αkpk)

∂αk

= 0, (23)

nebo ekvivalentně

pT
k rk = pT

k (rk−1 − αkKpk) = 0 ⇔ αk = pT
k rk−1/p

T
k Kpk, (24)

kde rk = f − Kxk je tzv. residuum k-té aproximace řešeńı xk, viz [15]. Nový směr

pk je konstruován ve tvaru

pk = rk−1 + βkpk−1 (25)

tak, aby byl K-ortogonálńı s předchoźımi směry. Jinými slovy, pk splňuje relaci

pT
k Kpj = 0, pro j < k (26)

a parametr βk je určen

pT
k Kpk−1 = 0 ⇔ βk = −pT

k−1Krk−1/p
T
k−1Kpk−1. (27)

Pozorováńı

Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. pT
k Kpj = 0, pro k 6= j,

2. rT
k rj = 0, pro k 6= j,

3. pT
k rk = 0.

Pokud bychom uvažovali zcela přesnou aritmetiku, pak přesného řešeńı rovnice (20)

by bylo dosaženo při libovolně zvolené počátečńı aproximaci x0 nanejvýše v n-té

iteraci CG metody. Obvykle však postačuje nalézt pouze přibližné řešeńı. V tomto

př́ıpadě je iteračńı cyklus ukončen, pokud je norma residua dostatečně malá. Efek-

tivńı podmı́nka ukončeńı může být např́ıklad

‖rk‖/‖r0‖ < ε,

kde ε je malé reálné č́ıslo, typicky 1.10−4.
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Zjednodušme vyjádřeńı koeficient̊u αk a βk. S ćılem nalézt efektivněǰśı formuli

pro výpočet αk, využijeme (25) a třet́ı pozorováńı. Pak

αk = rT
k−1rk−1/p

T
k Kpk. (28)

Modifikujme nyńı výpočet koeficientu βk. Využit́ım (24) je zřejmé, že

rk−1 = rk−2 − αk−1Kpk−1. (29)

Pokud použijeme druhé pozorováńı a vynásob́ıme-li (29) vektory rk−1 a rk−2, dosta-

neme výrazy

rT
k−1rk−1 = −αk−1r

T
k−1Kpk−1 (30)

a

rT
k−2rk−2 = αk−1r

T
k−2Kpk−1. (31)

Aplikováńım (25) dostáváme

pk−1 = rk−2 + βk−1pk−2. (32)

Užit́ım (32) a prvńıho pozorováńı můžeme (31) přepsat jako

rT
k−2rk−2 = αk−1(pk−1 − βk−1pk−2)Kpk−1 = αk−1pk−1Kpk−1. (33)

Konečně dosazeńım (30) a (33) do formule pro βk dostáváme

βk = rT
k−1rk−1/r

T
k−2rk−2. (34)

4.3.1 Předpodmı́něná metoda sdružených gradient̊u

Metoda sdružených gradient̊u konverguje rychle, pokud je matice K bĺızká jednot-

kové matici Id (detaily lze nalézt např. v [14], str. 529-530). Idea předpodmı́něné

metody sdružených gradient̊u (Preconditioned Conjugate gradient method-PCG)

spoč́ıvá v aplikaci metody CG na transformovanou soustavu lineárńıch rovnic

K̂x̂ = f̂ , (35)

kde K̂ = M−
1

2 KM−
1

2 , x̂ = M
1

2 x, f̂ = M−
1

2 f , M je symetrická matice, K̂ ≈
Id a soustava lineárńıch rovnic (35) je snadno řešitelná. Pokud je použito nějaké
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předpodmı́něńı, hlavńı část CG algoritmu z̊ustává stejná. Výpočet koeficientu délky

kroku αk a směru pk se změńı na

αk = rT
k−1zk−1/p

T
k Kpk (36)

pk = zk−1 + βkpk−1 (37)

kde zk = M−1rk a βk = rT
k−1zk−1/r

T
k−2zk−2.

Zbytek algoritmu z̊ustává stejný. Na základě [17] a [13] lze metodu předpodmı́-

něných sdružených gradient̊u zapsat následovně:

Algoritmus PCG [Preconditioned Conjugate Gradient Method]

Initialize: k = 0; r0 = f − Kx0;

while ‖rk‖/‖r0‖ > ε and (k < kmax) do

begin

solve Mzk = rk;

k = k + 1;

if k = 1 then

p1 = z0;

else

βk = rT
k−1zk−1/r

T
k−2zk−2;

pk = zk−1 + βkpk−1;

endif.

uk = Kpk;

αk = rT
k−1zk−1/p

T
k uk;

xk = xk−1 + αkpk;

rk = rk−1 − αkuk;

end.

Tento algoritmus vyžaduje v jedné iteraci následuj́ıćı tři typy operaćı:

1. řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s předpodmiňovačem M : Mzk = rk,

2. násobeńı ř́ıdké matice K vektorem p: uk = Kpk
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3. skalárńı součiny vektor̊u.

Analyzováńım algoritmu PCG je zřejmé, že matice M je zahrnuta pouze v kon-

textu řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Mzk = rk. (38)

Stoj́ı proto za zd̊urazněńı, že soustava lineárńıch rovnic (38) muśı být lehce řešitelná.

Existuje celá řada možnost́ı jak zvolit matici předpodmiňovače M . V daľśıch expe-

rimentech bude použito metody přibližného Choleského rozkladu pro ř́ıdké matice

(Sparse incomplete Cholesky factorization), ve kterém je matice M sestavena jako

K ≈ MT M. (39)

Při poč́ıtačové implementaci byl pro předpodmı́něńı použit př́ıkaz Matlabu (tm)

M = cholinc(K,′ 0′), při kterém je provedena neúplná Choleského faktorizace syme-

trické pozitivně definitńı matice K s úrovńı zaplněńı 0 (0 level of fill-in). V tomto

př́ıpadě algortimus neprodukuje žádné zaplněńı a předpodmiňovač M má stejné

zaplněńı jako p̊uvodńı (ř́ıdká) matice K, viz dokumentace produktu Matlab (tm).

4.4 Metody sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav s v́ıce

pravými stranami

V této sekci jsou ukázány př́ıstupy, které rozšǐruj́ı klasickou metodu sdružených

gradient̊u pro efektivńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stranami.

4.4.1 Metoda blokových sdružených gradient̊u (Block CG)

Metoda blokových sdružených gradient̊u (Block CG, zkráceně BCG) generalizuje

metodu sdružených gradient̊u: Podobně jako tomu bylo v př́ıpadě CG metody, necht’

Φ(X) = [φ1(x1), . . . , φq(xq)], (40)

kde

φi(xi) =
1

2
xT

i Kxi − xT
i fi. (41)
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Je snadné ukázat, že minimum kvadratické funkce Φ(X) je zároveň řešeńım sou-

stavy (19). Necht’ Xk = [x1
k, . . . , x

q
k] označuje k-tou aproximaci řešeńı soustavy (19).

Pak př́ıslušné residuum Rk = [r1
k, . . . , r

q
k] je definováno vztahem

Rk = F − KXk = [f 1 − Kx1
k, . . . , f

q − Kxq
k] (42)

a nová aproximace řešeńı Xk je źıskána vztahem

Xk = Xk−1 + Pkαk, (43)

kde Pk = [p1
k, . . . , p

q
k] je n × q matice směr̊u a α je q × q matice délky kroku, která

je určena

min
αk⊂Rq×Rq

Φ(Xk) = 0, (44)

tedy
∂Φ(Xk−1 + Pkαk)

∂αk

= 0. (45)

Vyjádřeńım posledńıho výrazu dostáváme

P T
k Rk = P T

k (Rk−1 − KPkαk) = 0 ⇔ αk = (P T
k KPk)

−1P T
k Rk−1. (46)

Matice směr̊u Pk je sestavena jako

Pk = Rk−1 + Pk−1βk, (47)

kde q × q matice βk je determinována tak, aby matice směr̊u Pk byla K-ortogonálńı

k matici směr̊u Pk−1, tedy

P T
k KPk−1 = 0 ⇔ βk = −(P T

k−1KPk−1)
−1P T

k−1KRk−1. (48)

Pozorováńı

Podobně jako tomu bylo u metody sdružených gradient̊u, plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. P T
k KPj = 0, for k 6= j,

2. RT
k Rj = 0, for k 6= j a

3. P T
k Rk = 0.
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Pokud je aplikována matice předpodmiňovače M , pak je výpočet αk a βk prováděn

formulemi

αk = (P T
k KPk)

−1RT
k−1Zk−1 (49)

βk = (RT
k−2Zk−2)

−1RT
k−1Zk−1. (50)

Na základě [17] a [13] lze metodu předpodmı́něných blokových sdružených gradient̊u

shrnout následovně:

Algoritmus BCG [Preconditioned Block Conjugate Gradients Method]

Initialize: k = 0; R0 = F − KX0;

while (max(‖ri
k‖/‖ri

0‖) > ε, i = 1, . . . , q) and (k < kmax) do

begin

solve MZk = Rk;

k = k + 1;

if k = 1 then

P1 = Z0;

else

βk = (RT
k−2Zk−2)

−1RT
k−1Zk−1;

Pk = Zk−1 + Pk−1βk;

endif.

Uk = KPk;

αk = (P T
k Uk)

−1RT
k−1Zk−1;

Xk = Xk−1 + Pkαk;

Rk = Rk−1 − Ukαk;

end.

Algoritmus BCG obsahuje výpočet inverźı matic P T
k KPk a RT

k M−1Rk. Obecně,

matice směr̊u Pk a matice residúı Rk nemuśı mı́t plnou sloupcovou hodnost, např.

pokud jsou vektory pravých stran lineárně závislé. K zabezpečeńı numerické stabi-

lity BCG algoritmu je tedy nezbytně nutné vyjmout lineárně závislé pravé strany.

Bohužel, normy residúı těchto lineárně závislých pravých stran nemuśı být do-

statečně malé. Po představeńı metody postupných sdružených gradient̊u přicháźı
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řada na př́ıstup, který chytře řeš́ı problém numerické stability BCG algoritmu a

zároveň nalezne efektivně řešeńı lineárně závislých pravých stran.

4.4.2 Metoda postupných sdružených gradient̊u (Successive CG)

Metoda sdružených gradient̊u v k-tém kroku vytvoř́ı nový vektor směru pk a následně

se vypočte nová aproximace řešeńı xk. Nicméně konstrukce nového vektoru směru

zahrnuje dvě náročné operace:

• řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s předpodmiňovačem M : Mzk = rk,

• násobeńı ř́ıdké matice K vektorem p: uk = Kpk

Metoda postupných sdružených gradient̊u (Successive CG - SCG) provád́ı výpočet

nového vektoru směru pm
k pouze pro jednu vybranou soustavu, která se označuje jako

”master”. Řešeńı této soustavy, xm
k , je źıskáno užit́ım metody sdružených gradient̊u.

Počátečńı aproximace řešeńı zbylých nevyřešených soustav xs
k (ř́ıká se jim ”slaves”)

jsou źıskány využit́ım vektoru směru pm
k . (Přitom tento vektor již byl vypoč́ıtán

”master” soustavou). Necht’ symbol αs
k označuje koeficient délky kroku ”slave” sou-

stav. Koeficient je určen tak, aby

(rs
k)

T pm
k = 0 ⇔ (rs

k−1 − αs
kKpm

k )T pm
k = 0, (51)

což dává

αs
k = (rs

k−1)
T pm

k /(pm
k )T Kpm

k . (52)

Na základě [17] lze předpodmı́něnou metodu postupných sdružených gradient̊u shr-

nout do následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus SCG [Preconditioned Successive CG Method]

Initialize: k = 0; ri
0 = f i − Kxi

0, i = 1, . . . , q;

for m = 1 until q do

begin {pro každý vektor pravé strany}
new master = TRUE;

while (‖rm
k ‖/‖rm

0 ‖) > ε and (k < kmax) do

begin
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solve Mzk = rm
k ;

k = k + 1;

if new master then

new master = FALSE;

pk = zk−1;

else

βk = (rm
k−1)

T zk−1/(r
m
k−2)

T zk−2;

pk = zk−1 + βkpk−1;

endif.

uk = Kpk;

σ = pT
k uk;

for j = m until q do

begin {”slave” iterace jsou označeny jako (m + 1, . . . , q)}
αk = (rj

k−1)
T zk−1/σ;

xj
k = xj

k−1 + αkpk;

rj
k = rj

k−1 − αkuk;

end.

end.

end.

SCG algoritmus je definován následuj́ıćımi kroky: Nejdř́ıve je prvńı soustava ozna-

čena jako ”master” a zbývaj́ıćı pravé strany jsou označeny jako ”slave”. ”Master”

soustava je řešena metodou sdružených gradient̊u, zat́ımco řešeńı zbývaj́ıćıch ”slave”

soustav je vypočteno užit́ım vektoru směru z ”master” soustavy. V ”slave” sou-

stavách je pouze poč́ıtán koeficient αs
k a dále je prováděna aktualizace př́ıslušných

řešeńı ”slave” soustav xs
k a residúı rs

k. Pokud je ”master” soustava s dostatečnou

přesnost́ı vyřešena, SCG algoritmus ji vyjme z úlohy a pak SCG vyjme jednu ”slave”

soustavu a označ́ı ji jako ”master”. Tato strategie je opakována dokud nejsou všechny

soustavy s dostatečnou přesnost́ı vyřešeny. Analýza konvergence ”slave” soustav je

studována v [17]. Předevš́ım je zřejmé, že rychlost konvergence ”slave” soustavy

je stejná jako rychlost konvergence ”master” soustavy, pokud jsou vektory residúı
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”slave” soustavy a ”master” soustavy lineárně závislé. Stoj́ı za připomenut́ı, že BCG

algoritmus by v této situaci selhal.

4.4.3 Kombinovaná metoda (Successive Block CG)

Stabilńı verze blokových sdružených gradient̊u muśı monitorovat sloupcovou hodnost

matic Pk nebo Rk. Zejména, pokud některá z těchto matic nemá plnou sloupcovou

hodnost, BCG vyjme tyto lineárně závislé pravé strany z úlohy i v př́ıpadě, že re-

sidua př́ıslušná těmto lineárně závislým pravým stranám nejsou dostatečně malá.

Na druhé straně kombinovaná metoda (Successive Block CG) vyjme tyto lineárně

závislé pravé strany pouze z procesu výpočtu směr̊u. Př́ıslušná řešeńı X s
k jsou źıskány

př́ıstupem SCG. Na základě [17] můžeme Successive Block CG algoritmus shrnout

do následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus SBCG [Preconditioned Successive Block CG Method]

Inicializace: k = 0; R0 = F − KX0;

Vyber množiny index̊u m a s tak, aby m ∪ s = {1, . . . , q} a současně m ∩ s = {};
while (max(‖rm

k ‖/‖rm
0 ‖) > ε, i = 1, . . . , q) and (k < kmax) do

begin

k = k + 1;

solve MZk = Rm
k ;

kontrola hodnosti (Rm
k−1)

T Zk−1; přesun závislých pravých stran do ”slave”;

if k = 1 then

P1 = Z0;

else

βk = ((Rm
k−2)

T Zk−2)
−1(Rm

k−1)
T Zk−1;

Pk = Zk−1 + Pk−1βk;

endif.

Uk = KPk;

[αm
k , αs

k] = (P T
k Uk)

−1[(Rm
k−1)

T Zk−1, (R
s
k−1)

T Zk−1];

[Xm
k , Xs

k] = [Xm
k−1, X

s
k−1] + Pk[α

m
k , αs

k];

[Rm
k , Rs

k] = [Rm
k−1, R

s
k−1] − Uk[α

m
k , αs

k];
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end.

Algoritmus SBCG pracuje následovně: Nejdř́ıve SBCG rozděĺı indexy pravých stran

do dvou disjunktńıch množin. Množina m obsahuje indexy ”master” soustav a

množina s obsahuje indexy ”slave” soustav. Soustavy př́ıslušej́ıćı k množině m jsou

řešeny užit́ım blokových sdružených gradient̊u. Označ́ıme-li symbolem |m| počet in-

dex̊u v množině m, pak matice směr̊u Pk má velikost n×|m| matrix. S ćılem předej́ıt

numerické nestabilitě se v každé iteraci kontroluje korektnost výpočtu směr̊u.

Necht’ 0 ≤ coef ≤ 1 je daná konstanta. V implementovaném programovém kódu

byla sledována hodnost matice (Rm
k−1)

T Zk−1 užit́ım QR rozkladu. Detaily ozřejmı́

algoritmus Findep.

Algorithm Findep [Find and remove dependent indexes - nalezeńı a

vyjmut́ı závislých index̊u]

Orthogonal-triangular decomposition: [q, v] = qr((Rm
k−1)

T Zk−1);

for i = 1 until |m| do

begin {pro všechny indexy z množiny ”master”}
relcoefi = |vii|/max(|vii|);
if relcoefi < coef then

přesuň m(i)-tý index do množiny ”slave”;

endif.

end.

Nejnáročněǰśı operaćı algoritmu Findep je bezesporu výpočet QR rozkladu ma-

tice (Rm
k−1)

T Zk−1. Nicméně stoj́ı za zd̊urazněńı, že velikost rozkládané matice záviśı

pouze na počtu index̊u v množině m, což je, jak vyplyne z numerických experiment̊u,

velmi malé č́ıslo (|m| ≈ 5). V následuj́ıćı sekci bude provedena diskuse hodnot ko-

eficientu coef algoritmu Findep.
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4.4.4 Kombinovaný algoritmus SBCG jako generalizace př́ıstup̊u SCG

a BCG

V této sekci bude provedena diskuze hodnot koeficientu coef . Pokud bude coef menš́ı

než nula, pak podmı́nka algoritmu Findep relcoefi < coef nebude nikdy splněna. To

znamená, že množina ”slave” soustav s z̊ustane prázdná. Jinými slovy, dostáváme

p̊uvodńı (obecně nestabilńı) BCG algoritmus. Zvětšováńım hodnoty koeficientu coef

se stává splněńı podmı́nky algoritmu Findep snazš́ı a SBCG algoritmus bude mı́t

silněǰśı tendenci přesouvat indexy soustav z množiny ”master” do množiny ”slave”.

Pokud bude coef větš́ı nebo roven č́ıslu 1, pak bude množina m vždy obsahovat

přesně jeden index. Jinými slovy, SBCG přejde na SCG algoritmus.

Konvergence metody SBCG v závislosti na změně koeficientu lineárńı závislosti

coef je vidět na Obr. 16 a Obr. 17.

Na horizontálńı ose grafu je zobrazeno č́ıslo iterace, na vertikálńı ose grafu je

zobrazen počet soustav v ”master” bloku. Řešená soustava vzešla z pravděpodob-

nostńıho posudku rámu simulačńımi technikami, podrobnosti budou detailněji dis-

kutovány v následuj́ıćı sekci.

Z graf̊u je vidět, že zvětšováńı koeficientu coef vede ke snižováńı počtu soustav

v ”master” bloku. Zat́ımco při volbě coef = 1.10−8 a coef = 1.10−6 (Obr. 16) je

počet soustav v ”master” bloku roven pěti, při volbě coef = 0.1 je počet soustav

v ”master” bloku roven dvěma (Obr. 17) a při volbě coef = 1 je počet soustav

v ”master” bloku identicky roven jedné (dostáváme tedy SCG algoritmus).

4.5 Pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti konstrukce

Necht’ je odolnost konstrukce (resistance) vyjádřena proměnnou R a necht’ jsou

účinky zat́ıžeńı (load effects) vyjádřeny vyjádřeny proměnnou S. Necht’ je spolehli-

vost konstrukce vyjádřena funkćı spolehlivosti (safety function) Z předpisem

Z = R − S. (53)

Situace, při kterých je Z < 0, reprezentuj́ı poruchu konstrukce, zat́ımco situace, při

kterých je Z ≥ 0, jsou bezpečné, viz např. [20], [21] a [22]. Proměnné R a S maj́ı
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přirozeně náhodný charakter. Rovnice (53) může být přepsána do tvaru

Z = g(X1, X2, . . . , Xn). (54)

Zde symboly X1, X2, . . . , Xn označuj́ı náhodné proměnné, které popisuj́ı neurči-

tost v geometrických a materiálových charakteristikách, v zat́ıžeńı a př́ıpadně i vlivy

daľśıch faktor̊u. Symbol g bývá označován jako ”performance function” konstrukce.

Detaily lze nalézt např. v [20], [21] a [22].

Pravděpodobnost poruchy konstrukce může být vyjádřena vztahem

Pf = P (Z < 0) = P (g(X1, X2, . . . , Xn) < 0). (55)

Ćılem pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti je ověřeńı platnosti

Pf < Pd, (56)

kde symbol Pf označuje vypočtenou pravděpodobnost poruchy a symbol Pd označuje

tzv. ćılovou návrhovou pravděpodobnost (target design probability) danou např.

v normách, viz [21], [22] a [20].

Rovnice 55 může být vypočtena přibližně užit́ım přibližných numerických metod

typu FORM a/nebo SORM, viz např. [20] nebo vypočtena př́ımo simulačńım př́ıs-

tupem, viz např. [21], [22] a [20].

4.6 Model betonového rámu v prostřed́ı Matlab/Calfem

Tento př́ıklad byl odvozen z internetové stránky projektu Calfem, viz [28], odkaz

”CALFEM/Pre user interface tutorial”, kde je možno nalézt model rámu a jeho

řešeńı metodou konečných prvk̊u v prostřed́ı Matlab užit́ım nástavby Calfem. V této

sekci bude rozš́ı̌ren p̊uvodńı deterministický model rámu na př́ıpad, ve kterém je

uvažován náhodný charakter p̊usob́ıćıch sil. Dále bude proveden pravděpodobnostńı

posudek spolehlivosti konstrukce simulačńım př́ıstupem užit́ım př́ımé metody Monte

Carlo a metodou redukce rozptylu Importance Sampling.

Uvažujme betonový rám, na který p̊usob́ı rovnoměrně rozložené śıly F1, F2, . . .,

F6, viz obrázek 18. Model má následuj́ıćı deterministické parametry: Young̊uv modul
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E = 10.5 GPa, Poissonov̊uv poměr ν = 0.15 a tloušt’ka t = 0.20 m. V modelu je

předpokládáno, že śıly F1, F2, . . ., F6 maj́ı normálńı rozděleńı. Parametry rozděleńı

jsou shrnuty v Tab. 25.

Tabulka 25: Parametry normálńıho rozděleńı náhodných sil modelu.

Název proměnné Středńı hodnota Směrodatná odchylka

F1 15 kN 5 kN

F2 15 kN 5 kN

F3 15 kN 5 kN

F4 4 kN 4 kN

F5 4 kN 4 kN

F6 0 kN 4 kN

V uvažovaném modelu má funkce spolehlivosti (53) následuj́ıćı vyjádřeńı:

Symbol R označuje pevnost betonu v tahu (concrete tensile strength), které je

určeno nornálńım rozděleńım s parametry R = 1 ± 0.1 MPa. Symbol S označuje

maximálńı hodnotu hlavńıho tahového napět́ı elementu v konstrukci.

Hodnoty S byly vypoč́ıtány metodou konečných prvk̊u užit́ım modifikovaného

numerického modelu baĺıku Calfem, který byl źıskán z odkazu [28]. Výpočet pravdě-

podobnosti poruchy vzorcem (55) byl proveden metodou SBRA, viz např. [21], [22]

a [24].

4.6.1 Preprocessing

S ćılem detekovat události, které nastávaj́ı s velmi ńızkou pravděpodobnost́ı, byla pro

simulačńı výpočet použita metoda redukce rozptylu na bázi Importance Sampling.

Náhodný výběr metody Importance Sampling byl prováděn podle rovnoměrného

rozděleńı na stejné doméně, jakou maj́ı p̊uvodńı histogramy normálńıho rozděleńı

metody SBRA. Tento př́ıstup je výhodný pro úlohy, u kterých neńı k dispozici žádná

informace o poruše, viz [27] a [25].

Pro porovnáńı byl pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti proveden také př́ı-

mou metodou Monte Carlo.

Dı́ky tomu, že model předpokládá náhodný charakter v zat́ıžeńı, náhodné př́ıspěvky
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budou ovlivňovat pouze pravou stranu soustavy lineárńıch rovnic.

4.6.2 Processing

V numerickém experimentu bylo uvažováno 1 000 simulačńıch krok̊u. Z toho plyne,

že př́ıslušná soustava lineárńıch rovnic měla 1 000 pravých stran a celkový počet

neznámých byl 16 188 × 1 000 = 16 188 000, viz Tab. 26.

Pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic byl použit SBCG algoritmus, ve kterém byl

parametrem koeficient lineárńı závislosti coef . Všechny výpočty byly provedeny

na poč́ıtači NB Premio 5050N s procesorem Intel Pentium M 760 (1.8 GHz) s 1 GB

RAM. Výsledky jsou v Tab. 27.

Analyzováńım Tab. 27 můžeme vidět, že volba coef = 10−6 je v tomto př́ıpadě

nejlepš́ı. Např́ıklad pro vyřešeńı 1 000 soustav lineárńıch rovnic vyžaduje metoda

SCG 1 424.75 sekund, zat́ımco ”v́ıtězný” SBCG algoritmus s volbou coef = 10−6

vyžadoval pouze 546.578 sekund. Relativńı zrychleńı SBCG bylo 1 424.75/546.578 ≈
2.6. Na druhé straně celkový počet operaćı násobeńı matice vektorem byl menš́ı

v př́ıpadě algoritmu SCG. Zat́ımco algoritmus SBCG vyžadoval pro vyřešeńı 1 000

soustav lineárńıch rovnic minimálně 595 operaćı násobeńı matice vektorem, SCG

algoritmus vyžadoval pouze 446 operaćı násobeńı matice vektorem. Stoj́ı za zmı́nku,

že pro vyřešeńı jedné soustavy lineárńıch rovnic vyžaduje klasický algoritmus metody

sdružených gradient̊u 205 operaćı násobeńı matice vektorem. Tyto výsledky ukazuj́ı

velkou efektivitu iteračńıch metod pro soustavy lineárńıch rovnic s v́ıce pravými

stranami při řešeńı úlohy pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti metodou ko-

nečných prvk̊u.

4.6.3 Postprocessing

Ćılem př́ıkladu je nalézt rozložeńı hlavńıho tahového napět́ı na elementech kon-

strukce. Pro výpočet napět́ı na elementu Es = (σx, σy, τxy) z vektoru deformaćı

bylo použito voláńı baĺıku Calgem ’planrs’. Pak byla pro každý element v doméně

vypoč́ıtána maximálńı a minimálńı hodnota hlavńıho tahového napět́ı (proměnné

jsou označeny symboly σ1 a σ2). Pro výpočet hlavńıho tahového napět́ı byl použit

následuj́ıćı algoritmus:
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Algorithm Myprincs [Výpočet hlavńıho tahového napět́ı (principal

stresses)]

sp = 0.5(σx + σy +
√

(σx − σy)2 + 4τ 2
xy);

sm = 0.5(σx + σy −
√

(σx − σy)2 + 4τ 2
xy);

σ1 = max(sp, sm);

σ2 = min(sp, sm);

Algoritmus Myprincs byl spušten při každé simulaci. S ćılem źıskat informace o roz-

ložeńı maximálńıch hodnot pro hlavńı tahové napět́ı v geometrii konstrukce byl po-

sudek spolehlivosti vypoč́ıtán pro každou z pěti domén konstrukce zvlášt’. Data ze

simulaćı byla následně statisticky zpracována. Výsledky pro př́ımou metodu Monte

Carlo lze nalézt v Tab. 28, výsledky pro metodu Importance Sampling lze nalézt v

Tab. 29.

Tabulky obsahuj́ı výsledky pro proměnnou σ1 źıskané algoritmem Myprincs. Např́ık-

lad sloupec oznacený jako D5max obsahuje pravděpodobnost překroceńı hodnoty

hlavńıho tahového napět́ı σ1, která je v prvńım sloupci tabulky, pro doménu kon-

strukce označenou č́ıslem 5.

Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 a σ2 v konstrukci je také znázorněno

v grafech, viz Obr. 20 a Obr. 21.

Minimálńı pozorovaná hodnota σ2 byla pro metodu Importance Sampling

−1.25.106. Tato pozorovaná hodnota je velmi vzdálená od kritické hodnoty -20 MPa.

Z tohoto d̊uvodu nejsou dále zobrazována výsledná rozložeńı σ2. Rozložeńı hlavńıho

tahového napět́ı σ1 v doméně 1, 2, 3, 4 a 5 konstrukce lze nalézt na Obr. 22, 23, 24,

25 a 26.

Při analýze výsledk̊u z Tab. 28 je zřejmé, že v př́ıpadě př́ımé metody Monte Carlo

nejsou detekovány v̊ubec žádné extrémńı události vedoućı k překročeńı σ1 nad mez

1.4.106. Na druhé straně, metoda Importance Sampling detekuje extrémńı události,

při kterých je σ1 > 2.106.

Sloupec Tab. 28 a Tab. 29, který je označen jako ’GlobMax’, obsahuje informace

o rozložeńı maximálńı hodnoty hlavńıho tahového napět́ı σ1 v geometrii konstrukce.
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Sloupec Tab. 28 a Tab. 29, který je označen jako ’SF’, obsahuje informace týkaj́ıćı se

funkce spolehlivosti (53). Pravděpodobnost poruchy byla odhadnuta př́ımou meto-

dou Monte Carlo jako Pf = 1− 0.911 = 0.0890. Pokud byla použita metoda Impor-

tance Sampling, pak byla pravděpodobnost poruchy odhadnuta Pf = 1 − 0.961 =

0.0390. Výsledky se lǐśı na druhém desetinném mı́stě. Rozptyl ve výsledćıch je

zp̊usoben poměrně malým počtem simulaćı (1 000) a vlastnostmi použitého náhod-

ného výběru. Je nutné zd̊uraznit skutečnost, že metoda Importance Sampling dete-

kovala na rozd́ıl od př́ımé metody Monte Carlo při stejném počtu simulaćı extrémńı

hodnoty σ1. Analýza těchto kritických hodnot může být užitečná pro daľśı spoleh-

livostńı analýzy. Samozřejmě opakováńım pravděpodobnostńıho posudku spolehli-

vosti je možné zvyšovat přesnost odhadu pravděpodobnosti poruchy.

Tabulka 26: Vlastnosti soustavy lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stra-

nami pro úlohu pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti (Název úlohy:

FEMFrame2 Geometry5 IS).

# unknowns per rhs 16188

# rhs 1000

reps 0.0001

Tabulka 27: Porovnáńı výsledk̊u metody SBCG pro úlohu pravděpodobnostńıho

posudku spolehlivosti.

coef 1.00E-08 1.00E-06 0.0001 0.1 1 (=SCG)

# iterations 308 254 267 747 446

# mat-vec 614 595 681 757 446

Master max.size 6 6 6 2 1

Elapsed time (s) 934.219 546.578 812.375 2316.48 1424.75
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Tabulka 28: Výsledky pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti a

pravděpodobnosti překročeńı hodnoty ’Value’ hlavńıho tahového napět́ı pro

každou z pěti domén konstrukce. Výsledky jsou pro př́ımou metodou Monte Carlo.

(Geometry5, MC 1 000 steps).

Value D1Max D2Max D3Max D4Max D5Max GlobMax SF

0 1 1 1 1 1 1 0.911

900000 0.001 0.152 0 0.002 0.045 0.152 0.005

1.E+6 0 0.073 0 0 0.013 0.073 0

1.1E+6 0 0.024 0 0 0.005 0.024 0

1.2E+6 0 0.008 0 0 0 0.008 0

1.3E+6 0 0.002 0 0 0 0.002 0

1.4E+6 0 0 0 0 0 0 0

1.5E+6 0 0 0 0 0 0 0

1.6E+6 0 0 0 0 0 0 0

1.7E+6 0 0 0 0 0 0 0

1.8E+6 0 0 0 0 0 0 0

1.9E+6 0 0 0 0 0 0 0

2.E+6 0 0 0 0 0 0 0
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Tabulka 29: Výsledky pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti a

pravděpodobnosti překročeńı hodnoty ’Value’ hlavńıho tahového napět́ı pro

každou z pěti domén konstrukce. Výsledky jsou pro metodou Importance Sampling

(Geometry5, IS 1 000 steps).

Value D1Max D2Max D3Max D4Max D5Max GlobMax SF

0 1 1 1 1 1 1 0.961

9e+5 0.00221 0.224 2.39e-7 0.00408 0.0137 0.226 0.00764

1e+6 0.00203 0.134 3.5e-11 0.00128 0.00739 0.136 0.000208

1.1e+6 6.02e-5 0.0129 0 8.09e-6 0.0041 0.013 1.25e-5

1.2e+6 2.46e-6 0.00452 0 2.98e-7 0.00145 0.00452 5.26e-6

1.3e+6 2.39e-7 0.00401 0 4.27e-9 0.000331 0.00401 0

1.4e+6 1.59e-9 0.00131 0 4.27e-9 5.76e-6 0.00131 0

1.5e+6 3.5e-11 4.08e-5 0 0 3.14e-7 4.08e-5 0

1.6e+6 0 2.67e-6 0 0 4.27e-9 2.67e-6 0

1.7e+6 0 2.45e-6 0 0 4.27e-9 2.45e-6 0

1.8e+6 0 4.42e-9 0 0 0 4.42e-9 0

1.9e+6 0 4.27e-9 0 0 0 4.27e-9 0

2e+6 0 4.27e-9 0 0 0 4.27e-9 0
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Obrázek 16: Konvergence metody SBCG v závislosti na změně koeficientu lineárńı

závislosti coef . Graf je pro hodnoty coef = 1.10−8 (nahoře) a coef = 1.10−6 (dole).
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Obrázek 17: Konvergence metody SBCG v závislosti na změně koeficientu lineárńı

závislosti coef . Graf je pro hodnoty coef = 0.1 (nahoře) a coef = 1 (dole).
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Obrázek 18: Geometrie konstrukce pro pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti me-

todou konečných prvk̊u. Geometrie rámu obsahuje 5 subdomén, které jsou označeny

č́ısly 1, 2, . . . , 5.
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Obrázek 19: Śıt’ metody konečných prvk̊u užit́ım baĺıku CALFEM (Název úlohy:

FEMFrame2 Geometry5).
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Obrázek 20: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v konstrukci metodou Impor-

tance Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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Obrázek 21: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ2 v konstrukci metodou Impor-

tance Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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Obrázek 22: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v doméně 1 metodou Importance

Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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Obrázek 23: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v doméně 2 metodou Importance

Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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Obrázek 24: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v doméně 3 metodou Importance

Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).

82



Obrázek 25: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v doméně 4 metodou Importance

Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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Obrázek 26: Rozděleńı hlavńıho tahového napět́ı σ1 v doméně 5 metodou Importance

Sampling (nahoře) a př́ımou metodou Monte Carlo (dole).
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4.7 Závěr

V této sekci byla provedena demonstrace použit́ı iteračńıch řešič̊u pro řešeńı úlohy

pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti simulačńımi technikami. Pro efektivńı

řešeńı lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stranami byla s výhodou použita metoda

SBCG. Metoda SBCG byla v minulosti taktéž úspěšně testována na úloze citli-

vostńı analýzy pro tvarovou optimalizaci v geomechanice [26] a na úlohách lineárńı

elasticity řešenou metodou rozložeńı oblasti FETI [9], [10].
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SPEKTRUM spol.s.r.o, Praha, 1998

[35] Nellian S.: Integration of Taguchi design of experiments and finite element me-

thod for robust design.

http://www.ecs.umass.edu/mie/labs/mda/fea/sankar/layout.html

[36] Taguchi’s Approach to Quality Engineering.

http://www.cnde.iastate.edu/staff/bforoura/HTML/taguchi.html
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[42] Praks P., Brožovský J.: Reliability analysis of a simple frame by the SBRA me-

thod using direct Monte Carlo and Importance Sampling in the AFEM software.
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nical University of Ostrava, Computer Science and Mathematics Series, No.

2/2003, Vol. II. Referee: Prof. Ing. Pavel Marek, PhD., DrSc. VŠB – Technical

University of Ostrava, pg. 91-98, ISBN 80-248-0455-7

• Praks P.: Conjugate gradient methods for linear systems with multiple right

hand sides. In Transactions of the VŠB - Technical University of Ostrava,

Computer Science and Mathematics Series, 1/2001, Vol. I, pg. 129-138, Refe-

ree: Prof. RNDr. Zdeněk Dostál, CSc. VŠB – Technical University of Ostrava,

ISBN 80-7078-905-0

• Brǐs R., Praks P.: Simulation Approach for Modeling of Dynamic Reliabi-

lity using Time Dependent Acyclic Graph. Special Issue of the Internatio-

nal Journal of Polish Academy of Sciences ”Maintenance and Reliability” Nr

2(30)/2006. Warsaw. Ed. Ilia B. Frenkel. ISSN 1507-2711. In print.

Přehled publikaćı z konferenćı a workshop̊u

• Praks P., Kučera R.: Case Study of a Domain Decomposition Method for Ef-

ficient Structural Analysis. 16th Summer School Software and Algorithms of

Numerical Mathematics (SANM’05), organized by I. Marek and University of

West Bohemia, Srńı, September 8-12, 2003. Submitted.

92



• Praks P., Brožovský J.: A test case for probabilistic reliability assessment using

simulation techniques and FEM. Proceedings of the 6th International PhD

Workshop on Systems and Control Young Generation Viewpoint. Oct 4-8,

2005 Izola, Slovenia. Ljubljana: Jozef Stefan Institute, 2005. Edited by D.

Tinta and U. Benko, pg. 1-4. ISBN: 961-6303-74-0

• Brǐs R., Praks P.; Special Case of Dynamic Reliability Analysis Based on Time

Dependent Acyclic Graph. The International Symposium on Stochastic Models

in Reliability, Safety, Security and Logistics, Feb 15-17, 2005, Beer Sheva,

Israel, I. Frenkel (ed.) et al., pg. 69-70; ISBN 9984-668-79-7. Invited paper.

• Brǐs R., Praks, P.: Reliability assessment of a parallel system with six reliable

components using direct Monte Carlo and Importance Sampling. In 6-th Int.

Sci. Conf. Electric Power Engineering 2005.VŠB-TU Ostrava, pg. 1-7, ISBN

80-248-0842-0

• Praks P., Kučera R., Brožovský J.: Stable Block Conjugate Gradient Algorithm

for FETI-based Domain Decomposition Method and Probabilistic Reliability

Assessment of Structures. International Sci. Conf. held on the occasion of the

55th anniversary of founding the Faculty of Mechanical Engineering Ostrava.

Section no. 9: Computational and Experimental Analysis of Strength. Ed. K.

Frydrýšek Sep. 7-9, 2005; pg. 1-21 (CD-ROM); ISBN 80-248-0896-X

• Praks P.: Reliability Analysis and Information Retrieval using Iterative Sol-

vers. In proc. of PhD. Workshop Wofex 2005, pg. 452-457, VŠB-TU Ostrava,

September 21-22 2005, ISBN 80-248-0866-8

• Praks P.: Experiences with Large-Scale Probabilistic Reliability Assessment

and Information Retrieval. 6th International PhD Workshop on Systems and

Control a Young Generation Viewpoint. Jozef Stefan Institute, Oct 4-8, 2005

IZOLA, Slovenia. Pg. 80-80.

Also at http://www-e2.ijs.si/PhDWorkshop/2005/abstracts-WEB/abstract -

Praks-Pavel.pdf

• Praks, P., Brǐs, R.: Přesnost výpočtu pravděpodobnostńıho posudku spolehlivosti
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metodou Monte Carlo. In VI. Konference Spolehlivost konstrukćı. 6.4.2005,

Dům techniky Ostrava. Ed. P. Marek, Ostrava: Dům techniky Ostrava, s.r.o.,

2005, pg. 95-98, ISBN 80-02-01708-0

• Praks, P., Václavek L., Brǐs, R.: Systém Switch-Earth pro efektivńı modelováńı

zemětřeseńı v prostřed́ı SBRA-Importance Sampling. In Mezinárodńı konfe-

rence Modelováńı v mechanice 2005, Ostrava:VŠB-TU Ostrava, 2005, pg. 203-

210, ISBN 80-248-0776-9

• Praks P.: Intelligent information retrieval for future GIS. International confe-

rence GIS Visions 2025, Ed. J. Růžička, Sep. 19. - 20. 2005, VŠB-TU Ostrava;

http://gis.vsb.cz/gisvisions/2025/abstracts/praks.html

http://server3.streaming.cesnet.cz/others/vsbtuo/GISvisions2025/praks.wmv

• Praks P.: O vztahu mezi směrodatnou odchylkou a singulárńımi č́ısly SVD

rozkladu. Sborńık Posezeńı s aplikovanou matematikou aneb na vlnkách disk-

rétńıch transformaćı s pańı doc. Ing. Ninou Častovou CSc.; Ústav geoniky

AV ČR Ostrava, 27. zář́ı 2005. Ed. M. Sameš. Vydala Katedra aplikované

matematiky VŠB - TU Ostrava; pg. 71-76.

• Labský M., Praks, P., Svátek V., Šváb O.: Multimedia information extraction

from HTML product catalogues. DATESO 2005. Ed. K. Richta, V. Snášel, J.

Pokorný; pg. 84-93, ISBN 80-01-03204-3, ISSN 1613-0073. Also at http://ceur-

ws.org/Vol-129/paper10.pdf

• Svátek V., Labský M., Praks, P., Šváb O.: Information extraction from HTML

product catalogues: coupling quantitative and knowledge-based approaches. In

Dagstuhl Seminar on Machine Learning for the Semantic Web. Ed. N. Kushme-

rick, F. Ciravegna, A. Doan, C. Knoblock and S. Staab, Wadern,Germany, Feb.

13–18 2005, pg. 1-5. Also at

http://www.smi.ucd.ie/Dagstuhl-MLSW/proceedings/labsky-svatek-praks-

svab.pdf

• Labský M., Svátek V., Šváb O., Praks P., Krátký M. and Snášel V.: Infor-

mation Extraction from HTML Product Catalogues: from Source Code and
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Images to RDF. The 2005 IEEE /WIC/ACM International Conference on

Web Intelligence; Campiegne Univ. of Technology, France, Sep. 19-22 2005;

pp. 401-404, ISBN 0-7695-2415-X. IEEE Computer Society Washington, DC,

USA; Also at http://rainbow.vse.cz/wi05fi.pdf

• Labsky M., Vacura M., Praks P.: Web Image Classification for Information

Extraction. First International Workshop on Representation and Analysis of

Web Space (RAWS-05), Prague, Sep. 15-16, 2005; pg. 55-62; ISBN 80-248-

0864-1; Also at http://rainbow.vse.cz/raws05img.pdf

• Dvořák P., Střiž́ık M., Praks P., Pudil P., Šumṕıková M., Lešetický O.: The

feasibility of using special quantitative methods for prediction of currency cri-

ses. International Scientific Conference European Finance – Theory, Politics

And Practice; Section C: Information Technology and Quantitative Methods

in Finance. Matej Bel University, Banska Bystrica, Slovakia, September 8 – 9,

2004. ISBN 80-8055-968-6 (CD-ROM, 26 pages)

• Praks P., Machala L., Snášel V.: Iris Recognition Using the SVD-Free La-

tent Semantic Indexing. MDM/KDD2004 - Fifth International Workshop on

Multimedia Data Mining “Mining Integrated Media and Complex Data” in

conjunction with KDD’2004 - The 10th ACM SIGKDD International Confe-

rence on Knowledge Discovery & Data Mining; Section 2. Multimedia Data

Mining: Techniques and Applications, August 22, 2004, Seattle, WA, USA.

• Praks P., Brǐs R.: Reliability analysis of a parallel system by the SBRA Me-

thod using Importance Sampling and Direct Monte Carlo. (Analýza spolehli-

vosti paralelńıho systému metodou SBRA užit́ım Importance Sampling a př́ımé

metody Monte Carlo. In Czech). In Proceedings of the Structural Reliability

conference Ostrava (“Spolehlivost konstrukćı: Metodika - aplikace - poruchy -

havárie”), Ostrava, March 24, 2004. Dům techniky Ostrava, pg. 129-132, ISBN

80-248-0573-1

• Machala L., Praks P., Snášel V.: Two Methods for Iris Recognition Using Mu-

tual Information. In Proceedings of Znalosti 2004 (Knowledge 2004), Hotel
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SANTON, Brno, Czech Republic, February 25–27, 2004. VŠB – Technical

University of Ostrava, pg. 285-296, ISBN 80-248-0456-5

• Mynarz M., Konečný P., Praks P.: A comparison of methods for probabilis-

tic reliability assessment of a beam by SBRA method. (Porovnáńı metod pro

pravděpodobnostńı posudek nosńıku metodou SBRA. In Czech). In Procee-

dings of ,,Modelováńı v mechanice 2004“. FAST VŠB – TU Ostrava, January

28, 2004. VŠB – TU Ostrava, pg. 140-147, ISBN 80-248-0546-4

• R. Brǐs, P. Praks: Reliability analysis of a parallel system using direct Monte

Carlo and importance sampling by SBRA. In: Book of abstracts of MMS 04,

Ostrava February 9-10, 2004, Institute of Geonics, Czech Academy of Sciences,

http://www.ugn.cas.cz/data/semin04/ .

• Praks, P.: Sensitivity analysis using iterative solvers. In Sborńık workshopu

WOFEX 2004. Ed. Václav Snášel, Ostrava:FEI VŠB-TU Ostrava, 2004, pg.

358-363, ISBN 80-248-0596-0

• Střiž́ık M., Praks P., Dvořák P.: Economies Reliability Assessment Based on

Macroeconomic Data Analysis by the Latent Semantic Indexing Method. In:

Book of abstracts of MMS 04, Institute of Geonics, Czech Academy of Sciences,

Ostrava February 9-10, 2004.

• Praks P., Dvorský J., Snášel V.: Latent Semantic Indexing for Image Retrieval

Systems. SIAM Conference on Applied Linear Algebra, July 15-19, 2003, The

College of William and Mary, Williamsburg, U.S.A. SIAM;

http://www.siam.org/meetings/la03/proceedings/Dvorsky.pdf

• Praks P., Dvorský J., Snášel V., Černohorský J.: On SVD-free Latent Semantic

Indexing for Image Retrieval for application in a hard industrial environment.

IEEE International Conference on Industrial Technology – ICIT 2003; Session

RS4 3: Industrial Applications. Hotel Habakuk, Maribor, Slovenia, December

10-12, 2003. IEEE, pg. 466-471, ISBN 0-7803-7853-9 (CD-ROM)

• Praks P., Brožovský J.: Reliability analysis of a simple frame by the SBRA

method using direct Monte Carlo and Importance Sampling in the AFEM
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software. (Posudek spolehlivosti kloubové prutové konstrukce metodou SBRA

užit́ım př́ımé metody Monte Carlo a metody Importance sampling v MKP

prostřed́ı AFEM. In Czech); In Sborńık IV. ročńık celostátńı konference Spo-

lehlivost konstrukćı: Téma: Posudek - poruchy - havárie, 23. - 24.4.2003. Dům

techniky Ostrava, Ed. P. Marek, 51-54, ISBN 80-02-01551-7

• Praks P., Konečný P.: The load effect combination by the SBRA method using

direct Monte Carlo and Importance Sampling. (Kombinace účink̊u zat́ıžeńı

metodou SBRA s využit́ım př́ımé metody Monte Carlo a importance sampling.

In Czech) In Sborńık IV. ročńık celostátńı konference Spolehlivost konstrukćı:

Téma: Posudek - poruchy - havárie, 23. - 24.4.2003. Dům techniky Ostrava,

Ed. Pavel Marek, pg. 35-38, ISBN 80-02-01551-7

• Praks, P.: Reliability analysis by the Importance Sampling simulation tech-

nique. (Analýza spolehlivosti simulačńı metodou Importance Sampling. In

Czech) In Modelováńı v mechanice 2003, FAST VŠB-TU Ostrava, Katedra

stavebńı mechaniky, 29.1.2003, VŠB-TU Ostrava, Ed. Jǐŕı Brožovský, Ivan

Kološ, pg. 118-123, ISBN 80-248-0253-8

• Střiž́ık M., Praks P., Berger P., Černý A., Engst P., Keder J., and Černý

E.: Error estimation of the LIDAR determination of O 3 based on simultane-

ous measurements. In Proceedings of Modern Methods in Mathematics, Dolńı

Lomná, Czech Republic, June 2 - 4, 2003. VŠB - TU Ostrava, pg. 180-184,

ISBN 80-248-0480-8

• Praks P.: Numerical Aspects of Simulation Based Reliability Assessment of

Systems, In International Colloquium Euro-SiBRAM’2002. Volume II. ITAM -

Academy of Sciences of the Czech Republic, Prague, Ed. P. Marek, A. Haldar,

M. Guštar, P. Tikalsky, Praha 24. - 26. 6. 2002, ISBN 80-86246-17-5 (CD-

ROM), http://www.sbra-anthill.com/sibram02/5-Ses/Praks.htm

• Praks, P., Konečný P.: APROBASIS - Automated PROBabilistic Assessment

using Importance Sampling. IMAMM 03 (Industrial Mathematics and Mathe-

matical Modelling, June 30 - July 4, 2003, Rožnov pod Radhoštem); VŠB -
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Technical University Ostrava, Institute of Geonics ASCR, Ostrava, University

of West Bohemia, Pilsen, Charles University Prague, Mathematical Institute

ASCR, Prague (Poster)

• Praks, P.: Analýza spolehlivosti simulačńı metodou Importance Sampling, Mo-

delováńı v mechanice 2003, Katedra stavebńı mechaniky, Fakulta stavebńı,

VŠB - Technická univerzita Ostrava, 2003. Ed. Jǐŕı Brožovský, Ivan Kološ,

118-123, ISBN 80-248-0253-8

• Praks P., Pustka D.: Analýza spolehlivosti staticky neurčitého ocelového rámu

metodou Stratified Sampling. In Sborńık VII. vědecké konference s mezinárodńı

účast́ı, Stavebńı fakulta, Technická univerzita v Košićıch; Košice 22.-24. 5.

2002, Košice: Stavebńı fakulta, Technická univerzita v Košićıch, 2002, 246-

249, ISBN 80-7099-815-6

• Praks, P.: Metoda Stratified Sampling pro efektivńı určeńı spolehlivosti sta-

vebńıch konstrukćı. III ročńık celostátńı konference Spolehlivost konstrukćı,

Ed. Pavel Marek: Dům techniky Ostrava, 2002, 75-80, ISBN 80-0201489-8

• Dostál, Z., Praks, P.: Numerické aspekty aplikace SBRA na systémy. In Sborńık

spolehlivosti konstrukćı. Ed. Pavel Marek, Dům techniky Ostrava, 2001, 39-42,

ISBN 80-02-01410-3

• Praks, P.: Iteračńı řešeńı perturbovaných soustav lineárńıch rovnic. In Sborńık

z 10. semináře Moderńı matematické metody v inženýrstv́ı, Ostrava: VŠB -

Technická univerzita Ostrava, 2001, vol. 10, 204-207, ISBN 80-248-0013-6

• Kučera, R., Praks P.: Waveletová transformace a řešeńı soustav lineárńıch

rovnic. In Sborńık ze 7. semináre Moderńı matematické metody v inženýrstv́ı,

Ostrava: VŠB - Technická univerzita Ostrava, 1998, vol. 6, 135-140, ISBN 80-

7078-622-1
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Oceněńı

• Děkan FEI VŠB - TU Ostrava, Prof. Ing. Ivo Vondrák, CSc., udělil P. Prak-

sovi dne 24. 9. 2003 “Oceněńı za výsledky dosažené v doktorandském studiu”.

(Workshop doktorand̊u Fakulty elektrotechniky a informatiky VŠB-TU Ost-

rava)

Mezinárodńı spolupráce

• Jozef Stefan Institute, Reactor Engineering Division, Ljubljana, Slo-

vinsko; hrazeno projektem ”KONTAKT” Risk and cost limited optimization

of the maintenance based on semi-analytic stochastic modeling (Brǐs/Čepin),

termı́n: 3.10. – 13.10.2005

• Tampere University of Technology, Pori, Finsko; Výměna lektor̊u, téma:

“Information Retrieval using Latent Semantic Indexing and practical applicati-

ons”. Hrazeno programem EU Socrates/Erasmus, termı́n: 14.6. – 9.7. 2004

• Na základě pozváńı prof. Roberta Beauwense návštěva Université Libre de

Bruxelles, pracovǐstě Service de Métrologie Nucléaire, Brusel, Bel-

gie. Přednáška na téma: ,,Numerické aspekty pravděpodobnostńıho posudku

spolehlivosti stavebńıch konstrukćı“; studium simulačńıch metod s d̊urazem

na techniky redukce rozptylu (konzultace s Pierre-Etienne Labeau). Hrazeno

z grantu AV ČR katedry aplikované matematiky FEI VŠB-TU, termı́n: 2.12.-

10.12.2001

• Université de Montreál, Montreal, Kanada. NATO/Advanced Study

Institutes: Letńı škola pr̊umyslové matematiky na téma: Moderńı metody

vědeckého poč́ıtáńı a jejich aplikace. Pobyt hrazen grantem NATO (Severo-

atlantická aliance, Brusel), termı́n: 9.-20.6.2001

• Na základě nab́ıdky prof. Ing. Iva Vondráka, CSc. (kat.informatiky FEI VŠB-

TU) pobyt na Montanuniversitat Leoben, Rakousko (1999, 6 měśıc̊u), po-

byt na katedře matematiky za účelem psańı diplomové práce (sekvenčńı a para-

lelńı programová implementace algoritmů pro efektivńı řešeńı rozsáhlých úloh

99



v mechanice: řešeńı soustav lineárńıch rovnic s v́ıce pravými stranami), složeńı

zkoušky z kurzu němčiny pro cizince; Pobyt hrazen grantem EU (Socrates-

Erasmus, Brusel).

Členstv́ı

• Česká matematická společnost, Česká fyzikálńı společnost Jednoty českých

matematik̊u a fyzik̊u; http://cms.jcmf.cz

• Člen skupiny zabývaj́ıćı se výzkumem spolehlivosti na Katedře aplikované ma-

tematiky, FEI VŠB - TU Ostrava (od r. 2003). Vedoućı: Doc. Ing. Radim Brǐs,

CSc.; http://www.am.vsb.cz/bris/

• SBRA Team (Simulation Based Reliability Assessment) při ÚTAM AV ČR

Praha a FAST VŠB-TU Ostrava (od r. 2002). Vedoućı: Prof. Ing. Pavel Marek,

DrSc.; http://www.itam.cas.cz/sbra/

• Amphora Research Group při katedře informatiky, FEI VŠB - TU Ostrava (od

r. 2002). Vedoućı: doc. RNDr. Václav Snášel, CSc.; http://www.cs.vsb.cz/arg/

5.3 Organizačńı aktivity

• Scientific Committee GIS Ostrava 2006 (International Symposium). Oblast:

Information Retrieval, http://gis.vsb.cz

• Local Organization Commitee konference IMAMM ,03 - Industrial Mathema-

tics and Mathematical Modelling, http://imamm.am.vsb.cz/

• Člen Organizačńıho výboru semináře Matematické modelováńı spolehlivosti

s aplikacemi v inženýrstv́ı MMS 2004, Ústav geoniky AV ČR, Ostrava,

http://www.ugn.cas.cz/data/semin04/

5.4 Konzultačńı činnost – transformace a statistická analýza

dat

• Mgr. Michal Střǐźık, PhD. , Př́ır. fakulta UK v Praze; konzultace disertačńı

práce ,,Laserová optoakustická detekce a diferenčńı absorpčńı LIDAR, š́ı̌reńı
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znečǐstěńı v ovzduš́ı.“ (Možná prevalidace metod dálkové detekce znečǐsteńı

ovzduš́ı.) 2002 – 2003

• Jan Nieslanik, Institut geoinformatiky, VŠB – TU Ostrava, konzultace ba-

kalářské práce ,,Citlivostńı analýza vybraných vstup̊u modelu AEOLIUS (As-

sesing the Environment Of Locations In the Urban Streets)“, 2002

• Ing. Libuše Knápková, Institut environmentálńıho inženýrstv́ı, HGF, VŠB –

TU Ostrava, konzultace diplomové práce ,,Hodnoceńı dřevinných druh̊u pro

antropogenńı p̊udy“, 2001

• Ing. Denisa Ž̊urková, Institut environmentálńıho inženýrstv́ı, HGF, VŠB –

TU Ostrava, konzultace diplomové práce (statistická analýza dat čističek od-

padńıch vod), 2002

5.5 Ostatńı aktivity

• Lektor semináře ,,Kamerové systémy“ pro Siemens-Automotive Frenštát p.R.

Téma: Hledáńı skrytých podobnost́ı v kolekćıch obrázk̊u metodami numerické

lineárńı algebry. Katedra měř́ıćı a ř́ıdićı techniky, FEI VŠB-TU Ostrava, 5. 5.

2005

• Reviewer - IEEE International Symposium on Industrial Electronics - ISIE

2005, Dubrovnik, Chorvatsko

• Reviewer - The 12th International Power Electronics and Motion Control Con-

ference EPE-PEMC 2006, Portoroz, Slovenia

• P. Praks je autorem v́ıtězného návrhu znaku Fakulty elektrotechniky a infor-

matiky – FEI VŠB-TU; http://fei.vsb.cz/ (2000-2001)

• P. Praks je autorem v́ıtězného návrhu znaku RCCV (Regionálńı centrum tech-

nického celoživotńıho vzděláváńı při VŠB-TU); http://rccv.vsb.cz/ (2003)

• P. Praks se aktivně účastnil třinácti výstav poč́ıtačových grafik. Z toho dvě

výstavy proběhly v zahranič́ı: Zonguldak, Turecko (2003), Univerzita Montreal,

Kanada (2001).
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• Horák B., Snášel V.: Design of Structure and Realisation of Game Rules Da-
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Závěr

V práci byly dosaženy tyto hlavńı výsledky:

1. Vytvořeńı obecného modulárńıho programového baĺıku pro automatický prav-

děpodobnostńı posudek spolehlivosti simulačńım př́ıstupem, který zahrnuje:

(a) implementaci př́ımé metody Monte Carlo a metody Importance Sam-

pling. Vytvořeńı rozhrańı pro histogramy metody SBRA

(b) vytvořeńı rozhrańı pro MKP baĺık CALFEM

(c) vytvořeńı rozhrańı pro rychlé iteračńı řešiče

(d) implementaci rychlých iteračńıch řešič̊u pro soustavy s v́ıce pravými stra-

nami včetně numerické stabilizace

2. Vytvořeńı rozhrańı pro program AntHill(tm)

3. Implementace strategie pro řešeńı úloh bez apriorńı informace o poruše meto-

dou Importance Sampling.

Účinnost výše jmenovaných př́ıstup̊u byla ověřena na komparačńıch studíıch.

Dı́ky vývoji vlastńıho programového baĺıku se podařilo v prostřed́ı SBRA metodou

Importance Sampling modelovat rám s 26 vstupńımi náhodnými parametry včetně

efektivńı detekce velmi ř́ıdkých a přesto závažných jev̊u, jako je vliv zemětřeseńı a

přitom nepotlačit informace o chováńı konstrukce v př́ıpadech bez vlivu zemětřeseńı.

Přestože byla výsledná pravděpodobnost poruchy velmi bĺızká nule (řádově 10−6),

pro tento odhad postačovalo jen 40 000 simulaćı metody Importance Sampling.

Výsledky byly nav́ıc verifikovány př́ımou metodou Monte Carlo a jsou v souladu

s výsledky posudku uvedeného v [22].

Dále byl proveden pravděpodobnostńı posudek spolehlivosti rámu metodou ko-

nečných prvk̊u. Výsledky opět ukázaly vhodnost použit́ı metody Importance Sam-

pling pro modelováńı ř́ıdkých jev̊u. Pro efektivńı řešeńı vzniklých soustav lineárńıch

rovnic s v́ıce pravými stranami bylo nav́ıc s úspěchem využito rychlých iteračńıch

řešič̊u. Zat́ımco vyřešeńı soustavy lineárńıch rovnic s jednou pravou stranou běžnou

metodou sdružených gradient̊u vyžadovalo 205 krok̊u, algoritmus SCG vyžadoval pro
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vyřešeńı soustavy s 1 000 pravých stran jen 595 krok̊u. Výsledky práce našly nav́ıc

uplatněńı v oblasti vyhledáváńı informaćı iteračńımi řešiči (information retrieval).

Dosažené výsledky byly během doktorandského studia publikovány formou au-

torstv́ı nebo spoluatorstv́ı v 39 publikaćıch, mj. v předńıch nakladatelstv́ıch (jme-

nujme např. SIAM, Springer Verlag a IEEE Press). Součást́ı publikačńı činnosti tvoř́ı

také spoluautorstv́ı dvou kapitol v knize. Prvńı knihu [22] vydal v roce 2003 ITAM

AV ČR. Druhá kapitola v knize (vydavatel: Springer Verlag) byla v srpnu 2005 akcep-

tována editorem knihy V.A.Petrushinem (Accenture Technology Labs, Accenture,

Chicago, USA). Tato kapitola v knize se zabývá aplikaćı metod numerické linearńı

algebry pro automatickou biometrickou identifikaci osob a rozsáhlými numerickými

experimenty (algoritmus byl testován na téměř 500 MB reálných biometrických dat).

V současné době je připravovaná kniha v tisku. Některé výše zmiňované publikace

jsou citovány v předńıch publikaćıch (vydaných mj. v nakladatelstv́ı Springer Verlag,

IEEE Press a ACM).

Výzkum byl podporován grantovými projekty (AV ČR, MŠMT, MPO, GA ČR,

EU a NATO/ASI).
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Conclusion

The following main results of the work were achieved:

1. The creation of a general modular software toolbox for automatic probabilistic

reliability assessment by the simulation approach, which includes:

(a) the implementation of direct Monte Carlo method and Importance Sam-

pling method. The creation of an interface for histograms of the SBRA

method

(b) the creation of an interface for the FEM package CALFEM

(c) the creation of an interface for fast iterative solvers

(d) the implementation of fast iterative solvers for systems with multiple right

hand sides including numerical stabilization

2. the creation of an interface for the software AntHill(tm)

3. the implementation of a strategy for solving of tasks without prior failure

information by Importance Sampling method.

The effectiveness of the above mentioned approaches was verified on comparative

studies. It was possible to model the frame with 26 input random variables by the

SBRA method with Importance Sampling including an effective detection of rare

but important events, such as earthquake effects. Moreover, the presented approach

allows to simulate the behaviour of the frame also with cases without earthquake

effects as well. Although the resulting failure probability was very close to zero

(pf ≈ 10−6), only 40 000 simulation steps of Importance Sampling method were

needed for the probabilistic reliability assessment. These results were in addition

verified by direct Monte Carlo method and are in agreement with results introduced

in [22].

Next, it was computed the probabilistic reliability assessment of a frame by the

finite element method. The results again indicated feasibility of using Importance

Sampling method for modeling of rare but important events. Further, fast iterative

solvers were successfully used for arisen systems of linear equations with multiple
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right hand sides. The solution of one linear system by the classical PCG algorithm

required 205 matrix-vector operations. To solve all 1 000 linear systems of equations,

only 446 matrix-vector operations were needed when the SCG algorithm was applied.

In addition, the results of the work were also successfully used for the content-based

information retrieval by iterative solvers.

The achieved results were published during PhD. study by the form of author-

ship and co-authorship of 39 contributions published among others by the leading

publishers, such as SIAM, Springer Verlag and IEEE Press. A part of publications

involves also the co-authorship of two book chapters. The first book was published

in 2003 by the ITAM - Academy of Sciences of Czech Republic [22]. The second

book chapter (published by Springer Verlag) was accepted in August 2005 by the

editor V.A.Petrushin (Accenture Technology Labs, Accenture, Chicago, USA). This

book chapter deals with an application of numerical linear algebra for automated

biometrical identification of persons and large-scale numerical experiments. (The al-

gorithm was tested on almost of 500 MB real biometric data.) Actually, the prepared

book is in print. Some of publications mentioned above are cited in the leading con-

tributions, which were published for instance by Springer Verlag, IEEE Press and

ACM.

The research leading to this contribution have been partially supported by the

grant projects of the Academy of Sciences of Czech Republic, Czech government,

Czech Science Foundation, EU and NATO/ASI.
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