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Anotace

V predlozené praci se budeme zabyvat feSenim rozsahlych soustav linearnich al-
gebraickych rovnic, které vznikaji diskretizaci 3D okrajovych tloh pruznosti me-
todou konec¢nych prvki. Numerickd feSeni lineadrnich soustav jsou zalozena na
algoritmu itera¢ni metody sdruzenych gradientii s pfedpodminénim. Pii feSeni
je kladen diiraz na vyuziti paralelnich vypocetnich systémi, proto k hlavnim ci-
lim prace patii hledani efektivnich paralelnich algoritmi pro reseni uvedeného
typu tloh, programova implementace odpovidajicich feSi¢i a studium chovani
programu na modelovych tlohéch.

Paralelizace metody sdruzenych gradientii je zaloZena na metodach rozlozeni
prostoru, které dovoluji dekompozici datovych struktur tlohy. Jedna se o separaci
slozek posunuti a rozklad oblasti na prekryvajici se podoblasti. Metody rozkladu
prostoru umoznuji zaroven konstruovat efektivni predpominovace vyuzivajici fe-
Seni na podprostorech, jenz koresponduji s podulohami.

Kromé paralelnich algoritmii v praci rovnéz ukazeme dvé tpravy algoritmu
metody sdruzenych gradienti. Prvni, dodatecna ortogonalizace smért postupu pii
hledani feSeni, umoznuje metodé pracovat s obecnym typem predpodminovace.
Druhé, projekce pro feSeni tloh se singuladrni matici soustavy, dovoluje metodé
nalézt zobecnéné feSeni linearniho systému.

Soucasti prace je stru¢ny popis realizovanych fesicu, vysledky testovani jejich
spustitelnych kédi na modelovych tlohach z geomechaniky a srovnani ekonomiky
feSeni na rozdilnych platforméch paralelnich pocitaci.

Abstract

The presented thesis deals with large-scale linear systems arising from the finite
element discretization of elasticity problems in 3D. To get numerical solutions of
these linear systems, we shall use iterative algorithms based on the preconditi-
oned conjugate gradient method and implemented on nowaday powerful parallel
computer systems. The main aims of the thesis are the searching for effective algo-
rithms, primarily in parallel, implementations of appropriate solvers and a study
of their behaviour on benchmark problems.

The parallelization of the conjugate gradient method will be based on the two
different space decomposition techniques enabling to split data structures of the
solved problem: the displacement decomposition and the domain decomposition.
These methods allow also to construct efficient preconditioners by using the so-
lution of subproblems corresponding to subspaces.

Except the parallel algorithms, we shall describe two modifications of the con-
jugate gradient method. The first one will be the additional orthogonalization of



search directions, which enables the conjugate gradient method to work with a ge-
neral preconditioner. The second one will use a projection for solving the singular
linear systems.

A part of the thesis will be denoted to a short description of the realized solvers,
results of testing their executable codes on benchmark problems in geomechanics
and a comparison of a solution on different platforms of parallel computers.



1 Uvod

Radu inZenyrskych problémi z oblasti geomechaniky lze matematicky modelovat
prostiednictvim 3D tloh pruznosti. Piikladem mize byt modelovani vyvoje na-
pétovych poli podzemniho dolu podle predpokladaného postupu tézby. K feSeni
takovych tloh se ¢asto pouziva analyza metodou konecnych prvki, jenz vede na
problém feSeni rozsidhlé soustavy linearnich algebraickych rovnic. Velikost vzniklé
soustavy, bézné dosahujici miliéni rovnic, urcuje zna¢nou obtiznost nalezeni je-
jiho TeSeni.

Ulohy tohoto typu se obvykle fesi pouZitim specializovanych fesi¢d, jejichz
zékladem byvéa nékterd z iteracnich metod, které maji v téchto ptfipadech pii-
znivéjsi vlastnosti nez metody primé. Prakticky se pouziva metoda sdruzenych
gradient, jenz hled4 optimdlni aproximované feseni na Krylovové prostoru, ne-
vyzaduje zadné parametry, je pamétové nenaro¢na a jeji efektivitu lze zvysit
predpodminénim.

I pres pouziti specializovanych TeSi¢i vSak zistavad vypocetni ¢as pocitace
prilis dlouhy a hledaji se techniky, jak jej zkratit. Jednim z moznych piistupi je
rozdéleni celkové vypocetni prace mezi skupinu spolupracujicich procesori tak,
aby velikost feSeného problému mohla byt vétsi a pritom byl vypocet dokonceny
dtive. Tato myslenka je zaroven zdkladnim principem paralelizace, jenz vede vy-
robce pocitact ke konstrukci paralelnich vypocetnich systémii a vyvojafe potom
k tvorbé paralelnich aplikaci.

1.1 Vyvoj a soucasné poznatky

Uvedené myslenky naznacuji velkou dilezitost problematiky, z niz se odviji stale
vétsi zajem a velké mnozstvi novych poznatkii v oblasti feSeni linedrnich soustav.
Pfestoze na pocatku 50. let byla v praci [1, Hestenes, Stiefel] poprvé predstavena
metoda sdruzenych gradientli jako samostatna itera¢ni metoda, k jejimu rozvoji
doslo az v 70. letech, napiiklad diky préci [2, Reid].

Dalsi etapa rozvoje souvisi s predpodminénim. Zacatkem 70. let se objevilo
pfedpodminéni netplnou faktorizaci a v praci [4, Meijerink, van der Vorst] bylo
ukézano, ze takové predpodminéni lze konstruovat, pokud je matice soustavy
M-matici. Pro feSeni linedrnich systému vzniklych diskretizaci tloh pruznosti
bylo nutné kombinovat netplnou faktorizaci s technikou separace slozek posunuti.
Tuto techniku popisuji prace [5, Axelsson, Gustafsson]| a [12, Blaheta].

Od poloviny 80. let se dostavaji do popredi zajmu také metody zaloZené na
rozkladu oblasti, jenz byly prezentovany v pracich mnoha autori, naptiklad ve
sbornicich [8, Glowinski a kol.], [9, Chan a kol.]. Druhy sbornik dokladé, zZe se
v té dobé soucasné objevuji prvni prace tykajici se vyuziti paralelnich pocitaci.
Jedna se predevsim o moznost aplikace uvedenych metod na vektorovych poci-
tacich a symetrickych multiprocesorech. Béhem posledniho desetileti potom pfi-
byvaji prace, které se zabyvaji navrhy a implementacemi ptivodnich paralelnich



algoritml pro rizné paralelni vypocetni systémy, napiiklad knihy [18, Smith,
Bjorstad, Gropp], [23, Dongarra a kol.] a dalsi.

1.2 Hlavni cile disertac¢ni prace
Hlavni cile predlozené prace jsou:

e Navrhy efektivnich algoritmi, zalozenych na metodé sdruzenych gradienti
s pfedpodminénim a urcenych pro feseni 3D okrajovych uloh pruznosti.

e Paralelizace algoritml a konstrukce predpodminovacl s vyuzitim metod roz-
kladu prostoru.

e Programovd implementace algoritmi se zdmérem vytvorit urcitou t¥idu fe-
§i¢l, na urovni zdrojovych kédu prenositelnych mezi riznymi platformami
modernich paralelnich vypocetnich systémil a navazujicich na programovy
systém GEM urceny pro matematické modelovani redlnych problémi z oblasti
geomechaniky.

e Testovdni resicl na vybranych modelovych ulohéch, studium jejich chovani
a ovéreni jejich funkénich moznosti. Vyuziti fesi¢li pro potieby feseni tloh
7 praxe.

1.3 Strucény piehled disertac¢ni prace

Vlastni prace zac¢ina nasledujici druhou kapitolou, ve které se obecné seznamime
s technickymi prostiedky a néastroji pro vytvareni a provozovani paralelnich pro-
gramil, s technikami navrhu paralelnich algoritmi a s moznostmi detailni ana-
lyzy vyslednych spustitelnych paralelnich k6dt véetné posouzeni jejich efektivity.
V oddile 2.1.6 jsou charakteristiky konkrétnich paralelnich pocitact vyuzitych
v praci. Zvlastni vyznam pro programové implementace fesi¢t uvedenych v dal-
Sich kapitolach mé ¢ast oddilu 2.4.1 popisujici nadvrh univerzalniho rozhrani pro
vzajemné interakce paralelnich procesii.

Tteti kapitola nas uvede do oblasti feSeni tloh pruznosti. Nejprve se v od-
dilech 3.1 a 3.2 stru¢né seznamime s timto typem tloh i s praktickymi postupy
jejich feSeni, potom bude v oddile 3.3 nasledovat popis moduldrniho programo-
vého systému GEM. Vybrané priklady modelovych tloh vyuzité pfi testovani resici
uvedeme v oddile 3.4.

Stézejni ¢ast prace predstavuji algoritmy zalozené na metodé sdruzenych gra-
dientt s predpodminénim, kterymi se budeme zabyvat ve ¢tvrté kapitole. V oddile
4.1 popiSeme klasicky sekvenc¢ni algoritmus uvedené itera¢ni metody, rizné typy
predpodminéni, algoritmus zobecnéné metody a projekci dovolujici metodé feSit
singuldrni Glohy. Dale v oddile 4.2 uvedeme metody rozlozeni prostoru, zejména
separaci slozek posunuti a rozklad oblasti s prekrytim. Tyto metody umoznuji



konstrukci jednoturoviovych a dvojuroviiovych predpodminovaci a zaroven také
paralelizaci metody sdruzenych gradientii, jenz popiSeme v oddile 4.3.

V paté kapitole se ve stru¢nosti seznamime s realizovanymi sekven¢nimi a pa-
ralelnimi programy, s popisem jejich charakteristickych vlastnosti i funkénich
moznosti. Rovnéz naznac¢ime hlavni sméry tprav, které zapficinily postupny vy-
voj a optimalizaci kéd TeSicu.

Numerické experimenty provedené na modelovych tlohach budou popsany
v Sesté kapitole. Testovani spustitelnych kédu sekvencnich a zejména paralelnich
feSicli mélo zasadni vyznam pro rozbor jejich chovani, odzkouseni jejich novych
funkénich moznosti a posouzeni jejich realné efektivity. Vysledky testii jsou rovnéz
dilezité z hlediska srovnani ekonomiky FeSeni (nejen) okrajovych tloh pruznosti
na ruznych platformach paralelnich pocitac¢i s odliSnymi pofizovacimi a provoz-
nimi naklady.



2 Paralelni vypocty

Od samého pocatku vyvoje pocitaci vznikla potieba jejich vétsi vypocetni sily.
Proto ptfedni svétové firmy neustale hledaji nové zpisoby, kterymi by bylo mozné
zvysit vykon pocitace. Pfimocarou cestou mize byt spfazeni vice procesori do
jednoho celku, coz vede ke konstrukci paralelnich pocitaci, ale zaroven vyzaduje
také vytvoreni vhodnych paralelnich algoritmii a jejich programovou implemen-
taci. Cilem téchto snah je rozdélit vypocetni zatéz mezi spolupracujici procesory
tak, aby pocitana tloha mohla byt vétsi a byla vyresena diive.

2.1 Pocitacové architektury

Vlastnosti konkrétniho pocitace, napriklad vhodnost jeho pouziti pro pozadova-
nou ¢innost, moznosti jeho efektivniho programovani, zptisoby jeho rozsifovani
nebo zvySovani vykonu a dalsi, se odvijeji od typu architektury pocitace. V nasle-
dujicich oddilech popiSeme bézné typy architektur a budeme se zabyvat moznymi
zpusoby implementace paralelnich algoritmii.

2.1.1 Flynnova klasifikace poéitacna

Nejstarsi klasifikaci poc¢itaci vzhledem k jejich schopnostem vykonavat paralelni
vypolty provedl Flynn. Ve své préci [3] pocitace klasifikuje podle zpiisobu zpra-
covani tokl instrukci a dat na:

SISD (Single Instruction, Single Data stream): Jeden tok instrukei vykonavanych
jednim procesorem zpracovava jeden tok dat. Tato klasicka architektura von
Neumannova typu je zdkladem sekvenc¢nich pocitaci.

SIMD (Single Instruction, Multiple Data stream): Kazda instrukce se v jednom
okamziku vykonava na vSech procesorech v pocitaci, pritom ale kazdy proce-
sor zpracovava sva jedinecné data. Tato architektura predstavuje vektorové,
pripadné maticové pocitace.

MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data stream): Nékolik rtiznych tokd in-
strukci je vykonavanych jednotlivymi procesory, pritom kazdy procesor
zpracovava svij tok dat. Tato architektura charakterizuje symetrické mul-
tiprocesory, multipocitace a distribuované vypocetni systémy.

Casem se jednotlivé kategorie této klasifikace rozsiily a vznikaly kategorie nové,
které vSak miizeme s mensi ¢i vétsi presnosti zaradit do piivodniklasifikace.

Poznamenejme, 7ze fazeni paralelnich pocitacti do jednotlivych kategorii neni
zcela jednotné. Je to zplisobeno moznymi rozdilnymi hledisky posuzovani, urci-
tym prekrytim vyznamu nékterych pojmi, napiiklad procesor - pocitac, a v ne-
posledni fadé i rychlym vyvojem v oblasti informatiky obecné.



2.1.2 Sekvenc¢ni poditace

Zakladni architektura pocitact vychazi z von Neumannova sekven¢niho modelu,
ktery je schématicky znazornén na obrazku ¢. 1. Procesor obsahuje fidici jednotku
a vykonnou jednotku. Ridici jednotka jednotlivé instrukce dekéduje a p¥ipravuje
pro vykonnou jednotku, kterd je provadi. Pti zpracovani instrukci vykonna jed-
notka pfristupuje k datiim uloZzenym v opera¢ni paméti. Pro urychleni takovych
pristupil se obvykle mezi procesor a opera¢ni pamét radi rychld vyrovnavaci
pamét (cache memory). Cely pocita¢ je doplnén dalsimi periferiemi, napiiklad
vstupné/vystupnimi jednotkami.

7~ ’ , v , , v_ s v/ rocesor
Zvyseni vypocetniho vykonu sekven¢niho poci- P
tace je mozné docilit vy&i hustotou integrace sou- | | Edici jednotka |
"z S iy vy i S I -
castek a vyuzitim technologii umoziujicich zvysit [ vykonnd jednotka |- pameét’
rychlost operaci. Tyto moznosti nepfiznivé ovliv-

nuje konecnd rychlost Sifeni elektrického signalu
a predevsim nutnost odvadét znacné tepelné ztraty
z malého objemu integrovanych obvodi.

V dal$im textu si vSimneme nékterych komercné nejlispésnéjsich paralelnich
architektur. Umyslné opomineme vektorové poéitace a zdiiraznime vlastnosti po-
¢itacl s architekturou MIMD, pro které navrhneme paralelni algoritmy, realizu-
jeme odpovidaji programy a provedeme testy na modelovych tlohach.

Obrazek 1: Model pocitace
von Neumannova typu.

2.1.3 Symetrické multiprocesory

Architektura symetrickych multiprocesori je zachycena na obrazku ¢. 2. Pocitac
obsahuje sadu navzajem ekvivalentnich procesori, které maji stejné moznosti
vyuziti systémovych zdrojii, predevsim sdilené operac¢ni paméti, a z hlediska ope-
racniho systému jsou rovnocenné.

procesor
| fidici jednotka |

I 7 z
[ vikonn4 jednotka H— Vy;(;‘;;l;‘:am |

procesor propojf)vacf | | pamet’
systém

| fidici jednotka |

l 7 ’
[ vykonnd jednotka [H— Vy;(;\;;l;\:am |

Obrazek 2: Symetricky multiprocesor.

VS8echny procesory mohou vykonévat stejny programovy kéd, jadro operac-
niho systému nemusi pti vétSiné svych akci rozliSovat jednotlivé procesory a miize
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s nimi zachazet anonymné. Sdilend pamét umoznuje lehce a efektivné implemen-
tovat vSechny formy interakce paralelnich procesi, které budou dale popsany
v oddile 2.2.2.

Kritickym prvkem symetrickych multiprocesorii je propojovaci systém, na
jehoz propustnosti silné zavisi pocet procesori, které lze do pocitace zapojit.
Otazky riznych konstrukci propojovacich systémi a jejich charakteristickych
vlastnosti budou diskutovany v oddile 2.1.5. Poznamenejme, Ze u komercéné Gspés-
nych pocitac¢i tohoto typu neprekracuje pocet procesorti obvykle tii desitky. Di-
vodem je vysoka naroc¢nost vyroby kvalitniho propojovaciho systému, od niz se
potom odviji cena celého pocitace.

uzel 1
W‘_‘ procesor F
2.1.4 Masivné paralelni systémy .,
propojovaci
Na obrazku ¢.3 je schéma masivné paralel- o systém
7 e . v 4 Ve /7 v v uz
niho systému, jenz byva také nékdy oznaco- WHM

van jako multipocita¢, pfipadné multipro-
cesor s distribuovanou paméti. Jde o volné
vazanou viceprocesorovou architekturu, je-
jimiz zdkladnimi stavebnimi prvky jsou procesory, které jsou mezi sebou vazané
komunika¢nimi linkami. Kazdy procesor je doplnén o svou lokalni opera¢ni pa-
mét, v niz mé zapsan vlastni programovy kéd. Procesory proto nemusi byt nutné
ekvivalentni. Potom ovSem pro kazdy typ procesoru musi byt vzdy zvlast prelo-
Zena alespon urcita ¢ast paralelniho programu, kterd odpovida procesiim uré¢enym
pro dany typ procesoru.

Cely multipocita¢ nemusi fyzicky nutné tvorit jeden celek. Jednotlivé vypo-
¢etni prvky, které nazveme uzly, mohou byt tvofeny samostatnymi pocitaci nejen
s rozdilnymi procesory, ale v extrémnim piipadé i s rozdilnymi opera¢nimi sys-
témy, s rozdilnou vnitini reprezentaci dat a podobné. Funkce propojovaciho sys-
tému potom piebira pocitacova sit, obecné i velmi rozsdhla a heterogenni, jejiz
jednotlivé segmenty mohou byt propojeny riznymi technologiemi. Takovému vy-
pocetnimu systému fikame klastr.

Procesory multipocitace vzajemné komunikuji pfedavanim zprav. Sdileni dat
neni mozné implementovat, nebot v multipocitac¢i neni pfitomna zadna sdilend
pamét adresovatelna p¥imo strojovou instrukei procesori. Obé formy komunikace
procesorii budou popsany dale v oddile 2.2.2.

Ze schématu architektury multipocitaci je patrné, Ze jeji nejvétsi vyhodou je
snadna rozsititelnost o dal§i vypocetni prvky, nebot maximéalni pocet procesori
v systému neni principialné omezen a bézné dosahuje stovek procesori. Naopak
evidentnimi nevyhodami jsou pomald komunikace mezi jednotlivymi procesory
stejné jako pristup procesoru k dattim, které nema ulozeny ve své lokalni operac¢ni
paméti. Navic konkrétni topologie propojovacich systémi jsou vhodné pouze pro
urc¢ité, omezené spektrum aplikaci.

Obrazek 3: Schéma multipocitace.
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V pripadé heterogennich pocitacovych klastrii mohou rozdilné vykony jednot-
livych uzli nepriznivé ovlivnit efektivitu paralelnich programi. Proto by soucasti
kazdé implementace paralelniho algoritmu mél byt i algoritmus vyvazovani zatéze
jednotlivych procesorti. Potieba a diilezitost takovych algoritmi roste zejména
v posledni dobé, kdy se stale ¢astéji objevuji kombinované klastry, jejichz vypo-
¢etni uzly tvori symetrické multiprocesory.

2.1.5 Propojovaci systémy

Prostiednictvim propojovaciho systému kazdy procesor paralelniho pocitace pra-
cuje s daty v operacni paméti a komunikuje s ostatnimi procesory. K dilezitym
vlastnostem, které vyplyvaji z konstrukce propojovaciho systému a charakterizuji
jeho kvalitu, patii zejména propustnost dat, naro¢nost vyroby a rozsiritelnost po-
¢tu pripojenych zarizeni. Kvalita propojovaciho systému silné ovliviiuji porizo-
vaci cenu celého pocitace a zaroven klade omezeni na maximalni pocet procesorii
pocitace. Bézné pouzivané typy propojovacich systémi jsou napiiklad sbérnice,
krizovy prepinac¢ a {2-sit, méné bézné potom hyperkrychle, mrizka, torus a dalsi.

LO®Y

Obrézek 4: Sbérnice.

CEEE

Obrazek 5: Kiizovy
prepinac.

Obrazek 6: Q-—sit.

Sbérnice: Na obrazku ¢.4 je schématicky znézornéna sbérnice v konfiguraci se
Sesti pripojenymi zafizenimi. Je to nejlevnéjsi, ale zaroven také nejpoma-
lejsi typ propojovaciho systému. Pokud néktery z procesorti sbérnici vyu-
ziva, musi ostatni procesory na komunikaci nebo pristup k datiim cekat az
do okamziku jejiho uvolnéni. Aby se nepfiznivé vlastnosti sbérnice alespon
¢astecné eliminovaly, instaluje se mezi ni a procesory vyrovnavaci pamét.
Tim se vSak propojeni komplikuje a prodrazduje. Nejvétsi vyhodou sbér-
nice je snadnd rozsititelnost poctu zatizeni, které k ni mohou byt pripojeny.
Proto se pouziva napftiklad v symetrickych multiprocesorech, které nemaji
blokové rozdélenou opera¢ni pamét, v pracovnich stanicich a osobnich po-
¢itacich nebo pfi jejich vzajemném propojeni do sité ¢i klastru technologii
Ethernet, Fast Ethernet, ATM a dal$imi.

Krizovy prepinac: Nejrychlejsim, ale také nejdrazS§im typem propojovaciho sys-
tému je kiizovy prepina¢. Je tvoien N? spoji, kde N je maximalni pocet
pripojitelnych zafizeni. V modelovém prikladé na obrazku ¢.5 odpovida
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¢tyrem pripojenym zafizenim 16 spoji. Kazdy procesor je propojen se vSemi
ostatnimi a mé primy, bezkolizni ptistup do operacni paméti. Tyto vlast-
nosti jsou nejvétsimi vyhodami kiizového prepinace. K nevyhodam patii
narocnost technické realizace, s tim spojené vysoké vyrobni naklady a tech-
nické vlastnosti omezujici maximalni pocet procesorti v systému na méné
nez 30. Kfizovy prepinac se nejéastéji pouziva u vektorovych pocitaci nebo
u symetrickych multiprocesorti s blokové rozdélenou opera¢ni paméti. Pri-
kladem mize byt SFI (Sun Fireplane Interconnect) pouzity v kazdém stroji
Sunfire 6800 vypocetniho klastru SUN-2.

Q-sit: 7 hlediska rychlosti a pofizovaci ceny je (2-sit kompromisem mezi sbér-
nici a kfizovym prepinacem. Je realizovana nékolika stupni prepinacii, které
propojuji kazdé pfipojené zafizeni se vSemi ostatnimi. Pocet stupnt {2—sité
je zavisly na typu pouzitych pfepinacii, zejména na poctu jejich vstupi
a vystupi, a také na poctu propojovanych zarizeni, ktery neni principialné
omezen. Modelovy piiklad na obrazku ¢.6 znazornuje vzajemné propojeni
osmi zafizeni pomoci prepinact se dvéma vstupy a dvéma vystupy. Stejné
jako u sbérnice, jsou u {2-sité mozné kolize, které snizuji rychlost propo-
jeni. Bézné se tento typ propojovaciho systému pouziva v masivné paralel-
nich poéitacich, jeho zastupcem mize byt HPS (High Performance Switch)
v IBM SP.

2.1.6 Priklady paralelnich pocditaci

Charakteristiky pocitact vyuzitych pro disertac¢ni praci:

IBM SP (VSB-TU Ostrava): IBM SP masivné paralelni systém, vyuzity 4 uzly
(Power2/67) s paméti 128 MB, propojovaci systém ATM, opera¢ni systém
AIX 4, systém predavani zprav MPI (MPICH) a PVM.

SUN-1 (EPCC Edinburgh): SUN Enterprise HPC 6500, symetricky multiproce-
sor, 18 procesorii (UltraSparc-11/400), sdilend pamét 18 GB, operac¢ni sys-
tém Solaris, systém predavani zprav MPI (SUN).

LINUX-1 (EPCC Edinburgh): PC klastr, server + 16 uzli (AMD Athlon/650),
kazdy s paméti 128 MB a 2x Fast Ethernet rozhranim, operac¢ni systém
Linux (RedHat), systémy predavani zprav MPI (MPICH) a PVM.

LINUX-2 (UGN AV Ostrava): PC klastr, server (Intel Pentium I11/450) s paméti
128 MB + 3 uzly (Intel Pentium/133) s paméti 32 MB, (Fast) Ethernet
rozhrani, opera¢ni systém Linux (RedHat), systém pfedavani zprav PVM.

LINUX-3 (VSB-TU Ostrava): PC klastr, 4 uzly (Intel Pentium IT11/500) s paméti
384 MB, Fast Ethernet rozhrani, opera¢ni systém Linux (Debian), systém
predavani zprav PVM.
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LINUX-4 (UGN AV Ostrava): PC klastr, 8 uzld (AMD Athlon/1400) s paméti
768 MB, 2x Fast Ethernet rozhrani, opera¢ni systém Linux (Debian), sys-
témy predavani zprav MPI (MPICH 1.2.1 a LAM 6.5.6) a PVM 3.4.2
knihovna PETSc 2.1.3.

SUN-2 (EPCC Edinburgh): SUN HPC Kklastr, 2x symetricky multiprocesor Sun-
fire 6800, kazdy 24 procesori (UltraSparc-I111/750) a sdilena pamét 48 GB,
operac¢ni systém Solaris 2.8 se SUN Grid Engine, systém predavani zprav
MPI (SUN), knihovna PETSc 2.1.3.

2.2 Paralelizace algoritmi

Vlastnimu programovéani paralelni aplikace zpravidla predchézi faze analyzy algo-
ritmu, kterd obvykle sestava z nékolika krokti: dekompozice vypocti a prislusnych
dat, feSeni komunikace, aglomerace elementarnich ¢innosti a mapovani paralel-
nich procesti na prislusné procesory. Poznamenejme, ze otézky navrhu a kon-
strukce paralelnich algoritmii jsou diskutovany napfiklad v [15].

2.2.1 Dekompozice vypocta a dat

Dekompozice urcuje zakladni pristup k paralelizaci algoritmu. Jednd se o rozlo-
zeni ¢innosti na jednotlivé slozky (procesy), které je mozné vykonavat soucasné.
Rozlisujeme dva zakladni modely dekompozice:

Funkéni: Cely vypocet je rozdélen na samostatné ¢innosti, které mohou byt vyko-
navany paralelné a pracuji s malym objemem dat. Tento pristup vyuzijeme
pro relativné slozitou ¢innost, kterou rozdélime na mensi ¢asti, k nimz lo-
gicky pritadime pfislusna data. Pfitom je proti sekven¢imu algoritmu vyho-
dou prehlednéjsi strukturovani jednotlivych paralelnich procesti a moznost
efektivné vyuzit i paralelni pocitace s riznymi typy procesorti. Prikladem
aplikace mohou byt simula¢ni a monitorovaci programy nebo fizeni techno-
logickych procest v redlném case.

Datovd: Pri paralelizaci algoritmu jsou nejprve logicky rozdélena objemnéa data,
kterym se nasledné pritadi jednotlivé procesy, jenz je zpracovavaji. Ob-
vykle vSechny procesy vykonavaji stejnou ¢innost, ale kazdy nad jinou ¢asti
dat. Tim je sledovano predevsim vykonnostni hledisko s cilem maximélné
urychlit vypocet. Takovy pristup vyuzijeme napiiklad pii paralelnim néaso-
beni matic, pfi paralelnim skaldrnim soucinu vektori a pfi mnoha dalSich
operacich linearni algebry. Proto datovou dekompozici vyuziva vétsina pa-
ralelnich algoritmi.

V praxi se mizeme setkat i s dekompozici hybridni, kterd je kombinaci obou
zékladnich modeli.
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Pti dekompozici nemusime zohlednovat konkrétni typ dostupné pocitacové
architektury, nebot uvadéné modely dekompozice jsou obecné a lze je proto rea-
lizovat na paralelnich pocitacich se sdilenou i distribuovanou paméti.

2.2.2 Reseni komunikace

Komunikace a teSeni otazek iterakce procesii je druhym krokem analyzy para-
lelniho algoritmu. Po dekompozici nejsou paralelni procesy obecné nezavislé, je
nutné feSit vyménu dat. Pi ndvrhu komunikacnich toksi bychom se méli snazit
o realizaci zejména néasledujicich vlastnosti paralelniho programu:

e minimalni interakce a co nejvétsi samostatnost paralelnich procesi, nebot
castd komunikace zpomaluje cely vypocet, zvlasté u masivné paralelnich
pocitact a klastri;

e Skdlovatelnost neboli nezavislost na po¢tu dostupnych procesorii.

P1i rozhodovani, ktery model komunikace v paralelni aplikaci zvolime, musime
uvazovat architekturu paralelniho pocitace a programové prostiedky poskytované
jeho opera¢nim systémem. Zakladni modely interakce procesi se lisi zptisobem
vymény informaci mezi spolupracujicimi procesy:

Sdileni dat: Pro vzajemnou vyménu informaci vyuzivaji procesy sdilenych dato-
vych struktur, které jsou ulozeny v ¢asti spole¢né operac¢ni paméti. Proto
se technika sdileni dat realizuje vyhradné na paralelnich pocitacich se sdi-
lenou paméti. Problematicka miize byt soucasna zména sdilenych dat vice
procesy, kterou je nutné vyloucit. Takové ¢asti programu nazyvame kritické
sekce a k zabezpeceni jejich bezkonfliktniho provedeni se vyuzivaji specidlni
nizkourovihové programové konstrukce, napiiklad semafory nebo pamétové
zamky.

Predavani zprav: Vymeéna informaci mezi dvéma komunikujicimi procesy probiha
tak, Ze prvni z nich - odesilatel - ulozi ptislusna data obsazend ve zpravé do
vyrovnavaci paméti, odkud si je nasledné vyzvedne druhy proces - piijemce.
Uvedena technika je jedind mozné na paralelnich pocitacich s distribuova-
nou paméti, Ize ji vSak realizovat i na systémech se sdilenou paméti tim,
7e se zasilani zprav emuluje pres sdilenou pamét. Jedna se tedy o univer-
zalni techniku interakce procest na paralelnich architekturach typu MIMD,
proto ji upfednostiujeme v pripadech, kdy pozadujeme prenositelnost para-
lelni aplikace.

Obé uvedené techniky umoznuji také vzajemnou synchronizaci paralelnich pro-
cesti. V prvnim pfipadé mohou procesy testovat zménu obsahu sdilenych dat,
v pripadé druhém si mohou vyménit zpravy s nulovym informa¢nim obsahem.
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2.2.3 Aglomerace a mapovani

Aglomerace a mapovani jsou zavére¢né kroky analyzy paralelniho algoritmu. Pti
implementaci je dilezité vyvazit zatéz jednotlivych procesort s ohledem na jejich
vykon tak, aby efektivita vysledného kédu byla maximalni. Proto provadime re-
vizi dekompozice a komunikace, kterou oznacujeme jako aglomerace. Cilem aglo-
merace je slouceni nékterych elementarnich nebo neparalelizovatelnych procesi
a pripadné snizeni poc¢tu komunikaci na tkor replikace vypoctl nebo dat. Proce-
soriim paralelniho vypocetniho systému jsou nésledné k vykonani pridéleny vy-
sledné paralelni procesy. Prifazovani procest jednotlivym procesortim nazyvame
mapovani a provadi jej uzivatel nebo probihd automaticky. Prvni piipad je nejvy-
hodnéjsi v aplikacich s mensim poc¢tem paralelnich procesi, které jsou zalozeny
na funkéni dekompozici a provozovany na heterogennich systémech s riznymi
typy procesori. Ve druhém piipadé automatické mapovani programové zajistuje
sama aplikace, ve které je implementovan algoritmus pro vyvazovani zatéze pro-
cesorti'. Jeho ¢innost miize byt postavena na pravépodobnostni metodé, metodé
typu farmai/délnici nebo nékteré jiné. Automatické mapovani se pouziva prede-
vsim v aplikacich s velkym poc¢tem paralelnich procest, které jsou zalozeny na
datové dekompozici.

2.3 Analyza programu

V oddile 2.2 jsme se zabyvali analyzou algoritmi, kterd zaroven tesi zakladni
otazky praktického postupu pfi jejich paralelizaci. V dal§im textu se soustiedime
na analyzu vyslednych paralelnich programi, jenz je dilezitd pro jejich dalsi
vyvoj. Podrobnosti, jenz se tykaji analyzy paralelnich programt a hodnoceni
jejich vykonnosti, se 1ze doc¢ist napiiklad v [22].

2.3.1 Hodnoceni vykonnosti

Od dobrého paralelniho programu miizeme oc¢ekavat zvySeni vykonu oproti jeho
sekvencni verzi, niz$i provozni naklady, zrychleni doby provadéni a dalsi kvality.
V mnoha pripadech pozadavky na jejich splnéni stoji proti sobé, pouze vyjimecné
dosdhneme u aplikace idealniho skloubeni uvedenych vlastnosti.

Pii posuzovani efektivity paralelniho programu pohlizime na celkovou dobu
jeho provadéni, vyuziti jednotlivych procesori a jejich vzajemnou komunikaci, pa-
métové naroky a vstupné/vystupni pozadavky programu. Kromé toho mizeme
zohlednit také jiné vlastnosti, napiiklad pfenositelnost programu nebo jeho ska-
lovatelnost. K zakladnim charakteristikim paralelniho programu patii zrychleni,
ucinnost, slozitost a cena.

!Na homogennich systémech byvaji tyto algoritmy velmi jednoduché, jejich vyznam a slo-
zitost v8ak naridstd na systémech heterogennich, které se pfirozené a stale Castéji objevuji
napiiklad v souvislosti s postupnym budovanim a rozvijenim pocitacového klastru.
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Zrychleni S (speed up) miZzeme vypocitat ze vztahu

5T
Ty

kde T} je doba provadéni nejlepsiho mozného sekvenéniho programu, ktery

vykonava stejny vypocet jako paralelni program, jehoz celkova doba prova-

déni je T pri pouziti N procesori téhoz pocitace.

Poznamenejme, ze T7 oznacujeme dobu provadéni paralelniho programu na

jednom procesoru paralelniho pocitace za predpokladu, ze paralelni pro-

gram béh na jednom procesoru umoznuje. V takovém piipadé lze charak-

terizovat paralelni program pomoci relativniho zrychleni Sk definovaného

vztahem

T

Sp=—.
RTN

Uinnost E (efficiency) neboli miru vyuziti jednotlivych procesorti méizeme jed-

noduse vypocitat pomoci zrychleni ze vztahu

Paralelni program je lepsi, pokud £ — 1 (neuvazujeme anomalni zrychleni).

Slozitost C' = C'(n) (complexity) je funkce, jejiz hodnota je pro paralelni pro-

Cena

gram (meérnad maximalni dobé jeho provadéni pro vSechny mozné vstupy
o rozméru n. Prikladem miize byt velikost matice soustavy linearnich rov-
nic v pripadé itera¢nich metod, které danou soustavu resi.

W (work, cost) je mnoZstvi prace imérné celkovému strojovému ¢asu vSech
pouzitych procesortii. Mizeme ji vypocitat ze vztahu

W =CN .

Uvazujeme-li C' = T, potom

T,
W:MN:ﬁ.

Na zékladé této charakteristiky miizeme vyvijet cenové optimalni algoritmy
tak, aby mnozstvi vynalozené prace bylo imérné dobé provadéni nejlepsiho
znamého sekvenéniho programu.
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2.3.2 Amdahluv zakon

Maximalni hodnotu zrychleni paralelniho programu vic¢i sekvenénimu omezuje
Amdahltv zakon. Vychazi z predpokladu, ze vypocet nelze paralelizovat tiplné,
urcitd jeho ¢ast musi byt provedena sekven¢né. Tuto ¢ast oznacime f, zbyvajici
paralelizovatelna ¢ast bude (1 — f). Maximélni zrychleni S vypoétu vykonaného
N procesory bude limitovano

S < 1 < 1
T

Je nutné si vSak uvédomit, ze k problémim paralelnich vypocti nelze pii-
stupovat na ftirovni existujicich programt, ale na tirovni algoritmt. Casovy podil
sekvencnich vypoc¢tl je mozné ndvrhem vhodného algoritmu minimalizovat, pfi-
padné zcela vylouéit. Cast vypoétil, ktera je paralelizovatelna, mizeme v idealnim
pripadé zrychlit az N-krat. Dosazitelné zrychleni paralelniho programu oproti
sekven¢nimu je tedy omezeno hodnotou

S<Nx(1-f)+f<N.

V praxi miize byt toto teoretické omezeni maximéalni hodnoty zrychleni preko-
nano, potom hovotime o superlinedrnim nebo téz anomalnim zrychleni. Divodem
tohoto jevu mohou byt napfiklad nevhodna konstrukce sekven¢niho programu,
vedlejsi efekty pri praci s paméti nebo pouziti riznych datovych struktur v sek-
ven¢nim a v paralelnim programu.

2.3.3 Rozdéleni vypocetniho ¢asu

vvvvvv

programu podrobnéji. Jednd se o ¢asovy interval mezi spusténim prvni a ukonce-
nim posledni jeho ¢asti. Kazda ¢ast paralelniho programu bézi na samostatném
procesoru a celkovou dobu jejiho béhu 7' na daném procesoru p mizeme vyjadrit
vztahem

T=Tp)=Tc+Tu+T;.

Vypocetni Cas T je celkova doba provadéni vypocetnich operaci procesorem. Ob-
vykle v8ak nelze uvazovat jednotlivé procesory oddélené, ¢innost procesoru
miize byt ovlivnéna zietézovanim instrukci, zpisobem pfistupu k datim
ulozenym v operac¢ni paméti, vyuzitim vyrovnavaci pameéti. Nelze tedy vy-
loucit ani zavislost rychlosti vypoc¢tu jednoho procesoru na poctu procesorii
instalovanych v pocitaci.

Komunikacni ¢as T}, je celkovy ¢as potfebny pro komunikaci procesii spusténych
na daném procesoru s ostatnimi procesy. Tato komunikace mize probéh-
nout bud interprocesorové nebo intraprocesorové. Podil komunikacniho ¢asu
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Thy vici celkové dobé provadéni 7' miuze byt velmi vyznamny napiiklad
u masivné paralelnich pocitaci, jejichz procesory jsou vzajemné propojeny
relativné pomalej$imi linkami (vzhledem k mnohem rychlej§imu spojeni
procesor—pamét).

Casové prodlevy T; jsou celkovy &as, po ktery byl procesor v klidu, nebof &e-
kal na vypocet, na docasné nedostupna data nebo na komunikaci. Vyuziti
procesoru roste se snizovanim podilu ¢asovych prodlev 77 na celkové dobé
provadéni T'. Proto je vyhodné, kdyz T — 0.

2.4 Programova podpora

Aby mohl aplika¢ni programator vyuzit schopnosti paralelniho pocitace a pfitom
nebyl zavisly na jeho konkrétnim typu, potfebuje nastroje, které by mu poskyto-
valy prostfedky pro podporu paralelnich programi. K takovym néstrojim patii
paralelizujici prekladace, prostfedky pro analyzu a ladéni paralelnich programi
a knihovny uzivatelskych funkci, které mohou byt volany z aplikace a které za-
jisti pozadované ¢innosti na konkrétnim paralelnim pocitaci. Jedna se naptiklad
o funkce, jenz realizuji predavani zprav, nebo o procedury pro numerickéa resSeni
dil¢ich podiloh feseného problému.

2.4.1 Systémy pro predavani zprav

Knihovny uzivatelskych funkci pro predavani zprav jsou obvykle ¢asti vétsiho
celku, ktery ma svoji specifickou koncepci a ktery oznacujeme jako systém pro
predavani zprav. Kazdy takovy systém definuje vlastni rozhrani pro predavani
zprav. Ve strucnosti se sezndmime pouze se dvéma nejrozsifenédjSimi systémy,
PVM a MPI, a popiseme jejich rozhrani. Dale pomoci uzivatelskych funkeci pro
predavani zprav navrhneme rozhrani univerzalni, jenz by mohl vyuzit aplika¢ni
programator pozadujici maximalni prenositelnost paralelniho programu. Univer-
zalni rozhrani bude pracovat s prostfedky poskytovanymi bud PVM nebo MPI
a to podle jejich dostupnosti na konkrétnim paralelnim pocitaci.

Prostredi PVM

PVM (Parallel Virtual Machine) je balik programii a knihoven uZivatelskych
funkci, ktery umoznuje vytvorit ze sité sekvencnich a paralelnich pocitact jeden
velky paralelni virtualni stroj s architekturou distribuovaného systému. Podrobné
informace o PVM verze 3.3 nalezneme v [13].

Jednotlivé hostitelské pocitace virtualniho stroje mohou mit odlisné architek-
tury, vypocetni moznosti i kapacity a riizné mohou také byt technologie jejich
vzajemného propojeni. Na téchto obecné heterogennich hostitelich vytvari PVM
jednotné prostiedi pro béh paralelnich aplikaci, ve kterém zajisti nutnou konverzi
formatu dat pfi vzajemné interakci procesi.
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PVM se sklddéa ze dvou ¢asti. Prvni z nich je démon? pvmd3, ktery posky-
tuje procestim paralelni aplikace sluzby virtudlniho stroje. Po spusténi se pvmd3
replikuje na kazdém z uzivatelsky definovanych hostiteli virtualniho stroje a na-
vaze spojeni se vSemi svymi kopiemi. Tim je virtualni stroj vytvoren a pfipraven
ke spousténi paralelnich aplikaci. Druhou ¢asti PVM je knihovna uzivatelskych
funkci, jejichz prostfednictvim procesy paralelni aplikace komunikuji se svymi
lok&lnimi démony pvmd3 a vyuzivaji tak sluzeb PVM. Knihovna PVM obsahuje
predev§im funkce pro spousténi paralelnich procest, Tizeni jejich béhu a TeSeni
jejich vzajemné komunikace a synchronizace.

Interakce procest je zalozena na modelu predavani zprav. Vzajemné komu-
nikovat mohou dva procesy nebo celd dynamicky vytvorend skupina procesi,
pricemz se sloZzeni skupiny miize v ¢ase ménit a naopak jeden proces muze pat-
it do nékolika skupin soucasné. Paralelni aplikace, ktera pracuje s dynamickymi
skupinami tloh, musi volat funkce specidlni knihovny. Protoze démon pvmd3 tyto
sluzby neposkytuje, spusti se pii prvnim volani nékteré funkce z této knihovny
specialni démon, ktery jiz patfi¢né ¢innosti obstara.

Kromé zminénych skupin funkci poskytuje PVM funkce pro dynamickou kon-
figuraci virtudlniho stroje. Nastaveni virtualniho stroje je mozné prostfednictvim
konfigura¢niho souboru pii startu PVM, interaktivné z uzivatelské konzoly nebo
prostiednictvim procesii, které volaji prislusné knihovni funkce. Pfitom moznosti
vSech uvedenych zptisobi jsou srovnatelné.

Zbyvajici ¢ast knihovny PVM tvofi informacni funkce pro mapovani aktual-
niho stavu virtudlniho stroje, funkce rozifujici moZnosti komunikace procest®
a systémové funkce, napriklad pro ¢teni aktualni hodnoty ¢asovace.

Programéatofi mohou psat zdrojové texty paralelnich aplikaci pro PVM bud
v programovacich jazycich C nebo Fortran?. Jejich pieklad do spustitelného tvaru
probiha podle stejnych pravidel jako v pripadé béznych aplikaci.

Na obrazku ¢.7 je fragment zdrojového textu paralelniho programu pracuji-
ciho pod PVM, jenz je doplnén o struény komentar popisujici jednotlivé kroky.
Priklad modeluje doménovou dekompozici libovolného problému, kdy pét iden-
tickych procesti, které obecné nazyvame délnici, Tesi stejny problém, ovsem kazdy
zpracovava svoji vlastni porci dat. Cely vypocet Tidi dalsi proces nazyvany far-
maF, k jehoz hlavnim funkcim patii rozdéleni prace mezi délniky, shromazdovani
dil¢ich vysledkil a feSeni vzdjemné synchronizace vSech procesi.

2Termin démon je zndm z opera¢niho systému Unix. Je to obvykle trvale bézici proces, jenz
pro ostatni procesy zprostiedkovava urcité sluzby.

3Interakce procesti je rozfifena o moznost vyslani signdléi nebo generovani asynchronnich
zprav na zdkladé vyskytu udalosti.

4V3echny piiklady zdrojovych textll uvedené v této praci jsou napsiny v programovacim
jazyce Fortran77.
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PROGRAM pvmfarma

C definice konstant:
C npr ...pocet délniki

PARAMETER( npr=5 )

C deklarace proménnych:

C myid ...identifika¢ni ¢islo procesu

c ids ...pole identifikanich &sel (v8echny procesy ve farmé)
C nprs ...pocet Uspésné spusténych délnikid

C msg ...trda zpravy

¢ info ...pomocnd (informagni) proménna

INTEGER myid, ids(O:npr), nprs, msg, info
C start procesu: zjistim identifika¢ni &islo sebe i svého rodi¢ovského procesu

CALL pvmfmytid( myid )
CALL pvmfparent( ids(0) )

C identifikace procesu: urlim, zda-li jsem farmar nebo délnik;
C e pokud neexistuje mij rodi€ovsky proces, jsem farmar

IF( ids(0) .LT. 0 ) THEN

C  kod farmére:

¢ - spustim délniky (kopie programu pvmfarma)

C - po§lu v8em délnikiim zpravu tf¥idy 1 obsahujici ids(1), ..., ids(npr);

C tim bude kaZdy proces znat vSechny ostatni a miZe s nimi spolupracovat (komunikovat)
C - volanim funkce farmar_prace() vykondm veskerou ¢innost specifikovanou pro farméare

CALL pvmfspawn( ’pvmfarma’, 0, ’*’, npr, ids(1), nprs )
p P P P p

msg = 1

CALL pvmfinitsend( 0, info )

CALL pvmfpack( INTEGER4, ids(1), npr, 1, info )
CALL pvmfmcast( npr, ids(1), msg, info )

CALL farmar_prace( ... )
C e jelikoZ jsem potomek, jsem délnik
ELSE
C  kdd kazdého délnika:
C - prijmu zpravu t¥idy 1 s pfisluSnym obsahem
C - volanim funkce delnik_prace() vykonam veSkerou ¢innost specifikovanou pro délnika
msg = 1
CALL pvmfrecv( ids(0), msg, info )
CALL pvmfunpack( INTEGER4, ids(1), npr, 1, info )
CALL delnik prace( ... )
ENDIF

C ukonceni procesu: pirestavam vyuzivat sluzby virtudlniho stroje; kon¢im

CALL pvmfexit( info )
STOP
END

Obrazek 7: Kostra paralelni aplikace pro PVM.
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Rozhrani MPI

MPI (Message Passing Interface) je specifikace rozhrani u knihoven funkci pro
predavani zprav a na rozdil od PVM se nejednd o konkrétni sadu programii.
Hlavnim tcéelem této specifikace je vytvoreni standardu pro paralelni zpracovani
zejména na paralelnich pocitacich s distribuovanou paméti. Detailné se mtizeme
se standardem MPI ve verzi 1.1 seznamit prost¥ednictvim [16].

Poznamenejme, ze ke zndmym programovym implementacim MPI patii na-
priklad MPICH nebo LAM. Podrobné informace o uvedenych volné dostupnych
softwarovych produktech a aktudlni verze jejich programovych kédi, MPICH
verze 1.2.3 a LAM verze 6.5.6, miZeme ziskat z Internetovych adres [27], [28].

K cilim projektu MPI patii pfedevsim navrh aplika¢niho programového roz-
hrani, které by bylo mozné efektivné implementovat v heterogennim prostiedi
tak, aby aplika¢ni programéator nemusel zasahovat do nizsich systémovych vrs-
tev. Navrh rozhrani vychézi z nejrozsirenéjsich implementaci systému predévani
zprav, které diive byly vlastnicka feSeni prednich firem vyvijejicich paralelni po-
¢itace. Z koncepce MPI vyplyva podpora predevsim systémi s distribuovanou
paméti, ovSem bézné se pouziva i na systémech se sdilenou paméti.

Standard MPI zahrnuje komunikaci mezi dvéma procesy, kolektivni operace,
podporu skupin procesii, komunikaéni kontexty (téZ komunikaéni prostory, ko-
munikaéni svéty) nebo moznosti vyuziti topologii procesi. Naopak nezahrnuje
explicitni operace pro systémy se sdilenou paméti, prostfedky pro vyvoj a ladéni
paralelnich aplikaci nebo vstupné/vystupni funkce. MPI také nedefinuje uzivatel-
ské prostiedi, neuvadi zadny zptisob spousténi paralelnich aplikaci a nezahrnuje
moznosti konfigurace paralelniho vypocetniho prostiedku. To vSe urcuje az kon-
krétni implementace MPI.

K nejvétsim rozdilim MPI oproti PVM, které bezprostredné souvisi s hlavnimi
principy pro predavani zprav v uvedenych systémech, patii:

e Kazdy MPI-proces je asociovan s alespon jednim komunikatorem, coz je
celociselna hodnota slouzici jako prostiedek pro specifikovani konkrétniho
komunika¢niho kontextu, jenz neni explicitnim objektem. V rdmci jednoho
komunika¢niho kontextu jsou mozné napiiklad komunikace procesi (i hro-
madné) nebo provadéni nékterych operaci. V. PVM existuje pouze jediny,
pro vSechny procesy spolecny komunikac¢ni prostor.

MPI definuje dva typy komunikatord. Intra—komunikator slouzi ke specifi-
kaci komunikac¢niho svéta pro paralelni procesy nalezejici do stejné skupiny,
oproti tomu inter—komunikator vytvari komunika¢ni prostor pro dvé sku-
piny procesi. Tato separace vnitini a vnéjsi komunikace procesu je vyhodna
predevsim z hlediska bezpecnosti a ochrany zprav.

e V obou systémech jsou rozdilné také moznosti vybéru vhodnych komuni-
kacnich funkci pro posilani zprav, nebot MPI, jehoz skupina funkci je mno-
hem bohatéjsi, definuje napiiklad blokujici i neblokujici odeslani zpravy,
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pricemz kazda funkce méa ¢tyfi varianty v zavislosti na zvoleném komuni-
ka¢nim rezimu. Samoziejmosti potom jsou funkce pro blokujici a neblokujici
prijem zpravy. Moznosti interakce MPI-procesti dale rozsifuje Siroka skala
funkci pro hromadnou komunikaci procesti nebo funkce pro soucasné ode-
slani a prijem zprav, kterd zabranuje pripadnym kolizim, jeZ mohou byt
pii¢inou zablokovani vypocétu (deadlock).

V souvislosti s komunikaci poznamenejme, ze MPI nechybi moznost vytva-
fet za béhu programu odvozené datové typy z jiz existujicich typi. Tyto
odvozené typy mizeme pouzit napiiklad pii prenosu nespojitych, hetero-
gennich dat.

e MPI obsahuje rovnéz mechanismus pojmenovani procest v komunika¢nim
kontextu, kterym se popisuje komunika¢ni schéma. Tento mechanismus,
ktery se nazyva virtudlni topologie, se vyuziva pro optimalizaci komuni-
kace, k efektivnimu mapovani procesii a pripadné i ke zlepSeni ¢itelnosti
zdrojovych textli programi.

o Ke zefektivnéni opakovanych komunikaci jednoho druhu, napiiklad tataz
komunikace mezi dvéma procesy v cyklu, mizeme vyuzit persistentni komu-
nika¢ni pozadavky. MPI nabizi funkce, na jejichz zakladé dochazi k redukci
nutné rezie opakované komunikace.

Standard MPI definuje rozhrani pro programovaci jazyky C a Fortran, pro-
gramator mé z hlediska komunikace tloh pfinejmensim srovnatelné moznosti jako
v pripadé pouziti PVM. Preklad programi do spustitelného tvaru se neodlisuje
od bézné pouzivanych technik.

Prestoze pocet funkci MPI je vice nez dvojnasobny oproti PVM, k realizaci
paralelni aplikace zaloZzené na modelu posilani zprav jich staci pouze Sest, coz
doklada komentovany piiklad zdrojového textu pro MPI zachyceny na obrazku
¢.8. Program fesi doménovou dekompozici obecného problému (podobné jako
ptiklad na obrazku ¢.7 pro PVM), kdy cely vypocet ¥idi farmé¥, jenz rozdéluje
praci pro obecné libovolny pocet délnikii.
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PROGRAM mpifarma

C deklarace proménnych:

C myid ...identifika¢ni ¢islo procesu

C nprs ...pocet viech spusténych procest

C msg ...trida zpravy

C status ...pomocna (informa&nf) proménna

¢ info ...pomocnd (informagni) proménna

C i ...pomocnd proménnd (pro programovou smycku)
C data ...datové pole s 10. redlnymi Cisly

INTEGER myid, nprs, imsg, status, info, i
REAL data(10)

start procesu: zjistim své identifika¢ni ¢islo a polet spusténych procest
Pozn.: MPI_COMM_WORLD je pfeddefinovany komunikétor pro
specifikaci komunikaéniho prostoru, do kterého patii
v8echny paralelni procesy

aaoaaaQ

CALL MPI_INIT( info )
CALL MPI_COMM_RANK( MPI_COMM_WORLD, myid, info )
CALL MPI_COMM_SIZE( MPI_COMM_WORLD, nprs, info )

C identifikace procesu: urlim, zda-li jsem farmar nebo délnik;
C e jsem prvni spustény proces, jsem farmar

IF( myid .EQ. O ) THEN

C  kdd farmére:

C - poSlu v8em délnikim zpravu t¥idy 1 obsahujici data

C - volanim funkce farmar_prace() vykonam veskerou &innost specifikovanou pro farmére
msg = 1
DO 10 i = 1,nprs

10 CALL MPI_SEND( data, 10, MPI_REAL, i, msg, MPI_COMM_WORLD, info )
CALL farmar_prace( ... )

C e nejsem prvni spustény proces, jsem délnik
ELSE

C  kdd kazdého délnika:

¢ - pfijmu od farmére zpravu tfidy 1 obsahujici data
C - volanim funkce delnik_prace() vykondm vesSkerou ¢innost specifikovanou pro délnika
msg = 1
CALL MPI_RECV( data, 10, MPI_REAL, 0, msg, MPI_COMM_WORLD, status, info )
CALL delnik prace( ... )
ENDIF

C ukonceni procesu: pifestavam vyuZivat sluZby virtudlniho stroje; konéim

CALL MPI_FINALIZE( info )
STOP
END

Obrazek 8: Navrh paralelniho programu zalozeného na MPI.
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Univerzdlni rozhrani

V poslednich letech se vyvojari stale

castéji setkavaji s pozadavky na uni- PROGRAM unifarma

verzalnost a pfenositelnost aplikaci, | . ioinice konstant:

s rozvojem paralelnich pocitaci po- | ¢ maxp maximdlni poet procesii
v v v C dlen délka pole, velikost dat

tom tyto pozadavky postupné zacaly PARAMETER( maxp=30 )

vznikat také u paralelnich programi. PARAMETER( dlen=10 )

Protoze PVM a MPI maji vysadni
postaveni mezi nastroji pro tvorbu
paralelnich aplikaci na symetrickych
multiprocesorech i masivné paralel-
nich a distribuovanych systémech, je-
jichz pocet zacina byt ve svété para-
lelnich pocitacti dominantni, nazna-

definice proménnych:
mid poradi procesu
ids pole identifikaénich ¢isel
num pocet spusténych procesi
data demonstaracni data
INTEGER*4 mid, ids(maxp), num, data(dlen)

aaoaaaqQ

C zacdtek procesu
CALL mpstart( mid, ids, num )

Q

jsem délnik nebo farmar ?

¢ime moznosti programovani univer- IF( mid .EQ. 1 ) THEN
zalnich aplikaci, které by bylo mozné )
s C  kod farmire
provozovat bud pod PVM nebo pod CALL mpmcsti( data, dlem, ids(2), np-1, 3 )
nékterou z implementaci MPI. CALL farmarprace( ... )
Pro demonstraci se omezime na ELSE
vyvijeni paralelni aplikace unifarma, | . 144 demik
ktera bude provadét stejnou ¢innost CALL mprecvi( data, dlen, ids(1), 3 )
. . . CALL delnik prace( ... )
jako aplikace pvmfarma a mpifarma
ENDIF

z piikladi na obréazcich ¢.7, 8. Apli-
kace unifarma bude schopna navéa-
zat a ukoncit komunikaci s patfic-
nou paralelni knihovnou a jeji pro- END

cesy budou moci mezi sebou komu-  Obrazek 9: Kostra univerzalni aplikace.
nikovat posilanim zprav.

Nezbytnym predpokladem k dosazeni uvedeného cile je diisledné oddéleni vo-
lani funkci paralelni knihovny do samostatného modulu, jehoz funkce bude nase
aplikace vyuzivat pres univerzalni rozhrani. Souc¢asti zdrojovych texti aplikace
budou dva moduly (jeden pro PVM, druhy pro MPI) s funkcemi pro komunikaci
s konkrétni paralelni knihovnou. Obrazek ¢. 9 zachycuje kostru aplikace unifarma
a obrazek ¢. 10 navrhy moduli pro komunikaci s paralelnimi knihovnami. Pro pre-
klad zdrojovych textli do spustitelného tvaru zvolime vzdy jeden z modulii podle
toho, kterou paralelni knihovnu na daném systému pouzijeme.

Stejnym zpisobem, tj. oddélenim implementac¢né zavislych funkci do samo-
statnych modull, bychom postupovali také v pripadech vyvijeni prenositelnych
aplikaci, které pri svém béhu vyuzivaji sluzeb systémovych prostiedki specific-
kych pro konkrétni pocitacovou architekturu, operac¢ni systém a podobné.

Q

ukonceni procesu
CALL mpstop( )
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C MPSTART: navazadni spoluprdce s paralelni knihovnou
SUBROUTINE mpstart( mid, ids, num )
PARAMETER( nps=6 )

INTEGER*4 mid, mytid, mypar, ids(*), num, na, i, info
CALL pvmfmytid( mytid )
na = iargc()
IF( na .GT. O ) THEN
mid =1
ids(1) = mytid

num = info + 1
DO 10 i = 2,nps
IF( ids(i) .GT. O ) THEN
CALL pvmfinitsend( 1, info )
CALL pvmfpack( 3, num, 1, 1, info )
CALL pvmfpack( 3, ids, nps, 1, info )
CALL pvmfsend( ids(i), 0, info )
ENDIF
10 CONTINUE
ELSE
CALL pvmfparent( mypar )
CALL pvmfrecv( mypar, O,
CALL pvmfunpack( 3, num,
CALL pvmfunpack( 3, ids,

info )
1, 1, info )
nps, 1, info )

DO 20 i = 2,nps
IF( mytid .EQ. ids(i) ) mid = i
20 CONTINUE

ENDIF
CALL pvmfsetopt( 1, 1, info )

END

C MPRECVI: pfijem zpravy obsahujici data typu INTEGER*4
SUBROUTINE mprecvi( buffer, nitem, src, msg )
INTEGER*4 buffer(*), nitem, src, msg, info

CALL pvmfrecv( src, msg, info )
CALL pvmfunpack( 3, buffer, nitem,

1, info )
END
C MPSENDI: odesléni zpravy, data typu INTEGER*4
SUBROUTINE mpsendi( buffer, nitem, dest, msg )
INTEGER*4 buffer(*), nitem, dest, msg, info
CALL pvmfinitsend( 1, info )
CALL pvmfpack( 3, buffer, nitem, 1, info )
CALL pvmfsend( dest, msg, info )
END
C MPMCSTI: hromadné odeslani zpravy, data typu INTEGER*4
SUBROUTINE mpmcsti( buffer, nitem, ids, nids, msg )
INTEGER*4 buffer(x), nitem, ids(*), msg, nids, info
CALL pvmfinitsend( 1, info )
CALL pvmfpack( 3, buffer, nitem, 1, info
CALL pvmfmcast( nids, ids, msg, info )
END
C MPSTOP: ukonZeni spoluprace s paralelni knihovnou
SUBROUTINE mpstop( )
INTEGER*4 info

CALL pvmfexit( info )

END

CALL pvmfspawn( ’unifarma’, 0, ’*’, nps, ids(2), info )

C MPSTART: navazani spoluprdce s paralelni knihovnou
SUBROUTINE mpstart( mid, ids, num )
IMPLICIT

INCLUDE
INTEGER

NONE

‘mpif.h’

mid, ids(*), num, i, info

CALL MPI_INIT( info )

CALL MPI_COMM_RANK( MPI_COMM_WORLD, mid, info )
CALL MPI_COMM_SIZE( MPI_COMM_WORLD, num, info )

mid = mid + 1

DO 10 i = 1,num
ids(i) = i-1
10 CONTINUE
END

C MPRECVI: pfijem zpravy, data typu INTEGER*4

SUBROUTINE mprecvi( buffer, nitem, src, msg )

IMPLICIT NONE

INCLUDE ‘’mpif.h’

INTEGER status(MPI_STATUS_SIZE)

INTEGER buffer(*), nitem, src, msg, info

CALL MPI_RECV( buffer, nitem, MPI_INTEGER, src,
* msg, MPI_COMM_WORLD, status, info )
END

C MPSENDI: odeslani zpravy, data typu INTEGER*4
SUBROUTINE mpsendi( buffer, nitem, dest, msg )
IMPLICIT

INCLUDE
INTEGER

NONE
‘mpif.h’
buffer(x), nitem, dest, msg, info

CALL MPI_SEND( buffer, nitem, MPI_INTEGER,
* dest, msg, MPI_COMM_WORLD, info )

END
C MPMCSTI: hromadné odeslani zpravy, data typu INTEGER*4

SUBROUTINE mpmcsti( buffer, nitem, ids, nids, msg )

IMPLICIT NONE
INCLUDE ’mpif.h’
INTEGER buffer(*), nids, nitem, ids(*), msg, info, i
DO 5 i = 1,nids
CALL MPI_SEND( buffer, nitem, MPI_INTEGER,
* ids(i), msg, MPI_COMM_WORLD, info )
5  CONTINUE
END

C MPSTOP: ukonZeni spoluprdce s paralelni knihovnou

SUBROUTINE mpstop( )

IMPLICIT NONE
INCLUDE ’mpif.h’
INTEGER info

CALL MPI_FINALIZE( info )

END

Obréazek 10: Navrh moduli pro posilani zprav (pro PVM vlevo, pro MPI vpravo).
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2.4.2 Sledovani béhu programu

Pfi vyvijeni paralelniho programu je ¢asto obtizné urcit jeho chovani, nebot na
néj pisobi prili§ mnoho vlivli soucasné. Znalost chovani je vSak uzite¢na pro
vyhodnoceni béhu programu podle zvolenych kritérii a rovnéz pro posouzeni jeho
efektivity. Jednim z moznych pristupt k této problematice je pouziti nékterého
z nastrojli pro sledovani béhu programu.

Visualizator XPVM

K prakticky bézné uzivanym néstrojim patii visualiza¢ni program XPVM, coz
je grafickd konzola a monitorovaci systém pro PVM. Prostfednictvim systému
X-Windows nabizi XPVM grafické rozhrani pro pristup k funkcim uzivatelské
konzoly PVM, monitorovaci systém virtudlniho stroje v redlném case, nastroje
pro analyzu zaznamenanych dat a ladici prostfedky. Blizsi informace o XPVM
verze 1.0 miZzeme nalézt v [17].

XPVM dovoluje uzivateli ovladat virtualni stroj pomoci mysi, pouze nékteré
vstupni tdaje musi byt zadany z klavesnice. Timto zptisobem uzivatel miize pti-
davat nebo odebirat hostitelské pocitace, spoustét tlohy a ridit jejich béh.

Informace o operacich, které jsou vykonavany virtualnim strojem, na pozadani
generuji® systémové knihovny PVM. Tyto informace XPVM dekdduje a uklada do
souboru na pevném disku, ktery umi znovu nacist a jeho data vyhodnotit. Tato
vlastnost umoziuje provozovat XPVM ve dvou rezimech: bud slouZi ke zobrazeni
aktualniho stavu programu a jeho zmén v redlném case nebo k analyze programu
prostiednictvim prehravani dat ulozenych v souboru na disku.

= D = = o -

RKPVM 1.1 (PVM3.3.8) [TID 0x40001] RKPVM 1.1 (PVM 3.3.8) [TID 0x40003]
[Help: ~ Giick Left Mouse Button on Hosts or Hetwork Links for Details [Felp: ™ Left Mouse Bution Guery, Middle Button Zoom, Right Button Unzoom
Hosts... Tasks... Views... Resel... Quit Hal]  Help... Hosts... Tasks...| Views... Reset... Quit Halt Help...
ey 2 « [m B b Time: 33.038589
Trace File: xpvim.trace.p300k1 | |® PayBack | Overwrite
Space-Time: Tasks vs. Time
nodeB:itera T
nodegsitera = 1 I ]:.£ M| |
=~ |
Iy ) AV
node7:itera | | Sl
i ] A i
= . nodes:itera j| B i
Close active I system| No Tasks | 1
Glose| = B VY =
g ﬁl ﬂ M W Time: 31.104893 —
|view wnto:  message: from 80002 to c0001, 6.617169 th 8363579, Cotle=40 nby1es=256000
Trace File: Jxpvm trace.p300K1| [# PlayBack [, Overtrite Computing Overnead | — wiaiting Message —

Obrazek 11: Architektura virtuadlniho  Obrazek 12: Zaznam operaci konanych
stroje znazornénad XPVM. virtudlnim strojem v zavislosti na case.

5Tuto ¢innost umoziuji systémové knihovny PVM az od verze 3.3.
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je implementovan v XPVM, patii znazornéni struktury virtualniho stroje véetné
stavli uzli i komunika¢nich linek (obrazek ¢.11) a zobrazeni aktudlniho stavu
vSech procest paralelni aplikace v redlném ¢ase (obrazek ¢.12). Visualizace ¢in-
nosti virtualniho stroje také zahrnuje znazornéni vSech zprav predavanych mezi
procesy, podrobné i globalni prohlizeni zaznamenanych dat a dostupnost detailni
informace o kazdé provedené funkci PVM.

XPVM umi zobrazit zavislost aktualniho stavu vSech procesi paralelni apli-
kace na case formou plosného grafu nebo v redlném case zachycuje aktualni ve-
likost fronty zprav kazdého procesu formou sloupcového grafu. Soucasti vystupu
XPVM jsou také jednoduché (ladici) textové vypisy, které obsahuji detailni in-
formace o vSech volanych funkcich z knihovny PVM véetné jejich parametri ¢i
navratovych kédiu. Samoziejmosti je potom shroméazdéni a zobrazeni vystupu
paralelniho programu.

Monitorovani MPI

Jelikoz se standard MPI tyka pouze rozhrani pro predavani zprav a nemé jinou
vazbu na jeho konkrétni programovou implementaci, je situace ohledné monitoro-
napriklad visualiza¢ni program XMPI, ktery vSak umi spolupracovat vyhradné
s LAM (Local Area Multicomputer), coZ je jedna z rozsifenéjSich implementaci
systému pro predavani zprav zalozend na MPI. Podrobné informace o XMPI
verze 2.2 a LAM verze 6.5.6 mizeme ziskat naptiklad prostfednictvim Internetu
z domovské stranky téchto projekti, jejiz adresa je [28].

XMPI je grafické uzivatelské prostiedi pro spousténi paralelnich programi
urc¢enych k provozu v LAM, pro monitorovani stavii jejich procesii i predavanych
zprav. Ke své ¢innosti vyuziva ladicich schopnosti prostfedi LAM a graficky zpra-
cované informace zobrazuje prostiednictvim systému X-Windows tak, ze uzivatel
mé moznost pomoci mysi ovladat béhy paralelnich programil a zaroven o nich
ziskdvat maximum dostupnych informaci. Vystupy XMPI jsou prakticky stejné
jako u XPVM, drobné rozdily koresponduji s odlisnostmi MPI a PVM.

2.4.3 Testovani vykonu pocitace

Dosazitelny vykon konkrétniho sekven¢niho pocitace miizeme mérit napriklad
pomoci testovaciho programu SCAL, jehoz tplny zdrojovy kéd je zachycen na
obrazku ¢.13. Program méfi redlnou rychlost procesort v jednotkich Flops/s
(floating point operations per second, pocet operaci v plovouci fadové Carce za
sekundu).

Rychlost procesoru se zjistuje mérenim skutecné doby vypoctu skaldrniho
souc¢inu dvou vektorl realnych cisel, kde je zndm pocet operaci s¢itani a naso-
beni. Velikost vektort lze nastavit parametrem n. Aby nedochézelo k ovlivnéni
vysledkti nepiesnym odecitanim prilis kratkych cast, je cely vypocet provadén
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opakované. Pocet opakovani loops zavisi na n tak, aby se soucinem obou ¢isel
zachoval konstantni pocet operaci v plovouci fadové ¢arce, ktery byl stanoven na
hodnotu 2%.

PROGRAM scal

1 Oznacent:
INTRINSIC ETime ﬂ « s optimalizad
INTEGER n, i, j 800 o bez optimalizace

INTEGER loops, flops

PARAMETER( n=2%%14 )

REAL t, t0, tm(2), T 600
REAL a(n), b(n), s, p

loops = 2%%28/n

flops = 2#%n*loops/1.0E6

DO 10 i
a(i)
b(i)
10 CONTINUE

WRITE (%, %) 200 0°0%4.0.000600000
WRITE(*,*) ?SCALAR PRODUCT BENCHMARK’ e
WRITE(*,*) -
WRITE(*,*) ’Length of vectors: ', n .

i,n
1.0
2.0

Vykon pocitace [MFlops/s]

WRITE(*,*) ’Number of loops: ’, loops 0
WRITE(*,*) ’Number of MFlops: ?, flops O 5 10 15 20 25
WRITE(*,*)

k, velikost vektort n = 2F

0304 = 11 Obrazek 14: Ocekavany vykon kazdého
o0 uzlu Klastru LINUX-4.

D0 20 i=1,n
s = s + a(i)*b(i)
20 CONTINUE

30  CONTINUE Pozndmky:

CALL ETime( tm, r )
t = tm(1) + tm(2) - t0

CALL ETime( tm, r )
t0 = tm(1) + tm(2)

e Procesor AMD Athlon 1400 MHz,
L1 cache 128kB, L2 cache 256 kB

p = REAL( flops/t )

WRITE(*,*) ’Control output: ’, s

WRITE(*,*) ’Computation time [s]: ’, t > : : .
WRITE(*,*) ’Performance [MFlops/sl:’, p b Preklad beZ Optlmallzace'
WRITE (%, ) gr7-3.0

END

e Preklad s optimalizaci:
g77-3.0 -03 -march=athlon

Obréazek 13: Testovaci program SCAL.

Moznost zmény velikosti vektori je dilezitd pro pripadné odhaleni ztraty
vykonu pocitace v zavislosti na rostouci velikosti zpracovavanych dat, naptiklad
v disledku nepiiznivych efektl p¥i vyuzivani rychlé vyrovnavaci paméti (cache)
mezi procesorem a operac¢ni pameéti.

Na obrazku ¢.14 je ptiklad pouziti programu SCAL na platformé LINUX-4.
Uzly klastru byly vybaveny procesory AMD Athlon s taktovaci frekvenci 1.4 GHz
a dvoutroviovou rychlou vyrovnavaci paméti o velikostech 128 kB v prvni irovni
(L1 cache) a 256 kB v trovni druhé (L2 cache). Program byl pielozen do spusti-
telného tvaru bez optimalizace pomoci piikazu g77-3.0 a s optimalizaci pfikazem
gr7-3.0 -03 —march=athlon.

Vysledky testu dokumentuji vyznam pouziti optimalizac¢nich voleb prekla-
dace, které zvysuji efektivitu vysledného kédu az 6x, kdy testovany pocitac dosa-
hoval primérného vykonu asi 700 MFlops/s a Spic¢kového az 880 MFlops/s. Déle je
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vidét nékolikanasobny pokles vykonu pocitace pii zpracovani dat o velikosti vétsi
nez je velikost rychlé vyrovnavaci paméti. V takovém piipadé pracuje optimali-
zovany program pouze o 25 % rychleji nez program neoptimalizovany a poditaé
dosahuje vykonu pfiblizné 75 MFlops/s.

Ke zjisténi dosazitelného vykonu konkrétniho paralelniho pocitace muizeme
pouzit program SCALP®. Uplny vypis jeho zdrojového kédu pro prostfedi MPI
zachycuje obrazek ¢.15. Program zjistuje vykon pocitace v jednotkach Flops/s
mérenim skutecné doby paralelniho vypocétu skalarniho souc¢inu dvou vektori re-
alnych ¢isel, kde je zndm pocet operaci s¢itani a nasobeni. Stejné jako v sekvenéni
verzi se rovnéz paralelni vypocet provadi opakované tak, aby program celkové vy-
konal uréity pocet operaci v plovouci fadové ¢arce, stanoveny na hodnotu 2%°.

V programu lze nastavit velikost vektort n, které jsou pfi vypoctu rozdéleny
na casti o stejné velikosti. Pocet ¢asti vektori koresponduje s hodnotou num, coz
je pocet paralelnich procesti, jenz vypocet provadéji. Dale je mozné v programu
zvolit pocet interakci paralelnich procest ¢, coz je vyhodné pro sledovani zmén
vykonu paralelniho pocitace v zavislosti na celkovém mnozstvi komunikace.

Obrazek ¢.16 zndzorhuje vykonové charakteristiky klastru LINUX-4 v zavis-
losti na velikosti zpracovavanych dat n a celkovém poctu komunikaci c. Program
byl pieloZen s optimalizaci piikazem g77-3.0 -03 -march=athlon a vysledny
spustitelny kod bézel na dvou uzlech, P = 2. Z vysledki testu je patrny ocekéa-
vany pokles vykonu paralelniho pocitace s rostoucim poc¢tem komunikaci paralel-
nich procest ¢ = {8,64,512}. S nejmensim poétem komunikaci poéita¢ dosahoval
$pic¢kového vykonu ptes 1700 MFlops/s, bézné vsak kolem 1400 MFlops/s a pfi
zpracovani velmi objemnych dat pouze 150 MFlops/s.

Na obrazku ¢.17 jsou zachyceny vykonové charakteristiky klastru LINUX-4
v zévislosti na velikosti zpracovavanych dat n a po¢tu procesori P = {2,4, 8}
vyuzitych pfi testu. VSechny vypocty byly provedeny s velmi malym poctem ko-
munikaci paralelnich procesti ¢ = 8. Do obrazku byla zaznacena také vykonova
charakteristika sekvenéniho programu SCAL, P = 1. Vysledky testu potvrzuji oce-
kavany, priblizné linearni rist vykonu klastru s rostoucim poctem jeho vyuzitych
uzli. Déle je vidét, ze mez, kdy vykon pocitace prudce poklesne pfi zpracovani
dat o velikosti vétsi nez je velikost rychlé vyrovnavaci paméti kazdého uzlu, roste
se zvySujicim se poc¢tem vyuzitych uzli. Tato prizniva vlastnost prirozené vy-
plyva z rozdéleni stejného mnozstvi dat mezi vétsi pocet uzli. Pro nejvétsi pocet
uzlt dosahoval poéitaé¢ §pickového vykonu asi 5000 MFlops/s, bézného vykonu asi
4500 MFlops/s a vykonu 615 MFlops/s pfi zpracovani velmi objemnych dat.

Poznamenejme, ze v praxi se pro méfeni vykonu pocitace pouzivaji testy za-
lozené na slozitéjsich kédech, napiiklad NAS [32] nebo HPL [31], jenZ vyuZivaji
vice riiznych operaci linedrni algebry jako jsou soucin matice a vektoru, rozklady
matic a jiné. Takové obecné testy vykazuji realnéjsi méreni vykonu pocitace.

6Paralelni obdoba testovactho programu SCAL, jehoZ vypis je zachycen na obrazku &. 13.
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PROGRAM scalp

IMPLICIT NONE

INCLUDE ‘mpif.h’

INTEGER mid, num, info, i, j, k
INTEGER n, ns, c, loops, flops

PARAMETER( n=2%%14 )
PARAMETER( c=2%x3 )

REAL a(n), b(n), s, sum, p
DOUBLE PRECISION t, t0

CALL MPI_INIT( info )
CALL MPI_COMM_RANK( MPI_COMM_WORLD, mid, info )
CALL MPI_COMM_SIZE( MPI_COMM_WORLD, num, info )

loops = 2%%28/(n*c)
flops = 2%%29/1.0E6

ns = n/num

sum = 0.

DO 10 i
a(i)
b(i)

CONTINUE

nnon o

N e
cob

IF( mid .EQ.
WRITE(*,*)
WRITE(*,x)
WRITE (*,*)
WRITE(*,%)
WRITE (*,*)
WRITE(*,*)
WRITE (*,*)
WRITE(*,*)
WRITE (*,*)
WRITE (*,*)

ENDIF

0 ) THEN
JPARALLEL SCALAR PRODUCT BENCHMARK'’

’Number of processes: ’, num
’Number of comm. loops: ', ¢

'Length of vectors:
’Number of loops:
’Number of MFlops:

','n
?, loops
?, flops

CALL MPI_BARRIER( MPI_COMM_WORLD, info )
t0 = MPI_WTIME()
DO 50 k = 1,c
DO 30 j = 1,loops
= 0.0
DO 20 i = 1,ns
s = s + a(i)*b(i)
CONTINUE
CONTINUE

CALL MPI_REDUCE( s, sum, 1, MPI_REAL, MPI_SUM,
* 0, MPI_COMM_WORLD, info )

IF( ( mid .EQ. 0 ).AND.( k .EQ. c ) )
* WRITE(*,*) ’Control output: ?, sum

CONTINUE
t = MPI_WTIME() - t0
p = REAL( flops/t )

IF( mid .EQ. O ) THEN

WRITE(*,*) ’Computation time [s]: ’, t
WRITE(*,*) ’Performance [MFlops/s]:’, p
WRITE (*,*)

ENDIF

CALL MPI_FINALIZE( info )

END

Obréazek 15: Testovaci program SCALP.

Oznaéend:
j oc=28
1500 * ¢ = 64
e c=512

1000

¢ 0 .9 © .0 0 0.0 0 0 0 0 o

500 T

Vykon poéitate [MFlops/s]

4 6 8 10 12 14 16 18
k, velikost vektort n = 2%
Obrazek 16: Test vykonu klastru LINUX-4

programem SCALP pro rizné pocty komu-
nikaci ¢. Pocet vyuzitych uzli P = 2.

Oznaéent:
5000 *P—l oP=2, xP=4, eP= 8‘
@ 4000
it
LI* L
= 3000
© . sk kkek ek
Eg * 11 * .
82000 x -
o, .0 B
% 10004 © oo
> R e LN : ] &
K- Sk B g
N, Lo
0 S99 9
4 6 8 10 12 14 16 18

k, velikost vektort n = 2*

Obrazek 17: Test vykonu klastru LINUX-4
programem SCALP pro riizné pocty vyuzi-
tych uzli P. Pocet komunikaci ¢ = 8.

Poznamka:
e Ve zdrojovém kédu programu SCALP je pro

pocet procesort P, které budou vyuzity pfi
béhu programu, vyhrazena proménnd num
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3 Resenda problematika

Velkou tfidu technickych problémi, napiiklad posuzovani zmén podlozi zatize-
ného stavebni konstrukci nebo vyvoje napétovych poli pfi tézbé v dole, mate-
maticky modelujeme pomoci okrajovych tiloh pruznosti. Reseni tiloh tohoto typu
zalozime na jejich diskretizaci pravidelnou siti a nasledné aplikaci metody ko-
necnych prvki, kterd vede obvykle na feSeni soustavy linedrnich rovnic. Velikost
soustavy miiZze byt zna¢na, muze se pohybovat fadové i v desitkach miliént rovnic.
Takova extrémni velikost potom brani nalezeni feSeni soustavy pouzitim nékteré
z metod primych a proto aplikujeme metodu nepfimou. V praxi se pouziva me-
toda sdruzenych gradientii s predpodminénim, jejiz rtizné algoritmické varianty
detailné popiseme v kapitole 4. Na zakladé téchto algoritmi a s vyuzitim znalosti
paralelnich vypoctli, s nimiz jsme se seznamili v kapitole 2, programoveé reali-
zujeme odpovidajici FeSice soustav, které dikladné vyzkouSime na testovacich
ulohach.

3.1 Formulace okrajové tlohy pruznosti

Oznacime () studovanou trojrozmérnou oblast a I' jeji hranici, ktera je rozdé-
lend na vzajemné disjunktni ¢asti, I' = I'g UT'; UR. Okrajovou tlohu pruznosti
formulujeme pomoci soustavy diferencialnich rovnic

0 Tij
; 8xj
a okrajovych podminek
U; = az na F() X (2)
ZTijVj = ,I’z na Fl . (3)
J

Soucasné plati

Tij = Zczjkl@kl, (4)
Kl

1 8ul auk
€l = §<a—xk+8—xl) (5)
Uvedené rovnice definuji zavislosti mezi veli¢inami po slozkach. Uvazujeme troj-
rozmérny prostor, proto v (1) az (5) budou 4, j,k,1 = 1,2, 3.
Soustava (1) vyjadiuje rovnovahu sil v oblasti €2, kde f je pisobici sila, 7 ten-
zor napéti linedrné svazany s tenzorem malych deformaci e Hookovym zakonem
(4) a ¢ konstanty charakterizujici materidlové vlastnosti. Rovnice (5) vyjadiuje

vztah mezi tenzorem malych deformaci e a posunutim u. ReSenim okrajové tilohy
pruznosti ziskdme napétovy stav, deformace a posunuti v oblasti 2. Vztahem
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(2) je na C¢asti hranice oznacené I'y pfedepsano posunuti 4. Okrajové podminky
tohoto typu nazyvame Dirichletovymi. Vztahem (3), kde v je jednotkovy vektor
vnéjsi normaly k ¢asti hranice oznacené I'y, jsou dany povrchové sily T na této
¢asti hranice. V tomto pripadé hovorime o okrajovych podminkdch Neumannova
typu.

Diferencialni rovnice (1) plati v kazdém bodé oblasti €2, maji lokalni charak-
ter. Hlubsi fyzikalni oprdvnéni ma vSak jiny zptsob vyjadieni rovnovahy - in-
tegralnimi rovnicemi podle tzv. varia¢nich principil pro energii, které se ukazuji
velmi vhodné jak pro matematickou analyzu, tak pro priblizné feSeni fyzikalnich
uloh. Podle zminénych principti miizeme okrajovou tulohu pruznosti formulovat
varia¢né: hleddme posunuti u € [H'(Q)]® takové, Ze

u—uy €V, V={ve[H'(Q)]: v=0naly},

/ Zc,],clg% g“’z dQ = / fod + [ Tvds  weV. (6)

ijkl

V uvedené formulaci je ug € [H'(Q2)]® posunuti, které nabyva predepsanych hod-
not na Iy, v je libovolné mozné (virtualni) posunuti, které mizeme chéapat jako
vychyleni z rovnovazné polohy, f je hustota objemovych sil a 7" hustota povr-
chovych sil. Vyrazy fv, Tv predstavuji skalarni souciny a H'(Q) je Soboleviiv
prostor. Vyznam ostatnich veli¢in jsme popsali diive.

Rovnice rovnovahy (6) byva ¢asto interpretovana takto: virtudlni prace vniti-
nich sil je rovna virtualni praci vnéjsich sil, tedy souc¢tu virtualnich praci sil
objemovych a povrchovych.

Pro podrobnéjsi vysvétleni vyznamu uvedenych rovnic a pojmu tykajicich se
klasické a variac¢ni formulace okrajovych tloh pruznosti odkazujeme ¢tenafe pre-
devsim na knihu [6], kde se miZeme seznamit i s dalsimi podminkami a omezenimi
kladenymi na veli¢iny ve vySe uvedenych vztazich.

3.2 Diskretizace metodou konec¢nych prvku

Ptiblizné teSeni okrajové tlohy pruznosti miizeme zalozit na déleni studované
oblasti {2 a nasledné aplikaci metody kone¢nych prvki vychazejici z varia¢ni for-
mulace tlohy. Tento postup vede na feSeni soustavy linedrnich rovnic, ktera je
rozsahla v pripadé jemného déleni oblasti €2. Matice vzniklych linearnich systému
jsou tidké, symetrické, positivné definitni a nazyvame je maticemi tuhosti. De-
tailné se s metodou kone¢nych prvki a aspekty jeji aplikace pri feSeni okrajovych
tloh miZeme seznamit v knihach [7] a [26].

V dalsim textu budeme uvazovat pravidelné déleni oblasti 2. Kazdy jednotlivy
element vzniklé diskretiza¢ni sité, jenzZ nemusi byt pravothla, bude rozdéleny
na linedrni kone¢né prvky ve tvaru ¢tyrsténu. Priklad déleni oblasti a aplikaci
kone¢nych prvki znazornuji obrazky ¢. 18, 19.
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E /i,:___.‘;‘f___. __.V;';-
NZ Y
Obrazek 18: Pravidelné dé- Obrazek 19: Déleni elementu
leni pravouhlé oblasti. sité na kone¢né prvky.

Pravidelné déleni oblasti vede k pravidelnému usporadani nenulovych prvki
matice tuhosti. Toto usporadani odpovida pravidelné Sabloné, kterou lze vyuzit
k efektivnimu uloZeni matice tuhosti a tim ke snizeni celkové pamétové naroc¢nosti
feSeni tlohy. Sablona zavisi na parametrech diskretizaéni sité, konkrétné na NX,
NY, NZ, coz jsou pocty uzli sité po fadé ve sméru X, Y, Z. Poznamenejme, Ze
NN =NX*«NYx*NZ oznac¢ime celkovy pocet uzli sité a ND = 3«NN celkovy pocet
rovnic vysledné soustavy linedrnich rovnic.

3.3 Modularni programovy systém GEM

Popsana diskretizace je zdkladem modularniho programového systému GEM vyvi-
jeného v Ustavu geoniky AV CR a uréeného pro modelovani 3D tloh z geome-
chaniky. Popis systému GEM lze najit v [30] a literatufe zde uvedené.

Cely vypocetni postup, schématicky zachyceny na obrazku ¢.20, ma Ctyri
hlavni faze sestavajici z jednotlivych kroki, které jsou reprezentovany jednim
nebo nékolika programy vykonavajicimi specifikovanou ¢innost v zavislosti na
typu TeSené tlohy a varianté metody pouzité pro jeji reseni.

Pocatecni fazi celého vypocetniho postupu nazyvame preprocesor. Soucasti
preprocesoru jsou programy pro nac¢teni informaci o tloze, k nimz patii zejména
rozméry a tvar studované oblasti, rozlozeni materidli a materidlové vlastnosti,
popis zatizeni a okrajovych podminek, charakteristika diskretiza¢ni sité, konec-
nych prvki a podobné. Tuto ¢innost vykonava napriklad program TGRID.

Na preprocesor navazuji programy pro analyzu metodou kone¢nych prvki,
kterd vede na sestaveni linedrniho systému. Tento dil vypocti realizuje naptiklad
program SMAT.

Dalsi porci vypoc¢tli obstaraji programy urcené k feSeni soustavy linearnich
algebraickych rovnic. Jedna se o sekvencni a paralelni feSice, naptiklad SESOL
nebo ITERA, které pracuji podle nékteré varianty algoritmu metody sdruzenych
gradienti s pfedpodminénim. Do stejné skupiny fadime i pomocné programy,
které slouzi k pripravé vstupnich dat a ipravé dat vystupnich, k distribuci a shéru
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dat mezi jednotlivymi uzly paralelniho pocitace a dalsim c¢innostem. Konkrétné
k paralelnimu fesi¢i ITERA patii pomocné programy DSPLIT a SMERGE.

Posledni fazi vypocetniho postupu nazyvame postprocesor. Do postprocesoru
zahrnujeme programy pro aposteriorni odhady chyb, pro pripravu nové aproxi-
mace TeSeni nebo novych okrajovych podminek pro pripadny dalsi vypocet, coz
vykonava naptiklad program BCRES, a podobné.

Cely vypocet systémem GEM technicky obvykle |
realizuje davka, ktera vold pfislusné programy. PREPROCESOR
Potadi volani programi pfitom odpovida jednot-
livym krokiim ze schématu na obrazku ¢.20. Ve
fazi preprocesoru programy nacitaji data pripra- %
vend uzivatelem, v dalsich fazich potom data vy-
tvorend v predeslych krocich. Béh programi muize
uzivatel tidit prostfednictvim parametri zapsa-
nych do specidlné pojmenovanych textovych sou-

> ’Ctem’ informaci o tloze ‘

l

ANALYZA MKP |

|

RESIC SLAR

’Pfl’prava vstupnich dat ‘

bori, coz je vyhodné predevsim pro provozovani [ Metoda sdruzenych gradientii |
S)’fstefnu GEM na pocitacich s ddvkovym zpracova- ’Uprm wotupnich dat ‘
nim tuloh. I
Zdrojové texty vSech programi jsou napsan
jove Texty Propraft Joou HADSY | T POSTPROCESOR |
v programovacim jazyku Fortran 77, jehoz ptekla-

dace existuji na superpocitacich, pracovnich sta- !

nicich i osobnich pocitacich. Pivodni systém GEM  Obrizek 20: Schéma vypodcti
byl pfepracovan s ohledem na maximalni pfenosi-  gystémem GEM.

telnost zdrojovych kédii programi na rtizné plat-

formy pocitac¢t a doplnén o systém davek pro jeho automatizovany pieklad. Tento
pfirozeny vyvoj motivoval zménu oznaceni celého systému na PortaGEM (porta-
bilni GEM). Zéaroven v8ak zkuSenosti ziskané pfenosy systému mezi rozdilnymi po-
¢itacovymi platformami’ a nové poznatky tykajici se aplikovanych numerickych
metod neustéale inspiruji autory k dalsimu vylepsovani celého systému.

V této praci se budeme zabyvat paralelnimi feSi¢i systému PortaGEM, které
tvofi samostatnou knihovnu pojmenovanou ELPAR. V kapitolach 4 az 6 popiSeme
rizné varianty algoritmu FeSi¢i i jejich programové realizace. Rovnéz ukazeme
vysledky testt TeSict provedenych na modelovych tlohach a stanovime efektivitu
vyslednych kédu.

3.4 Sada testovacich tloh z geomechaniky

Pro testovani fesi¢i jsme vybrali tlohy z geomechaniky. Prvni dvé z nich jsou
akademické modely deformace podlozi zédkladu a rovnovahy sil v oblasti, v po-
slednim pripadé se jedna o matematické modelovani realné situace pii dobyvani
loziska uranu.

7Systém je odzkougen a muZze pracovat na platformich IBM SP, SUN a LINUX.
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3.4.1 Deformace podloZi zakladu

V 1loze, kterou v testech oznacujeme FOOT, je popsana situace z obrazku ¢. 21,
kdy dochézi k deformaci podlozi zékladu, ktery je modelovan silovym zatiZenim.
Oblast je kvadr o rozmérech 100x100x40 metri, na horni strané uprostied ve
¢tvercové oblasti o velikosti 10x 10 metrii rovnomérné zatizeny tlakem 2.4 MPa.

7 obrazku je patrnd symetrie oblasti i zatiZeni,
proto mizeme uvazovat pouze ¢tvrtinu pivodni ob- —
lasti o rozmérech 50x50x40 metrii, v ostatnich ¢as- ey
tech bude feSeni stejné. Uvazovand oblast bude zati-
Zend v rohu horni strany na ¢tvercové plose o velikosti
5x5 metri. Vnitini sily jsou urcCeny vahou materi-
alu. Hrani¢ni podminky pfedstavuji nulovd norméalova
posunuti a nulové tangencidlni tlaky na kazdé strané (Qbrazek 21: Deformace
kromé horni, kde je vnuceny tlak. Materidl je homo- podlozi zakladu.
genni a izotropni.

Soustava linearnich rovnic vznikla diskretizaci oblasti pravidelnou siti, ktera
byla jemnéjsi smérem k naméhané oblasti, a aplikaci metody kone¢nych prvki.
Celkovy pocet rovnic vysledné soustavy se riiznil v zavislosti na poc¢tu uzli dis-
kretizacni sité, ktery byl pro kazdou variantu tlohy ve vSech smérech stejny. Pro
jednotlivé varianty tlohy nabyval hodnot 6 az 81 uzli (s krokem 5). Charakte-
ristiky vybranych variant tlohy jsou shrnuty v tabulce ¢. 1.

Oznacdeni | Podet uzlu sité | Pocéet rovnic
FOOT 05 E 06x06x06 648
FOOT 10 E 11x11x11 3993
FOOT 20 E 21x21x21 27783
FOOT 40 E 41x41x41 206 763
FOOT 60 E 61x61x61 680943
FOOT 80 E 81x81x81 1594 323

Tabulka 1: Vybrané varianty tlohy FOOT-E.

Oznacdeni | Poéet uzlu sité | Podéet rovnic
FOOT 04 04x04x04 192
FOOT 12 12x12x12 5184
FOOT 20 20%x20x20 24 000
FOOT 40 40%x40x40 192 000
FOOT 60 60x60x60 648 000

Tabulka 2: Plivodni varianty tlohy FOOT.

36



Vsechny uvedené varianty tlohy FOOT-E vychazeji z ptvodni ulohy FOOT 40,
ktera oznacuje feSeni stejného problému diskretizovaného jinou siti. Pouzita sit
o velikosti 40x40x40 uzli vSak az na vyjimecné pripady neumoznovala odvodit
rizné varianty ulohy pouze tpravou pocti uzli sité v jednotlivych smérech tak,
aby se nezmeénila celkovd geometrie lohy. Timto zpiisobem bylo mozné vytvorit
celkové jen 5 ptvodnich variant ulohy, které jsou shrnuty do tabulky ¢. 2. Potfeba
kretiza¢ni sité originalni tlohy FOOT a tim vytvofeni nové, skdlovatelné testovaci
ulohy FOOT-E.

3.4.2 Rovnovaha sil v oblasti

Pro experimenty s linedrnimi systémy, jejichz matice tuhosti je singularni, jsme
vytvorili modelovy piiklad rovnovahy sil v oblasti. Tuto lohu v testech oznacu-
jeme NEUM.

Studovana oblast ma tvar krychle o rozmérech ‘
100x100x 100 metrii a je materidlové homogenni. i
Cela plocha horni strany je zatiZena silou F; o ve- |
likosti 10.0 MPa. Proti ni ptsobi na celou plochu |
dolni strany sila F3, jejiz velikost je ddna souctem )
velikosti pisobici sily F a tihy télesa urcené vahou Py}
materidlu, F5~19.9 MPa. Tim je dosazeno rovno-
vahy sil. Poznamenejme, Ze na ostatnich stranach
jsou zadany nulové sily.

Vsechny okrajové podminky jsou Neumannova
typu. Diskretizace tlohy koneénymi prvky potom
vede na feSeni linedrniho systému se singularni matici tuhosti, pro ktery hle-
dame zobecnéné teSeni. K takovému vypoctu je vSak nutna stabilizace metody
sdruzenych gradientii, kterou popiSeme v dal$im textu.

Obréazek 22: Uloha pouze se
silovymi okrajovymi pod-
minkami.

Oznaéeni | Podet uzlu sité | Podet rovnic
NEUM 11 11x11x11 3993
NEUM 41 41x41x41 206 763

Tabulka 3: Varianty ulohy NEUM.

Soustava linedrnich rovnic tlohy NEUM vznikla diskretizaci oblasti pravidelnou
siti a aplikaci metody kone¢nych prvki. Velikost vysledné soustavy zavisela na
hustoté pouzité diskretiza¢ni sité. Tabulka ¢. 3 popisuje dvé varianty alohy, které
jsme pro ucely testovani resict vytvorili.
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3.4.3 Tézba v uranové sloji

V tloze, kterou v testech oznac¢ujeme DORO, je modelovan vyvoj napétovych poli
pri dobyvani loziska v uranovém dole v lokalité Dolni Rozinka. Uvazovand oblast
o rozmérech 1430x550x600 metrii je materidlové nehomogenni a je umisténd 700
metri pod povrchem. Nachdazeji se v ni tii vzajemné rovnobézné uranové sloje.
Jejich umisténi v oblasti je zachyceno na obrazku ¢. 23.

Okrajové podminky jsou zvoleny bud Neumannova typu, které simuluji po-
¢atecni napétovy stav, nebo Dirichletova typu, které jsou dané posunutimi pred
tézbou a musi byt spocitany pfedem. S detaily konstrukce matematického modelu
se mizeme sezndmit napiiklad prostfednictvim [21].

Postupné se simuluji ¢tyri faze tézby, které jsou reprezentovany sekvenci vy-
poctl stejného problému s riznymi distribucemi materiali. Sekvence vypocti
NS predstavavuje TeSeni Ctyl problémi s okrajovymi podminkami Neumannova
typu, sekvence vypocti DS potom FesSeni péti problémii, z nichZ prvni méa okrajové
podminky Neumannova typu, ostatni Dirichletova typu.

2 )

Obrézek 23: Modelovani loziska uranu Obrazek 24: Diskretizace oblasti s mo-
ve studované oblasti. delovanym loziskem uranu.

Diskretizaci oblasti pravidelnou siti, ktera je zachycena na obrazku ¢. 24, a me-
todou kone¢nych prvki vznikly soustavy linedrnich rovnic o 3 873 264 neznamych.
Poznamenejme, ze v pripadé modelovaci sekvence NS jsou soustavy singularni,
v piipadé modelovaci sekvence DS pak regularni s vyjimkou prvniho kroku.

Singularni soustavy mohou byt nekonsistentni vlivem zaokrouhlovacich chyb
nebo urcitych nevyvazenosti, které jsou zpisobené riznou jednotkovou vahou
materidlu ve vytézenych ¢astech. Pro takovou singularni soustavu

Au=f,  f¢R(A),

kde R(A) je teoreticky obor hodnot matice A, potom hleddme zobecnéné Feseni
u* ve smyslu

|Av* — f|| = min.
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4 Iteracni resicCe

Vypocetné i ¢asové nejnarocnéjsi casti reSeni ulohy pruznosti metodou konec-
nych prvki je feSeni vysledné soustavy lineadrnich algebraickych rovnic. V dalsim
textu proto predstavime itera¢ni TeSi¢e linearnich systémi zaloZené na metodé
sdruzenych gradientli s pfedpodminénim.

Kromé zakladniho sekven¢niho algoritmu uvedeme i jeho zobecnény tvar,
rizné typy pfedpodminéni a techniku umoznujici feSit singuldrni tlohy. Rov-
néz se seznamime s metodami rozkladu prostoru, které vyuzijeme pro konstrukci
ucinnych predpodminovaci a pro navrh algoritmi paralelni metody sdruzenych
gradienti.

4.1 Metoda sdruzenych gradientu s predpodminénim

Metoda sdruzenych gradienti (conjugate gradient
Piprava 9@ method, CG) je iteraéni metoda urcend pro FeSeni
u=u* (rozsahlé) soustavy linearnich rovnic
w = Au
r=f-w Au=f, u, f € RN (7)
v=C"lr
so = (r,v) se symetrickou (ND x ND), positivné definitni ma-
tici soustavy A. Takovy linearni systém vznika na-
+ priklad pii feSeni tlohy pruznosti.
V 1-té iteraci metoda sdruzenych gradientti hleda
Iterace A_ optimalni priblizné feSeni u; na prostoru
w = Av
o ke
@:if+zz) kde K; je i-ty Kryloviiv podprostor definovany
w=C"r KC; span{rg, Arg, ..., A" 'rg}
s1 = (r,w)
B =s1/s0 Ty = f_AU'O-
8o = 81
v=w+fo Metoda nevyzaduje zadné parametry a je pamétové
nenarocna.
Rychlost konvergence metody zavisi na rozlozeni
@ vlastnich ¢isel matice soustavy A, pri¢emz rychlou

konvergenci miizeme ocekavat v pripadé ¢isla pod-
minénosti blizkého 1 nebo v pripadé shluku vlast-
nich ¢isel. Ke zlepSeni konvergence se vyuziva tech-
nika zvand predpodminéni, kterou si 1ze predstavit
jako prechod k nové soustavé linedrnich rovnic s matici, kterd mé spektralni
vlastnosti lepsi nez matice pivodni soustavy A.

Obrazek 25: Metoda sdru-
Zzenych gradientii s pfred-
podminénim.
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Celkové mnozstvi prace potfebné pro feseni je u itera¢nich metod rovno praci
pro vykonani jedné iterace vynasobené poctem iteraci. U metody sdruzenych gra-
dientii se v jedné iteraci provadi pfedevsim soucin matice x vektor, dale dvakrat
skalarni soucin vektori a trikrat nasobeni vektori skalarem a s¢itani vektori. Pri
pouziti predpodminéni musime navic v kazdé iteraci resit soustavu s predpodmi-
nujici matici C.

4.1.1 Zéakladni sekvencni algoritmus

Algoritmus metody sdruzenych gradientl s pfedpodminénim mtzeme nalézt na-
ptiklad v [10], [11]. V této praci budeme uvazovat jeho upraveny tvar znazornény
na obrazku ¢. 25.

Algoritmus pracuje s pétici vektori redlnych ¢isel: hledané feseni u, prava
strana f, residuum r, smér postupu v pro opravu feSeni u a pomocny vektor w.

Ukonceni iteraci

Dvé faze algoritmu, pripravnd a iteracni, jsou oddéleny podminkou pro ukon-
¢eni iteraci neboli ukoncovacim kritériem UK. Velmi ¢asto se pouziva ukoncovaci
kritérium ve tvaru

Il _ [rr)

1A NS )

kde pozadovanou relativni presnost ¢ zadava uzivatel. Bézné se setkame napiiklad
s hodnotou € = 10~%.

Jiny pristup k ukonceni iteraci miize byt zalozen na odhadu velikosti relativni
chyby feseni, napriklad

I

[1f = Augll
04/ —

kde C(A) je ¢islo podminénosti matice soustavy A. Hodnota C(A) muze byt
odhadnuta pouzitim kombinace metody sdruzenych gradientii a Lanczosovy me-
tody. Uvedeny odhad vSak muze byt prili§ pesimisticky, proto je problematika
stanoveni piesnéjsich odhadi studovana v dalSich pracech, napiiklad v [24].

i
— < (C(A
. <6

Popis datovych struktur

S velikosti linedrniho systému roste diilezitost efektivniho uloZeni jeho datovych
struktur, zejména matice tuhosti, nebot operace s matici tuhosti jsou vzhledem
k celkovému objemu vSech vypocti béhem jedné iterace metody sdruzenych gra-
dienttt dominantni a ovliviiuji celkovou pamétovou naroc¢nost feseni linearni sou-
stavy.
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Pro ulozeni matice tuhosti se vyuzivaji jeji charakteristické vlastnosti, symet-
rie a fidkost, a proto stac¢i ukladat pouze nenulové prvky jeji horni trojuhelnikové
¢asti. Pri diskretizaci oblasti pravidelnou siti ma matice tuhosti na kazdém radku
pravidelné umisténé nenulové prvky, pricemz jejich skute¢ny pocet zavisi na typu
pouzitych kone¢nych prvki. Pro piipady, kdy je oblast diskretizovana zplisobem
popsanym v oddile 3.2 (obrazky ¢.18, 19), jsou na obrazcich ¢.26 a 27 schéma-
ticky zachyceny uspotfadani prvki datovych struktur a detailni struktura matice
tuhosti (X, Y, Z oznacuji pozice nenulovych prvki odpovidajici prislusnému sméru
posunuti). Poznamenejme, 7e popis uvedené diskretizace v kontextu ptivodniho

fesi¢e PCG-1 miZeme nalézt v [14]. ND = 34NN
Matice tuhosti mize byt ulozena do datového XaYiZi XaYaZs - -

souboru napiiklad po diagonélach nebo, jako v této ¥ ¥
;. 4 , v 17 7 Ry Z Z
praci, po 42 nenulovych prvcich kazdého radku jeji  x. Xo
, . , ’ vz . sz , Y2 Yo
horni trojihelnikové ¢asti. Aby se v rutinach, které  z 7z
s matici pracuji, nemuselo oSetfovat zkraceni po- - A '

slednich radki, jejichz pocet je dan polovi¢ni Sitkou
pasu, ukladaji se i tyto fadky v plné délce (doplnéni
nulami). O polovi¢ni §itku pasu jsou zvétSeny také
vektory, které se pfi vypoctech s matici pouzivaji.
Toto zvySeni pamétové narocnosti implementace je  Obrazek 26: Schéma, global-
pomérné malé, pricemz jsou vyrazné zjednoduseny
algoritmy, jenz s matici pracuji.

matice tuhosti vektor

niho usporéddani prvki da-
tovych struktur.

3*NX-2 3*NX*NY-3*%NX-2 3*NX*NY-2 3*NX*NY+3*NX-2 ND
1234567....0..cccviinn. leveiiii, leveiiiia, e |

1: XYZXYZO...OXYZXYZXYZO...0XYZXYZXYZO...0XYZXYZXYZO.. .0XYZXYZXYZO......... 0

2: YZXYZO...O0XYZXYZXYZO...O0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO......... 0

3 ZXYZO. ..OXYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO......... 0

4 XYZXYZO...0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . . OXYZXYZXYZO0. . . 0XYZXYZXYZO...... 0

5: YZXYZO. . .OXYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . . OXYZXYZXYZO. .. ... 0

6 ZXYZO...OXYZXYZXYZO...0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . . OXYZXYZXYZO...... 0

7 XYZXYZO...0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .OXYZXYZXYZ0...0

8 YZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZ0. . .0XYZXYZXYZ0...0

9 ZXYZO...OXYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . .0XYZXYZXYZO. . . OXYZXYZXYZ0...0
ND-5: XYZXYZ
ND-4: YZXYZ
ND-3: ZXYZ
ND-2: XYZ
ND-1: YZ
ND: Z

Obrazek 27: Usporadani prvku horni trojuhelnikové ¢asti matice tuhosti A.

Operace ndsobeni matice x vektor

V rutiné realizujici operaci nasobeni matice x vektor, se inicializuje Sablona,
coz je pole indexu patricné délky, na hodnoty odpovidajici skutecnym pozicim
nenulovych prvki v prvnim fadku matice. Vzdy po zpracovani jednoho radku
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matice se Sablona aktualizuje na hodnoty odpovidajici pozicim nenulovych prvki
na dalsim rddku matice. Stejny zpiisob prace s matici tuhosti se pouziva pri
predpodminéni.

Samotnou operaci nasobeni matice x vektor je z hlediska ulozZeni matice bé-
hem vypoctu mozné realizovat dvéma zptisoby:

e celd matice se na pocatku feSeni jednou nacte do pole patficné velikosti
v operacni paméti a pri operacich s matici se 1ze odkazovat pouze na prvky
tohoto pole, potom odpovidajici feSi¢ nazveme pamétové orientovany,

e matice se vzdy ¢te z datového souboru na disku rfadek po fadku, pripadné
po nékolika fadcich najednou, potom odpovidajici feSi¢ charakterizujeme
jako diskové orientovany.

Vyhodou prvniho pristupu je maximalni rychlost provadéni operace, jeho ne-
vyhodou je v8ak velkd paméfova naro¢nost uchovani matice. Casto byva maxi-
malni velikost FeSeného problému znac¢né omezena velikosti dostupné operac¢ni
paméti vypocetniho systému. V druhém piipadé je priznivd pamétova nenaroc-
nost celé operace dosazena pouze za cenu mnohem pomalejsiho pristupu k prv-
kiim matice. Tato nevyhodna vlastnost nabyde na vyznamu zejména pii praci
s velkymi datovymi soubory, které vznikaji p¥i pouziti jemné diskretizace ulohy
pruznosti.

Pocatecni aproximace reseni

Vypocet metodou sdruzenych gradientii je zavisly na volbé pocatecni aproximace
feSeni u*, kterd ovliviuje velikost pocatecni chyby, ale pfipadné také rychlost
konvergence metody. K vhodnym a pouzivanym volbam patii nulova pocatecni
aproximace, u* = 0, nebo vysledek diive provedeného vypoctu, napriklad produkt
jiné numerické metody aplikované na stejnou ulohu.

4.1.2 Pevné a proménné predpodminéni

Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientl zavisi na rozlozeni vlastnich
¢isel matice soustavy A. Pro zvySeni vykonu iteraci a tim i zrychleni konvergence
metoda vyuziva techniku zvanou predpodminéni. Jeji ideou je vytvoreni takové
predpodminujici matice C, aby linearni systém

Cu=f

byl snadnéji TeSitelny nez pivodni systém a pritom aby matice C' byla blizka
matici A. Obecné to znamena levné vytvorit matici C, jejiz inverze by dobie
aproximovala inverzi ptivodni matice, C~! ~ A~

Samotné realizace pfedpodminéni je mozné bud prechodem k transformované
soustave

C'Au=C'f
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nebo, jako je tomu v této praci, modifikaci residua, kdy je nutné v kazdé iteraci
resit soustavu s prfedpodminujici matici,

Cg=r. (8)
Budeme uvazovat nasledujici volby matice C"
e (' =1, kde I je jednotkova matice, vypocet probiha bez predpodminéni,

e C = D, kde D je diagonalni ¢ast matice A, hovofime o diagonalnim pied-
podminéni,

o C=(X+L)X (X + L), kde L je dolni trojihelnikova ¢4st matice A, X
je diagonalni matice uréend podminkou Ce = Ae, e = (1,...,1)", potom
hovofime o predpodminéni typu netplné faktorizace (incomplete factori-

zation, IF). Podrobnéjsi informace o tomto typu pfedpodminéni mtzeme
nalézt v [11].

Poznamka: Aby predpodminujici matice C vyse uvedeného tvaru existovala
a byla positivné definitni, musi byt X > 0. Potom fekneme, Ze uvedena
technika netiplné faktorizace je stabilni. Tato stabilita je zarucena naptiklad
pro matice L > 0, Ae > 0, obecné vSak zarucena neni, coz potvrzuji
zkuSenosti pii feSeni loh pruznosti a plasticity. Naprava spo¢iva v nalezeni
vhodné matice A, kterd aproximuje matici A a jejiZ netplna faktorizace
je stabilni. Pro alohy pruznosti miize byt vhodnym kandiddtem A matice,
kterou ziskdme z matice A odstranénim spoji, jenz odpovidaji uzlovym
posunutim v riznych smérech. Vice informaci lze nalézt v [12] a literatufe
zde uvedené.

S dal$imi variantami predpodminéni se seznamime v oddile 4.2, kde budou po-
psany predpodminovace zalozené na metodach rozlozeni prostoru a které lze za-
roven vyuzit pfi paralelni implementaci metody sdruzenych gradientii.

Pfedpodminova¢ v metodé sdruzenych gradientid by mél byt reprezentovan
linedrnim, symetrickym, positivné definitnim zobrazenim. Pokud zobrazeni pted-
stavujici pfedpodminéni tyto vlastnosti spliuje, napiiklad diagondalni predpod-
minéni nebo netplna faktorizace, hovorime o pevném predpodminéni. V opa¢ném
pripadé hovorime o proménném predpodminéni, napriklad pokud soustavu s pred-
podminujici matici feSime nepfesné vnitinimi iteracemi do urcité presnosti &*,
obvykle * = 101,

4.1.3 Algoritmus zobecnéné metody

Metoda sdruzenych gradienti s proménnym predpodminénim miize pracovat,
i kdyz predpodminéni neni reprezentovano linearnim, symetrickym, positivné de-
finitnim zobrazenim. Dojde v8ak k poruseni A-ortogonality smérd postupu pii
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hledani feseni, coz miize vést k destabilizaci celé metody. Naprava spociva v do-
datecné A-ortogonalizaci smérd postupu a takovou metodu sdruzenych gradienti
nazyvame zobecnénou. Blize se s touto metodou miizeme seznamit prostiednic-
tvim [29].

Zapis upraveného algoritmu ve tvaru vhodném k implementaci na pocitaci
je na obrazku ¢.28. Dodatecnd A-ortogonalizace miize byt uplnd nebo ¢asteéna
podle toho, zda se korekce nového sméru postupu pocita vici viem predeslym
smérim postupu nebo pouze k nékolika poslednim z nich. Celkovy pocet sméria
postupu pro dodateénou A-ortogonalizaci je v algoritmu oznacen m.

ug = U
ro = f—Aug
vo = go = G(ro)
oo = ({9o,70)
for i =0,1,... until ||r;|| <e||f|| do
w; = Av;
i = (vi,wi)
a = oi/v
Uirl = Ui+ Qv
Titl = Ti— 04W;
git1 = G(riy1)
Oi+1 = (gi+1, Ti+1)
Vi+t1 = Gi+1
for k =min{i+1,m},...,1do
f+1 = (Gir1, (Piva—k — Tig1-k))/Tiv1—k
Vi1 = Uiyl + ﬂf+1vi+1fk
end
end

Obréazek 28: Algoritmus zobecnéné metody sdruzenych
gradientli s predpodminénim.

Ke své ¢innosti vyzaduje algoritmus ulozené 2m+3 vektory: u pro u;, g pro
gi, w pro w;, v[l:m] a r[l:m| pro v; a r;, j = i+1—m,...,i, kde i oznaluje
aktualni iteraci. Modifikaci vztahu pro vypocet 8F,,, tj.
f+1 = —(AGit1, Vis1-k) /Vit1-k 5
mohou byt pamétové naroky algoritmu snizeny na celkové m+ 3 vektory, ale
v kazdé iteraci by se musela navic vykonavat dalsi draha operace matice x vektor.

Pri teSeni neprili§ Spatné podminéné ulohy zobecnénou metodou zpravidla
postacuje k jeji stabilizaci ¢astecna dodateénd A-ortogonalizace smért postupu,
obvykle m=k=1. Takova varianta metody pfi srovnéani s algoritmem na obrazku
¢.25 vyzaduje navic ulozeni jednoho vektoru a vypocet jednoho dodatecného
skalarniho soucinu vektori v kazdé iteraci.
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4.1.4 Projekce pro reSeni singularnich dloh

Diskretizaci 3D tloh pruznosti s vyhradné Neumannovymi okrajovymi podmin-
kami metodou kone¢nych prvki vznikaji soustavy linedrnich rovnic se singularni
matici tuhosti. Pfikladem mohou byt tlohy NEUM a DORO, jejichz charakteristiky
jsme uvedli v oddilech 3.4.2, 3.4.3. Nyni popiSeme Gpravu metody sdruzenych gra-
dienti, ktera ji umozni nalézt zobecnéné feSeni singularniho linedrniho systému,
pokud takové feSeni existuje.

Ozna¢me N(A) nulovy prostor matice A. Necht R(A) je teoreticky obor hod-
not matice A, ktery je vzhledem k jeji symetrii komplementarni k nulovému
prostoru,

RN = N(A)® R(4A) .

Pripomeneme, Ze ND je celkovy pocet rovnic linearniho systému. K zachovani
stability metody sdruzenych gradientii pti vypoc¢tu dopomize projekce

P:Fer, Fe R\ r € R(A),
kterou aplikujeme v kazdé iteraci po vypoctu residua

r o= r—ow

r e bor L.

U tloh pruznosti tvori jadro nulového prostoru matice tuhosti Sestice vektori
pi,---,Pe, které odpovidaji tuhym pohybiim,

N(A) =span{py, ..., ps } -

P1i usporadani stupnu volnosti odpovidajici separovanym slozkdm posunuti, jenz
bude popsano v dalsim textu, maji vektory jadra nasledujici tvar,

1 0 0
p1:<0>7 p2:<]—>a p3:<0>a
0 0 1
0 —T3 —XT9
p4:<_$3>7 p5:< 0>7 p6:< xl):
T2 T 0

kde 1 a 0 jsou jednotkovy a nulovy vektor délky ND/3, déle potom z1, x9, 23 jsou
vektory po fadé X-ovych, V-ovych a Z-ovych soutadnic uzli pouzité diskretizacni
sité. To znamena, Ze

6
r:F—Zajpj, a; € R,
j=1
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kde koeficienty «; ur¢ime z podminek

(r,p;) =0, j=1,...,6.

coz vede na TeSeni soustavy Sesti linedrnich rovnic
Goa=r1",

Matice G' je symetrickd a jejimi prvky jsou souciny p;pj, 4,7 = 1,...,6. Prvky
pravé strany 7* jsou souciny rp;, j =1,...,6.

Je zfejmé, ze matici G mizeme vyrobit hned na zacatku algoritmu, nebot ta
se v pribéhu vypoc¢tu neméni. Naopak prvky vektoru 7 musi byt aktualizovany
vzdy po vypoctu vektoru 7. Po ziskani vektoru koeficientti o miizeme aplikovat
projekci P.

4.2 Metody rozlozeni prostoru SD

Obecnou tfidu numerickych metod konstruovanych podle spoleéného schématu,
kterym je rozklad prostoru, v némz hledame reSeni, nazyvame metody rozlozeni
prostoru (space decomposition methods). Do této tiidy patii napiiklad metody
vyuzivajici separaci slozek posunuti, Schwarzovy metody rozkladu oblasti s pre-
krytim, metody kompozitnich siti a podobné. V posledni dobé se metody rozlozeni
prostoru dostavaji do popredi zajmi, nebot dovoluji paralelizaci itera¢nich metod
a zaroven také konstrukci G¢innych predpodminovaci.

Uvazujme TeSeni okrajové tlohy pruznosti, ktera je variacné formulovana na
prostoru ¥V metodou kone¢nych prvki. Necht V' je podprostorem )V s kone¢nou
dimenzi. Baze {¢;} Y7 prostoru V definuje izomorfismus prostorti V a prostoru re-
4lnych algebraickych vektorit RNP. Aproximace feSeni tillohy vychézejici z metody
kone¢nych prvki potom bude mit tvar

ND
Uy = Z uiP; (9)
i=1

kde u; jsou slozky vektoru u € RNP. Tento vektor mtiZe byt uréen z feSeni
linedrniho systému (7), jenz spliiuje vlastnosti uvedené v oddile 4.1, metodou
sdruzenych gradientti s pfedpodminénim. Jeji algoritmus vykonava v i-té iteraci
nasledujici operace:

Uil = Ui + 040

Tig1 = Ti— QW

gi+1 = G(ri+1)
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Zde je pfedpodminéni zapsano v obecném tvaru jako operace GG, kterd pocita
pseudoresium ¢ k ziskani vektoru, ktery by se nachazel ve sméru bliZe chybé A~ 1r
nez residum r.

Predpodminova¢ G muze byt zaloZen na rozkladu prostoru V' ve tvaru

V=> Vi,
k=1

pricemz podprostory V;, C V, nemuseji nutné byt lineadrné nezavislé. Necht pro-
stor Vj, je izomorfni s prostorem RNP%. Potom lze konstruovat matice piechodu
I, Ry, jenz reprezentuji operace:

o I, : RNPx — RND je prodlouzeni z k-tého podprostoru dané inkluzi V,, C V,
o R, : RNP — RNDk je restrikce neboli omezeni na k-ty podprostor, Ry = I

Podproblémiim na podprostorech potom odpovidaji matice Ay = Ry AIT, které
jsou opét symetrické a positivné definitni.

Cela trida predpodminovacii zalozenych na metodach rozkladu prostoru mize
byt predstavena pomoci obrazku ¢.29, ktery zachycuje algoritmus pro vypocet
pseudoresidua g.

9°=0
for k=1,...,m do
¢* = g5+ AT Ry 2
end
g=4g"

Obrazek 29: Algoritmus piedpodminovace
zalozeného na metodach rozkladu prostoru.

Vybér vektoru z* ovliviiuje typ predpodmifnovade:

e Volba z¥ = r dava aditivni pfedpodminova&, ktery je snadno paralelizova-
telny a lze jej v metodé sdruzenych gradienti pouzit pfimo, nebot je syme-
tricky a positivné definitni.

e Volba 2 = r — AgF~! dava multiplikativni predpodmihovaé, ktery je re-
prezentovan nesymetrickym linedrnim zobrazenim. K ziskani symetrického,
positivné definitniho predpodminovace je nutné v algoritmu provést korekce
z podprostoru také v obraceném poradi, coz lze ucinit zménou mezi cyklu
nak=1,...,m—1,m,m—1,...,1.

Poznamenejme, ze tento predpodminovac nelze pfimo paralelizovat.
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Operaci wy = A,;lvk, ktera se objevuje ve vSech predpodminovacich zaloze-
nych na metodach rozkladu prostoru, muzeme resSit napiiklad neuplnou fakto-
rizaci, coz dava pevné predpodminéni, nebo vnitinimi iteracemi do pozadované
presnosti, coz charakterizuje proménné predpodminéni.

V pripadé multiplikativniho nebo proménného predpodminovace neni pred-
podminéni reprezentovano linedrnim, symetrickym, positivné definitnim zobraze-
nim a metoda sdruzenych gradientii nemusi viibec konvergovat. Potom je nutné
pri vypoctu pouzit algoritmus zobecnéné metody s dodatecnou A-ortogonalizaci
smért postupu. Takovy algoritmus jsme popsali v oddile 4.1.3.

4.2.1 Piedpodminéni separaci sloZek posunuti DiD

Prvni metodou rozkladu prostoru, kterou se budeme zabyvat v této praci, je
separace sloZzek posunuti. Poprvé byla tato metoda predstavena v [5], [12] a jeji
aplikace pfi paralelnich vypoétech byla popsana v [19], [20].

V feseni okrajové tilohy pruznosti (9) reprezentuji stupné volnosti u; uzlova
posunuti ve smérech, jenz odpovidaji souradnicovym osam. Odtud lze definovat
separaci slozek posunuti

V=Vx+Vy+Vz,

kde Vi, k = X, )Y, Z je podprostor vektori, které maji nenulové stupné volnosti ve
sméru posunuti k. PTi uvazovani datovych struktur v kompaktnim tvaru, predsta-
veném v oddile 4.1, je separace slozek posunuti docilena preusporadanim prvki
matice tuhosti a vektorti do ucelenych bloki podle sméru posunuti. Tuto situaci
schématicky zachycuje obrazek ¢. 30.

ND
ND = 3xNN g NN NN NN h
-\ ~ —f— ————
X1Y1Z1X2Y222... X1X2... YIYZ"' ZIZZ"'
X1 X1 X1 X1
Yi Yi Xo X2
Z1 Zl . .
XQ X2
Ya Ya A Aqo Aqs |
Zs Zs Y1 Y1
Y2 Y2
A =
Ao Ao Ass |
Zl Zl
Z2 Za
L Az Aszs Ass L
matice tuhosti vektor matice tuhosti vektor

Obrazek 30: Schéma, separace slozek posunuti.
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Separace slozek posunuti nyni umoznuje predstavit nékteré aproximace matice
A, jenz dovoluji konstrukci u¢inného predpodminovace pro metodu sdruzenych
gradientli. Prvni z nich, matice B,

All
B = A22 )
A33

je tvorena diagonalnimi bloky matice A. V této praci je matice B vyuzita pfi rea-
lizaci proménného predpodminéni, oznaceného DiD-IE, kdy se operace s inverzni
matici B~! fe§i nepfesné iteracemi nové, vnitini metody sdruZenych gradienti,
které pracuji se submaticemi Ai_il, 1=1,2,3.

Dalsi aproximaci matice A je matice C, jenz vychézi z matice B, kazdy blok
Aj;; je v8ak nahrazen netplnou faktorizaci. Pfipomeneme, Ze jeji popis byl v oddile
4.1.2. V této praci je matice C vyuzita prii realizaci pevného predpodminéni, které
bude oznacovano DiD-IF.

4.2.2 Predpodminéni rozkladem oblasti s prekrytim DD

Uvazujme teSeni okrajové tlohy pruznosti na 3D oblasti €2, které jsme popsali
v oddile 3.2, a dale specialni rozdéleni oblasti {2 na nepiekryvajici se podoblasti
Qi i=1,...,m (m je celkovy polet podoblasti), ve sméru odpovidajicimu sou-
fadnicové ose Z tak, Ze kazdy uzel sité bude nalezet pravé do jedné z podoblasti.

y/ﬁ !

[ R N

W N

N o oo
[~ S

O ® O ND G W N
L
r
<
<
l 2

7 7
8 8

9
Q 10 Q3 10 Q3

—

Obrazek 31: Rozlozeni oblasti na prekryvajici se podoblasti.

Rozsitenim podoblasti Qi o navazujici ¢asti podoblasti Qi,l a QiH ziskame
prekryvajici se podoblasti €2;, ¢ = 1,..., m. Rozsah ptekryti podoblasti OF od-
povida jedné nebo nékolika vrstvam uzll diskretizacni sité a mé vliv na rychlost
feSeni metody. V pripadé rozsahu prekryti podoblasti vétsiho nez 1 je vhodné sa-
motny proces prekryvani podoblasti provadét tak, ze se kazda podoblast nejprve
roz§iri na konci o jednu vrstvu uzli z podoblasti nasledujici, potom se rozsiri na
zacatku o jednu vrstvu uzli z podoblasti predchézejici a cely postup se opakuje.
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ND = 3*NN

X1Y121X2Yo0Zs - - - X121 XY 2o - - -

X1 X1 X1 i X1
Y1 Y1 Y1 Y
A Zy Zy 4
X Xo X A X2
Y2 Y2 Yo | ____ %21 Yo
Zs Za Za ! Zo

A = :

A,

A3
matice tuhosti vektor matice tuhosti vektor

Obréazek 32: Schéma rozkladu oblasti.

Vyjimkami jsou podoblasti €2; a €2,,, které prekryvame pouze na konci, resp. na
zacatku podoblasti.

Pokud je tato metoda rozkladu prostoru vyuzita pro paralelizaci metody sdru-
zenych gradientii s predpodminénim, napiiklad podle popisu v oddile 4.3.2, je
rovnomérné rozdéleni oblasti €2 na prekryvajici se podoblasti dulezité pro vyva-
zeni zatéze jednotlivych procesii paralelniho programu.

Obrazek ¢. 31 prakticky ukazuje ptfipad, kdy oblast €2 rozdélime nejprve na tii
neprekryvajici se podoblasti Q1, Qp, O3, které nasledné rozsifime o jednu vrstvu
uzld na prekryvajici se podoblasti €21, {29, 23. Schéma rozkladu matice tuhosti
a vSech vektorl je zachyceno na obrazku ¢.32. Jednotlivym nepiekryvajicim se
podoblastem €2; odpovidaji submatice A;, jejichz ohraniceni je v obrazku pouze
naznaceno ¢arkovanou ¢arou, a s prekryvajicimi se podoblastmi €2; koresponduji
submatice A;.

Rozklad oblasti €2,

m

Q:UQZ,

i=1

zaroven indukuje odpovidajici rozklad prostoru V' na podprostory V;,
V:ZV;, Vi={veV:v=0in Q\ Q}.

Popsany rozklad oblasti umoznuje vytvorit podobné aproximace matice A,
jako tomu bylo v pripadé separace slozek posunuti, a vyuzit je ke konstrukci
pevného nebo proménného prfedpodminéni pro metodu sdruzenych gradientii.
Matice B ve tvaru

Ay

B =
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tvorena diagonalnimi bloky mize byt zakladem dalsi aproximace matice A tak,
ze bloky A;, i = 1,...,m jsou nahrazeny odpovidajici neiplnou faktorizaci. Vy-
sledek oznacime jako matici C.

Matici B 1ze ptimo vyuzit pfi realizaci proménného predpodminéni a matici C
k realizaci predpodminéni pevného. Z praktickych testii se vSak ukazalo, ze takto
konstruovany proménny predpodminovac neni Gc¢inny tolik jako predpodminovac
pevny a proto v této praci bude zahrnut pouze predpodminova¢ pevny, v testech
oznaceny jako DD.

Poznamenejme, 7e metody rozkladu oblasti byly poprvé predstaveny v roce
1870 némeckym matematikem Schwarzem?®, po kterém byla tato t¥ida numeric-
kych metod posléze pojmenovana. V soucasné dobé Ize podrobné informace o me-
todach rozkladu oblasti ziskat v mnoha publikacich, nap¥iklad v [18].

4.2.3 Dvoutiroviiové piredpodminéni rozkladem oblasti

Efektivita predpodminovace zalozeného na x
metods rozkladu oblasti se zvySuje se ros- ¥ 5 o a.
toucim prekrytim podoblasti OF a naopak
klesa s rostoucim poctem podoblasti. Tato
nevyhoda muze byt odstranéna a efektivita
celého predpodminovace zvysSena zahrnu-
tim globalni informace reprezentované re-
Senim stejného problému diskretizovaného -

hrubsi siti. Priklad hrubé sité je zachycen
na obrazku ¢. 33. Obréazek 33: Hruba sit.

Explicitni hrub3 sit

Rozklad oblasti €2, popisovany v oddile 4.2.2, je rozsiten o podprostor V., V, C V,
ktery koresponduje s diskretizaci pivodniho problému hrubou siti reprezentova-
nou podoblasti €2,.. Matici tuhosti, kterd odpovida podoblasti €., oznacime A,
a budeme predpokladat, Ze v ni jsou zohlednény Dirichletovy okrajové podminky.
Matice A, ma stejnou strukturu i vlastnosti jako ptivodni matice A, proto pro
praci s prvky matice a jejich ulozeni do datového souboru budou platit stejna
pravidla.

Pokud je pivodni sit zjemnénim hrubé sité (vnofend nebo téz vlozend hruba
sit, jejiz uzly odpovidaji uzlim sité jemné), budou restrikce R, a prodlouZeni I,
jenz realizuji pfechod mezi jemnou a hrubou siti, jednoduse definovany inkluzi
V. C V, v opa¢ném piipadé (nevnofend hruba sit) potom budou dény interpolaci
hodnot. V této praci budeme uvazovat druhy ptipad, kdy je prechod mezi jemnou
a hrubou siti dan linearni interpolaci hodnot.

8Pro feSeni eliptické okrajové tlohy na oblasti, kterd vznikla spojenim dvou podoblasti

s jednoduchou geometrii, vyuzil Schwarz stfidavé feseni ptivodniho problému omezeného vzdy
pouze na jednu z podoblasti.
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Nyni mizeme definovat dvoutroviovy aditivni predpodminova¢ vztahem

w = (ICAgch + ZI,-A;lR,) r.

=1

Clen, ktery vstupuje do predpodmifiovade z hrubé sité, miizeme zafadit nejen
aditivné, ale také multiplikativné. V takovém pripadé vztahy

w = LA 'R.r

=1

popisuji dvoutiroviiovy hybridni nesymetricky predpodminovac¢. Poznamenejme,
7ze predpodminova¢ miizeme také zkonstruovat jako symetricky, avSak chovani
metody sdruzenych gradient se prakticky nezméni. Z hlediska vypocetni na-
ro¢nosti jedné iterace metody sdruzenych gradientii je proto vyhodnéjsi pouzit
nesymetricky predpodminovac.

Vyhodou metody sdruzenych gradientii s hyb-
ridnim predpodminovacem je az o polovinu nizsi
pocet iteraci potfebnych k dosazeni pozadované
presnosti nalezeného feSeni nez s aditivnim pred-
podminovac¢em. Praxe nam potvrzuje, ze aplikace
hybridniho predpodminovace je vyhodnéjsi i pies
skutec¢nost, ze kazda iterace s aditivnim predpod-
minova¢em ma nizsi vypocetni naroc¢nost, nebot
feSeni na hrubé siti Ize vykonavat paralelné s vypo- [l
¢ty na podoblastech a odpada nutnost vykonavani
drahé operace nasobeni matice tuhosti x vektor
navic. PTi testovani feSici budeme paralelni algo-
ritmus DD pracujici s hrubou siti oznacovat CG.

Agregovand hruba sit

V mnoha pripadech modelovani redlnych problémii
z oblasti geomechaniky nelze explicitni hrubou sit
vytvorit, pripadné je vypocetné drahé vytvoreni
nebo vykonavani prechodu mezi jemnou a hrubou
siti, realizovaného maticemi R., I.. Proto budeme
uvazovat jiny podprostor V., konstruovany z pro-
storu V' agregaci.

Hruba sit, korespondujici s podprostorem V., vznikne shlukovanim neboli
agregaci uzld puvodni diskretiza¢ni sité do uzli vétsich. Proces agregace pro-
bih& oddélené pro uzly lezici na hranici oblasti €2 a pro uzly uvnitf této oblasti.
Pocty uzli jemné sité, agregované do jednoho uzlu sité hrubé, mohou byt odlisné

Obrazek 34: Agregace uzli
na fragmentu horni strany
diskretizacni sité.
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pro kazdy ze smért soutadnicovych os. Tyto poc¢ty budeme v dal§im textu nazy-
vat agregacni faktory a oznacCovat je AF. Obrazek ¢.34 zachycuje na fragmentu
horni strany diskretizované oblasti proces shlukovani s AF = 2 v kazdém sméru.

7 hlediska praxe proces agregace znamena, ze sc¢itanim prislusnych radki
a sloupctli v ptivodni matici tuhosti A vytvarime agregovanou matici A., kterd
ma stejnou strukturu i vlastnosti jako puvodni matice. Poznamenejme, ze stej-
nou agregaci je dan také prechod R, mezi hodnotami z jemné na hrubou sit.
Opacény prechod, matice I., je dana prostou distribuci hodnot z uzlid hrubé sité
do odpovidajicich uzli sité jemné.

Samotnd implementace predpodminovace s agregovanou hrubou siti, dale
v testech oznacovaného ACG, se nelisi od implementace predpodminovace s ex-
plicitni hrubou siti, miizeme realizovat jeho aditivni i hybridni verzi. Ve druhém
pripadé vSak obvykle pri jeho praktickém uziti v metodé sdruzenych gradienti
dochézi k poruseni A-ortogonality smért postupu pii hledani feseni, jehoz diisled-
kem je destabilizace celé metody. Naprava spocivd v dodateéné A-ortogonalizaci
smeéri postupu, kterou jsme popsali v oddile 4.1.3 o zobecnéné metodé sdruzenych
gradientti.

4.3 Paralelni metoda sdruZenych gradientt

V dal$im textu popiSeme dva algoritmy paralelni metody sdruzenych gradienti
s predpodminénim. Algoritmy jsou zalozeny na separaci sloZzek posunuti a na
rozkladu oblasti s prekrytim. Tyto metody rozlozeni prostoru, popsané v oddile
4.2, dovolily prirozenou datovou dekompozici feSeného problému a také konstrukci
uc¢innych paralelnich predpodminovadi.

4.3.1 Algoritmus pro separaci slozek posunuti DiD

Algoritmus paralelni metody sdruzenych gradientii s pfedpodminénim, zalozeny
na separaci slozek posunuti, budeme stejné jako v predchozim textu oznacovat
DiD podle vyuzité metody rozlozeni prostoru.

Popis datovych struktur

Preusporadanim prvkii matice tuhosti a vektori docilime separaci slozek po-
sunuti uzli sité do ucelenych blokil podle sméru posunuti. Pfeusporadani bylo
schématicky zachyceno na obrazku ¢.30 v oddile 4.2.1.

Symetrie matice tuhosti A = AT se preusporaddnim prvké zachovd, symet-
rické budou také matice A;;, ¢ = 1,2, 3. Pro ostatni matice A;;, 4,7 =1,2,3,¢# j
bude platit A;; = AJTZ Detailni uspotadani prvki obou typt submatic zachycuji
obrazky ¢.35 a 36 (N oznacuje pozici nenulového prvku).

Submatice A;;, 4,7 = 1,2,3, 4 < j je vhodné ukladat (na pevny disk) do samo-
statnych soubori, nebot pokud vice procest paralelni aplikace pracuje s matici tu-
hosti, mohou byt data na paralelnim pocitaci patficné distribuovana podle toho,
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ktery proces je vyzaduje. Potom také pamétova narocnost reSeného problému
miize byt vyrazné nizsi. Protoze ¢asovd naro¢nost vstupné/vystupnich operaci
(¢teni/zapis dat) je dilezita p¥i implementaci kazdého algoritmu a nésledné opti-
malizaci vysledného kédu, je priznivé, ze kazdy proces pracuje pouze s daty, ktera
nezbytné potfebuje a polet vstupné/vystupnich operaci je co nejnizsi. Dalsi vyho-
dou je pak rychlejsi operace ¢teni zaznamii z datového souboru pfi jeho priichodu
smérem dopredu i zpét. Tato vlastnost nabyde na vyznamu zejména v pripadé
prace s velkymi soubory.

NX-1 NX*NY-NX-1 NX*NY-1 NX*NY+NX-1 NN
1234....0........ [P | [P [t |

1: NNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO ......... 0

2 NNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO ........ 0

3: NNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO ....... 0

4: NNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO....ONNNO ...... 0
NN-3: NNNO
NN-2: NNN
NN-1: NN
NN: N

Obréazek 35: Usporadani prvkt horni trojihelnikové
¢asti submatic A;; pri separaci slozek posunuti.

NN
. |
T 0 0
2 1.0 0
<SS 11110 0
011103 0
-NX#NY-NX-2+k  -NX*#NY+NX-2+k -2+k NX*NY-NX-2+k NX*NY+NX-2+k
| | | | |
| -NX#NY-2+k | -NX-2+k | NX-2+k | NX*NY-2+k

: | | | | | | | | | :
k-1: O...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...... 0
i: 0....ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO...ONNNO..... 0
k+1: O..... ONNNO. . .ONNNO. . .ONNNQ. . .ONNNO. . .ONNNO. . .ONNNO. . .ONNNO. . .ONNNO. . .ONNNO....0
0 S o P ONNNO
) 2 o S ONNN
) o S ONN
) e ON

Obrazek 36: Usporadani prvki submatic A;;, 7 # j pii separaci sloZek posunuti.

Submatice A;;, i = 1,2, 3 jsou symetrické a proto je uloZena pouze horni troj-
uhelnikova ¢ast kazdé matice. V kazdém fadku horni trojuhelnikové casti A; je
14 pozic definovanych pravidelnou diskretizac¢ni Sablonou, v nichz budou vsechny
nenulové prvky. Pravidelna diskretiza¢ni Sablona také definuje 27 pozic se vSemi
nenulovymi prvky kazdého fadku submatic A;;, 7,5 = 1,2,3, 7 < j. Dals{ vlast-
nosti datovych struktur souvisejici s uloZenim jejich prvki (doplnéni poslednich
fadkt submatic nulami a prodlouZeni vektori) jsou stejné jako v p¥ipadé dato-
vych struktur v pivodnim, kompaktnim tvaru.
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Schéma algoritmu

Pf1i pouziti separace slozek posunuti odpovidajicich datovych struktur tlohy mi-
zeme soustavu linedrnich algebraickych rovnic

Au=f
vznikajici feSenim 3D tloh pruznosti zapsat ve tvaru

Anug + Apue + Aizug = f1,
Asjug + Agoug + Aggus = fa,
Asgiug + Agoug + Agsus = f3

kde uq, us, ug jsou slozky posunuti po fadé ve smérech X, YV, Z a f1, fo, f3 jsou
slozky pravé strany, kterd je rozdélend stejnym zpisobem. Tedy u = (uq, ug, u3)
a f = (flanaf3)'

Pro feSeni soustavy vyuzijeme tii samostatné, identické, vzajemné komuni-
kujici procesy (délniky), jenz se lisi pouze zpracovavanymi daty v zavislosti na
slozce posunuti, kterou fesi. Pro spousténi celého programu, vzajemnou synchro-
nizaci délnikili, obsluhu uzivatelskych vstupt a zajisténi vypist informaci vyuzi-
jeme dalsi, fidici proces. Vzhledem k objemu vykonané prace jsou délnici daleko
vice vytiZeni nez Fidici proces, proto jej lze spoustét spolu s nékterym délnikem
na jednom procesoru nebo samostatné. Pro Gplnost poznamenejme, Ze se podle
po¢tu tloh jednéd o hrubou paralelizaci, z hlediska vytvafeni/ruseni tiloh béhem
vypoctu o statickou paralelizaci a z pohledu rozdéleni dat o datovou dekompozici
problému.

Jak mlzeme vidét z obrazku ¢. 37, algoritmus paralelni verze sdruzenych gra-
dientd je podobny verzi sekven¢ni, kdy vypocet probihd rovnéz ve dvou fazich
vzajemné oddélenych ukoncovacim kritériem. V levém sloupci je algoritmus fidi-
ciho procesu, v pravém algoritmus kazdého délnika. Vzajemné rozliSeni délniki
je realizovano indexem k. Carkovanymi Sipkami uprostied je znazornéna komu-
nikace mezi ridicim procesem a délniky, vpravo pak vzajemna komunikace mezi
k-tym a ostatnimi délniky odliSenymi indexem 1.

Ukonceni iteraci

Ukoncovaci kritérium fidiciho procesu UK je stejné jako v pripadé sekvencni
verze, tedy

Il _ [
7N =S

Protoze vSak tidici proces neuchovava kopie residua r a pravé strany f, které jsou
navic rozdéleny a kazdy délnik pracuje pouze s ur¢itymi ¢astmi téchto vektori,
posle mu na zacatku pripravné faze kazdy délnik dil¢i skalarni soucin prislusné
Casti pravé strany

||flc||2 = <flcafk>
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Ridici proces Proces k-tého d&lnika

: :

up = u,
Wri = Aspug wi, Vi # k

<
wkzzwik Wik, Vi #k
G

Ty = fr —wi

Vg = Ck_lrk

Sok ok = (k> Vk)

a=5p/s a
U = U + QU
Ty =T — QW

-1
wy, = Cp Ty

Sik S1k = (Tkawk)
S . L | _
51 = Zslk
k
,3:31/30 [ ﬂ, —— >
S0 = 81 vk = Wi + B

I R
© ©

Obrazek 37: Paralelni verze algoritmu metody sdruzenych gradienti s pfedpodmi-
nénim zaloZen4 na separaci slozek posunuti (DiD). Carkované uprostied je znazor-
néna komunikace fidiciho procesu s délniky, vpravo pak komunikace mezi délniky.
Indexy k,7=1,2,3.
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a v kazdé iteraci skalarni soucin prislusné ¢asti residua
2
Irell® = (resme) -

Pro tidici proces pak neni obtizné po jednoduché numerické upravé vyhodnotit
ukoncovaci podminku. Po tomto vyhodnoceni posle fidici proces délniktim zpravu
o tom, zda maji pokracovat ve vypoc¢tu dalsi iteraci nebo ulozit feSeni do dato-
vych soubori a ukoncit svoji ¢innost. Prijem této zpravy délniky miizeme chapat
jako jejich ukonéovaci kritérium UK, které je zavislé na ukonéovacim kritériu ¥idi-
ciho procesu UK. Tato zavislost je v obrazku ¢. 37 zdiraznéna ¢arkovanou ¢arou
s hrubsim vzorem.

Operace nasobeni matice x vektor

Kazd4 iterace metody sdruzenych gradientii vyZzaduje vykonéani operace nasobeni
matice x vektor
w= Av ,

kterou mizeme prepsat do tvaru

wy = Anvy + Aigve + Aisvs
wy = Agvy + Agvs + Aggvs
wy = Asjv1 + Asovg + As3vs

coZ znamena, ze pii této operaci spolu musi délnici komunikovat. Aby k-ty délnik
nemusel uchovéavat cely vektor v = (v1, v, v3), ktery se v kazdé iteraci aktualizuje,
bude vyhodnéjsi, kdyz bude udrzovat pouze jeho prislusnou cast vy. Potom ale
musi navic spocist

wyi = Agvy i=1,2,3 i#£k

za ostatni délniky, vyménit s nimi dvojici vektorti wy; za dva prispévky w;, k vek-
toru wy a provést patficny soucet wy.

Operace predpodminéni

Piedpodminéni je prirozené zalozit na stejné metodé rozkladu prostoru, jenz byla
vyuzita pro paralelizaci algoritmu metody sdruzenych gradienti. Pfedpodminéni
separaci slozek posunuti DiD bylo popsano v oddile 4.2.1.

4.3.2 Algoritmus pro rozklad oblasti s pfekrytim DD

Dalsi technikou, kterou miizeme vyuzit pro paralelizaci metody sdruzenych gra-
dientii s predpodminénim, je rozklad studované oblasti na piekryvajici se podob-
lasti. Takovy algoritmus, ktery bude popsan v tomto oddile, budeme oznacovat
DD podle vyuzité metody rozlozeni prostoru.
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Popis datovych struktur

Algoritmus pracuje s daty, které odpovidaji rozkladu oblasti na m podoblasti
s prekrytim podle obrazkiu ¢. 31, 32 v oddile 4.2.2. Ze schématu rozkladu oblasti
vyplyva, ze usporadani prvkt submatic A;, ¢ = 1,...,m, je stejné jako tomu bylo
v ptipadé matice A v puvodnim, kompaktnim tvaru, ktery je zachycen na obrazku
¢.27 v oddile 4.1.1. Proto ulozeni submatic A; do datovych souborii a prace s nimi
bude probihat podle stejnych pravidel.

Potom celkovy objem vypocti miize byt distribuovan do m paralelnich pro-
cesi, jenz odpovidaji jednotlivym podoblastem. Navic pro zefektivnéni celé me-
tody lze vyuzit feSeni na jednotlivych podoblastech.

Samotny zpitisob rozlozeni oblasti miizeme libovolné zobecnit. Uvedeny po-
stup je vSak vyhodny pro implementaci tim, Ze nezbytna vzajemnda komunikace
paralelnich procesti probihd vzdy pouze mezi dvéma procesy, které odpovidaji
sousednim podoblastem.

Schéma algoritmu

Predpokladejme popsané rozlozeni oblasti €2 na prekryvajici se podoblasti €2;
a existenci odpovidajicich matic tuhosti A; a vektori zatizeni f;. Dale predpokla-
dejme, ze v maticich A; jsou zohlednény hlavni okrajové podminky odpovidajici
0€2; N OS). Na zbyvajici ¢asti 0€2; je Dirichletova okrajova podminka.

K feseni celkového linearniho systému

Au=f

pouzijeme algoritmus metody sdruzenych gradientl s prfedpodminénim ve tvaru
podle obrazku ¢.38. Pro vypocet vyuzijeme m samostatnych, funkéné identic-
kych, vzadjemné komunikujicich procesii (délniki), které se lisi pouze zpracovava-
nymi daty, jenz odpovidaji jednotlivym podoblastem §2;. Béhy délniki fidi dalsi,
vypocetné nenaro¢ny proces, jehoZz vyznam je stejny, jako tomu bylo v pripadé
paralelniho algoritmu DiD. Béhem vypoctu nedochézi k vytvéareni/ruSeni pro-
cest, jedna se o paralelizaci statickou. Celkovy pocet délnikt m je vSak mozné
meénit naptiklad s ohledem na velikost feSeného problému nebo pocet dostupnych
procesori paralelniho pocitace, proto se zaroven jedna o paralelizaci jemnou.

Ze schématu paralelniho algoritmu DD je patrnd jeho podoba s paralelnim
algoritmem DiD. Vypocet probihd ve dvou fazich oddélenych ukoncovacim krité-
riem. V levém sloupci je algoritmus fidiciho procesu, v pravém algoritmus kazdého
délnika. Carkovanymi Sipkami uprostied je znizornéna komunikace mezi iidicim
procesem a délniky, vpravo pak vzadjemna komunikace mezi i-tym délnikem a jeho
sousedy s indexy ¢+1 a i—1.
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Ridici proces Proces i-tého d&lnika

@

u; = u
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w; = Aju; s
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r; = fi — w; w;
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~
m
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U; = Uj + O
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B:‘Sl/so i it >y :wi+ﬂvi
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Obrazek 38: Paralelni verze algoritmu metody sdruzenych gradienti s pfedpodmi-
nénim zaloZend na rozlozeni oblasti (DD). C4rkovanou ¢arou uprostied je znazor-
néna komunikace fidiciho procesu s délniky, vpravo pak komunikace mezi délniky.
Index 2 =1,...,m, kde m je celkovy pocet podoblasti.
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Ukonceni iteraci

O ukonceni itera¢niho procesu rozhoduje ridici proces na zakladé splnéni ukon-
¢ovaciho kritéria UK ve tvaru

Irll _ [ ¢rr)
17 =\

Stejné jako v pripadé algoritmu DiD fidici proces neuchovava kopie residua r
a pravé strany f, dil¢i skalarni souciny ptislusnych ¢asti pravé strany

If:llP = (fi, £i)

<e.

a residua

17:ll* = (Fi, 73)
mu posle kazdy délnik na zacatku pripravné faze, resp. v kazdé iteraci. Je pfiro-
zené, ze uvedené dil¢i skaladrni souciny pocita ¢-ty délnik pouze z nepiekryvajicich
se Casti vektorti pravé strany a residua, tj. z vektort f;, 7. Po vyhodnocen{ ukon-
¢ovaciho kritéria UK, jehoz upraveny tvar je

S (i, T) <

;’;1<JFZ" fl> B

posle fidici proces vsem délniktim zpravu o tom, zda maji pokracovat ve vypoctu
dalsi iteraci nebo ulozit feseni do datovych souborl a ukonéit svoji ¢innost. Pfi-
jem této zpravy délniky je soucasné jejich ukonéovaci podminkou UK. Zavislost
ukonéovaci podminky UK na podmince UK zdtiraziiuje v obrazku ¢. 38 ¢arkovana
Sipka s hrubsim vzorem.

’

Operace ndsobeni matice x vektor

V kazdé iteraci sdruzenych gradientii se globalni operace nasobeni matice x vek-
tor
w= Av
realizuje pomoci vypocti
wi:Aivi, izl,...,m,

a nezbytné komunikace mezi délniky. Pfirozena je implementace, kdy i-ty dél-
nik pocita dil¢i operaci submatice krat vektor pouze na nepiekryvajici se ¢asti
podoblasti Q;,

Soucasné vytvaii vektor wy,; pfispévki k vektoru w;; ze soucint prvkii vektoru
¥; a téch nenulovych prvki submatice A;, které nepatii do AU A; 1. Vektor wy,
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obsahuje celkové 3*NX*NY+3*NX+6 prvki, jeho velikost je zdvisla na parame-
trech diskretizacni sité a odpovida poloviéni Sifce pasu matice A. Po sestaveni
wy,; jej i-ty délnik posild délnikovi i+1, ktery jej pricitd na zacatek vektoru w;,;.

Operace predpodminéni

Metodu rozkladu prostoru, aplikovanou pro paralelizaci algoritmu metody sdru-
zenych gradienti, je pfirozené zaroven vyuzit ke konstrukci predpodminéni. Od-
povidajici jednotroviové a dvouurovhové predpodminovace, zalozené na rozkladu
oblasti, byly popsany v oddilech 4.2.2 a 4.2.3.

Aplikace hrubé sité

Do paralelniho algoritmu DD je pfirozené implementovat feSeni na hrubé siti jako
dalsi samostatny proces, ktery spolupracuje s ostatnimi délniky pii vypoctu pred-
podminéni. Dvoutiroviiovy pfedpodminova¢ aditivniho typu, pracujici s agrego-
vanou hrubou siti, miize byt realizovan tak, ze nejprve délnici pracujici na podob-
lastech posilaji délnikovi na hrubé siti agregované vektory 7;. Ten z nich sestavi
agregované residum 7 a nésledné fe$i operaci s matici A_! vnit¥nimi iteracemi
metody sdruzenych gradientli, zatimco ostatni délnici vykonavaji operaci pred-
podminéni na podoblastech stejné jako tomu bylo u jednotroviového predpodmi-
novace. Na zavér délnik na hrubé siti posila ¢asti patficné rozdéleného vysledného
vektoru svého vypoctu ostatnim délnikiim, kteii jejich pri¢tenim aktualizuji své
lokélni vysledky w;. Popsanym zpiisobem pracuje feSeni na hrubé siti paralelné
s vypoc¢ty na jednotlivych podoblastech. Celkové mnozstvi komunikace délniki
se oproti jednotroviiovému predpodminovadi zvysi o pienos 6¥*NX4*NY 4*NZ 4
redlnych cisel, kde NX 4, NY 4, NZ,4 jsou pocty uzli agregované hrubé sité ve
smérech soutadnicovych os X', Y, Z.

Poznamenejme, ze pokud by délnici na podoblastech posilali celé, neagrego-
vané vektory 7;, potom by zvySeni ¢asové narocnosti vétstho mnozstvi komuni-
kace délnikii béhem pfedpodminéni mohlo uplné znehodnotit vyhody vyplyvajici
z niz§tho poctu iteraci celé metody, jak bude potvrzeno vysledky testu v oddile
6.5. Tyto vysledky soucasné ukazuji, ze k docileni maximalni efektivity celé me-
tody je tfeba vénovat zvlastni pozornost vyvazeni zatéze procesoru. To znamena,
stanovit velikost hrubé sité tak, aby béhem kazdé iterace korespondoval celkovy
objem vypocti délnika na hrubé siti s celkovymi objemy vypocti délnik na
jednotlivych podoblastech.

U hybridniho typu dvouturoviového predpodminovace neni mozné celou ope-
raci pfedpodminéni paralelizovat, feSeni na hrubé siti musi predchéazet vypoctim
na jednotlivych podoblastech. Samotnd implementace i komunika¢ni naroénost
hybridniho predpodminovace se nelisi od aditivniho typu. Jediny rozdil je v tom,
ze délnici na podoblastech musi s vypocty predpodminéni cekat do okamziku,
neZ délnik na hrubé siti dokonéi operaci s matici A, ! a posle jim vektor, ktery po
vynasobeni matici tuhosti stanovi opravu residua. Dale pokracuje operace pred-
podminéni vypocty na podoblastech jako u jednotroviového predpodminovace.
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5 Realizace programiu

Zamér ziskat efektivni feSi¢ soustavy linedrnich rovnic vedl k programové realizaci
sekvenc¢nich a paralelnich algoritmii popsanych v kapitole 4. V programovacim
jazyce Fortran 77 byly vytvofeny odpovidajici pfenositelné programy, které jsou
soucasti knihovny feSi¢t ELPAR, resp. systému PortaGEM. Jeho archiv je s prislus-
nym opravnénim dostupny na adrese:

ftp://fany.ugn.cas.cz/u/gem/portagem

Vv

alni zdokonalovani programii. Dalsi verze programii vznikaji optimalizaci kédi
verzi predeslych, pridavanim novych funkénich moznosti a odstranovanim chyb.
Tento pfirozeny a dlouhodoby vyvoj se netykd pouze samotnych resicti, ale také
souvisejicich programti a pomocnych utilit. Vzhledem k prevazné experimentéal-
nimu charakteru programi stru¢né popiSeme v dalsim textu pouze zédkladni vlast-
nosti aktudlnich verzi feSicu.

5.1 Sekvencni resi¢ SESOLO

Sekvenéni fesi¢ SESOLO verze 1.00a (7.11.2000) pracuje podle sekvenéniho algo-
ritmu metody sdruZenych gradientdi s pfedpodminénim (na obrdzku &.25). Resi¢
zpracovava data fyzicky ulozena v ptivodnim, kompaktnim tvaru. Vektory udr-
Zuje v operac¢ni paméti, zatimco prvky matice tuhosti ¢te v kazdé iteraci z disku.
Cteni probiha po jednotlivych zdznamech, které odpovidaji vzdy trojici fadku
matice tuhosti. Podle zpiisobu prace s matici tuhosti proto oznacujeme tesic¢ jako
diskové orientovany, jenZ méa minimalni pamétové naroky. Resi¢ miZe provést
vypocet bez predpodminéni nebo vyuzit predpodminovac zaloZeny na netuplné
faktorizaci.

Umisténi zdrojovych textd v PortaGEMu: /solver.js/sesolo-100a

5.2 Sekvencni resi¢ SESOL

Sekvenéni Fesi¢ SESOL verze 1.20a (24.7.2001) pracuje podle sekvenéniho algo-
ritmu metody sdruzenych gradientii s pfedpodminénim (na obrazku &.25). Resi¢
zpracovava data fyzicky ulozena v ptivodnim, kompaktnim tvaru. Po svém startu
fesi¢ nejprve nalte data (véetné matice tuhosti) z disku do paméti, kde je néa-
sledné dale zpracovava itera¢nim procesem. Podle zpisobu prace s matici tuhosti
proto oznacujeme FeSi¢ jako pamétové orientovany.

Resi¢ miiZe provést vypocet bez predpodminéni, vyuzit diagonalni pfedpod-
minéni, nedplnou faktorizaci nebo vnitini iterace. Navic muze vypocet doplnit
o dodatec¢nou ortogonalizaci nového sméru postupu k jednomu poslednimu sméru
postupu (pfi hledani feSeni).

Umisténi zdrojovych texti v PortaGEMu: /solver.js/sesol-120a
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5.3 Paralelni reSi¢ ITERA

Paralelni fesi¢ ITERA verze 4.10a (25.7.2001) pracuje podle paralelniho algoritmu
metody sdruzenych gradienti s pfedpodminénim DiD (na obrazku &.37), ktery
je zaloZen na separaci slozek posunuti datovych struktur tlohy. Resi¢ zpracovava
vSechna data v paméti, kam je bezprostiedné po svém startu nacte z disku.

Resi¢ miize provést vypocet bez predpodminéni, vyuzit pro pfedpodminéni
neuplnou faktorizaci nebo vnitini iterace. Navic mize vypocet doplnit o dodatec-
nou ortogonalizaci nového sméru postupu k jednomu poslednimu sméru postupu
(pfi hledéni FeSeni) nebo o zapojeni projekce pro feSeni linedrniho systému se
singuldrni matici soustavy.

Soucasti fesi¢e jsou rozhrani pro PVM a MPI, které umoznuji provozovat
fesi¢ v uvedenych typech systému predavani zprav. Samotny resi¢ dopliuji dalsi,
pomocné utility. Program DSPLIT slouzi ke konverzi datovych struktur lineadrniho
systému z ptvodniho, kompaktniho tvaru do tvaru se separovanymi slozkami
posunuti. Program SMERGE umi sestavit feSeni linedrniho systému z dil¢ich ¢asti,
které odpovidaji separovanym slozkam posunuti, zpatky do kompaktniho tvaru.

Umisténi zdrojovych text v PortaGEMu: /parsol.js/itera-410a

5.4 Paralelni resi¢ ISOL

Paralelni fesi¢ ISOL verze 1.45a (9.7.2002) pracuje podle paralelniho algoritmu
metody sdruzenych gradientl s pfedpodminénim DD (na obréazku ¢. 38), ktery je
zalozen na rozkladu studované oblasti na prekryvajici se podoblasti. Dekompozici
spusténi nacte do paméti, kde je dale zpracovava.

Resi¢ miiZe vypolet provést bez predpodminéni, vyuzit diagonalni pfedpod-
minéni nebo netplnou faktorizaci. Vypocet ovliviuje také volba poctu podob-
lasti, na které se rozdéli piivodni oblast, a 8ifka jejich prekryti. Dale je mozné pri
vypoctu vyuzit explicitni nebo agregovanou hrubou sit, pficemz lze ménit hus-
totu hrubé sité a typ dvoutroviiového Schwarzova predpodmitiovace (aditivni),
dodate¢nou ortogonalizaci nového sméru postupu k jednomu poslednimu sméru
postupu (pfi hledani feSeni) nebo projekci pro FeSeni linedrniho systému se sin-
guldrni matici soustavy.

Aby mohl byt fesi¢ provozovan pod PVM nebo MPI, jsou jeho soucasti roz-
hrani pro uvedené systémy predavani zprav. Samotny fesi¢ doplhuji drobné po-
mocné utility. Program DCONV umoznuje rozklad datovych struktur lineadrniho
systému, ktery odpovida dekompozici studované oblasti na prekryvajici se podob-
lasti. Program SREST sestavuje feseni z dil¢ich ¢asti do kompaktniho tvaru. Pro-
gram MAGR slouzi ke generovani agregované hrubé sité.

Umisténi zdrojovych textti v PortaGEMu: /parsol.js/isol-145a
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5.9

®* v O

Optimalizace resic¢u

Postupné zdokonalovani feSi¢ii zapricinilo fadu aprav v jejich programovych ké-

dech.

Pomineme-li opravy chyb a dopliiovani riznych algoritmickych variant,

tykala se prevazna c¢ast vSech zmén nasledujicich oblasti:

Prechod od diskové k pamétové orientovanym programim. Hlavni motivaci
byla snaha odstranit vliv diskového subsystému pocitace na celkovy cas
TeSeni, ktery jsme povazovali ze prvotni kritérium pro posuzovani rych-
losti/kvality fesice.

Optimalizace komunikace. Jejim cilem bylo redukovat celkovy objem vSech
komunikaci i pocet nezbytnych synchroniza¢nich bodi v paralelnich progra-
mech a vyuzit alespon ¢astecného vzajemného prekryti komunikaci tak, aby
nedochazelo k neptiznivym ¢asovym prodlevam béhem interakci paralelnich
procesi.

Vyvazovdani zatéze jednotlivych procesorti. V pripadé paralelniho feSi¢e DD
bylo nutné navrhnout algoritmus rozkladu ptivodni oblasti na zadany pocet
Casti tak, aby vysledné piekryvajici se (nebo p¥ipadné neptekryvajicici se)
podoblasti mély stejnou nebo podobnou velikost.

Experimentalni hledani a nastaveni hodnot papametr ovliviujicich béhy
programii, napiiklad £*. Pfipomeneme, Ze se jedna o hodnotu relativni pres-
nosti feseni podiloh vnitinimi iteracemi v pfipadech predpodminéni DiD-IE
nebo pri aplikaci hrubé sité u paralelniho FeSice DD.

Prenositelnost kédi. Zamér disponovat univerzalnimi feSici, které by bylo
mozné provozovat na riznych platforméch paralelnich pocitacl, zapricinil
upravy ¢asti kdédi tesici, jenz byly zévislé na cilové architektuie nebo vy-
uzivaly riznych rozsiteni konkrétnich prekladact. Hlavné §lo o:

— striktni dodrzovani normy pro programovaci jazyk Fortran 77 bez vyu-
zivani riznych rozsiteni, jez prekladac¢ na cilové architektute dovoluje,

— vylouceni nebo minimalizovani po¢tu implementac¢né zavislych funkci,
napiiklad ¢teni systémového casu, a funkci obsazenych v nestandard-
nich knihovnach.
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6 Testovani resicu

Abychom mohli zhodnotit realizované Tesice, vykonali jsme fadu testovacich vy-
poc¢tl na modelovych tlohdch z geomechaniky, které byly popsany v oddile 3.4.
Vsechny testy byly provedeny na paralelnich pocitacich, jejichz charakteristiky
byly uvedeny v oddile 2.1.6.

Béhem dlouhodobého vyvoje se ménily nejen samotné feSice a pomocné utility,
ale také testovaci ulohy, konfigurace jednotlivych pocitact i pfepinace ovliviujici
vykonani velkého poctu riznych testii, které byly zaméreny na: odstranéni chyb
programi, optimalizaci kédi FeSi¢li a posouzeni jejich chovani, dosazeni maxi-
malni rychlosti a efektivity feSi¢i, doplnéni programi o dal§i funkéni moznosti
pro TeSeni Sirsitho okruhu problémii.

V této kapitole se zamérime zejména na nejvyspélejsi verze teSicu a jejich
testovani na platformach SUN-1 a LINUX-4, nebot tyto testy byly nejkomplex-
néjsi a s ohledem na dostatecny pocet procesorti paralelnich pocitaci i stabilitu
a nemeénnost jejich systémového prostiedi probéhly za nejpriznivéjsich podminek.

Pro komplexni zhodnoceni testii je dilezité uvadét nejen konfigurace podi-
tactl, ale také popis souvisejicich programovych prostiedkii. Proto pokud nebude
v dalsim textu uvedeno jinak?, byly testy provaddény za nésledujicih podminek:

e Na vSech architekturach byly zdrojové texty teSi¢ii prelozeny do spusti-
telného tvaru s maximalni Grovni optimalizace, kterou cilova architektura
dovolovala, zpravidla -03.

e Relativni pfesnost feSeni ¢ byla stanovena na hodnotu 10~*. V piipadé
proménného predpodminéni nebo vypocti na hrubé siti byly vnitini iterace
omezeny relativni piesnosti feSeni e* < 1071,

o Casy Teseni, uvadéné ve vysledcich testii, znamenaji celkovou dobu vypoétu
feSeni, ktera nezahrnuje ¢as potiebny pro ¢teni dat ze soubori na disku do
paméti a cas potiebny pro zapis vysledného feseni do datovych soubort.
Takto naméfené hodnoty by nemély byt ovlivnény napiiklad umisténim da-
tovych soubort (lokalni disky, NFS souborové systémy a podobné). Méfeni
¢asu bylo realizovano samotnymi feSici.

e Vypocty s explicitni hrubou siti vyuzivaly hybridni predpodminovac, pii
vSech ostatnich vypoctech se uplatnil predpodminovac¢ aditivni.

e V tabulkach s vysledky testi je pouZzito pro sekvenéni/paralelni feSi¢ ozna-
¢eni S/P. U vSech feSi¢l jsou uvedeny jejich charakteristické vlastnosti,
napiiklad typ pfedpodminéni, typ paralelniho algoritmu a typ hrubé sité.

9Prvni verze Fefi¢t byly z hlediska prace s matici tuhosti diskové orientované. Vypodty

v

presnosti feSen{ € na hodnotu 1073.
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6.1 Prvni srovnani vykonu resica

Cilem prvniho testu bylo ziskani prvniho srovnani vykoni v8ech re$i¢i a zhodno-
ceni moznosti paralelizace z pohledu feSeni dané tlohy urcitou tiidou algoritmi
zalozenych na metodé sdruzenych gradientl s pfedpodminénim.

Pro testy jsme vybrali tlohu FOOT 40 (192 000 rovnic). Jedna se o ¢isté akade-
micky, piivodni model zatizeni podlozi zdkladu. VSechny vypocty byly provedeny
na platformé IBM SP. Resi¢e byly z hlediska prace s matici tuhosti diskové ori-
entované, nebot neudrzovaly prvky matice tuhosti trvale v opera¢ni paméti, ale
Cetly je v kazdé iteraci ze souboru na disku. Iteracni procesy byly omezeny dosa-
7enim hodnoty relativni pfesnosti feseni ¢ = 1073,

FOQOT 40
Resic¢ Pocet | Pocet Cas feSeni | Zrychleni | U¢innost
Typ Vlastnosti | procesort | iteraci T [s] S E
S IF 1 49 420
P DiD, IF 3 49 223 1.88 0.63
P DiD, IE 3 08 202 2.08 0.69
P DD, CG 9 17 90 4.67 0.93

Tabulka 4: Efektivita paralelizace sdruzenych gradienti, IBM SP: FOOT 40.

Vysledky testu jsou shrnuty v tabulce ¢.4. Paralelni feSi¢ DiD s netplnou
faktorizaci byl pfi vypoctu na tfech procesorech témér 2x rychlejsi nez sekvenéni
TeSic¢ se stejnym typem predpodminovace.

Hranici dvojnasobného zrychleni na stejném poctu procesorii prekonal para-
lelni Tesi¢ DiD s predpodminovacem realizovanym iteracemi vnitini metody sdru-
zenych gradientli. Program dosahl kratsiho ¢asu TeSeni, a tim také vétsi hodnoty
zrychleni, pfedev§sim diky nizkému poctu vnéjSich iteraci. VétSinu celkového ob-
jemu vypocetni prace potifebné pro nalezeni reseni vykonaly vnitini iterace, které
nevyzaduji vzajemnou komunikaci délnikl a pracuji pouze s diagonalnimi ¢astmi
matice tuhosti.

Nejkratsiho casu feSeni dosahl paralelni fesi¢ DD. Puvodni oblast byla rov-
nomérné rozlozena na Ctyfi podoblasti, které se prekryvaly o jednu vrstvu uzli
diskretizaéni sité (OF=1). P¥i vypo¢tu byla v hybridnim Schwarzové predpodmi-
fiovadi vyuzita explicitni hruba sit FOOT 12 (5184 rovnic). Program spustény na
péti procesorech provedl vypocet priblizné 4.7x rychleji nez sekvencni resic.

7 vysledki testu celkové vyplyva, Ze techniky paralelizace metody sdruzenych
gradientli zalozené na separaci slozek posunuti a rozkladu oblasti s prekrytim
mohou byt velmi efektivni, coZz potvrzuje G¢innost, ktera pfi poslednim vypoctu
dosahla vysoké hodnoty 0.93.
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6.2 Rozklad oblasti s prekrytim, hruba sit

Ve druhém testu jsme zamérili pozornost na chovani paralelniho algoritmu DD
v zavislosti na poc¢tu podoblasti a rozsahu jejich prekryti OF. SoucCasné jsme
zkoumali moznost vyuziti explicitni hrubé sité pii vypoctu.

Pro testovani jsme vybrali ulohu FOOT 40, pro vytvofeni explicitni hrubé sité
ulohy FOOT 04 a FOOT 12. VSechny vypocty byly provedeny na platformé IBM SP,
pfi¢em? byly ukondeny dosaZenim relativni piesnosti feseni € = 1073. Stejné jako
v pripadé prvniho testu, byly reSice diskové orientované. Podilohy na podob-
lastech byly feSeny neuplnou faktorizaci IF a poduloha na explicitni hrubé siti
vnitfnimi iteracemi IE.

Pocet OF =0 OF =1 OF =2 OF =3 | OF =4
podoblasti | It T [s|] | It T[s]| It TIs]| It TIs]| It T I[s]
FOOT 40

2 88 793 | 69 638 | 64 611 |67 660 | 67 666

3 126 778 | 93 581 | 87 569 |8 573 |82 580

4 133 603 | 105 505 | 100 508 | 98 520 | 95 527
FOOT 40 + FOOT 04

2 31 293 | 24 239 24 25025 260 |26 277

3 40 260 31 204| 29 20029 209 |29 220

4 43 204 34 172 33 179|133 189 |33 192
FOOT 40 + FOOT 12

2 17 171 14 18| 13 145 |14 157 |15 170

3 21 158 | 16 126 | 15 121 |15 122 |15 123

4 21 108 | 17 90 | 17 99 | 17 102 | 17 103

Tabulka 5: Rozklad oblasti na ptrekryvajici se podoblasti. Vzajemny vztah poctu
podoblasti, rozsahu jejich prekryti OF a efektivity Schwarzova pfedpodminovace
(jednotiroviiovy aditivni / dvoutiroviiovy hybridni), IBM SP: FOOT.

Vysledky testu jsou shrnuty v tabulce ¢.5, kterd zachycuje pocet iteraci It
a celkovy cas TeSeni T dané tlohy s ohledem na pocet podoblasti a rozsah jejich
prekryti OF. V horni ¢asti tabulky jsou zaznamenany vysledky vypoc¢ti bez hrubé
sité, v prostfedni ¢asti s hrubou siti o 4x4x4 uzlech (192 rovnic) a v dolni ¢asti
s hrubou siti 0 12x12x12 uzlech (5184 rovnic).

Z tabulky jsou patrné nékteré charakteristické vlastnosti algoritmi zalozenych
na Schwarzovych metodéch:

e Celkovy pocet iteraci It potfebnych pro nalezeni feSeni roste s pocétem
podoblasti, se zvétsujicim se rozsahem prekryti podoblasti OF naopak klesa.
Rozsah prekryti podoblasti soucasné ovliviiuje také nartist mnozstvi vypo-
¢etni prace na podoblastech. V praxi se obvykle aplikuje minimalni rozsah
prekryti podoblasti, OF=1.

67



e Vyuzitim hrubé sité pii vypoctu lze vyrazné snizit celkovy pocet iteraci It,
ktery klesa s hustotou hrubé sité. Situaci zachycuje obrazek ¢.39. Chovani
algoritmu DD se zméni, nebot se snizi rozdily mezi pocty iteraci pro rizné
pocty podoblasti, podobné jako rozdily v poc¢tech iteraci pro riizné rozsahy
prekryti podoblasti.

Poznamenejme, Ze volba hrubé sité z hlediska 100 .
. 7 Ve . .7 7 7’ z 7 *,
jeji hustoty neni trividlni. Z chovani paralelniho al- /
goritmu DD vyplyva, ze ¢im je hruba sif hustsi, tim 80
. , v . s vz / ¥ ~ ’ i Oznacent:
je celkovy pocet 1t(?ra01 mens§i. Zaroven vsSak VY- ¥ S
pocCet na hrubé siti trva del$i dobu. Je nutné si 60 o s 1S: FooTos
LI H

uvédomit, ze pri aplikovaném dvoutroviiovém hyb-

Pocet iteraci It

ridnim typu predpodminéni vypocet na explicitni 40

hrubé siti nebézi s vypocty na podoblastech pa- St 9
ralelné, ale sekven¢éné. Doba jeho provadéni tedy 20! L
pfimo ovliviiuje dobu provddéni jedné iterace me- | I

tody sdruzenych gradientii a tim i celkovy cas fe- 0, 3 i g

Seni linedrniho systému.

Rovnéz v pripadé aplikace dvoutiroviiového adi-
tivniho pfedpodminéni je pro dosazeni maximalni Obrazek 39: Rozklad oblasti
G&nnosti paralelniho fegice DD diilezité vhodné sta- S Prekrytim, OF=1. Vypo-
novit hustotu hrubé sité tak, aby byly vyvézeny Cet bez hrubé sité a s méne
vypocty podiloh na podoblastech netiplnou fakto- 1 vice hustou explicitni hru-
rizaci a na hrubé siti vnitinimi iteracemi. bou siti.

Pocet podoblasti

6.3 Detailni srovnani vykonu reSic¢t
Nejrozsahlejsi skupina testli byla zaméfena na detailni srovnani vykont paralel-
nich Tesi¢l, zejména z hlediska doby provadéni vypoc¢tu na daném poctu proce-
soril a poc¢tu iteraci potfebnych pro nalezeni feSeni.

Testovani probéhlo na platformé SUN-1. Pro vypocéty jsme vyuzili testovaci
ulohy FOOT40E a FOOT 60 E, na nichz jsme zkouSeli pamétové orientované verze
vSech fesi¢t. Kazdou tlohu jsme fte§ili sekvenénim fe§icem s netiplnou fakto-
rizaci, paralelnim feSi¢em DiD s netplnou faktorizaci (IF) a s vnitfnimi itera-
cemi (IE) a paralelnim Fe§iCem DD bez vyuziti hrubé sité a s explicitni (CQG)
i agregovanou (ACG) hrubou siti. Pro vytvofeni explicitni hrubé sité jsme pou-
zili tlohu FOOT 10 E. Agregacemi tvofenymi t¥emi uzly v kazdém sméru (AF=3)
jsme odvodili agregovanou hrubou sit. V pfipadé explicitni hrubé sité se jednalo
o dvoutrovhovy Schwarziv predpodminova¢ hybridni, se kterym pii testovani
paralelni resi¢ dosahoval kratsich ¢asii provadéni vypoctu i mensiho poctu iteraci
nez s predpodminovacem aditivnim. V pripadé agregované hrubé sité se uplatnil
predpodminovaé aditivni, nebot s hybridnim pfedpodminovacem fesi¢ zpravidla
nekonvergoval a pro spravnou funkci by vyzadoval Gipravu pro svou stabilizaci.
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Na obréazku ¢. 40 jsou vysledky testti na tiloze FOOT 40 E (206 763 rovnic). Pa-
ralelni Te$i¢ DiD s nedplnou faktorizaci dosédhl na symetrickém multiprocesoru
SUN-1 se sdilenou paméti, kterd umoznovala mimoradné rychlé predavani zprav
mezi paralelnimi procesy, ptiblizné stejného ¢asu feSeni jako s vnitinimi iteracemi,
ackoliv potieboval témér 5x vice iteraci. Na paralelnim pocitaci s pomalejSimi
komunika¢nimi linkami proto efektivita predpodminéni vnitinimi iteracemi bude
vyssi nez efektivita predpodminéni netplnou faktorizaci.

50 \
= 40
=
= Testovaci tiloha: FOOT 40E
(]
= *\\
2 \[} Oznacéend:
O 90 BN * DD
8y AXW > DD, ACG(3 x 3 x 3)
. Pob Dy oo b > + DD, CG(11 x 11 x 11)
% ‘ . « DiD, IF
10 R T LT R o DID, IE
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Pocet procesoru
200
1.5 *
2N o
150 - |
- &
: T R
8 = »
.E 100 < 4
> 0.5 3> *og
50| o g At S SR
>+>—[>4>7>4>~>4>>4>>~>4:-5+; g *
024681012141618 024681012141618
Pocet procesoru Pocet procesori

Poznamka: Sekvenéni FeSi¢ s netiplnou faktorizaci: Cas FeSeni 92.7s, 51 iteraci.

Obrazek 40: Testovani efektivity paralelnich Fesi¢i, SUN-1: FOOT 40 E.

Podle ocekavani dosahoval paralelni Tesi¢ DD s rostoucim pocétem vyuzitych
procesorii kratSich ¢ast feseni. Celkova efektivita FeSice zavisela na pouzitém typu
Schwarzova predpodminéni, pficemz metoda sdruzenych gradienti s dvoutrov-
novymi predpodminovaci nalezla feSeni rychleji nez s jednotiroviiovymi. Vyuziti
explicitni hrubé sité znamenalo kvalitativné vétsi prinos nez vyuziti agregované
hrubé sité srovnatelné velikosti. Samotné aplikace hrubé sité, jak to popisuje te-
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orie [18], se pfiznivé projevila na celkovém poctu iteraci potfebnych pro nalezeni
feSeni. Zatimco pfi vypoctu bez hrubé sité pocet iteraci rostl s poctem proce-
soril, pri vypoc¢tu s hrubou siti byl konstantni nebo rostl jen velmi pomalu. Pfi
feSeni tlohy FOOT40E dosahl paralelni fesi¢ DD na 7-8 procesorech maximalni
miry vyuziti procesori, dale jiz s rostoucim poc¢tem procesort celkovy cCas feSeni
vyraznéji neklesal.

250

200 ’\

150 \

0

=

- X Testovaci 1iloha: FOOT 60E

)% \\

= 100 s X

2 e p Oznadeni:

L) * D SN * DD

50 *okogsw > > > DD, ACG(3 x 3 x 3)
* R T AR *g%(ljg(nxnxn)

L] 10,
o DiD, IE

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Pocet procesoru

250 *
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200 5] :
- /\4/ .g 3 *
g 150 = T
— o .
g < )\ \ %
%3 7// S’ 2 * x *
[l > i > b
. £ Free e
50 SN S N N N G N S g ko
o kokok =)
e ¥ =
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Pocet procesoru Pocet procesoru

Pozndmka: Sekven&ni fefi¢ s netplnou faktorizaci: Cas feSeni 397.4s, 64 iteraci.

Obrazek 41: Testovani efektivity paralelnich Fesi¢i, SUN-1: FOOT 60 E.

Chovani paralelnich feSi¢i se s velikosti feSené tilohy nezménilo, coz dokumen-
tuje obrazek ¢.41. Pfi FeSeni vétsi lohy FOOT60E (680943 rovnic) paralelnim
FeSi¢em DD se vSak posunula hranice maximéalni miry vyuziti procesori, zejména
v pripadech vypocti bez hrubé sité, na celkovy pocet 10-11 procesori. Pro fe-
Seni redlnych uloh proto plati, ze ¢im je vétsi velikost problému, tim je také vétsi
pocet procesoril, které lze pro jeho FeSeni efektivné zaméstnat.
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6.4 Projekce pro reSeni singularnich tloh

Cilem dalsich testti bylo ukdzat vyznam projekce pro feSeni linearnich systémi se
singularni matici tuhosti. Nejprve jsme zkoumali vliv projekce na rychlost kon-
vergence metody sdruzenych gradientii, potom jsme programové implementace
algoritmii s projekci vyuzili pfi feSeni praktické tlohy.

Vsechny vypocty byly provedeny na platformé IBM SP. V prvnim testu jsme
vyuzili pamétové orientovany feSi¢ DiD s predpodminovacem zaloZzenym na nei-
plné faktorizaci a testovaci lohu NEUM 11, ve druhém testu diskové orientovany
sekvencni TeSi¢ se stejnym typem predpodminovace a paralelni fesi¢ DiD s pred-
podminénim netplnou faktorizaci nebo vnitinimi iteracemi. Druhy test probéhl
na testovaci loze DORO a vypoc¢ty zahrnovaly feSeni Giplné NS nebo DS modelovaci
sekvence. Iteracni procesy byly ukonceny dosazenim hodnoty relativni presnosti
feseni ¢ = 107 v kazdém kroku.

Vysledky prvniho testu jsou zachyceny na obrazku ¢.42. Z grafu zavislosti
velikosti residua na vykonaném poctu iteraci je vidét, ze vypocet singularniho
systému NEUM se po aplikaci projekce stabilizoval a pro redukci velikosti residua
vyzadoval nékolikandsobné mensi pocet iteraci nez stejny vypocet bez projekce.
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Obrazek 42: Vyznam projekce pro feseni singularnich tloh, IBM SP: NEUM 11.

Praktické vypocty s projekci shrnuje tabulka ¢. 6, ve které jsou obsazeny vy-
sledky druhého testu. Prechod od modelovaci sekvence NS k DS se pfiznivé projevil
na celkovém casu feSeni, jenz v piipadé sekvencniho feSice s netuplnou faktorizaci
poklesl o vice nez tietinu. Uspora paralelniho fesi¢e DiD s netplnou faktorizaci
¢inila vice nez polovinu ¢asu viic¢i sekvenénimu TeSi¢i u obou modelovacich sek-
venci. Vyrazné nejlepsiho ¢asu dosahl paralelni fesi¢ DiD s vnitinimi iteracemi,
ktery Cas sekvenc¢niho feSice prekonal témér 9x ! Pri¢inou je nizky pocet vnéjsich
iteraci vyzadujicich vzajemnou komunikaci délnikii, jenz je na pomalych komuni-
ka¢nich linkadch IBM SP ¢asové velmi naro¢né. Naopak vnitini iterace nevyzaduji
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komunikaci délnikt. Vykonéavaji véts§inu vypocetni prace, pro niz jsou potiebné
pouze diagonalni bloky matice tuhosti a proto je zrychleni zpiisobeno také ¢tenim
mensiho objemu dat z disku.

DORO — kompletni vypocet
Modelovaci Regic¢ Cas feseni | Zrychleni
sekvence | Typ Vlastnosti | [hh:mm)] S
NS S IF 46:16
DS S IF 28:17
NS P DiD, IF 21:20 1.36
DS P DiD, IF 13:30 2.10
DS P DiD, IE 03:09 8.98

Tabulka 6: Praktické vypocty s projekei, IBM SP: DORO.

6.5 Rozbor iteraci a analyza komunikace

Dalsi test byl zaméren na rozbor jednotlivych typi paralelnich iteraci a soucasné
na analyzu komunikace paralelnich tloh, kterd mize byt klicova pro vyslednou
efektivitu paralelniho feSice.

Podminkou testu bylo omezeni pouze na prvni iteraci'?, kterou kazdy fesi¢
vykonal pti feSeni posledniho kroku modelovaci sekvence DS ulohy DORO na plat-
formé LINUX-4. P#i vypoctech feSicem DD byla vyuzita hruba sit vznikla agre-
gaci uzli ptivodni sité, vidy po Sesti uzlech v kazdém sméru (AF=6). Béhy
feSici byly zaznamenany do zvlastnich soubori prostfednictvim vizualiza¢niho
programu XPVM, jenz zaroven umoznil zjistit mnozstvi komunikace i ¢asy, po
které kazdy délnik provadél vypocet, komunikoval nebo c¢ekal.

Na obrazcich s béhy fesi¢ii odpovida horni zaznam vzdy béhu fidiciho procesu,
pod nim nésleduji zaznamy béhii jednotlivych délnikt korespondujicich s podilo-
hami. V ptipadé vypoctu s hrubou siti odpovida posledni zdznam béhu délnika
na hrubé siti.

z4.37 29.36

_|| %vi

| Il
Obrazek 43: Béh paralelni iterace DiD s netiplnou faktorizaci, LINUX-4: DORO.

0K azdy fesi¢ po svém spusténi nejprve nadetl data do paméti, vykonal inicializa¢ni fizi,
kterou mizeme nazvat nultou iteraci, a potom pokracoval ve vypoctu jednotlivymi iteracemi.
Prvni iterace byla pfedmétem testovani.
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Na obrazcich jsou vypocty znazornény barvou nejtmavsi, systémova rezie bar-
vou st¥edné tmavou a éekani barvou nejsvétlejsi. Cary spojujici jednotlivé délniky
znézoriuji jejich vzajemné komunikace. Sipky s ¢asovymi tidaji upfesiiuji poc¢atek
a konec prvni iterace.

Na obrazku ¢.43 je zachycen béh paralelni iterace DiD s predpodminénim ne-
Uplnou faktorizaci a v tabulce ¢.7 rozbor uvedeného typu iterace. Z obrazku je
patrné, ze Tidici proces, slouzici predevsim k vzajemné synchronizaci vSech dél-
nikd, je vypocetné nenaro¢ny a jeho funkci by mohl prevzit libovolny délnik.
Tato vypocetni nenaroc¢nost je pro ridici procesy teSi¢ti DiD a DD charakteristicka
a proto v dalsim textu nebudeme tyto procesy uvazovat.

DORO - posledni krok modelovaci sekvence DS
Vypocet Komunikace
Operace Cas Operace Objem dat Cas
Matice x vektor 2.15s | Matice x vektor 6x 5164352b 1.85s
Pfedpodminéni 1.01s | Ostatni 120b < 0.02s
Celkovy ¢as prvni iterace (3 procesory): 5.01s

Tabulka 7: Rozbor paralelni iterace DiD s netuplnou faktorizaci, LINUX-4: DORO.

Na celkové dobé trvani iterace 5.01 s se vyznamné podilela komunikace délnik
béhem operace matice x vektor, nebot prenos Sesti vektoru realnych cisel, kazdy
o velikosti 5164352 bajtii, vyzadoval na Fast Ethernet rozhrani 1.85s (37 % celko-
vého Casu). Proto na paralelnich poé¢itacich vybavenych vykonové srovnatelnymi
procesory a extrémné rychlymi komunika¢nimi linkami, realizovanymi naptiklad
sdilenou paméti, miizeme ¢ekat zrychleni fesice aZz o 35 %. Pfedpodminéni netipl-
nou faktorizaci nepotfebovalo zadnou komunikaci délniki a trvalo stejnou dobu
1.01s (20 % celkového ¢asu) u kazdého délnika.

48441 1za.69

Obrazek 44: Béh paralelni iterace DiD s vnitinimi iteracemi, LINUX-4: DORO.

Obrazek ¢. 44 znazornuje béh a tabulka ¢. 8 rozbor paralelni iterace DiD s pred-
podminénim vnitfnimi iteracemi. Je vidét, ze predpodminéni je pri¢inou zmény
chovani tohoto typu iterace, nebot vétSinu vypocetni prace vykonavaly vnitini
iterace a z celkového ¢asu 44.18 s potiebovaly 40.07s (91 %). Proto u takovych
vypoctu znac¢né klesa celkovy pocet vnéjsich iteraci a tim se redukuje i rezie
spojena s ¢asové naro¢nou komunikaci béhem operace matice x vektor.
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DORO - posledni krok modelovaci sekvence DS
Vypocdet Komunikace
Operace Cas Operace Objem dat Cas
Matice x vektor ~ 2.18 s | Matice x vektor 6X 5164352b 1.92s
Pfedpodminéni 40.07s | Ostatni 120b < 0.02s
Celkovy Cas prvni iterace (3 procesory): 44.18 s

Tabulka 8: Rozbor paralelni iterace DiD s vnitinimi iteracemi, LINUX-4: DORO.

7 obrazku ¢.44 je patrné, ze vnitini iterace u jednotlivych délnik nekonci
ve stejnou dobu. Pfedpodminéni je ukonceno az v okamziku dokonceni vnitinich
iteraci poslednim délnikem, na kterého ostatni délnici museji cekat. Toto neefek-
tivni ¢ekani je mozné eliminovat tim, ze vSichni délnici budou vykonéavat vnitini
iterace do okamziku, nez posledni z nich dosdhne pozadované relativni presnosti
feSeni €*. Potom lze ocekavat urcité zlepSeni predpodminovace.

4.45 6.62

Obrazek 45: Béh paralelni iterace DD, LINUX-4: DORO.

DORO - posledni krok modelovaci sekvence DS
Vypocet Komunikace

Operace Cas Operace Objem dat Cas
Matice x vektor .83 s | Matice x vektor 6x 205368 b 0.07s
Predpodminéni 1.11s | Pfedpodminéni 6x 203856 b 0.07s

Ostatni 0.04s | Ostatni 160b < 0.02s
Celkovy ¢as prvni iterace (4 procesory): 2.16s

Tabulka 9: Rozbor paralelni iterace DD, LINUX-4: DORO.

Paralelni iterace DD, jejiz béh zndzorhuje obrazek ¢.45 a rozbor tabulka ¢.9,
pracovala s jednourovhovym aditivnim Schwarzovym predpodminovacem, kdy
jednotlivi délnici fesSili podulohy netplnou faktorizaci. Iterace potfebovala na
Ctyfech procesorech celkové 2.16s, z toho na vypocet asi 1.98s (92 % celkového
¢asu) a na komunikaci pfiblizné 0.16s (7 % celkového ¢asu).

7 obrazku ¢. 45 je vidét vyvazenost rozdéleni celkového objemu vypocti mezi
délniky. Na rozdil od iteraci DiD je celkovy objem komunikaci podstatné mensi,
coz umoznilo jejich rychlé provadéni a redukci casovych prodlev pii vzajemné
interakci délnikt. Celkova efektivita tohoto typu iteraci je vSak nizsi, coz doku-
mentuji vysledky detailniho srovnani vykoni fesict z oddilu 6.3.
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65.52 69.92

Obrazek 46: Béh ptvodni paralelni iterace DD s hrubou siti, LINUX-4: DORO.

DORO - posledni krok modelovaci sekvence DS
Vypodet Komunikace Cekani

Operace Cas Operace Objem dat Cas Cas
Matice x vektor 0.89s | Matice x vektor ~ 6x 205368 b 0.07s | 1.71s
Pfedpodminéni 1.27s | Pfedpodminéni 6x 203856 b 0.07s
Ostatn{ 0.16s | Ostatni 164b < 0.02s
Hrub4 sit 0.35s | S podoblastmi ~ 8x 3873264b 2.97s | 1.07s

Celkovy ¢as prvni iterace (5 procesori): 4.40s

Tabulka 10: Rozbor ptivodni paralelni iterace DD s hrubou siti, LINUX-4: DORO.

Vyssi efektivity dosahuji paralelni iterace DD s hrubou siti, které vyuzivaji dvou-
urovhovy aditivni Schwarziv pfedpodminovac. Obrazek ¢. 46 znazornuje béh a ta-
bulka ¢. 10 rozbor plavodni iterace tohoto typu, jenz neméla minimalizové mnozstvi
prendSenych dat béhem vzajemné komunikace délnika na hrubé siti s ostatnimi
délniky.

Pri iteraci, ktera vyzadovala 4.40s, délnik na hrubé siti sAm vypocetné za-
jistoval pfechod z jemné na hrubou sit a obracené, coz pri ¢tyfech podoblastech
vyzadovalo prenos osmi vektort realnych cisel, kazdy o velikosti 3 873 264 bajtii.
Tato naro¢na komunikace trvala celkem 2.97s a byla pfi¢inou toho, ze délnici
pracujici na podoblastech museli ¢ekat 1.71s (39 % celkového ¢asu) na dokonéeni
predpodminéni. Cim nizsi je rychlost komunikac¢nich linek paralelniho poéitace,
tim se ¢ekani délnikt prodluzuje a naopak. Proto naptiklad u symetrickych mul-
tiprocesort, jejichZz extrémné rychlé komunika¢ni linky realizuje sdilena pamét.
se zminéné Cekani délniki prakticky neprojevi.

§5.30 7.51

Obrazek 47: Béh nové paralelni iterace DD s hrubou siti, LINUX-4: DORO.
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Uvedené cekani lze eliminovat tim, Ze prechod mezi jemnou a hrubou siti
a zpét budou misto délnika na hrubé siti realizovat délnici pracujici s podoblastmi.
V takovém piipadé se redukuje objem nezbytné komunikace mezi délnikem na
hrubé siti a ostatnimi délniky 90x, celkové na osm vektort redlnych cisel, kazdy
o velikosti 42 840 bajt. Obrazek ¢.47 ukazuje béh a tabulka ¢.11 rozbor nové
iterace DD s hrubou siti, kterd ma optimalizovany objem komunikaci. Tato relativné
jednoduchd tprava iterace snizila jeji celkovy Cas ze 4.40s na 2.20s (o 50 %)
a zvysila jeji efektivitu na paralelnich pocitac¢ich s pomalejsimi komunikacemi,
napiiklad na klastrech.

DORO - posledni krok modelovaci sekvence DS
Vypocet Komunikace Cekani

Operace Cas Operace Objem dat Cas Cas
Matice x vektor 0.86's | Matice x vektor 6% 205368 b 0.08 s
Predpodminéni 1.13s | Pfedpodminéni 6x 203856b 0.08s
Ostatni 0.26s | Ostatni 164b 0.03s
Hrub4 sit 0.11s | S podoblastmi 8x 42840b 0.02s | 2.08s

Celkovy ¢as prvni iterace (5 procesori): 2.20s

Tabulka 11: Rozbor nové paralelni iterace DD s hrubou siti, LINUX-4: DORO.

Ze zaznamu a rozboru béhu délnika na hrubé je vSak vidét, Ze tento proces je
malo efektivni, nebot po dobu 2.08s (95 % celkového Casu) ¢eka na komunikaci
nebo vypocet. Presto se pri praktickych vypoctech hruba sit vyplati, nebot zvy-
Suje vykon tohoto typu iterace pfiblizné 2x, coz dokumentuji vysledky z oddilu
6.3. Proto predmétem dalstho mozného zlepSeni iterace bude nalezeni vhodné
techniky, jak zaméstnat délnika na hrubé siti a vyuzit jeho vypocetni potencial
k tomu, aby se vykon iterace déle zvysil.

6.6 ReSeni naro¢né tlohy z praxe

ZkuSenosti s paralelnimi vypoc¢ty jsme zhodnotili v posledni skupiné testii, které
jsme zamérili na TeSeni praktické tlohy. Soucasné jsme zjistovali rozdily mezi
vypocCty provedenymi na drahém a modernim symetrickém multiprocesoru a na
mnohem levnéjSich klastrech, jejichz zadkladem jsou bézné dostupné persondlni
pocitace.

Pro paralelni pocitani jsme zvolili ilohu DORQ, u niz jsme Fesili pouze posledni
krok modelovaci sekvence DS. VSechny vypoc¢ty byly provedeny pamétové oriento-
vanymi FeSi¢i nejprve na platformé SUN-1, pozdéji byly nékteré z nich zopakovany
na platformach LINUX-3 a LINUX-4. Pti testovani jsme vyuzili paralelni fesi¢ DiD
s netiplnou faktorizaci (IF) nebo s vnitinimi iteracemi (IE), doplnény o ¢astecnou
dodate¢nou ortogonalizaci (AO) k jednomu poslednimu sméru postupu, a para-
lelni Yesi¢ DD bez hrubé sité nebo s agregovanou hrubou siti (ACG). Hustota hrubé
sité se odvijela od zvolenych agregac¢nich faktori, které byly po fadé 3x3x3 pro
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nejhustsi, 6x6x6 pro stfedné hustou a 9x9x6 pro nejméné hustou agregovanou
hrubou sit.

Na obrazku ¢. 48 jsou vysledky prvniho testu, které potvrdily predpokladané
a na modelovych tlohach ovérené chovani paralelnich programi. Pii vypoctech
paralelnim TeSicem DiD s netplnou faktorizaci a s vnitinimi iteracemi byl roz-
dil v celkovych dobéch feSeni minimalni. Pokud vSak byla algoritmické varianta
s vnitinimi iteracemi doplnéna o vypocetné nendro¢nou dodate¢nou ortogonali-
zaci k jednomu poslednimu sméru postupu, zkrétil se celkovy ¢as FeSeni o 15 %,
nebot klesl celkovy pocet iteraci potfebnych pro nalezeni feSeni (z 11 na 8).
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Pozndmka: Sekvenéni fefi¢ s neuplnou faktorizaci: ¢as feSeni 2959.7 s, 83 iteraci.

Obrézek 48: Reseni praktické tlohy, SUN-1: DORO.
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P1i vypoctech paralelnim feSicem DD jsme zkousSeli vyuzit agregovanou hrubou
sit rizné hustoty. Program pracujici se stfedné hustou hrubou siti dosdhl na
daném poctu procesorii nejkratSiho casu reseni. Pritom vyzadoval vétsi pocet
iteraci, nez kdyz pracoval s nejhustsi hrubou siti, se kterou dosédhl dokonce nejdelsi
doby FeSeni, nebot byl pomalejsi nez vypocet bez hrubé sité! Z vysledki je proto
patrna dulezitost vyvazeni objemi vypocetni prace na hrubé siti a na jednotlivych
podoblastech tak, aby efektivita feSic¢e byla maximalni. Potom je mozZné pro feSeni
ulohy DORO paralelnim programem DD efektivné vyuzit 16-17 procesoru.

DORO — posledni krok modelovaci sekvence DS
Resic It SUN-1 LINUX-3 | LINUX-4
Typ Vlastnosti T [s] T [s] T [s]
P DiD, IF 83 668 2653 403
P DiD, IE 11 653 918 304
P DiD, IE, AO(1) 8 557 259

Tabulka 12: Paralelni vypoc¢ty fesicem DiD, SUN-1, LINUX-3 a LINUX-4: DORO.

Paralelni resi¢ DiD, primarné urceny pro provoz na malych paralelnich pocita-
Cich (3-4 procesory), umoznil rovnéz srovnani nédkladného symetrického multipro-
cesoru s levnéjsimi feSenimi na bazi klastrii sestavenych z béznych kancelaiskych
poéitactl. V tabulce &. 12 jsou shrnuty vysledky testu. Resi¢ s pfedpodminénim ne-
uplnou faktorizaci bézel na platformé SUN-1 téméri 4 x rychleji nez na platformé
LINUX-3, coz zapficinil rozdil v rychlostech a prenosovych kapacitach komuni-
kac¢nich linek obou paralelnich pocitaci. Pri vyuziti pfedpodminéni vnitinimi
iteracemi se vSak pocet vnéjsich iteraci a tim i objem vSech komunikaci vyrazné
zmens$il, coz se projevilo ve zna¢ném poklesu rozdilu cast feSeni na obou plat-
forméach (misto 4x pouze 1.4x). Vyhody paralelniho poéitani na klastrech déle
umocnuji vysledné casy reSice dosazené na platformé LINUX-4, které jsou priblizné
0 4055 % kratsi nez Casy feSice z platformy SUN-1. P¥itom pomalejsi komuni-
ka¢ni linky klastru zvyraznily rozdil mezi pfedpodminénimi netiplnou faktorizaci
a vnitinimi iteracemi a zaroven se potvrdila i¢innost dodatecné ortogonalizace.

DORO — posledni krok modelovaci sekvence DS
Regic¢ Pocet It SUN-1 LINUX-4
Typ Vlastnosti procesort T [s] T [s]
P DD, ACG(6x6x6) 3 56 900 242
P DD, ACG(6x6x6) 5 64 526 145
P DD, ACG(6x6x6) 8 72 347 111

Tabulka 13: Paralelni vypocty feSicem DD, SUN-1 a LINUX-4: DORO.
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Rostouci schopnosti klastrii personalnich pocitaci vypocetné konkurovat pa-
ralelnim pocitac¢im s architekturou specialné navrzenou pro vysoce vykonné po-
¢itani potvrzuji testy resice DD, kdy jsme vypocty s nejlepSimi vysledky dosazené
na platformé SUN-1 zopakovali na platformé LINUX-4. Vysledky testu, pri kte-
rych Tesi¢ na klastru ve vSech ptipadech rychlostné vice nez 3x piekonal reSi¢ na
symetrickém multiprocesoru, shrnuje tabulka ¢. 13.

Po uvézeni ndkladi na porizeni, provoz a udrzbu uvedenych paralelnich podi-
tacu se proto pravem dostavaji do poptedi zajmu uzivateld levna feSeni. Jejich ty-
pickym zastupcem miize byt pravé klastr osobnich pocitac¢i bézicich pod operac-
nim systémem typu UNIX (Linux, FreeBSD nebo jiny). Vhodny navrh a nésledna
implementace paralelniho algoritmu potom dovoluji o¢ekévat vyborné vysledky
a usporu nemalych finan¢nich prostredk.
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7 Zaveér

Predlozend prace se tykd navrhi a implementaci efektivnich paralelnich fesi¢ta
rozsahlych soustav linearnich rovnic, které vznikaji diskretizaci 3D okrajovych
uloh pruznosti metodou kone¢nych prvki. Zakladem teSicu se stala metoda sdru-
zenych gradientl s pfedpodminénim a metody rozkladu prostoru, umozinujici dva
rizné typy dekompozice datovych struktur uvazovaného problému: separace slo-
zek posunuti DiD a rozklad oblasti s prekrytim DD.

Po nezbytném seznameni s problematikou feSeni tloh pruznosti, prostiedky
paralelizace i potfebnymi numerickymi metodami jsem dlouhodobym vyvojem
vytvoril nékolik variant Tesi¢li. Paralelni verze TeSi¢l jsou univerzalni, mohou
pracovat bud v prostfedi PVM nebo MPI, které maji v dne$ni dobé své implemen-
tace na vétSiné paralelnich pocitacli. Zdrojové texty TesSi¢il i vSech souvisejicich
programii z kone¢néprvkového systému PortaGEM jsou prenositelné, proto mohou
spustitelné tvary programi pracovat na riiznych platforméach paralelnich vypocet-
nich systémi. Ditkazem prenositelnosti programi jsou experimenty'! provedené
na pocitacéich instalovanych na pracovistich: EPCC Edinburgh, KTH Stockholm,
CLPP BAS Sofia, SARA Amsterdam, VSB-TU Ostrava a UGN AV CR Ostrava.
Programy jsem prakticky zkouSel na testovacich tlohach z geomechaniky i pii
vypoétu realné tlohy velkého rozsahu. Re§ice pii viech vypoctech potvrdily svoji
dobrou vyslednou efektivitu.

Kromé feseni tloh (linedrni) pruznosti lze pfedloZzenou praci rozsi¥it a doplnit
o TesSeni Tady dalSich problémi, naptiklad tloh nelinedrni pruznosti, termopruz-
nosti nebo casovych tloh. Vysledky a poznatky je mozné rovnéz aplikovat pii
vyvoji dalsich Tesic¢ii, které vyuzivaji jiné numerické metody, napiiklad predpod-
minéni Schurovym doplikem, FETI metody, multigridni metody a dalsi, nebo
které jsou urceny pro specialni t¥idu paralelnich pocitacii, napriklad pro hetero-
genni pocitacové klastry.

Conclusion

The thesis are devoted to designs and implementations of the efficient parallel
solvers for large-scale linear systems arising from the finite element discretization
of elasticity problems in 3D. The presented solvers are based on the preconditioned
conjugate gradient method and on the space decomposition methods. Especially
two possible techniques enabling to split data structures of the solved problem are
used: the displacement decomposition and the domain decomposition.

The parallel solvers are universal in the sense that exploit the Parallel Virtual
Machine or the Message Passing Interface, which have their implementations on

1 Price zahrnuje pouze vybrané experimenty.
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the most of nowaday parallel computers. The source codes of the solvers and
also of all related programs belonging to the finite element system PortaGEM
are portable and therefore their exzecutable codes can run on various platforms of
parallel computer systems. The portability was proved by testing of the solvers on
parallel computers installed at EPCC Edinburgh, KTH Stockholm, CLPP BAS
Sofia, SARA Amsterdam, TU Ostrava and IGAS Ostrava. The programs were
tested on benchmark problems in geomechanics and at a solution of real-life large-
scale problem. The solvers showed the good resulting efficiency at all performed
computations.

FEzcept the solution of (linear) elasticity problems, the work joined to the thesis
can be extended to the solution of many other problems such as nonlinear elasti-
city, thermoelasticity or time-dependent problems, for instance. Achieved results
and experience can be also applied to a development of further solvers, which
exploit other numerical methods for example preconditioning by the Schur com-
plement, FETI methods, multigrids, etc. or which are intended for a special class
of parallel computers such as heterogeneous computer clusters and others.
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