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Anotace

Prace se zabyva numerickym feSenim kontaktnich problémt pruznych téles
spocivajicich na tuhém podlozi. Na kontaktu jsou uvazovany dva modely
tfeni a sice tfeni s danou mezi skluzu a Coulombiv model tfeni. Oba modely
se zabyvaji pripadem, kdy koeficient tfeni F zdvisi na feseni a vedou na im-
plicitni varia¢ni nerovnice eliptického typu pro formulaci tilohy v posunutich,
nebo na kvazivariacni nerovnice v pripadé formulace v kontaktnich napétich.
V praci se omezime pouze na staciondrni ulohy.

Tato problematika byla jiz dfive zkouména v [6], kde autofi pomoci pe-
nalty odstranili jednostranna omezeni a regularizovali nehladky tieci clen.
Tento pristup se vSak prilis nehodi pro numerické vypocty. Z tohoto diivodu
pouzivame metodu popsanou v [18], kdy je feSeni definovano jako pevny bod
jistého zobrazeni. Pro nalezeni pevného bodu uzijeme metodu postupnych
aproximaci. V kazdé iteraci je feSena tloha s danym tfenim a koeficientem
tfeni nezavislym na feSeni. Prvnim z cild této prace bylo rozsitit teoretické
vysledky z [18] na ptipad, kdy koeficient tfeni F zavisi na feSeni. Druhym
a hlavnim cilem bylo provéfit vhodnost tohoto pristupu pro numerickou re-
alizaci na pocitaci.

Prvni ¢ast prace se zabyva tlohami ve 2D, druh4 tlohami ve 3D. V obou
castech je nejdrive definovana spojita tloha se tfenim jako problém nalezeni
pevného bodu jistého zobrazeni. Nasleduje definice diskrétni tlohy a analyza
spojité tlohy s danym trenim, respektive analyza diskrétni tlohy s Coulom-
bovym tfenim. Pro oba piipady dokazeme existenci alespon jednoho fesSeni,
pokud koeficient tfeni je dany libovolnou spojitou a nezapornou funkei F.
Jednoznacnost feSeni spojité tlohy s danym tifenim dokdzeme pro koefici-
ent F dany Lipschitzovskou funkci, s dostatecné malou konstantou Lipschi-
tzovskosti. Za predpokladu, ze F je navic dostatecné maly, dokdzeme jedno-
znacnost Feseni diskrétni tlohy s Coulombovym tifenim. Nakonec popiseme
postup, jak tlohy realizovat na pocitaci a uvedeme nékolik prikladi.



Abstract

Contact mechanics analyzes the behavior of loaded deformable bodies, which
are in mutual contact or in contact with rigid obstacles, if there are any in the
system. Besides unilateral conditions that describe the non—penetration and
continuity of contact tractions, the influence of friction on contacting parts
is taken into account. To describe the friction we use models with given and
Coulomb’s friction. The coefficient of friction F is usually supposed to be
dependent only on surface properties of used materials, i.e. F is a function
of the space variable. However from experiments we know that 7 may depend
on the tangential velocity of deformations, i.e. on the solution itself. Just
the assumption that F depends on the solution makes this work different from
other ones. In this work we will restrict ourselves only to stationary contact
problems of one elastic body which is supported by a rigid foundation.

Both models of friction lead to an implicit variational inequality of el-
liptic type for displacements or to a quasivariational inequality for stresses.
The first existence result has been done in [18], where the authors used
a fized point approach. It was shown that there exists at least one solution
for a sufficiently small coefficient of friction which does not depend on the so-
lution. Another approach based on a simultaneous penalization of unilateral
constraints and a regularization of the friction term has been used in [6].
Although this method is powerful from the theoretical point of view it is not
very convenient for computations. Therefore the former (fixed point) appro-
ach is nowadays widely accepted for numerical realization. For finding fixed
points the method of successive approrimations will be used. Each itera-
tive step leads to a contact problem with given friction and F independent
of the solution. This auxiliary problem in terms of displacements leads after
a discretization to a minimization problem for a non—smooth function and li-
near inequality constraints. To avoid difficulties with non—differentiability
of the minimized function, we use the dual formulation as suggested in [18].
After this we obtain a smooth quadratic programming problem with simple
(box) constraints in 2D and with separable quadratic constraints in 3D.

We will prove the existence of at least one solution for a continuous setting
of the problem with given friction and for a discrete problem with Coulomb’s
friction, provided that the coefficient of friction F is given by a continuous,
nonnegative function.
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Uvod

V poslednich letech se spolecné s Prof. J. Haslingerem z MFF UK zaby-
vame studiem kontaktnich tloh. Kontaktni mechanika, do které tyto tlohy
spadaji, zkouma chovani systému deformovatelnych téles, které jsou zatizeny
silami a pred, nebo v pribéhu deformace se mohou ocitnout ve vzajemném
kontaktu, ¢i v kontaktu s tuhymi prekazkami, pokud v systému takové jsou.
Kromé jednostrannych podminek, popisujicich nepronikani téles a zakon akce
a reakce, je tfeba vzit do ivahy také tieni, ke kterému obvykle na kontaktu
dochézi. K tomuto tcelu slouzi celd fada modell tieni, z nichz se omezime
pouze na modely s dangm a Coulombovym tfenim. O koeficientu tifeni F se
obvykle predpoklada, ze zavisi pouze na povrchovych vlastnostech materi-
all, tedy na prostorovych souradnicich. Z experimentii vsak je znadmo, ze F
miize zaviset také na tecné slozce rychlosti posunuti, tj. na feSeni, coz be-
reme u obou modelt tfeni v ivahu. Praveé skute¢nosti, ze F zavisi na feSeni se
tato prace lisi od soucasnych poznatkt v pevnébodovém pristupu. V praci se
omezime pouze na stactondrni kontaktni tlohy pruzného télesa spocivajiciho
na tuhém podlozi.

Oba modely tfeni vedou na implicitni variacni nerovnice eliptického typu
pro formulaci tlohy v posunutich, nebo na kvazivariacni nerovnice, v piipadé
formulace v kontaktnich napétich [5]. Prvni dikaz existence FeSeni (pro F
nezavisly na feseni) uvedeny v [18], pouzival pevnébodovy pfistup a pro exis-
tenci feseni bylo nutné, aby byl koeficient tfeni dostatecné maly. Existence
byla nésledné v [6] dokazana pouZzitim metody, kterd odstraiuje jednostranné
omezeni zavedenim penalty a soucasné regularizuje nehladky tteci clen. Touto
metodou byla dokazana pro oba modely treni existence feSeni i v pripadé,
kdy F zavisi na reSeni. Tento, z teoretického hlediska vyhodny pristup, se ale
prilis nehodi pro numerické vypocty. Diskretizace vede na soustavu neline-
arnich rovnic, kterd zavisi na dvou malych parametrech. Vypocetni naklady
jsou ale silné ovlivnény jejich volbou, viz. [7]. Z téchto duvodi se pro vypo-
¢ty dava prednost pevnébodové metodé. Pro hledani pevnych bodt 1ze pouzit
metod nehladké optimalizace (viz. [1] a [19]). My v8ak budeme pouzivat dobfe
znamou metodu postupnych aprorimaci a budeme se snazit rozsitit vysledky
z [18] také na piipad, kdy F zavisi na feSeni. V kazdé iteraci je fesena kon-
taktni tloha s dangm tifenim a koeficientem tfeni F nezdvislym na TeSeni.
Tato pomocné tloha formulovand v posunutich vede po diskretizaci na pro-
blém nalezeni minima nehladké funkce s vazbami, které jsou dany linearnimi
nerovnostmi. Abychom se vyhnuli problémim s nehladkosti minimizované
funkce, pouzijeme duélni formulaci, doporuc¢ovanou v [18], ¢imz nehladkost
odstranime. Omezujici podminky poté budou mit tvar jednoduchych omezeni



v 2D, zatimco u 3D tloh pfibudou navic kvadratickd omezeni.

Z dtvodu lepsi prehlednosti popisujeme 2D a 3D tulohy samostatné, cle-
néni kapitol vSak ztstava podobné. V kapitole 1 definujeme klasické a slabé
feseni 2D kontaktniho problému pro dané a Coulombovo tfeni a posléze pte-
vedeme obé tulohy na problém nalezeni pevného bodu jistého zobrazeni ¥,
respektive ®. Obé zobrazeni jsou definovana na zakladé feseni pomocné tlohy
s danym tfenim a koeficientem tieni nezdvislym na reseni. V kapitole 2 apro-
ximujeme posunuti po ¢astech linearnimi funkcemi a Lagrangeovy multipli-
katory pro tlohu s Coulombovym tfenim po ¢astech konstantnimi funkcemi.
V Kapitole 3 dokédzeme existenci alespon jednoho feSeni pro spojitou tlohu
s danym trenim a koeficientem tfeni danym libovolnou spojitou a nezapornou
funkci F. Za dodatecného predpokladu, ze F je Lipschitzovska s malou kon-
stantou Lipschitzovskosti dokazeme jednoznacnost feseni. Podobnou analyzu
provedeme v nasledujici kapitole pro diskrétni ilohu s Coulombovym tfenim.
V kapitole 5 popiSeme, jak u 2D tloh prevést smisenou formulaci pomocné
ulohy do algebraického tvaru a kratce popiseme algoritmus, kterym ji resime.
V kapitole 6 uvedeny postup otestujeme na nékolika tilohach. Uvedeme rov-
néz ulohu, kterd ma vice feseni. V kapitolach 7 az 10 se vénujeme 3D tloham.
Kapitoly ¢lenime podobné jako u 2D tloh.



Cast 1
2D 1ulohy

1 Formulace 2D kontaktnich uloh se tfenim

Néaplni této kapitoly je formulace 2D stacionarnich kontaktnich tloh s danym
a s Coulombovym trenim. Pro snazsi a prehlednéjsi formulaci se budeme za-
byvat pouze problémem jednoho pruzného télesa spocivajiciho na dokonale
tuhém podlozi. Budeme zkoumat pouze jednoduchou geometrii tlohy. Vy-
jdeme z diferencidlnich rovnic linearni pruznosti a kontaktnich podminek,
uvedeme varia¢ni formulaci obou tloh ve tvaru varia¢nich nerovnic. V Uvodu
jsme se zminili, ze ilohu prevedeme na problém hledani pevného bodu jistého
zobrazeni, coz ucinime v této kapitole. Pro hledani pevného bodu pouzijeme
metodu prostych iteraci. Soucasti kazdé iterace bude, jak uvidime, feSeni
pomocné kontaktni tlohy s danym tfenim a koeficientem tfeni nezavislym
na feseni.

T2

Z1

Obr. 1.1

Pruzné téleso je reprezentovano oblasti Q C R2. Nechf hranice 92 ob-
lasti 2 je Lipschitzovska a sklada se z disjunktnich ¢asti I',, I', a I'.. Téleso
je pevné upevnéno na ¢asti hranice I', (Dirichletova okrajovd podminka),
na casti I', je téleso zatiZzeno povrchovymi silami o hustoté P (Neumanova
okrajova podminka) a uvnitf oblasti 2 je zatiZeno objemovymi silami o hus-
toté F. Ke kontaktu télesa s tuhym podlozim S mize dojit pouze na ¢asti ..,
kde uvazujeme podminky nepronikani a tfeni. Déle predpokladejme specialni
geometrii ulohy (viz obr. 1.1), kdy S = {z € R?*| x5 < 0} a I'. lezi v ose
9 = 0. Jinymi slovy, mezi 2 a S je pfed deformaci nulova vzdalenost.

Nyni si uvedeme vztahy, které splnuje klasické feseni kontaktni tlohy se
tfenim formulované v posunutich. Posunuti v musi vyhovovat nasledujicim
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podminkam (ve vztazich pouzivame séitaci konvence):
(rovnice rovnovdhy)

0T
9% L p =0 na®: i=12, (1.1)
8xj

kde (Tij)?’jzl je tenzor napéti, ktery vyhovuje zobecnénému Hookovu zéa-

konu, tj. linedrnimu vztahu mezi tenzorem napéti a tenzorem malé deformace

(eij)zz,jzl:

1 8uk E)ul
2 On T on)

Tij::Tij<U):Cijklekl<U)7 i,j,k,l:1,2; ekl(u): (12)

Z fyzikalnich vlastnosti plynou pro koeficienty c¢;;i; € L>°(2) tyto podminky
symetrie a elipticity (podrobné popséno v [17]):

Cijkl = Cjikl = Cklij S.U. U Q;
(HCK = const. > O)(VSU = fﬁ < Rl)Z Cijklgijfkl > Oéfijgij , SV.v Q,

(podminky vetknuti)

u,=0naly,, i=1,2; (1.3)
(podminky rovnovihy na I',)

T,:=7jjv;=PFPnal,, i=12, (1.4)
kde v je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 0S) a T; je i—ta slozka vektoru
napéti T'. Pro blizsi popis kontaktnich podminek si nasledujicimi vztahy de-
finujeme normalové a tecné posunuti, respektive normalové a tecné slozky

vektoru napéti:

Uy = WiV; Up = U — UpV

T, = Ty, T, =T —-T,v.
S ohledem na zvolenou geometrii lohy plyne:

Up = —U2 , U = [UI,O]



(podminky nepronikdni)

(%) 2 0 s T2 Z 0 s UQTQ =0 na FC, (15)

(podminky trent)
model s danym trenim

u(z) =0 = |Ti(x)]
u(z) 20 = Ti(x)

=

i F(0) g; } (1.6)

Coulombiv model treni

ur(z) =0 = |Ti(z)|
ui(z) 20 = Ti(x)

Symbol g v (1.6) znaci pfedem zadanou mez skluzu. Vsimnéme si, ze koefici-
ent tfeni F zavisi na velikosti tecné slozky posunuti. O koeficientu tieni déle
predpokladame, Ze je spojity a zdola i shora je omezeny kladnymi konstan-
tami Frin & Frnas:

FECRY), Fin <Ft) < Fpaw VE>0. (1.7)

< F(0) Ty(x); c
= —F(Jui(x)|) To(x) signu(z), z€T.. } (1.6)

Nyni jsme si vyjmenovali vSechny potfebné podminky a pristoupime k de-
finicim klasickych feseni obou kontaktnich tloh.

Klasickym resenim 2D kontaktni ulohy s danym trenim nazveme takové
dostatecné hladké posunuti u, které vyhovuje podminkam (1.1)—(1.6).

Klasickym tesenim 2D kontaktni ulohy s Coulombovskym trenim nazveme
takové dostatecné hladké posunuti u, které vyhovuje podminkam (1.1)—(1.5)
a (1.6)°.

Misto klasického Teseni je vhodnéjsi hledat slabé teseni. Pro formulaci
slabého Teseni zavedeme nasledujici mnoziny:

V={veHQ)|v=0 nal,},

V=V xV,

K={veV|vy>0 swv nal.},
H™T,)={pel*T,)|veV:v=pnal.},
H'A(T,) = (H"(T.)) prostor dudlni k H"*(T.) ,
H(Te) ={p € H*(Te)| ¢ 20 swv.naTc},
H"(Te) = {n € H(To) | (n.0) 20 Ve HE(TL)} .

[



K je mnozina posunuti, jeZ vyhovuji prvni z podminek nepronikani. H**(T',)
je prostorem vsech stop na I'. funkci z V. V tomto prostoru je obvyklé zavést
normu takto
lellzr, = nf folie . (1.8)
v=p na I'c
Symbol (, ) zna¢i dualitu mezi H**(I'.) a H"*(T'.). Po silach pozadujeme,
aby F € (L*(Q))? a P € (L*(T,))>

Definice 1.1 Slabym fesenim kontaktn{ tlohy s danym tfenim g € H"*(T,)
nazveme posunuti u splnujici implicitni variacni nerovnici

Najdi u € K takové, Ze (Vv € K) : } P)

a(u,v—u)+(Folui| g, |v1] — |ua]) > L{v—u) ,
kde
a(u,v) = /Tij(u)eij(v) dz |
Q

L(v):/Fividx—i-/Pivids, u,v eV .
Q r

P

Definice 1.2 Slabym fesenim 2D kontaktni tlohy s Coulombovym tfenim
nazveme posunuti u splnujict implicitni variacni nerovnici

Najdi u € K takové, ze (Vv € K) : } )

a(u,v—u)+(Fol|ur| Ta(u), |v1| — |u1]) > L(v—u) .

Jak jiz bylo fefeno v Uvodu, preformulujeme vyse uvedené implicitni
varia¢ni nerovnice na ulohy hledani pevného bodu jistého zobrazeni, ktery
pak bude hledan pomoci metody postupnych iteraci. Soucasti kazdé iterace
bude feseni pomocné tlohy s danjm tfenim a s koeficientem tfeni nezavislym
na feseni. Pomocnou tlohu Ize jiz pomérné snadno fesit za vyuziti znamych
metod.

Ozna¢me X = H*(T.) x H;"*(T,). K libovolné dvojici (p, g) € X pfifa-
dime tuto pomocnou tlohu s danym tfenim g a koeficientem tfeni F := Fop,
ktery nezavisi na fesSeni:

Najdi v := u(p, g) € K takové, Ze (Vv € K) : } (P, 9))

a(u,v —u) + (Fopg,|vi| = |w]) = L(v —u) .

O pomocné tloze vime, ze mé pravé jedno feseni u pro jakoukoli dvojici
(p,g9) € X (podrobnosti lze najit v [5], [12]). To ndm umoziuje definovat
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zobrazeni ¥ : H?(T.) — H*(T.) a ® : X — X vztahy

V(o) = |ugp, pe HE(T.), (1.9)
D, 9) = (lur), |, To(w) (p,9) € X . (1.9)

Pokud srovname definici feSeni u tloh P(y, g), (P), (P.) a definice obou
zobrazeni, vidime, zZe u fesi (P) pravé tehdy, kdyz |ui|. | je pevnym bodem
zobrazeni ¥ na H*(T.). Analogicky, u je fefenim (P.) pravé tehdy, kdyZ
dvojice (|ui|. |, T2(u)) je pevnym bodem zobrazeni ® na X.

K nalezeni pevného bodu zobrazeni ¥ a ® pouzijeme metodu postupnych
iteraci

0 e H¥(T.) dané;
) =W (p®)) k=01,2,...

nebo

(¢©,g®) € X dané;
(D gt+)Y = (R g | k=10,1,2,...

Slozka ¢+ nam aktualizuje novy koeficient tfeni F := Fop*+1) zatimco
slozka ¢g**1 je novou aproximaci meze skluzu.

V dalsim textu se budeme zabyvat tlohou P(¢p, g), v niz je mez skluzu g
dana nezdpornou, kvadraticky integrovatelnou funkci, tj. g € L% (T.). Jelikoz
bilinedrni forma a je symetrickd, odpovida feseni u lohy (P(y, g)) problému
nalezeni minima funkcionalu

J(u) = min J(v) = mln{1 (v,v) + | Fopglvi|dxy — L(v)} .

veK veEK T,

Pomoci Lagrangeovych multiplikatori lze odstranit nediferencovatelny c¢len
obsahujici |v;| a také omezeni v € K. Plati totiz

min.J(v) = inf sup L(v, u1, p2) , (1.10)
veK UEVm@h(lpg)
p2€A2
kde
1
L(v, p, p2) = 5a(v,0) = L(v) = (s, v1) = (a2, v2) (1.11)

Ai(p,9) = {n € L*(Te) | |u| < Fopg sw.nal.}
Ay = H”(T,) ,

11



nebot

/fogpg]vlldxl— sup /Mlvldl'la
r. r,

p1€A1(p,9)
sup —(p v>—{0 ven
- 2, 02) —
H2€A2 oo v ¢ K

Smisenou variacni formulaci ilohy (P(y, g)), nazveme tlohu

Najdi (u, A1, X2) € VX Aq(p, g) x Ay takovy, Ze
a(u,v) = L(v) + (A1, v1) + (A2, v2) Yo €V, (M, 9))
(i—=Ar,ur) + (p2—Az,u2) >0 Vi €Ai(p,g), Vo €Ay .

Dualita (1, v1), kde u1 € A1(p, g) je reprezentovana skaldrnim soudinem
v L*(T.). Problém (M(yp, g)) m4 jediné feseni (u, A1, A2), jak plyne napiiklad
z [12]. Posunuti u pfitom fesi (P(p, g)) a Lagrangeovy multiplikatory odpo-
vidaji kontaktnim napétim, tj. A\; = Ti(u) a Ay = T5(u) na I'.. Toto ndm
umoznuje definovat zobrazeni ® ekvivalentné nasledujicim zptisobem:

s A2) (1.12)

(I)((p, g) = (|u1\rc

2 Diskretizace 2D uloh

Tato kapitola pojednava o diskretizaci tiloh formulovanych v predchozi ¢asti.
Pro numerické teseni kontaktnich tloh je potfeba zkonstruovat jejich dis-
kretizovanou verzi, k ¢emuz pouzijeme metodu konec¢nych prvki. Vlastnosti
posloupnosti feSeni diskretizovanych tloh budou také slouzit v analyze tloh
s danym tfenim. Pti pozdéjsi analyze tloh s Coulombovym tifenim se budeme
zabyvat pouze diskretizovanou tlohou, kterou formulujeme v druhé ¢asti této
kapitoly. Od této chvile predpokladejme, Ze §2 je polygondlni oblast.

2.1 Diskretizace ulohy s danym trenim

Necht je mez skluzu g € L% (I';) dand, {7}, h — 0+ je reguldrni systém
triangulaci €2 takovy, Ze {Th’FC}, h — 0+ je silné requldrni déleni T, (viz [2]).
Necht V;, € V je prostorem vSech spojitych, po ¢astech linedrnich funkci
na 7j:

Vi, = {Uh € C(ﬁ)‘ Up|r € PI(T) VTI'e€T,, v,=0na Fu} ,

Vh = Vh X Vh .

12



Prostor stop funkci z V}, na I', oznac¢ime

Vi={on € CT)| 3v,€Vi: v=ppnal.}. (2.1)
Bud déle
Vi={pn€Vil on>0nal.}. (2.2)

Necht K, je konvexni podmnozina funkci z V, jez spliuji podminku
nepronikani na I'.:

Ky ={v, = (vp1,vn2) € Vi | vpe > 0na L.} . (2.3)
Zvolme @), € V; pevné a definujme tuto tlohu:

Najdi up, := up(pp) € Ky, takové, ze (Y, € Kp) : } P(on))
a(un, vy — up) + [Fowpn g, [ont| — [um|] > L(vn —un) o) h
kde [, ] znaci skalarni souc¢in v L*(T'.). Zobrazeni ¥;, : V,; +— V;" definované
vztahem

Un(en) = ralunyr.| (2.4)
bude slouzit jako diskretizace zobrazeni W. Pritom 7, je po castech line-
arni Lagrangetv interpola¢ni operator na Thyrc, a up, = (up1,un2) € Kj

fesi (P(en))n-

Definice 2.1 Rekneme, Ze uy, je tesenim diskrétni kontaktni tilohy s danym
trenim, jestlize rp,|up1jr.| je pevnygm bodem operdtoru V.

2.2 Diskretizace ulohy s Coulombovym tfenim

Vénujme se nyni diskretizaci ilohy s Coulombovym tifenim. Ackoli budeme
pro jeji FeSeni vyuzivat smiSené varia¢ni formulace pomocné tlohy M (¢, g)
uvedené v Kapitole 1, k jeji analyze pouzijeme malicko odlisnou pomocnou
tlohu, ve které na rozdil od M(p, g) ponechdme tfeci ¢len. Lagrangeovy
multiplikatory pouzijeme pouze pro odstranéni podminek nepronikani.

Jelikoz diskretizujeme smiSenou tlohu, musime aproximovat také prostor
Lagrangeovych multiplikatori, tj. prostor H~"*(T'.). Necht 7 je déleni I,
na usecky S;, © € Z, jejichz délka je omezena H. Definujme

Ly = {pn € L*(T)| pmjs, € Po(Si) Vie I},
Ay ={pg € Ly | pg > 0 skoro vsude na T'.}
XhH = V;_ X AH ,
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tj. Ly je prostor funkci po ¢astech konstantnich na 7y, mnozina Ay je dis-
kretizace prostoru H,"(T.) a X,z aproximace X.

Pro pevné zvolenou dvojici (¢n, gg) € Xpp definujme aproximaci smisené
varia¢ni formulace kontaktniho problému s danym tifenim gy a koeficientem
tieni F, := Fopy:

Najdi (up, ) € Vi, X Ay takovy, Ze

a(up, v — up) + [Fon gu, |vnt| — |uni|] > H
> L(vp, — up) + [Am, Vh2 — un2] Yo, € Vi, (M(on gn))i

(g — Ay upa) >0 Yum € Ag .

[, ] opét znaci skalarni soucin v L*(T.) a V; je ty%, jako byl pouZit v pied-
chozim odstavci. Omezeni us > 0 na I'. je realizovano pomoci Lagrangeovych
multiplikdtort z Ag. Posledni nerovnost v (M (o, g)) k4, Ze uy, € Kpp,
kde

KhH = {Uh = (Uhl,vhg) - Vh| / Vh2 d:L‘l >0 Vi € I} . (25)
S;

Podminka nepronikani je tedy zajisténa pouze ve slabsi (integralni) podobé.
Ky je pak externi aproximaci mnoziny K.

Pro aproximaci zobrazeni ® potiebujeme, aby obé slozky feSeni tlohy
(M(pn, gm)) byly uréeny jednoznacné. To je zajisténo, pokud plati nasle-
dujici podminka:

Necht py € Ly je takové, Ze (Vz, € Vi) @ |um,zn) =0=pug=0. (2.6)
Tu je mozno splnit naptiklad tak, Zze pouzijeme déleni 7y, které bude ridsi
nez déleni 7j |, . Pak mé tloha (M (s, gr));! pravé jedno feseni (up, Ay)
pro kazdé (yn, gu) € Xpm, viz napiiklad [12].

JelikoZz Ay aproximuje A, za aproximaci zobrazeni ® v (1.9)¢ je mozno
povazovat zobrazeni @y : X,z — Xpg definované vztahem:

Am) - (2.7)

Qur(on, gu) = (rulunr,
Definice 2.2 Rekneme, Ze u, € Ky je tesenim diskrétni kontaktni ulohy

s Coulombovym trenim, jestlize dvogice (14|upijr.|, Air) je pevngm bodem zob-
razeni ®ppr.

3 Analyza 2D 1uloh s danym trenim

V prechozich kapitoladch jsme formulovali kontaktni tlohu s danym tfenim a
koeficientem tfeni zavislym na feSeni jako problém nalezeni pevného bodu
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zobrazeni V. Uvedli jsme si také aproximaci tohoto problému. V této ka-
pitole dokézeme, Ze pevny bod zobrazeni ¥ existuje. Nejdiive dokazeme
existenci feSeni diskretizované tulohy. Pak dokazeme, ze posloupnost feseni
diskretizovanych tloh bude konvergovat k feseni spojité tilohy, pokud para-
metr diskretizace konverguje k nule. Tim dokazeme existenci pevného bodu
zobrazeni W. Posléze odvodime predpoklady, které navic zaruci jednoznac-
nost tohoto pevného bodu. Nakonec uvedeme duélni formulaci tlohy, kterou
pouzivame v numerickém TfeSeni tilohy.

Zacnéme dikazem existence pevného bodu zobrazeni V. Jelikoz pevny
bod hledame v prostoru kone¢né dimenze, postacuje ovérit predpoklady Brou-
werovy véty o pevném bodé:

Véta 3.1. (Brouwerova véta o pevném bodé): V prostoru konecné dimenze
ma kazZdé spojité zobrazeni G : B — B pevny bod, kde B je uzavrend, ome-
zend konvexni mnozina.

Lemma 3.1. Zobrazeni ¥, zobrazuje V,j N Br do sebe, kde Br = {p} €
Vil lenller. < R} a R > 0 nezdvisi na h.

Diikaz. Dosadime-li vy, = o (nulovy prvek V) do (P(en))n, pak s ohledem
na nezapornost tiectho ¢lenu [Foyy, g, |up|] dostaneme

ollunlliq < alun, un) + [Foen g, luml] = L(un) < | Llllunlie . (3.1)

kde « je konstanta z Kornovy nerovnosti a || L||, je dudlni norma L. Z definice
normy v H"?(T'.) plyne, ze

L]l

I un] [lore < lluntller. < lunlie < (3.2)

Dale

rnlunlllere < lrnlun| = lunl|ler. + || Jun] e,
< ch?|lup i, + llunller.
< cllupllipr. + Junillier. < (c+1)|L][/a,

kde jsme vyuzili zndmych aproximacnich vlastnosti Lagrangeovy interpo-
lace rj, a inverzni nerovnosti ve V, mezi normami prostorit H'(T.) a H"*(T,),
viz [2]:

lonlle. < ™ llonllar.  You € Vi - (3-3)

Pfitom ¢ > 0 v (3.3) nezavisi na h, jak plyne z predpokladi na {7 },
h — 0+. Staci tedy polozit R := (¢ + 1)||L]||+/cv.
]
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Lemma 3.2. Zobrazeni ¥, je spojité na V.

Diikaz. Protoze vSechny normy v kone¢nédimenzionalnim prostoru jsou ekvi-
valentni, pouzijeme pro konvergenci ve V}, a V; stejny symbol —. Pro jedno-
duchost znacen{ vynechdme index h u funkei. Necht {¢,}, ¢, € Vi je takova,
7e pn, — @ € V;', n — 0o. Chceme dokdzat, ze

Th|un1\I‘c’ - Th‘ul\l“c’ y M — 00, (3.4)

kde u,,, respektive u je FeSenim tlohy (P(¢y))n, respektive (P(p))n. Z (3.1)
plyne, Ze {u,} je omezend. Existuje proto vybrana posloupnost {uw, } C {u,}
a prvek u € K}, takovy, ze

Uy — u, n' — 00 . (3.5)

Limitnim pfechodem pro n’ — oo v (P(¢w))n snadno ukdzeme, ze u € K,
fesi (P(¢))n. Protoze toto Feseni je jediné, plati (3.5) pro celou posloupnost.
Zobrazeni r, a | |1 v, — |vp] jsou spojitda a proto (3.4) je bezprostfednim
disledkem (3.5).

0

Z Lemmat 3.1 a 3.2 plyne néasledujici véta.

Véta 3.2. Operdtor V), md ve V; alespon jeden pevny bod.

Existenci alespon jednoho feseni diskrétni kontaktni tilohy s danym tte-
nim mame dokazanou. Toho vyuzijeme pti diikazu existence alespon jednoho
feSeni spojité tulohy.

Bud {us}, h — 0+ posloupnost Feseni diskrétnich kontaktnich tloh s da-
nym tienim, neboli {r4|upir, |} je posloupnost pevnych bodii zobrazeni ¥y,

Pro jednodussi zapis oznacme rp|upi| := rp|upir,|. Plati tedy, Ze w, =
(up1, up2) € K je fesenim

a(up, vp —up) + [F(ra|unl) g, lvp| — [uni]] = L(vp —up) Yo, € Kp, . (3.6)
Zopakujme, ze symbol [, | znadi skalarni sou¢in v L*(T..).

Predpokladejme, Ze k libovolnému prvku v € K lze sestrojit posloupnost
{vn}, v, € K, takovou, ze

v, — v v (HY(Q))?. (3.7)

Z (3.1) plyne, Ze posloupnost {u;} je omezend v (H'(2))2. Existuje tedy
vybrand posloupnost {uy} C {u,} a prvek u € K, takovy, ze

up —u v (HY(Q))?. (3.8)
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Toho, spolu s (3.7) vyuzijeme k dtikazu nasledujici nerovnosti:

lim sup a(up, vy — up) < limsup a(up, vp) + limsup —a(up:, upy)
h/—0+ ' —0+ W —0+

< limsup a(up, v) + lim sup a(up, vy — v) — lim
' —0+ h —0+ h—

< a(u,v)+ lim Mlup||allvw — v]1a — alu,u)
h/—0+

%nf a(uh/, uh/)

= a(u,v —u) ,

kde M > 0 je norma bilinearni formy a. Plati tedy

lim sup a(up, vy — up) < a(u,v — u)

=0+ 3.9
lim L(vp —up) = L(v—u) . (3:9)
h'—0+

Z posloupnosti {uy } lze vybrat posloupnost {uy~}, pro kterou plati
T |upm | — |uy| skoro vSude na T . (3.10)

Skutecné, staci vzit v ivahu, ze

or. < 7w |un| — lunilllor. + llluna| — |uslllor.
< e(W)?|lupn|lior. + Junn] = lwlllor, - (3.11)

7w funn | = Judl]

Jak plyne z (3.2), prvni ¢len na pravé strané konverguje k nule. Jelikoz vno-
feni H'(Q) do L*(T.) je kompaktni, plyne z (3.8), Ze i druhy ¢len na pravé
strané (3.11) konverguje k nule. Existence vybrané posloupnosti, pro kterou
plati (3.10) je pak dtsledkem (3.11).

Uzitim (3.7), (3.8), (3.10) a Lebesgueovy véty obdrzime

lim F(rplupn|)g(|vwn | — |upn|) doy = / Foluy| g(|v1] — |ual) dy
T.

W'—=0+ Jp
Odtud a z (3.9) plyne, ze
a(u, v —u) + [Folu| g, [v1] = [w]] = L(v —u) . (3.12)

Jelikoz byl v € K zvolen libovolné, je u € K FeSenim varia¢ni nerovnice (P)
a 1= tracer, |u1| je pevnym bodem zobrazeni ¥. Prévé jsme dokdzali nésle-
dujici vétu.
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Véta 3.3. Z posloupnosti {¢n}, h — 0+ pevngch bodi zobrazeni ¥y, ve V; N
Br lze vybrat posloupnost {on'} C {pn} takovou, Ze:

o —¢ v H”{T.), =0+ .
Slabd limita p € HY*(T.) N Br je navic pevngm bodem zobrazeni .

Poznamka 3.1. V dikazu véty 3.2 jsme potiebovali aproximovat libovolny
prvek v € K posloupnosti {v,}, v, € K, (viz (3.7)). Poznamenejme, Ze exis-
tence takové posloupnosti je zarucena, jakmile mnoZina K N (C*(Q))? je
hustd v K. Tato problematika je Tesena napriklad v [12].

Nyni vime, zZe také operator ¥ ma alespon jeden pevny bod. V néasledu-
jicim nas bude zajimat, za jakych predpokladii ma ¥ jediny pevny bod, tj.
kontaktni tiloha s danym tifenim ma jediné reseni. Jednou z moznosti jak to
zarucit, je dokazat kontraktivnost zobrazeni V. Dokazme nejprve, ze ¥ je
Lipschitzovsky spojité v normé prostoru L?(T.), pokud koeficient tfeni F je
také Lipschitzovsky spojity a nezdporna mez skluzu g € L>(T.).

Véta 3.4. Nechtf ¥ : H(T,) — HY(T.) je zobrazeni definované v (1.9),
g€ L>®(T.) al=konst. >0 je takovd, Ze

|f(l‘1) - f(f1)| S l|ZL‘1 —fl| \V/I'l,fl € R_li_ . (313)
Pak existuje kladnd konstanta c, pro kterou plati

1¥(p) = ¥(@)llor. < cllle =Pllor. - (3.14)

pro vsechny o, € H(T,).

Diikaz. Necht u, @ jsou FeSeni problémii (P(p, g)) (respektive (P(g,g))) pro
dané ¢, € H(T.), tj.

a(u,v —u) +[Fopg, |vi] — |u])]

>Llv—u) YveK
a(t,v =) + [Fopyg,[vi| = [ua])] = L(v —

u) YveK.

Dosadime-li v := w do prvni, respektive v := w do druhé nerovnice ak
) )
Po nasledném sec¢teni obou nerovnic dostaneme:

a(u —t,u—u) < [(Fop — Fop)g, [ur] — |ui]] .

Protoze

© = Pllor. a1 — uilor,

T — w0,

allu —allfg < alu—1,u—1) <I|gllor,

p—p

< lci|goo,r. 0T
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plati

13| gloo,r. _
—=2 e o —Blor.

lur| = [lllor. < flur = tallor, < erflur —Tlle <
kde ¢; je norma operatoru stop z V' do L?(T..). Polozime-li ¢ := ¢2||g||co.r. /¥,
dostaneme (3.14). O

Disledek 3.1. Je-licl < 1, pak je zobrazeni V kontraktivni vzhledem k norme
prostoru L*(T.). To znamend, Ze zobrazeni ¥ md prdvé jeden pevny bod, ktery

je roven limité posloupnosti {pn}, h — 0+ pevngch bodi posloupnosti Vy,.

Navic metoda postupnijch aproximaci

0 € VI je ddno;

pro k =1,2,... polozme (3.15)
k k
o = w(er)

konverguge pro jakoukoli volbu @510) eV,

Pfi numerickému vypoctu ¥, (¢p,) nehledame |upyr, | piimym fesenim dis-
kretizované tlohy (P(¢n))n, ale vyuzivame toho, Ze vznika jako vedlejsi pro-
dukt pfi Teseni jeji dudlni formulace. Z toho divodu se zminime o dualni
formulaci spojité tlohy (P(¢)) (tj. tlohy (P(p,g)) pro pevné g € L>°(T,)).
Reseni smiSené variacni formulace (M (¢, g)) lze také ekvivalentné charakte-
rizovat jako sedlovy bod Lagrangianu £, definovaného pomoci (1.10). Tedy
plati, ze

L(u, p, p2) < L(u; Ay Ad2) < L(v, A, A2) VeV Vs €Ai(p, g) Yz €A
Je zndmo (viz [8)), ze

L(u, A1, o) =min  sup  L(v, juq, = max inf L(v, uq, .
( 1, A2) eV L ehr (o) (v, pi1, ph2) L1 e (p.g) VEV (v, 1, p2)
= pH2€A2

Oznac¢me
—S(p, p2) = ig{/ﬁ(vaﬂlaﬂ2) ;€ Ai(p,g), po € Ay

duélni funkcional.

Dudlni variacni formulaci dlohy (P(y)) nazveme ulohu

Najdi X € A(p, g) takové, zZe (VYu € A(p,g)) : }
S(A) <S8(u)
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kde A(p,g) := A1(p, g) X Ay. Snadno se lze presvédcit, ze S je kvadraticky
funkcional:

§(n) = blon ) — F(1) (3.16)

kde b: (H**(T.))*> x (H**(T'.))? — R!, respektive f : (H*(T.))* — R! je
symetrické bilinearni, respektive linearni forma, které jsou definovany takto:

b, v) = (p1, Gr(v1, v2)) + (p2, Ga(v1, 12))
f(p) = =(pa, Gi(L)) — (p2, Go(L))
kde p1=(p1, pt2), v=(v1,v2) € (H*(T.))* a (, ) znadi dualitu mezi H"*(T,)
a H”(I'.). Symbolem G = (G1,G2) € L(V', V) rozumime Greentv operator.
Oznacime-li Z, Z € V vysledky jeho ptsobeni na L, respektive v:
= G(L) = (G1(L), G2(L))
= G(v) = (G1(v1, 1), Ga(v1,10)) ,

N>

N

pak 2, Z jsou feSenim nésledujicich tiloh linearni pruznosti :

Najdi 2€V: (MveV): a(z,v) = L(v)
Najdi 2 €V : (Yo = (vy,v3) €V): a(Z,v) = (v1,v1) + (va,v9) .

O vztahu feseni tloh (D(y)) a (P(y)) pojednava nasledujici véta, jejiz
dikaz vyplyva z teorie uvedené v [8].

Véta 3.5. Uloha (D(p)) md prdve jedno veseni A := (A1, \a). Pro slozky
tohoto Teseni navic plati, Ze

A o=Ti(ulp)), A =Ta(ulp)) ,
kde u(p) € K je tesenim ulohy P(p).

4 Analyza 2D 1loh s Coulombovym tienim

Na rozdil od analyzy 2D tloh s danym tfenim, kde jsme dokazali existenci
feSeni spojité tlohy, dokazeme pro tlohy s Coulombovym tifenim pouze exis-
tenci Teseni diskrétni tlohy, tj. existenci pevného bodu zobrazeni ®,5. Po-
dobné jako v predchozi kapitole ovérime predpoklady Brouwerovy véty, ten-
tokrat pro zobrazeni ®;5. Poté se zaméfime na predpoklady zarucujici jed-
noznacnost tohoto pevného bodu. Vsechna znaceni budou stejna jako v od-
stavci 2.2.
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Zavedme do prostoru V, x Ly tuto normu:

1Cpns )|l = llpnllore + lpallen s (pnspr) € Vo x L, (4.1)
kde [ ]
HH; Zh
szl 20 = sup : (4.2)
anevi |12nllna
zp 70
Vezmeme-li v ivahu (2.6), je patrné Ze || ||_ion : Ly — R' je dudlni normou

v Ly, kterad zavisi na prostoru Vj,, a tedy na h.

Lemma 4.1. Zobrazeni @,y zobrazuje X,yNB do sebe, kde B = {(pn, pg) €
Vi X Ly | ||enllor. < Ru, |pw|1pn < R2}, @ Ry, Ry > 0 nezdvisi na h.

Diikaz.  Dosadime-li postupné do druhé nerovnosti v (M(¢p, gr))i prvek
pg = 0,2\, obdrzime
[)\H, uhg] =0. (43)

S vyuzitim této skutec¢nosti, Kornovy nerovnosti a nezapornosti tfeciho ¢lenu,
dostaneme po dosazeni vy, = 0, 2u;, do prvni nerovnosti v (M(¢p, gr))H:

allunlliq < alun,un) + [Foon gu, lumll = L(up) < [|Llupllie - (4.4)

7 véty o stopach a predchozi nerovnosti primo plyne, ze
c
Huml llor. = l[unillor. < cillumllie < ElHLH* : (4.5)
kde ¢; je norma zobrazeni ptifazujicitho prvku z V jeho stopu z L*(T,). Déle

Irnlunlllor. < llralunt] — [untlllor. + Hunllo,r.

(4.6)
< ch|lupi|lir. + llunllor. < callunillor.

kde jsme vzali v ivahu aproximacni vlastnosti 7, a inverzni nerovnost mezi
normami prostorda H*(T'.) a L*(T'.) pro funkce z Vy:
||Uh||1,Fc S Eh_lHUhHO,FC Vvh € Vh . (47)

Z (4.5) a (4.6) plyne omezenost rp|up|:

Cc1C
Iralumlllox, < By == ==|L]. . (4.8)

- «

Zbyvéa dokézat omezenost Ay. Necht V, C V,, je podprostor V},, jehoZ prvky
maji nulovou prvni slozku:

v, €V, & vy, = (O,Uhg), Vpa € V3 . (49)

21



JelikoZ z prvni nerovnosti v (M(¢n, gr ) vyplyva

a(up, vp) + [Fown gu, |vn1|] = L(vs) + [Am,vne] Yon, € V|

pak omezime-li se pouze na prvky z V, plati

a(uh, Uh) = L(Uh) + [)\H,UhQ] Yu, €V, . (410)
Odtud a (4.4) jiz snadno dokdzeme omezenost Ay v || ||_y»,, nOrmeé:
[Ar; vna]

< Mljupllr.0 + | L]«
vnzll1e (4.11)

M
< Byi= (= + DIL].

[Abll-spn = sup
V2 €V |

kde M je norma bilinearni formy a.
OJ

Poznamka 4.1. Pokud by Th’rc bylo soucdsti systému silne requldrnich dé-
leni T, konstanta ¢ v (4.7) by byla nezdvisld na h. Stejnou vlastnost by proto
meéla i konstanta cy v (4.6).

Lemma 4.2. Zobrazeni @,y je spojité na Xpnpy.

Dikaz. Je obdobou dukazu Lemmatu 3.2
O

Lemmata 4.1 a 4.2 tikaji, ze zobrazeni ®,y spliuje predpoklady Brou-
werovy véty, tudiz plati nasledujici véta.

Véta 4.1. Operdtor @5 md v X,z alespon jeden pevny bod.

Préavé jsme dokazali, ze diskrétni kontaktni tloha s Coulombovym tfenim
a koeficientem tfeni F zavislym na feseni ma alespon jedno feseni, kdyz F
splituje (1.7). Samoziejmé nés také zajimaji postacujici podminky, jez zarudi,
Ze TeSeni je urceno jednoznacné. Touto podminkou bude opét kontraktivnost
zobrazeni @ ;. Nejprve dokazeme Lipschitzovskost @, 5 za predpokladu, ze F
je Lipschitzovsky spojité, viz (3.13).

Meéjme (@n, 9u), (@n, Gy) € XpuN B, kde B je stejné jako v Lemmatu 4.1.
Necht dvojice (un, Air), (TWn, Arr) jsou fefenimi tloh (M (p, gi))H | respek-
tive (M(3,,,95))2. Omezime-li se na testovaci funkce vy, € K.z, (viz (2.5)),
a vezmeme-li v ivahu (4.3) a definici K}y, obdrzime

a(un, vh — up) + [Foen gu, [vn| — [un|] = L(vy —un) Yo, € Kpy
a(@p, vp — ) + [Fo@r Gg, |vn| — |@n|] > L(vy, — @) Yo, € Kpp -
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Jelikoz uy,, w, € Ky , muzeme dosadit vy, := w, do prvni, respektive vy, := uy,
do druhé nerovnice. Po jejich secteni dostaneme

Oé”Uh - ah”iﬁ S a(uh - ﬂh, Uup — ﬂh)

< ||Fopngu — Fobn gullor.||un — nillor.

< cal|lFovngn — Fobnggllor.|lun — unllia

kde ¢; > 0 je stejné konstanta jako v (4.5). Odtud plyne, ze

| Junt] — |@na| for. < |unt — Tnallor. < cllun — sl

2
C
< EIHJ:OS%QH — Fo@nggllor. - (4.12)

Déle s vyuzitim (1.7) a (3.13) odhadneme ¢len na pravé strané:

| Fown ga—FoBnggllor.
< || Fowon(ga —gu)llor. + [(Fown — Fobn)gu)lor.
< Fmaw”gH - EHHO,FC + ZHSDh - @hHoo,Fc §H| 0,I'c (4-13)

Prostory V;, a Ly maji kone¢nou dimenzi, a proto vSechny normy jsou v nich
ekvivalentni. Existuji tedy konstanty cs, cy > 0 takové, ze

lenller. < esllenllor.  Vion € Vi } (4.14)

“NHHO,FC < C4H/LHH71/2,h Yug € Ly .

Shrneme-li (4.12), (4.13) a (4.14), pak s vyuzitim toho, Ze ||gg||_1on < R2
obdrzime:

| unt| = @1l [Jor. < llunt — Tnllor.

ciey

B c2cscy (4.15)
S T«fmangH - gHHfl/Z,h + L

[Ra||on — Pullor, -

Nyni jiz zbyva pouze maly krok k ziskani odhadu normy rozdilu prv-
nich slozek zobrazeni @,y (on, gu) a Pry(Pr, Gy). Snadno zjistime, Ze r, ma
nasledujici vlastnost monotonie:

(V, 1€ O(T.)): v<vnal, = mv<r,onal,,

odkud
7 (lunt| = |ani])| < raups — Wna| na T, .
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KdyZ pouzijeme tuto nerovnost a postupné zopakujeme kroky z odhadu (4.6),
dostaneme:

|7alunt| — mal@na| o, < [|rnlunt — @nal o,
< ch|lupy — Tpillir. + |unt — @pllor.
< collupy — plor, -

Zkombinujeme-li tento vysledek s (4.15), dostaneme kyzeny odhad

_ clegcy _
h|Wh1| — Th|{WUR1| [0, =7 Y maxl||YH — YHII-12,h
[7nlunt| = ral@nl [Jor, < Fnaallgr — Gl -pnt
) (4.16)
CiCoC3C
+ 2220 Rollon — Bnllor -

Podobny odhad nyni dokédzeme i pro druhé slozky zobrazeni ®; . Dosa-

zenim vy, € V;, do prvni nerovnice v (M(¢p, gr))f, respektive (M(%,,, )5
ziskame:

a(uh, Uh) = L(’Uh) + [)‘H; Uhg]
a(ﬂh, Uh) = L(Uh) + [XH, Uhg] .

KdyZ obé rovnosti ode¢teme a vyuzijeme (4.12), (4.13) a (4.14), ziskdme
hledany odhad pro rozdil druhych slozek:

B v [ pp———— A = Au, vno]

vp2 €V ”Uh?”l,Q
VR #0

Mcic _ 4.17
S al 4]:ma:v||gH _gH||—1/2,h+ ( )

Mq C3Cy

S MHU}L—E}L

1,Q

’

+ IRy ||on — @nllor. -

Predchozi odhady pouzijeme k diikazu nasledujici véty.

Véta 4.2. Necht @y : Xpg — Xpp je zobrazeni definované v (2.7) a koefi-
cient treni F spliiuje (1.7) a (3.13). Pak ezistuje konstanta q > 0 takovd, Ze

| @re(on: 9) — o (@n, 9u)ll < qll(on — @n, 95 — G5 )| (4.18)

plati pro vsechny dvojice (pn, gu ), (Pr, Gg) € XpuNB. Norma pouzitd v (4.18)
je definovand vztahem (4.1) a B je stejnd jako v Lemmatu 4.1.
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Diikaz. 7 definice zobrazeni @y, normy (4.1) a nerovnosti (4.16), respek-
tive (4.17) plyne, Ze staci poloZit

0%020364 Mcicseq

Ry + = ==Ry)l} . (419)

c1 0264 Mcicy

)Finaas (

¢ = max{(— "

O

Disledek 4.1. Pokud jsou Fpa: ol dostatecne malé, je konstanta ¢ mensi
nez 1 a zobrazeni @y je kontraktivni vzhledem k normé (4.1). @y tedy md
pravé jeden pevny bod. Navic metoda postupnych aproximaci

) € Xy je ddno;
1,2,... polozme (4.20)
o

k
)) = P (0}, 957

(b g
pro k =
(b ™,

konvergugje pro jakoukoli volbu (cpglo),gl(q)) € Xny-

Poznamka 4.2. Predpokladejme nyni, Ze je splnéna Babuska-Brezziho pod-
minka, tj. existuje konstanta 0 > 0 nezdvisld na H, h takovd, Ze

2

(Yum € Lyg) = sup iz, 2] > Bllpall-er.
Zhi‘gh HZhHLQ
2n

kde || ||-1or. je norma v H=*(L,). JelikoZ plati

Bllpall-er. < llpall-en < llpall-er.
lze normu || || _yp,n, zdvislou na parametru diskretizace, nahradit normou || || s, -

Poznamka 4.3. Je zndmo, Ze konstanta cy v inverzni nerovnosti (4.14) s je
dmeérnd 1/ H, pokud Ty patit do systému {T}, h — 0+ silné requldrnich
déleni T... Také konstanta cs v (4.14); zdvisi na diskretizaci a chovd se jako
1/ V'h. Podrobnosti o uwvedengch inverznich nerovnostech a jejich vlastnostech
se lze dozvedet v [2] a [9]. Odtud, Pozndmky 4.2 a (4.19) vidime, Ze k tomu,
aby parametry Foae a | zajistily kontraktivitu ®py, je tieba, aby Faw =~ VH

| ~ VHh pro H,h — 0+4. Podobny vysledek pro tlohy s Coulombovym
trenim, kde koeficient tfeni F nezdvisi na teseni je dokdzdn v [11].

25



5 Numericka realizace 2D tuloh

Jak jsme jiz uvedli v predchozich kapitolach, budeme pro vypocty kontakt-
nich tloh s danym, respektive Coulombovym tfenim pouzivat metody po-
stupnych aproximaci (3.15), respektive (4.20). V kazdém kroku je v obou
pripadech fesena kontaktni tiloha s danym tifenim a koeficientem tteni, ktery
nezavisi na feSeni. Na zakladé feseni této tlohy je poté aktualizovan koefici-
ent tieni F, v pfipadé tloh s Coulombovym tfenim také mez skluzu g. Jak
déle uvidime, je tato vnitini tiloha stejné pro oba modely tfeni.

Zobrazeni @,y definované vztahem (2.7) vyuziva smiSenou formulaci
(M(pn, gu)). Naproti tomu zobrazeni ¥;, definované v (2.4) vyuziva pro
vypocet 7p|up1|r,| primarni formulaci (P(pp))n. Pouzijme namisto (P(wn))n
odpovidajici smisenou formulaci

Najdi (up, Ag) € Vi, x Ay takovy, Ze

a(un, v — up) + [Fopp g, [vp| — |unl] = H
> L(vn — un) + [Ag, vn2 — unz)  Vop, € Vy (Mler )

[ — Amsune] 20 Yy € Ap

Jediny rozdil mezi (M (pn, gr)) a (M(pn,g))i spociva v tom, Ze gy je
po ¢astech konstantni funkce, kdezto g je obecna. Jelikoz je (M (pn, gu))F
specidlnim ptipadem (M (ipp, ), vénujme se realizaci (M (¢p, g))F podrob-
néji.

Oznac¢me {(;}™,, {0;}_, a {n;}}_, baze prostori V},, respektive V}, a Ly.
Aby byla zajisténa podminka (2.6), musi byt dim V), > dim L. Pfipomenime,
ze prostor V), je restrikci prostoru Vj na I'.. Sestava se tedy z po castech
linearnich funkci na déleni Th'FC7 které se anuluji v bodech T, N T,, pokud
je tento prinik neprazdny. Ke kazdé bazové funkci 6; prostoru V), existuje
pravé jeden uzel zU) € T, \T,, triangulace T}, takovy, ze 6;(2\)) = 1. MnoZinu
vSech téchto uzli oznac¢me N,. Na zakladé toho definujme zobrazeni

0:{1,....¢} = {1,....,m} 6@)=je=")=1,

které piifazuje lokalnimu indexu uzlu déleni 7, |, globalni index toho samého
c
uzlu nyni uvazovaného v triangulaci 7.

Uvedme nyni algebraickou podobu problému (M(¢p, 9))2. Prvky v, =
(vn1, vp2) & pg prostoru Vy, respektive Ly, budeme ztotoziovat s vektory
v € R?™, u € R, tj. koeficienty linedrni kombinace vzhledem k p¥islusnym
bazovym funkcim:

m m n
Up1 = E Voic1Gi, Una = E voi Gy pH = E i1,
i=1 i=1 i=1
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kde (vVoi_1,va) = (vp(2@),vp2(z®) a p; je hodnota puy na S;. Podobné
jestlize ¢y, € Vi, pak ¢, = Y.L on(x®)6;. Pro pocitani potiebujeme vy-
¢islit vSechny vyrazy ve smisené formulaci (M (i, g))2. Zabyvejme se nej-
prve t¥ecim ¢lenem. Nahradme |vy,| jeji Lagrangeovou interpolaci r|vp|:

Fopp glop| dey = | Fopy grp|op|de; = Z/ Foppgrylvp| dey .
Fc Fc j— S'L

Déle v integralu na pravé strané nahradme funkci F oy, g|s. jeji integralni
primérnou hodnotou g; := (fs Fopy, gdxy)/meas S; na S;, kterou vytkneme
pted integrél. Oznacime-li B; matici typu (n x 2m) s prvky

. O, d =20—1, 20 k) =1
gy — { Js/Ovden =21, 20 €N, O(F) (5.1)
0 Jinak |
mizeme psat:
Z/]:o<phgrh|vh1]dx1 ~ Zgi/rhwhl\dxl
i=1 v 5 =1 S
. . (5.2)
=Y e i |/e diy = g Bylv|
=1 =
kde jsme vyuzili toho, Ze rp,|vp (z)] = |vp ()] pro viechny 2@ € N,

Symbolem |v| oznacujeme vektor, jehoz slozky jsou absolutni hodnoty slozek
vektoru v.

Stejné tak vyjadiime dualitu

(1151, vh2) = /,UH'Uh2 dry = ZMH thz / 0;dr) = p'Byv

1

(5.3)
kde B, je rovnéz matice (n x 2m) s prvky
. = O e N, O)=1
ij sz‘ ek dml J 2l7 e hs ( )
By = { 0 jinak . (5:4)
Zavedme déle konvexni mnozinu
Ay =R" . (5.5)
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Vidime, ze puy € Ay pravé tehdy, kdyz pro slozky vektoru p charakterizu-
jictho prvek puy € Ly plati, Zze p € As. Algebraicka podoba smisené formu-
lace (M (ion, g)); 2zni:

Najdi (u, ) € R* x Ay takovy, Ze (Vv € R*™) (Vu € Ay) :
u'A(v—-u)+g'Bi([v]=|u)) >b"(v—-u)+ ATBy(v — u) (5.6)
(b" = AT)Bou>0,

kde A je matice tuhosti a b' je vektor zatizeni. Po dosazeni u = 0,2\
do (5.6)3 vidime, ze

A'Bou =0, p'Bou>0 YueA,.

Z této skutecnosti, (5.3) a (5.4) plyne, ze u € K, kde

q
KhH = {v € R2m’ ZVZG(j)/ejdxl 2 0 Vi= 1,...,n} . (57)
S;

i=1
To znamend, Ze vektoru u odpovida prvek uj, € Ky, kde Ky (viz (2.5)) je
obecné vnéjsi aproximaci mnoziny K.

Prvni slozka u feSeni (5.6) je tedy feSenim minimiza¢ni tlohy:

J(u) = min J(v) = min sup (J(v) — py Bov) , (5.8)

veKpy VER™ A,

kde )
J(v) = §VTAV ~b'v+g'Byv|

a mnozina A je dana vztahem (5.5). Pfi numerické realizaci vSak vychazime
z formulace, ve které je nehladky tfeci clen odstranén pomoci Lagrangeova
multiplikatoru:

1
J(u) = min  sup (zv'Av —b'v —u/B/v — u, Byv) , (5.9)
VER™ j1 €A1 (n.9)
H2EA2

kde mnozina A;(pp, g) je definovana takto:

fS{FO op gdry
meas S;

Ai(pn g) ={p €R"| || < Vi=1,...,n}.  (5.10)

Popisme jesté specialni ptripad, kdy dimV, = dim Ly, tj. n = q, ktery,
jak uvidime vede na wvnitrni aproximaci mnoziny K.
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Prostor Ly zkonstruujeme néasledujicim zptsobem. Pfipomenime, ze N, =
{x®M9_ - znai mnozinu vsech kontaktnich uzli 7, tj. uzld, které lezi
na I, \ [,. Sttedy usecek [¢(®0) x®O@+)] " = 1 ... ¢ oznaéme z(+1/2),
Déleni 7y = {S;}._, hranice T, pak vypad4 nasledovné:

Sy = [x(OM)) 4 3/2)]
S; = [0~V 2H2] - j=2 g1
S, = [#1/2) @]

Y

kdgdeﬁlﬂce bodt x©M) g (@@ z4visi na vzajemné poloze I'. a I',. Pokud
jeT.NT, =0, definujme z(®W)) = £O®U) j =1 ¢, viz obr. 5.1.

6(1) 6(2) 6(3) 0(¢—2) 0g—1) 0(q)
LO00) L6262 LT r. @-3/2) @12 60
£ L02)  LO0) 20G-2) OG-  L(6)

Obr.5.1:T.NT,=10

Pokud je prinikem pouze levy krajni bod hranice I'., definujeme tento
bod jako z(®M)") a_x(@(ql') = 2@ viz obr. 5.2. Obdobnym zptisobem
postupujeme, kdyz I'. N T',, je pravy krajni bod I'..

r 6(1) 0(2) 0lg—=2) 0(a—1) d)
L(6(1)) (3/2) LG r. @32 a-1/2) (0@
LOM0)  e) £06-2)  LOE-1) 6@

Obr. 5.2 : T.NT, = 26

V piipadé, ze I.NT, jsou oba krajni body I, definujeme levy krajni bod
priniku jako ©(1)’, a pravy krajni bod jako ©(q)’, viz obr. 5.3.

Vidime, Ze uvniti kazdé usecky S; déleni 7 lezi pravé jeden bod z N7,
Pokud k pfibliznému vypoétu integrala (5.2) a (5.3) pouzijeme obdélnikové

29



2O £6/2) ETE R P a-1/2) £0(@))
O e0) 2O@-1)  (6()

Obr. 5.3 : T.NT, = {x(®W) 2@}

pravidlo s uzly v bodech N, dostaneme:

gt Bi,2®(i)—1
q S
g ; ; . —
/fogphgrh|vh1| dry ~ Zfogph(x(e(l)))g(x(@(z))) |Uh1(x(@(1)))| meas S; =
Le i=1
=g By|v| (5.2)°
q
~ (@) (©(4)) T ;
Vpo dry & Upa (T meas S; = u Byv 5.3
/CMH n2 Ay ;NH na( ) © By (5.3)

i,26(i)
B,2°0

Pritom predpokladame, Ze hodnoty g v bodech z N, jsou definovany (napii-
klad g € O(T,)). Z (5.3)" a (5.5) jiz plyne, Ze up(z©®D)>0Vi = 1,...,q,
neboli uy, € K, (viz (2.3)). Zméni se také definice (5.10) mnoziny A;(pp, 9):

Ai(on,g) = {p € R™| || < Foup(z®Mg(z®Dyvi=1,... n}. (5.10)

Vratme se k obecnému pfipadu. SmiSenou formulaci (5.9) lze ekvivalentné
zapsat ve tvaru

Najdi (u, A1, A2) € R*™ x Ay(pn, g) X Ay takovy, Ze
Au=b+BJ A +B] A,
(1] = A])Biu+ (ug —A3)Bou >0

Vp,l S Al(goh,g) V/JIQ e A, .

(5.11)

K feSeni tlohy (5.11) pouzijeme opét dudlni pfistup. Z rovnice (5.11)y
vyjadiime
u=A"'b+B/ A +By)\,).
Dosazenim do nerovnosti (5.11)3 dostavame tlohu kvadratického programo-

vani s jednoduchymi omezenimi (po slozkach), kterd je formulovana pouze
v Lagrangeovych multiplikatorech:

Najdi (A1, A2) € A1(en, g) X Ag takovy, Ze

5.12
S(ALA2) < S(p1,p2) Vi € Ai(pn, g) Vo € Ay, } (5.12)
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kde
1
St = St | Q0 Q2] [ ] gy [ 2]

je dualni funkce a
Q;=BAB/, h;=BA"'b, ijec{l,2}.

Pritom jak vime z predchoziho, Ay, respektive Ay maji vyznam diskrétnich
tecnych, respektive normalovych kontaktnich napéti.

5.1 Minimizace kvadratické funkce s jednoduchymi li-
nearnimi omezenimi

Pti hledani pevného bodu metodou postupnych aproximaci (3.15), respek-
tive (4.20), hleddme v kazdé iteraci minimum kvadratické funkce na konvexni
mnoziné definované jednoduchymi linedrnimi omezenimi. Tato omezeni ply-
nou z definic (5.10) a (5.5) mnozin A;(¢p,g) a Asg:

low; < py; < up; 0 < po; t=1,...,n, (5.13)
Kde [ Fopngd [ Fopngd
J oY gax JOPhp gax
low; — 287 2Pn I p; = 252 oPnIth (5.14)
meas S; meas S;
respektive

low; = —Fopp(x®M)g(z®D) | up; = Fop,(x®D)g(z®D)  (5.14)
v pripadé, ze pouzijeme postupu vedouciho na vnitini aproximaci K.
Odhlédneme-li od dosavadniho znaceni a zavedeme-li nové, fesime tilohu

1
ml%f(x) = mi% —x"Ax—x'b, Y= {x e R2" |[1<x<wu}, (515
xXE xe

kde symbolem < myslime nerovnosti mezi odpovidajicimi slozkami vektori,
A e R?*™*2" je symetrickd, pozitivné definitni matice a 1, u e (RU{—o0, c0})?".
Jak znamo, existuje pravé jedno feseni (5.15).

Nase tlohy jsou rozmérné (2n je velké), s rozumné podminénou matici A.
Resime je algoritmem MPRGP popsanym v [3], ktery kombinuje metodu
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sdruzenych gradienti s vhodnou strategii, ktera se stara o splnéni jednodu-
chych omezeni. Kratce popiseme jeho zakladni myslenky a vlastnosti.

Nejdiive si zavedeme nékolik oznaceni. Necht N' = {1,...,2n} je mnoZina
vSech indexti. Projekci vektoru x na mnozinu Y definujme takto:

Pr(x)=y : y; =max{l;, min{u;,x;}} .
Gradient g := g(x) funkce f v bodé x € R" je roven
g=Ax—b. (5.16)
Reseni X tilohy (5.15) musi spliiovat tyto Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky:

=L = g=>0
li<§i<ui = E,ZO, ’iEN, gz:gz(i)

Mnozinu v8ech indext A(x), které spliuji x; = 1;, nebo x; = u; nazveme
aktivni mnozinou:

Ax)={ieN : (x;=1)V(x;=w)}

a jeji doplnék F(x) do N nazveme volnou mnozinou. Karush-Kuhn-Tuckerovy
podminky 1ze napsat pomoci ¢asti gradientu g. Definujme proto volny gra-
dient ¢ a uriznuty gradient 3:

pi(x) = gi(x) proi € F(x), pi(x) =0proie A(x) (5.18)
Bi(x) =0proie F(x), Bi(x) =g (x) proi c A(x), (5.19)

kde g = min{g;,0} pro x; = 1;, respektive g& = max{g;,0} pro x; = u,.
Je vidét, ze Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky jsou splnény pravé tehdy,
kdyz projektovany gradient v(x) := ¢(x) + B(x) je roven nule.

Nez pristoupime k popisu MPRGP, nastinime jednoduché myslenky Po-
lyakova algoritmu, které byly jednou z motivaci vzniku MPRGP. Algoritmus,
ktery navrhl Polyak, vyuziva efektivni metody sdruzenych gradientt k mi-
nimizaci f, pokud se neméni aktivni mnozina. Tato minimizace vede bud
k nalezeni minima na konvexni mnoziné definované aktivnimi vazbami, nebo
vygeneruje bod mimo mnozinu Y. V prvnim ptipadé algoritmus odejme z ak-
tivni mnoziny indexy, ve kterych jsou naruseny Karush-Kuhn-Tuckerovy pod-
minky a redukuje tak aktivni mnozinu. V druhém ptipadeé je krok sdruzenych
gradientti zkracen tak, aby vedl na hranici mnoziny Y, coz vede k rozsifeni
aktivni mnoziny, obvykle o jeden index. P1i kazdé redukci aktivni mnoziny

32



je funkce f minimizovana pro stav, ve kterém je x; = 1;, nebo x; = u;
pro vSechny indexy aktivni mnoziny. Jelikoz Polyaktv algoritmus v kazdém
kroku snizuje hodnotu funkce f, tento stav nikdy v dalsich krocich nenastane.
Protoze je pocet kombinaci omezeni shora a zdola ve vSech indexech aktivni
mnoziny konecny a pocet vSech riznych aktivnich mnozin je rovnéz konecny,
plyne z finitnosti metody sdruzenych gradientii, ze pocet krokia Polyakova
algoritmu je také konecny.

Algoritmus MPRGP fesici (5.15) na rozdil od Polyakova pfipousti zo-
pakovani nékterych stavil, je vSak rovnéz finitni a je rychlejsi. Zahrnuje tii
typy kroki, z nichz kazdy naklada jingm zpisobem s aktivni mnozinou A(x)
a obsahuje rozhodovaci kritérium, jez urcuje, ktery z téchto kroka vybrat.

Krok sdruZenych gradientd: nova hodnota x je definovana takto
g(x") ' p*

(p*)TAp*

kde p* je sdruZeny gradient. Pokud se jednd o pocateéni krok zacinajici

v bodé x*, je p* = (x*). V néasledujicich krocich je sdruzeny gradient pocitan
rekurentné:

k+1 _ kK k —
X =X — 0P , O =

T Ak
k1 _ B\ _ Ak :SO(X)AP
p p(x") —p", v PO TAp:
Zakladni vlastnosti sdruzenych gradientt p?,. .., p* je jejich A-ortogonalita,
tj. () TAp’ =0, 14,5 € {s,...,k}, i # j. Navic je zndmo, ze
FEFY = min f(x+y)

y€Span{p®,....p*}

V ptipadé, ze se neméni aktivni mnozina, algoritmus vyuziva metodu sdru-
zenych gradientt k minimizaci f.

Ezxpanze aktivni mnoZiny: pri postupnych krocich sdruzenych gradientii
je mozné, Ze nasledujici krok x**! ¢ Y. Provede se krok zvany expanze
a nasledné se restartuje metoda sdruzenych gradienti. Expanze se sklada
ze dvou casti. Nejprve se provede krok ve sméru sdruzeného gradientu, zkra-
ceny na pripustnou mnozinu, kterd se timto krokem o malicko rozsiri:

1
x"t2 =xF —ayp", ay =max{a:x" —ap”c T}.

Néasledné se provede projektovany kratky krok ve sméru volného gradientu:
1 1 _ _
X = Pr(x"2 —ap(x2)), ae (0,]|ATH)

Tento krok, stejné jako predchozi, snizuje hodnotu minimizované funkce, coz
zarucuje jeho délka, viz [4]. Narozdil od Polyakova algoritmu vSak mutze vést
k vétsimu rozsiteni aktivni mnoziny.
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Redukce aktivni mnoZiny—proportioning: predchozich dva typy kroki vy-
uZivaly ke sniZeni hodnoty funkce f smér ¢(x*) volné &asti projektovaného
gradientu v(x*). Krok zvany proportioning minimizuje funkci f ve sméru
ufiznutého gradientu B(x*):

xFH = xF — aproplg(xk) ) prop = min{ar , gy}
K\T @[k
ar = max{a: x" — aB(x*) € T}, Qg = B%gcx’f)lfg((xl) )

Jelikoz se mohou zménit pouze ty slozky vektoru x, které prislusi aktivni
mnoziné, vede proportioning k redukci aktivni mnoziny.

O tom, kterou slozku (¢(x*) nebo B3(x*)) projektovaného gradientu v(x*)
pouzijeme k minimizaci v nasledujicim kroku, rozhoduje kritérium:

IBGM)I? < T*p(x") " o(x") | (5.20)

kde
X; —

P, (x) = max{—— H , min{ xi
a

LAY

o]

Prava strana (5.20) zavisi jak na volném gradientu, tak na jeho ¢asti, ktera
miize byt pouzita v druhé c¢asti kroku expanze aktivni mnoziny. Konstanta
[' > 0 udava, jak presné minimizovat f, pokud se nezmensuje aktivni mno-
zina. P1i volbé I' = 0 se algoritmus chova stejné jako Polyaktiv, idealni volba
je I' = 1, viz [4]. Pokud je kritérium (5.20) splnéno, nazjvame x* propor-
citondlni a pouzijeme krok sdruzenych gradientii, nebo krok expanze aktivni
mnoziny, pokud by krok sdruzenych gradienti vedl k naruseni podminky
xk+1 € T. V pfipadé, ze kritérium splnéno neni, pouzijeme krok redukce ak-
tivni mnoziny. Takto vypada struény zapis algoritmu, kde konstanta e rika,
jakou pozadujeme presnost:

Krok 0 {Inicializace.}
Necht £ =0, g = Ax° — b, p = p(x°)
dokud |[v(x¥)|| > €
jestlize [|B(x")||* < I@(x*) ' p(x")
Krok 1 { x* je proporciondini. Zkus sdruzené gradienty.}

ay =8 p/PTApP, y=x"—ay,p

ay = max{a: x* —ap € T}
jestlize a., < ay
Krok 2 {Krok sdruzenych gradienti.}
Xk+1 =Yy, 8=8— O-/chp
v=¢(y)"Ap/p"Ap, p=¢(y) - P
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jinak
Krok 3 {Expanze aktivni mnoziny. }
nx; = x° — ayp, nx; = Pr(x" — a.p),
jestlize f(nx;) < f(nxs)
x": =nx;, g=g— arAp
jinak
xFt3 = nx,, g=Ax""2 —b
konec jestlize
X+ = Pr(xt — dp(xt )
g = AxFt! — b, p= (p(Xk+1)
konec jestlize
jinak
Krok / {Proportioning - redukce aktivni mnoZiny.}
d=pB(x"), a,=g'd/d"Ad
ay =max{a: x" —ad € T}, app = min{ar, ag}
xk+1l — xk _ ap’r‘opda g = AxFtl — b, p= So(karl)
konec jestlize
k=k-+1
konec dokud
Krok 5 {Konec.}

X:Xk

6 Modelové 2D ulohy

Za zaklad numerickych pokust v této kapitole nam bude slouzit nasledujici
tloha. Pruzné 2D téleso je reprezentovano obdélnikem Q = (0,5) x (0,1),
jehoz rozmeéry jsou uvedeny v metrech. Mechanické vlastnosti homogenniho
materialu, ze kterého je téleso tvoreno, jsou popsany Youngovym modulem
pruznosti £ = 21.19¢10 [Pa] a Poissonovou konstantou o = 0.277. Pied-
pokladame rovinnou deformaci, tudiz linedrni Hooktv zédkon mezi tenzory
deformace a napéti (s vyuzitim 7o; = 715 a €91 = €32) je definovan vztahem:

1 <
( L (S R
T11,T22,T12) = 1-o €22
1+o0)(1—20 1-20
rai=2)\ 'y o g2 )\ o

Okrajové podminky se lisi podle toho, o jakou ¢ast hranice se jedna, viz
obr 6.1. Na ¢asti I', = {0} x (0, 1) hranice je téleso upevnéno v obou smérech.
Ke kontaktu télesa a tuhého podlozi muze dojit na ¢asti I'. = (0,5) x {0}.
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Na zbyvajici ¢asti hranice I, tvofené horni hranou I') = (0,5) x {1} a pravou
hranou I = {5} x (0, 1) obdélniku € piisobi povrchové sily o hustoté P =
(Pl, Pg), kde

P, =0. Py=(1-\)Pl, + AP, A€(0,1), na T} 6.1)
Pi=(1=\)P%, + AP}, , P,=(1-X\)P, + AP}, A€(0,1), na I'Z, '

PL = —1.¢6 [N], P}, = —15.¢6 [N], P%, = —5.¢6 [N], P, = 20.¢6 [N],

y =

PZ, = —=5.¢6 [N], P;, = 15.¢6 [N].

(Ply; Py) (PL: P},)
(P; PL)
V4
I, /
r, Q r /

L (P3,; P3,)

S
Obr. 6.1

V piikladech byly pro koeficient tfeni pouzity dva funkéni predpisy a sice:

0.3 t € (0,5.—6)
F(t)=14 03— 20300G _56-6) te(5.e—65e—6+-2) (62
0.2 te <5.6—6+1%,OO) ,
a
0.8 t e (0,1.e—5)
F(ty=1{ 08— 080D 165)2 te(le—b5 Le—5+ L)  (6.2)
0.2 + 4(t—1.e—(5)'—81_/01;27’)par+2 te <1€_5 + Ii’ OO) :

Priklady byly pocitany pro tii rtizné hodnoty par a sice par = 2.e4,
5.e4 a T.e4 pro funkéni predpis (6.2), respektive jednu hodnotu par = 5.e5
pro predpis (6.2)". Grafy F daného pfedpisem (6.2), respektive (6.2)" jsou
zobrazeny pro tyto parametry na obr. 6.2, respektive 6.3.
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—par = 2.¢4
0.3 par = 5.e4
par = T.ed

0.28 -

~—~0.26-
=
vy
0.24 -
0.22
0.2
L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t x107
Obr. 6.2
0.8 = I .
— par = 5.eb
0.7 =
0.6 =
—
=
‘7'\ 05 o
0.4F 4
0.3r- =
0.2 L Il L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t x 107
Obr. 6.3

6.1 Modelové 2D ulohy s Coulombovym tfenim

Oblast Q pravidelné rozdélime na 5n x n obdélnikd pro n = 12, 24, 36, 48,
60, 72, 84 a 96 a kazdy z nich rozdélime na dva trojuhelniky, viz obr. 6.4.
Timto ziskdme triangulaci 7}, oblasti 2. Posunuti je aproximovano spojitymi,
po c¢astech linearnimi funkcemi nad osmi triangulacemi 7. Pocet stupnu
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volnosti n, primarnich proménnych je postupné n, = 1560, 6000, 13320,
23520, 36600, 52 560, 71400 a 93120 .

Obr. 6.4

V dlohach s Coulombovym tfenim jsme pouzili pro diskretizaci Lagran-
geovych multiplikdtora prostor Ly, pro ktery jednak dim V), = dim Ly (viz
obr. 5.1-5.3), jednak dimV, > dim Ly, konkrétné H/h = 3 a H/h = 6 (ji-
nymi slovy, Th|1“c je 3x, respektive 6x jemnéjsi nez déleni 7). Ukoncovaci
kritérium bylo zvoleno u vSech prikladi stejné a sice:

[+ — M| g+l — g®)|
|®)]] g™ ]

kde || || je Eukleidova norma, *) € R?, g(*) € R™ jsou vektory, jejichz slozky

tvori goglk)(x(@(i))), i=1,...,qa gg.k) j=1,...,n.

<107¢,

V kazdé iteraci byla tloha kvadratického programovani s jednoduchymi
omezenimi Tesena algoritmem MPRGP s konstantou I' = 1, s presnosti
e = 107 a parametrem @ = 107°. Poc4tecni iterace metody postupnych
aproximaci byla zvolena vidy ¢(© =0 a g(® = 0, kterd odpovida kontaktni
uloze bez tfeni.

Tabulka 6.1 popisuje chovani algoritmu pro rtizné diskretizace v ptipadé,
ze dimVy, = dim Ly, ktery bude v dalsim textu ozna¢en H/h = 1. Vy-
pocty byly provedeny pro koeficient F dany predpisem (6.2) s parametrem
par = 2.e4 a porovnany s ulohou, v niz koeficient F = 0.3 nezavisi na fe-
Seni. Sloupec n,, respektive ng udava pocet primarnich, respektive duéalnich
proménnych. Ve sloupci it jsou uvedeny pocty iteraci metody postupnych
aproximaci a ve sloupci n,4, jsou celkové pocCty nasobeni dualni matici.
Ve sloupcich it, n,4,m a cas jsou vzdy dvé hodnoty. Vlevo jsou udaje pro
ulohu s koeficientem tieni zavislym na Feseni, vpravo pro tlohu s koeficien-
tem tfeni nezavislym na feseni. Cas vypoctu je uveden v sekundéach.

Tabulka 6.2, respektive 6.3 obsahuje tytéz tdaje pro dimV, > dim Ly,
H/h = 3, respektive H/h = 6 a tytéz koeficienty tfeni. V poslednich dvou

38



Ny ng it Nondm cas

1560 | 120 | 12/8 | 441 /372 4/4

6000 | 240 | 12/8 | 543 /492 35/31

13320 | 360 | 12 /8 | 646 /647 128 /127

23520 | 480 | 12/8 | 727 /758 324 /336

36600 | 600 | 12 /8 | 859 /850 720 /710

52560 | 720 | 12/8 | 873 /882 | 1250 /1260

71400 | 840 | 12/8 | 903 /987 | 2100 /2270

93120 | 960 | 13 /8 | 990 /1096 | 3260 / 3580

Tabulka 6.1 : H/h =1
np Ng it Nondm cas chybag chybar,
1560 | 40 | 13/8 | 324 /281 4/3 1.7e-2 / 8.8¢-3 | 2.0e-2 / 1.3e-2
6000 | 80 | 12/8 | 406 /349 26 /23 2.6e-3 /1.1e-3 | 3.6e-3 / 1.5¢-3
13320 | 120 | 12 /8 | 497 / 406 99 /80 1.6e-3/3.7e-4 | 2.0e-3 / 1.2¢-3
23520 | 160 | 12/8 | 565 /451 | 253 /201 | 4.6e-4/1.1e-4 | 7.6e-4 /1.9¢e-4
36600 | 200 | 12/8 | 544 /559 | 460 /469 | 1.5¢-4/2.9¢-4 | 2.0e-4 / 5.4e-4
52560 | 240 | 13 /8 | 620 /564 | 893 /806 | 1.4e-4/4.2e-4 | 2.9¢-4 / 5.6e-4
71400 | 280 | 12 /8 | 668 /647 | 1500 /1450 | 1.1e-5/2.5e-4 | 4.5e-5/ 3.7Te-4
93120 | 320 | 12/8 | 679 /653 | 2250 / 2150 | 4.0e-5/ 2.4e-4 | 1.5e-4 / 3.3e-4
Tabulka 6.2 : H/h =3
Ny Nng it Nondm cas chybag chybar,

1560 | 20 |14/8 | 253 /165 3/2 4.3¢-2 /7.6e-2 | 4.9e-2 / 7.8e-2
6000 | 40 | 13/8 | 316 /249 21/16 1.2e-2 /6.6e-3 | 1.5e-2 / 1.2¢-2
13320 | 60 | 13/8 | 395 /306 79 /61 2.4e-3 /4.2¢-3 | 5.0e-3 / 6.7¢e-3
23520 | 80 | 12/8 | 383 /351 | 173 /158 | 2.3e-3/7.2e-4 | 3.3¢-3/1.2¢-3
36600 | 100 | 13/8 | 416 /389 | 355/328 | 3.0e-4/3.3¢-3 | 5.8¢-4 / 4.2¢-3
52560 | 120 | 12/8 | 465 /412 | 672 /592 | 2.2¢-3/5.3e-4 | 2.8¢-3 / 1.5¢-3
71400 | 280 | 13 /8 | 537 /453 | 1220 /1020 | 1.8e-4 / 7.8¢-4 | 7.9¢-4 / 1.2¢-3
93120 | 320 | 12/8 | 498 /440 | 1660 / 1460 | 5.6e-4 / 4.5¢-4 | 8.9¢-4 / 6.1e-4

Tabulka 6.3 : H/h =6

sloupcich je uvedena relativni chyba vektoru posunuti u na € a I'. vzhledem
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k Teseni s dim V), = dim Ly, mérena v Eukleidovské normeé:

HuH/h:l _ uH/h:i“
chbtn = T
[ e
chybar, = = , 1=23,6.
[ ]

Pfipomenme, Ze v piipadé H/h = 1 je mnozina K, vnitini aproximaci mno-
ziny K, kdezto mnozina Ky pro H/h > 1 je vnéjsi aproximaci, nebot pod-
minka nepronikani (1.5) je splnéna jen v integralni podobé. Z toho divodu
provadime srovnéani ziskanych vysledku s pripadem H/h = 1, jehoz FeSeni
povazujeme za ,presné”.

Z tabulek je patrné, ze vypocty pro dimV) > dim Ly jsou rychlejsi,
nebot pocet dudlnich proménnych je mensi. Chyba oproti dim V), = dim Ly
je relativné mala, je vsak radoveé vyssi, nez zvolena presnost vypoctu. Nabizi
se ale nasledujici uplatnéni vyssi rychlosti vypoctu. Nejprve vyfesime tlohu
pii volbé dim V), > dim Ly. Reseni spolu s (¢n, gr) z posledni iterace pak
dame na vstup tlohy s dim V), = dim L.

Z tabulek 6.1-6.3 je patrné, ze pocet prostych iteraci pfi stejném pocatec-
nim pfiblizeni témér nezavisi na zvolené diskretizaci. V teoretické c¢asti jsme
dokazali, ze pro dostatecné malé konstanty F,,.. a [ je zobrazeni ®;, 5 kontrak-
tivni. Z toho lze usuzovat, ze pocet prostych iteraci by mél riist s rostoucimi
hodnotami F,,,, a [. Provedli jsme tedy vypocty pro H/h = 1 a koefici-
ent tfeni F definovany v (6.2) s ménicim se parametrem par = 2.e4, 5.e4
a 7.e4, se kterym roste konstanta Lipschitzovskosti [ funkce F. Vysledky pro
n, = 71400 (vlevo ve sloupci) a n, = 93120 (vpravo) jsou shrnuty v ta-
bulce 6.4.

par it Nondm cas

2.e4 | 12 /13| 903/990 | 2100 /3260
5.ed | 14 /14 | 1265 /1098 | 2830 /3620
T.ed | 15 /14 | 996 /1298 | 2250 /4270

Tabulka 6.4 : H/h = 1, rizné F

Na obrazcich 6.5 az 6.6 jsou zobrazena rozlozeni kontaktnich napéti a kon-
taktnich posunuti podél I'.. Z obrazku 6.6.b) je patrné, ze k vétsimu skluzu
dochézi az v druhé poloviné IT'. . Jelikoz koeficient t¥eni F dany (6.2) je klesa-
jici funkei |ug|, nastava skluz diive a skluz samotny je vétsi ve srovnéani s pii-
padem F = 0.3. Na obrazcich 6.7 srovnavame tecné napéti 7 (plna c¢ara)
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X

10°

2.5
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0.5

—F =03
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a) normalové napéti na I,

a) par = 2.e4

8| ——par = 2.e4
!
of
o
g 1
= |
Al ]
il ]
0 ]
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T
b) normalové posunuti na I'.
x10°

x10°

Obr. 6.5

20 T T T

—F =03
—par = 2.e4

b) F=0.3

Obr. 6.7 : srovnani teéného napéti 77 a souc¢inu F(|u|)Ts na ',
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se souc¢inem F(|u1|)Ty (pferusovana ¢ara). Vizualné tak lze ovérit, ze plati

|T1| S f(|U1|)T2 na PC .

Srovnanim obrazka 6.6.b) a 6.7 vidime, ze pokud |T3| < F(|ui|)T2, pak
ke skluzu nedojde. Déle je z obrazka 6.7 patrno, Ze |Ti| = F(|u1|)T2 nad
dvéma, navzajem oddélenymi ¢astmi I'., pficemz znaménko 7 nad kazdou
z nich je opa¢né. V souladu s teorii musi v blizkosti T', N T, dojit rovnéz
ke skluzu, ale jeho smér je opacny, nez na druhé zéné skluzu. Z tohoto divodu
jsme na obr. 6.8 zobrazili detailné situaci v okoli I', NT. (pouze pro koeficient
F dany (6.2)).

x107 x 10*

2 25
il et
51 150 e a
1 'l .- o
0.5r
S o5 0
_0.5F Teel
0\/ 4 o
-15 BN
-0.5¢ -~
ot = ..
-1 : : : -25 : : :
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
x T
a) uy, par = 2.e4 b) 11, F(Jui|) Ts, par = 2.e4
Obr. 6.8

6.2 2D 1loha s nejednoznacnym Fesenim

Disledek 4.1 Véty 4 ik, ze tloha s Coulombovym tfenim a koeficientem
tfeni zavislym na Teseni ma jediné feSeni, pokud jsou konstanty F,.. a [
charakterizujici funkci F dostate¢né malé. Pokud tento predpoklad neni spl-
nény, nemusi metoda postupnych iteraci konvergovat, nebo miize konvergovat
(v zavislosti na pocéateénim ptibliZzeni) k riznym fesSenim, to jest k rtznym
pevaym bodim ®,y. Ukazme si jednu takovou tlohu s nejednoznacnym re-
Senim.

Pruzné téleso je reprezentovano obdélnikem 2 = (0,10) x (0, 1), proto
I'. = (0,10) x {0}, T’} = (0,10) x {1} a I'} = {10} x (0,1). Povrchové sily
jsou dény opét vztahem (6.1), ale s jinymi ¢iselnymi hodnotami (viz obr. 6.9):
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Pl =1.e6 [N], P, = —8.¢6 [N], P, = —10.¢6 [N], Py, = —10.e6 [N],
P2 = 10.¢6 [N], P2, = —3.¢6 [N].

+ (PLi P3)
A
(PL; Pl ! | l l
I‘l \ (P12m7P2
/ ( 2z
S
Obr. 6.9

Koeficient tfeni F je definovan vztahem (6.2)" s parametrem par = 5.5
(viz obr. 6.3).

Oblast €2 rozdélime na 360 x 36 obdélnikil a kazdy z nich, stejné jako
v odstavci 6.1, rozdélime na dva trojuhelniky, ¢imz ziskame tlohu s 26640
primarnimi proménnymi. Pro diskretizaci Lagrangeovych multiplikatori po-
uzijeme piipad H/h = 1. Uloha m4 tedy 720 dualnich proménnych. Ukonco-
vaci kritérium a parametry algoritmu MPRGP jsme zvolili stejné jako jako
v odstavci 6.1.

Metoda postupnych iteraci vychazela ze dvou riznych pocatecnich pfi-
blizeni. Prvni odpovidalo kontaktni tloze bez tfeni (o = 0, g® = 0),
stejné jako v odstavci 6.1. Toto pocatecni priblizeni oznacime itgo). Druhé
pocatecni priblizeni odpovidalo kontaktni tloze s pomérné velkym danym
ttenim (® = 0, g® = 1.e8-1) a oznacime jej itgo). Témto riznym pocated-
nim piiblizenim odpovidaji dvé rizna feSeni. Obé feseni budeme oznacovat
podle jejich pocatecni iterace. Ukazalo se, ze pocet iteraci, nutnych k dosa-
zeni pevného bodu s danou gjresnostl se pro obé pocatecni priblizeni vyrazné
ligil. Zatimco v pripadé ztl se pohyboval kolem deseti, v ptipadé (it, )) byl
tento pocet fadoveé ve stovkach.

Na obrazcich 6.10 az 6.12 jsou zobrazena rozlozeni kontaktnich napéti
a posunuti podél I'. pro obé Feseni. Na obrézku 6.11.b) je vidét nejvyraznéjsi
rozdil mezi n1m1 U teseni, které ma za pocatecni priblizeni kontaktni tilohu
bez tieni (zt ) dochazi ke skluzu po celé délce kontaktu. Naproti tomu

v druhém piipadé (zté )) dochazi ke skluzu az v druhé poloviné I'. . V dtsledku

toho a definice F se v obou pfipadech vyrazné lisi soucin F(|uq|)7s a tim
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Obr. 6.12 : srovnani te¢ného napéti 77 a souc¢inu F(|uq|)7s na I,
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padem také tetné napéti (viz obr. 6.12). Plna ¢ara opét odpovida 77, zatimco
prerusované odpovidaji soucinu £F (|uq|)7T5.

Abychom byli pfesni, u feseni (itgo)) dochézi ke skluzu také na kratkém
tiseku v okoli T', N T, (viz obr. 6.13.d)). Na ¢asti tohoto tiseku dochazi také
k posunu v normalovém smeéru, coz znamena, ze téleso neni v kontaktu s pod-
lozim (detail viz obr 6.13.b)). Ke skluzu dochézi v tésném sousedstvi ¢asti,
ktera neni v kontaktu (srovnej 6.13.b) a 6.13.d)).

x10* x107

- ‘ ‘ o ‘
ol = i | = |

i i i i i i
0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
xz T

a) normélové napéti na I, b) normalové posunuti na I,

x10°

i i i
0 0.5 1 15 2
xz

c) te¢né napéti na I'. d) te¢né posunuti na I',

Obr. 6.13 : Detail I, - interval (0, 2)

Nejvetsi rozdil mezi pribéhem normélového napéti obou feseni je ,kmit®
T, v piipads (it)”), viz obr. 6.10.a). Z detailt na obrazcich 6.14.a) a 6.14.c) je
patrné, Zze k nému dochazi v misté, kde zacina zoéna skluzu. Z rozlozeni povr-
chovych sil na obr. 6.9 je patrné, Ze tyto na FI% pusobi ve sméru proti vetknuti
na I',. Téleso je tak stlacovano ve sméru osy x, coz je patrné na obr. 6.15.a),
ktery znézortiuje téleso po deformaci (posunuti je zvétseno 7000 ).
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¢) tecné napéti na I, d) (ity’)-tecné posunuti na I,

Obr. 6.14 : Detail I'. - interval (5, 8)

a) (itg)))ftéleso po deformaci, posunuti zvétseno 7000 x

Obr. 6.15

46




Z obrazkt 6.14.a),b) a d) je patrné, Ze ke ,kmitu“ T, dochdzi na intervalu
ohrani¢eném pocatkem skluzu a bodem, kde dochéazi k prudké zmeéné F.
Podél tohoto intervalu ptisobi proti posunuti pomérné velké tteci sily (viz
obr. 6.14.c)), které brani materidlu v posunu proti sméru osy z. Tyto sily
spolu s x-ovymi slozkami sil na F;% vytvori dvojici, ktera stlacuje material. Ten
nemd moznost proniknout tuhym podlozim a tudiz vytvoii maly ,hrb“ (viz
obr. 6.15.b)) s vrcholem nad bodem, kde dochézi k prudké zméné koeficientu
tfeni. Vnitini sily v tomto ,hrbu“ ptisobi proti zatizeni shora a zptisobi tak
pokles normalového napéti.

Jak jsme jiz fekli, pocet iteraci pro pocatecni priblizeni itéo) je pomérné
velky. V prvni iteraci totiz dojde ke skluzu pouze na malé ¢asti hranice I'..
V pribéhu dalsich iteraci dochézi k postupnému ,,odtrhavani“ bod. Pribéh
}"(|u§k)|)T2(k) pro vybrané iterace je na obr. 6.16.

1.8 — k=102

16/ — k =382

141

1.2r

0.8

0.6

0.4r

0.2r

Obr. 6.16: F(|u'® )T

Ukazali jsme priklad, ktery ma alespon dvé rtizna reSeni. Pokud budeme
ménit funkci F tak, ze se budou zmensovat konstanty F,,.. a [, musi v souladu
s Dusledkem 4.1 dojit k situaci, kdy ma tloha jediné feseni. Pro tyto tcely
nahradime funkci F := F(|uy]) danou vztahem (6.2)" s parametrem par =
5.e5 funkei

Fe = EF(Jui]) , €€(0,1) .

Budeme-li snizovat parametr £, budou se také snizovat konstanty F,.. a [
funkce F: .

Podle vypoctl, které jsme provedli, ma tloha jednoznac¢né feSeni pro
¢ < 0.9858. Grafy tecného posunuti, 77 a souinu F(|ui|)T2 pro & = 1,
0.98581, 0.9858 a obé pocatecni iterace jsou na obr. 6.17-6.19.
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xz

a) te¢né posunuti na I,

Obr. 6.17 :

5

H— il

2 4 6 8 10
xz

a) te¢né posunuti na I,

Obr. 6.18 :

a) te¢né posunuti na I,

Obr. 6.19 :

b) srovnani T s F(|u1|)Tz
=1

b) srovnani T s F(|u1|)Tz
£ = 0.98581

0.5r

0 2 4 6 8 10

b) srovnani T} s F(|u1|)T2 na I,
€ = 0.9858
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Cast 1T
3D tulohy

7 Formulace 3D kontaktnich tiloh se trenim

Doposud jsme se zabyvali 2D tlohami. Ziskané vysledky v této kapitole roz-
§itfime na 3D tlohy, u nichz se zaméfime pouze na tlohu s Coulombovym
tfenim. Ulohu s danym tfenim jiz zkoumat nebudeme. Zformulujeme 3D
kontaktni tilohu pro pruzné téleso spocivajici na dokonale tuhém podlozi,
kde na kontaktu dochézi ke tfeni, modelovaném Coulombovym zakonem.
Predpokladame rovnéz jednoduchou geometrii tlohy, danou obr. 7.1.

S I N A
Vo r
T3 u
) Q
Fc
T1
S
Obr. 7.1

Budeme si vSimat predevsim rozdili oproti kapitole 1. Pruzné téleso je
reprezentovano oblasti 2 C R? s Lipschitzovskou hranici 99 = T, UT, U
T'. a tuhé podloz poloprostorem S = {z = (z1,29,23) € R®| 23 < 0},
Ke kontaktu tedy mutze dojit pouze v roviné xs3 = 0. Mezi 2 a S je pfed
deformaci opét nulova vzdalenost.

V definici klasického FeSeni stale plati vztahy (1.1)—(1.4), s tim rozdilem,
ze indexy 1,7, k,1 € {1,2,3}. Opét predpokladame, ze koeficienty c;ji €
L>(2) z (1.2) spliuji podminky symetrie a elipticity. S ohledem na zvolenou
geometrii tlohy, te¢né a normalové slozky vektorti posunuti, respektive napéti
na ['. jsou dany takto:

Up = —U3 , uy =[uq, uz, 0]
T, =-1T;3, T, :[Tl,Tg,O] .
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Podminky nepronikani jsou vyjadieny témito vztahy:

us > 0 s T3 > 0 s U3T3 =0 na Fc . (71)

Nejvice se oproti 2D tloham zméni podminky treni. Jelikoz méa vektor
tecného posunuti tentokrat dvé slozky, je velikost tohoto vektoru (na niz
zavisi koeficient tfeni) rovna jeho Eukleidovské normé:

[(ur, w2) || = Vur® + ua? . (7.2)

Necht koeficient t¥eni F spliiuje (1.7). Podminky tfeni v 3D pak maji tvar:

= [[(T1, T2) (@) || < F(0) T3(2) ;
= (7.3)
(Th(2), Ta(x)) = =F (|| (ur, ua) (@)]]) Ty () 22 zel,.

(u1,u2)(z)

Klasickym tesenim 3D kontaktni ulohy s Coulombouvskym trenim nazveme
takovy dostatecné hladky vektor posunuti u, ktery vyhovuje podminkam
(1.1)—(1.4) (pro i,j,k, 1 =1,2,3), (7.1) a (7.3).

Také definice nékterych prostortt musi respektovat jednu dimenzi tlohy
navic:

V=V xxVxV,
K ={v=(v1,v9,v3) € V|v3 >0 sw.nal.},

kde

V={ve H(Q)|v=0nal,}.
Definice 7.1 Slabym fesenim 3D kontaktni tlohy s Coulombovym tifenim
nazveme vektor posunuti u, spliugici implicitni variacni nerovnici:

Najdi u € K takové, ze (Vv € K) :
a(u, v—u)+(Fo| (ur, uz)|| Ts(u), || (v, va) [| = [[(ur, ua)) (P2P)
> L(v—u) ,

kde linedrni zobrazeni L a bilinedrni forma a jsou dany stejnymi vztahy jako
v kapitole 1.

Poznamka 7.1. 7 divodu jednoduchosti znaceni uZivame v Definici 7.1

a v dalsim textu této konvence: ||(vy,v9)| := ||(vl,v2)|r Il .
(&
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Libovolné dvojici (¢,g) € X odpovidd jednoznacéné feSitelnd pomocné
uloha s danym tfenim a koeficientem tfeni nezavislym na feseni:

Najdi u = u(p,g) € K takové, Ze (Vv € K) : } (P35, g))
a(u, v —u) + (Fopg, || (v, v2)|| — || (ur, )|} > L(v — u) . 79

Pfipominame, ze X = H(T'.) x H;"*(T.) a (, ) zna¢i dualitu mezi H "*(T,)

a H"*(T.). JelikoZ feseni u pomocné tlohy P3¢, g) patii do prostoru (H(2))3,
1ze snadno ukézat, Ze ||(u1,us)| € H(T.). To ndm opét umoziiuje definovat
zobrazeni @ : X — X vztahem

(e, 9) = (I(ur, w2)ll; Ts(w)) (w0, 9) € X . (7.4)

Srovnanim (P3P), (P3P, g)) a (7.4) opét vidime, Ze u fesi (P3P) prave
tehdy, kdyz je dvojice (||(u1,us)|, T3(u)) pevnym bodem zobrazeni ® na X.
Tento opét budeme hledat pomoci metody postupnych iteraci.

Stejné jako v kapitole 1 zbyva jesté uvést smiSenou variac¢ni formulaci
problému (P3¢, g)). V dalsim textu predpokladdme, ze mez skluzu g v tloze
(P*(¢, g)) je z prostoru L2 (T'.). Reseni u tlohy (P3¢, g)) lze ekvivalentné
charakterizovat takto:

J(u) = min J(v) = min{%a(u, v) + /F.FO()OQH(’Ul,’UQ)H dxidxes — L(v)} .

veK veEK

Oznacéime-li

1
L(v, i1, pa, 13) = 5a(v,v) = L(v) = (pa,v1) = (2, v2) = (3, 03) (7.5)
Mi(@,9) = {1, p2) € (L2(T))*| (i, )| < Fopg  sv.naTe}
Ay = HJ”(T,) ,
lze omezeni v € K a nediferencovatelny ¢len, obsahujici Eukleidovskou normu,
odstranit pomoci Lagrangeovych multiplikdtort. Plati, ze

min J(v) = min sup L(v, 1, fa, p3) (7.6)
veK VEV (11, 12) €A1 (0,9)
H3€EA2
nebot
/ Foyp 9||<U17 U2)|| dridzy = sup /(Mlvl + ,U2U2) dzydxy |
e (p1,12)€A1(0,9) JT:
sup — (1 v>—{ 0 vek
p3EA2 373 oo v ¢ K .
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Smisenou variacni formulaci ilohy (P3*”(¢, g)) nazveme tilohu

Najdi (u, A1, A2, A3) € V X A1(p, g) X Ay takovy, Ze

a(u,v) = L(v) + [A1,v1] + [A2, 03] + (Ag,v3) Yo €V,

[t — A1, ua] + [po— Ao, ug) + (s — Az, ug) >0
V(p1, p2) €Ai(,9), Yz €A, .

Symbol [, | opét znadi skalarni soucin v L*(T.). Problém (M3P(¢p,g)) ma
jediné feSeni (u, A1, Ao, A3), pficemZ prvni slozka u je feSenim (P3D(p, g))
a Lagrangeovy multiplikatory odpovidaji kontaktnim napétim, tj. A\; = T3 (u),
Ao = Tr(u) a A3 = T3(u) na I'.. Toto ndm umoziiuje definovat zobrazeni ®
ekvivalentné nasledujicim zptsobem:

®(, 9) = ([(ur, uz)l], As) - (7.7)

(M3, g))

8 Diskretizace 3D tuloh s Coulombovym tre-
nim

7 dtvodu rozsahu prace nebudeme uvadét analyzu 3D tloh, ktera je velice
podobné analyze 2D tloh (viz kapitola 3) a plynou z ni stejné zavéry. Pred
pojednanim o numerickych experimentech se kratce zminime o diskretizaci
ulohy. Od této chvile predpokladame, ze €2 je polytopickd oblast.

O kazdém déleni 7, mnoziny  na ctyrstény predpokladame, Ze patii
do regularniho systému déleni {7}, h — 0+ takového, ze {7n| }, b —
0+ je silné regularni déleni T.. Necht {7y}, H — 0+ je regularni systém
déleni I'. na c¢tyrahelniky S;, ¢ € Z, jejichz primeér je omezen H. Stejné
jako v predchozi kapitole si budeme v§imat hlavné rozdilu oproti diskretizaci
2D dloh. Oznac¢me

Vh:VhXVhXVh,

K, = {Uh = (Uhly Uh2, Uh3) €V | vpz > 0 na Fc} . (81)
Definice prostorit Vi, Vi, Ly a mnozin V;', Ay a X,g zlstavaji stejné jako
v odstavcich 2.1 a 2.2 jen s tim rozdilem, ze funkce jsou definovany nad dé-
lenim objektti o jednu dimenzi vyssi.

Necht (¢p, gn) € Xpy je dany. Podobné jako u 2D tloh nejprve uvedeme
definici aproximace smisené variacni formulace, ve které zistava treci clen:

Najdi (up, Ag) € Vi x Ay takovy, Ze

CL(Uh;Uh_Uh)‘i‘[ngOth, H(Uhl,vhg)ﬂ—H(uhl,uhg)H] 3D I
> L(vn — un) + [Am, vng — uns] Vo, € Vj, (M=o g11))i
e — A, ups] > 0 Viug € Ay .
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Podminka nepronikéni je splnéna opét ve slabsi (integralni) podobé, protoze
z druhé nerovnosti v (M3P (¢, gr))H plyne, Ze u, patil do mnoziny Kjg,
kde

Ky = {?Jh € Vh| / vpsdridre >0 Vi € I} . (82)
Si

Ky je tedy externi aproximaci mnoziny K.

Pokud pouzivame pouze takova déleni 75 a Th‘ry pro které je zajis-
téno splnéni podminky (2.6), ma tloha (M3P(py, gir))H pravé jedno feseni
(up, Agr). Jelikoz Ay aproximuje A3, povazujeme za aproximaci ® zobrazeni
Py Xy — Xy, definované vztahem

Puu(pn, gu) = (rall(uns, un2)ll, Au) s (@ns gu) € X (8.3)
kde 7, : C(T.) — V), je Lagrangeova interpolace na T',.

Definice 8.1 Rekneme, Ze u;, € V), je teSenim diskrétni kontaktni tlohy
s Coulombovym trenim, jestlize dvojice (rp||(un1, un2)||, Amr) je pevngm bodem
zobrazeni ®py na mnoziné Xg.

9 Numericka realizace 3D uloh

V kapitole 5 jsme popsali, jak prevést diskrétni 2D kontaktni tilohu do alge-
braického tvaru. Ten vedl na tlohu minimizace kvadratické funkce s jedno-
duchymi omezenimi. Uvedli jsme algoritmus MPRGP, kterym lze tuto tlohu
efektivneé fesit. V této kapitole uvedeme algebraicky tvar pro 3D tlohu, ktera
tentokrat vede na minimizaci kvadratické funkce s jednoduchymi linearnimi
a se separovanymi kvadratickymi omezenimi. Rovnéz kratce popiseme algo-
ritmus, kterym tuto minimizac¢ni tlohu fesime.

Béze prostorit V,, V), a Ly opét oznacime {(}™,, {6;}, respektive
{n;}"_;. Rovnéz nebudeme ménit definice zobrazeni © a mnoziny N, z ka-
pitoly 5. Jednotlivé slozky wvpi,vne,vps € Vi, prvku v, € V,, respektive
g € Ly, ztotoznime s vektory v, vZ v3 € R™, respektive p € R, coz
jsou koeficienty linedrni kombinace vzhledem k pfislusnym bazovym funk-

cim:

m m m n
1 2 3
Up1 = E \Z Gi, Upa= E \Z Gi, Upg= E Vv; G, M= E | 32X
i=1 i=1 i=1 i=1

kde

V,-l = Uh1(33(i)) ) V? = th(w(i)) ) V? = Uhs(x(i)) y M = UH

S; -
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Symbolem ||v'?|| ozna¢me vektor z R™, jehoz slozky definujeme takto:

2= /(vD2+(v2)2, i=1,....,m.

7 (2

lv

Prvek v, € V;, ztotoznime s vektorem v € R3™, ktery obdrzime z vektort
vl v2 a v3 nésledujicim zpiisobem:

1 .2 3 1 .2 3 1 2 _3 1 .2 31T
v =[Vv], V], V], V), V5, V5, Vg, V3, V5, ...,V Ve V]
Ozna¢me B matici typu (n x m) s prvky
Bi — fSi 0y dxidxy z0) e Ny, O(l) =7, (9.1)
0 jinak .
1—ty sloupec matice B oznac¢ime s;B, ¢t =1,...,m, to jest

B =[s;B, s;B, s3B, ..., s,B].

Dale necht By, B a B3 jsou matice typu (n x 3m), které vzniknou kom-
binaci nulovych sloupcii a sloupcti matice B:

B1 = [ SlB 0 0 SQB 0 0 c. SmB 0 0 ]
B2 = [ 0 S1B 0 0 S2B 0 c. 0 SmB 0 ]
B; =[] 0 0 ssB 0 0 sB ... 0 0 s,B |.

Pro ziskani algebraického tvaru potfebujeme vy¢islit vsechny ¢leny ve for-
mulaci (M3P(¢p, gr))F. Zabyvejme se nejdiive tiecim ¢lenem. Nahradme
funkei ||(vn1,vn2)] jeji Lagrangeovou interpolaci 7 ||(vp1, vp2)|| @ funkei Fo
©n 9|, jeji integralni primérnou hodnotou gi::(fsi}"qoh gm dridxs)/meas S,
kterou vytkneme pred integral:

n
/}"osoh gl (vn1, vp2) || dardas = Z/fowh gurl|(vn1, va2)|| dvrdas ~
Te i=1 Y5

~Y g [ rallons, o) o =

i=1 Si

n q
=Y & [(vn va) @) / 0; dwide; =g BIVZ| . (9.2)
i=1 j=1 S
Stejnym zpisobem vyjadiime dudalni clen:

n q
[f1rr, VR3] = /MHUh3 drydry = ZM&? p3 (299 /9j dridry =
e i=1 j=1 Si

= ' Bv®=pu'Byv . (9.3)

o4



Je patrné, ze puy patii do Ay prave tehdy, kdyz jemu odpovidajici vektor
p € Ay = R, SmiSena formulace (M3P (py, grr))i v algebraickém tvaru pak
zni:

Najdi (u, ) € R¥ x A, takovy, ze (Vv € R¥)(Vu € Ay) :
u'A(v—u) + g B(||[v'?]|—[u*?|]) > bT(v—u) + ATB3(v—u) (9.4)
(b"=AT)Bsu>0.

Po dosazeni pu = 0,2\ do (9.4)3 opét vidime, ze u € K5, kde

q
Ky = {v e R ng(j)/ej deydey >0 Vi=1,....n}, (9.5)
j=1 Si
coz je algebraické vyjadfeni mnoziny Kng z (8.2).
JelikoZ je matice A symetrickd, je prvni slozka u z (9.4) feSenim tlohy

J(u) = min J(v) = min sup (J(v) — p'Bsv), (9.6)

veKpy veR3™ HEA:

kde .
J(v) = EVTAV —b'v+g'B|v*?.

Ve vypoctech opét vychazime ze smiSené formulace tlohy (9.6), ve které je
nehladky tieci ¢len odstranén pomoci dvojice Lagrangeovych multiplikatorii:

1
J(u) = min sup (5v'Av-b'y
veR3™ (p1,m2)EA1 (R 9H)
H3EA

— p; Biv — g Bov — pg Bav) | (9.7)
kde konvexni mnozina Aj(pp, gr) je definovana nasledujicim zptisobem:

Ai(pn, gu) = {(p1, p2) € R" x R™ |

Js Fopn gu drida,

| (p1is poi) || < o——"_) Vi=1,...,n}. (9.8)

Minimiza¢ni tlohu (9.7) 1ze ekvivalentné formulovat ve tvaru:

Najdi (1, A1, A2, A3) € R3™ x Ay(pn, gr) X Ay takovy, Ze

Au=b+B/A +BJ X+ Bj\;

(] = A[)Bju+ (ug —AJ)Byu+ (p3 —A)Bju>0
V(p1, p2) € Ar(on, 9m) Vs € Ay

(9.9)
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Z rovnice (9.9) vyjadiime vektor u:
u=A"'(b+BA +B, A +B; ;)

a dosadime do (9.9)3. Dostaneme tak tlohu kvadratického programovdni s jed-
noduchymsi linearnimi a separovanymi kvadratickymi omezenimi, formulova-
nou pouze v Lagrangeovych multiplikatorech:

Na]dz ()\17 AQ, )\3) € A1(90h7gH) X AQ t(l]fO’Uy/, ze
S(A1, Az, Az) < S(pa, pa, pa) (9.10)
V(p1, p2) € Ai(on, gu) Vs € Ay,

pricemz dudlni funkce S je definovana vztahem

1 Qu Q2 Qi3 231
3(#17M27H3):§[N1T7N;7N?T] Q2 Q22 Qo3 Ko | —
Q31 Q32 Qs3 M3
M1
—[b{,hy by ] | po (9.11)
M3

kde
Q;=BA"'B/, hj=BA"'b, ijec{1,23}.

Dvojice (A1, Ag), respektive vektor A3 ma pfitom vyznam diskrétniho tec-
ného, respektive normalového kontaktniho napéti.

V kapitole 5 jsme pro 2D popsali specialni ptipad, kdy dim V), = dim Ly,
tzn. n = q, ktery vedl na vnitini aproximaci mnoziny K. Ukazme podobny
pripad ve 3D. Na rozdil od 2D, se v 3D omezime na specialni pravidelné
déleni 7; h|p, - Vychazime z toho, Ze I'. je obdélnik a Th\rc je triangulace,
ktera vznikne rozdélenim I', na n, x n, obdélniki, z nichz kazdy je rozdélen
na dva trojihelniky. Dale pfedpokladame, 7e jedna strana I, patii do primiku
r.nr..

Pro ilustraci uvadime obr. 9.1, ktery znézoriuje I, . Triangulace 7; hg e

znazornéna ¢ernymi ¢arami. Primik I',,NT, zde tvoii levé strana obdélniku T,
a patii do n&j body z@, ..., 2@, oznadené malym obdélnikem. Uzly z N/},
jsou oznaceny plnym koleckem.

Déleni 7 hranice ', na ¢tyfthelniky S;, i = 1,...,12 je znazornéno Ger-
vend. Z obrazku 9.1 je patrné, Ze kazdému uzlu z N}, pfifadime pravé jeden
obdélnik S; € 7. Napiiklad uzlu ™ € oI'. \ T, piifadime obdélnik Si.
Uzlu z®), ktery je vnitinim kontaktnim uzlem a nesousedi s zadnym uzlem
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z T, N T,, odpovida obdélnik S7, ktery lezi cely uvnit¥ T'.. Jsou zde také
uvedeny dva pfipady, kdy kontaktni uzel sousedi s uzlem, ktery do N}, ne-
patii. Uzlu () pfifadime obdélnik S,, zatimco uzlu = € 9T, odpovida
obdélnik Sj.

Pro pfiblizny vypocet integralt (9.2) a (9.3) pouzijeme opét obdélnikové
pravidlo s uzly v bodech A;. Dostaneme:

/]:O% guTh||(Vn1, va2)|| dridas ~
T,

~ Y Fopp (W) 2O || (vpy, v ©))|| meas S; =
Z ©n( v)gH( ) (1, va2) () | :
g, B
=g B|v?|, (9.2)
Bii
——
/quhgdq:ldxg Z,u Ups( o) ) meas S; = ;J,TBV —uTBgv (9.3)’

c

Je vidét, ze se zméni definice vektoru g a matice B, coz vede ke zméné
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definice (9.8) mnoziny A4(vn, gu):

Al(@hng) = {(M17M2) e R" x ]Rn|
[ (t1z, i) || < Fowpp (2 ®)gy (D)) Vi=1,...,n}. (9.8)

JelikoZ v (9.3)’ je matice B diagonalni s kladnymi ¢isly na diagondle, plyne
ze vztahu p'Bu® > 0 Vu € R, ze u® > 0, neboli ups (D)) > 0 Vi =
1,...,n. To znamend, ze u, € K (viz (8.1)) a K} je vnitini aproximace
mnoziny K.

Vezmeme-li v avahu vse, co jsme zatim uvedli v této kapitole, pak bude
metoda postupnych aproximaci (4.20) vypadat takto:

Algoritmus 9.1:
Necht k =0, € > 0 je zvolend presnost a ((,020),91(3)) € Xyg je ddno;
opakuj
Najdi (A1, A, As) € A (P, %) x Ay takové, ze

S(A1, A2, A3) = min S(p1, 2, p3) ;
(p1,p2)EAL (soﬁf) 7955))

H3EA
u= A_l(b + BI)\I + B;—AQ + B;’—)\g) ;

(k+1)  (k+1)\ ]
(on g ) = (ralluny, unall, Am) 5
k=k+1,;
(k) (k=1) (®)_ (k—1)
dokud lley (;ﬁ}i) Il llgr (kg_q) Il <e,
ey, I llgz

kde (up1,up2,up3) € Vy, respektive Ay € Ly se ziskd z vektoru posu-
nuti u, respektive z vektoru As.

9.1 Minimizace kvadratické funkce s jednoduchymi li-
nearnimi a separovanymi kvadratickymi omezenimi

Pti feSeni 3D tloh s Coulombovym tfenim opét hleddme pevny bod zobra-
zeni @,y (viz (8.3)) metodou postupnych aproximaci (4.20). V kazdé ite-
raci hleddme minimum kvadratické funkce (9.11) na konvexni mnoziné defi-
nované jednoduchymi linedrnimi a separovanymi kvadratickymi omezenimi,
ktera plynou z definice (9.8) (respektive (9.8)’) mnoziny A;(¢n, gu) a z defi-
nice mnoziny A, = R%:

pi+ps <ri,  0<py, i=1...,n, (9.12)
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kde

Fo dxdx
r, = fsi PhIH i , (913)
meas S;
respektive , .
r; = Foun(a©) gy (z©@) | (9.13)’

kdyz pouzijeme postupu vedouciho na vnitini aproximaci K.

Pro jednodussi popis této tlohy a algoritmu, ktery pouzivame pro jeji
feseni, zavedeme nésledujici znaceni. Resime tlohu

1 1
i =min -y Ay —y'b 9.14
min f(y) =min 5y Ay -y 'b, (9.14)
y!
T={y= [y§ eR™| y 'y <r?, 0<y® Vi=1,..,n}.
y
Symbol y . v dalsim textu znaci dvojici yLy2]" € R?, i =1,...,n, matice

A typu (én X 3n) je symetrickd, pozitivné definitni a 0,r € R”. Je znamo,
ze uloha (9.14) méa pravé jedno FeSeni.

9.1.1 Minimizace kvadratické funkce se separovanymi kvadratic-
kymi omezenimi

Dtive nez popiSeme algoritmus, kterym fesime tlohu (9.14), uvedeme algo-
ritmus (detailnéji viz ¢lanek [16]) pro minimizaci kvadratické funkce pouze
se separovanymi kvadratickymi omezenimi, to jest tilohu

1
min f(y) = min ~y'Ay —y'b, (9.15)
yeYr yeY 2

— 1
T:{Y:[§2}€R2”| y,'y, <v’, Vi=1,...,n}.

Tento algoritmus opét kombinuje metodu sdruzenych gradientti se strategii,
ktera se stard o splnéni separovanych kvadratickych omezeni. Tato omezeni
maji jednoduchou geometrickou interpretaci. Stac¢i si uvédomit, ze pro kazdé
1 =1,...,n lezi vektor y, € R? uvnitf nebo na kruZnici se stiedem 0 € R?
a polomérem r;.

Gradient g := g(y) funkce f v bodé y je dan vztahem (5.16). Necht
N = {1,...,n} je mnozina indexii. Projekce vektoru y na mnozinu Y, je
déna vztahem:

min{|ly ||, r:}

Pr(y)=1z: z; = —Hy ” Y, Vie N .
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Odvodime podminky, které musi spliiovat feseni tlohy (9.15). Tu lze po-
moci Lagrangeovych multiplikatori zapsat ve tvaru:

min f(y) = min sup L(y,p) ,
yeT yER?™ ern

kde L je Lagrangian definovany vztahem
Lly,mw) = f(y)+ > mly, 'y, — 1) .
i=1
Necht (x,A) je sedlovy bod £ na R** x R":
L(x,p) <L(x,A) < L(y,A) Vy e R*" VpeR:. (9.16)
Z prvni nerovnosti v (9.16) plyne, ze

Ai(ﬁiT& - rz’Q) =0 }

pi(x, %, —r2) <0 YpeR, Vi=1,...,n (9.17)

_|

a tudiz x spliiuje pozadované kvadratické vazby. Z druhé nerovnosti v (9.17)
plyne, Ze x je feSenim tlohy (9.15) a navic

Vy Lx,A) =0  Vi=1,...,n, (9.18)

kde symbol Vy znaci parcialni gradient funkce podle y, € R2. Vztah (9.18)
je ekvivalentni
g +2Ax, =0 Vi=1....n. (9.19)

Z (9.17); a (9.19) plyne, Ze FeSeni x tlohy (9.15) musi spliiovat tyto
Karush-Kuhn-Tuckerovy (dale jen KKT) podminky:

x| <r; = g, =0 (9.20)

g, .
x| =1r; = g + H_fH&:O Vi=1,...,n. (9.21)

-1

Skute¢né, pokud ||x;|| < r;, plyne z (9.17);, ze A; = 0. Z (9.19) pak dosta-
neme g = 0. Pokud [|x;|| = r;, maji vektory g. a x; opacny smér, coZ plyne
ze vztahu (9.19) a toho, Ze X; > 0. Vektor_(HgiH/ri)gi mé stejnou délku
a opacny smeér jako g odkud plyne (9.21). B

KKT podminky maji jednoduchou geometrickou interpretaci: jestlize vek-
tor x; € R? lezi uvniti kruznice reprezentujici piislusné geometrické omezen,
neexistuje zadny smér poklesu pro indexy odpovidajici x,, viz obr. 9.2.a).

229
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Obr. 9.2

Jestlize x; lezi na této kruznici, je smér poklesu nasobkem vnéjsi normaly
ke kruznici v bodé x, , viz obr. 9.2.b).

Splnéni KKT podminek zformulujeme opét pomoci ¢asti gradientu g.
Necht A(y) a F(y) jsou mnoziny indext definované vztahy

Aly) ={ie Nl ly,ll =r:}
Fly) ={ie N lly,[I <ri},

které postupné nazveme aktivni a volnou mnozinou. Volny gradient ¢ :=
p(y) a ufiznuty gradient B := B(y) funkce f v bodé y definujeme pro kva-
dratickd omezeni takto:

p. =8 proi € F(y), p.=0 proi € A(y)

I, . |
B,=0 proi € F(y), 5':{%i+fy. proi € A(y), r; #0

=i " proi € Aly), r; =0.
Projektovany gradient v := v(y) v bodé y definujeme jako soucet volného
a ufiznutého gradientu, tj. v(y) = ¢(y)+ B(y). Je vidét, ze KKT podminky
jsou splnény pravé tehdy, kdyz je projektovany gradient v(x) v bodé x ro-
ven nule.

Vysvétleme, co takto definované pojmy znamenaji. Vektor ¢(y) je ta
slozka gradientu f pomoci niZz mtzeme ménit hodnoty pouze v indexech,
které prislusi volné mnoziné. PopiSme geometricky vyznam ufiznutého gra-
dientu B(y). Necht i € A(y) je takové, Ze 3, # 0. Pak je vektor 3. definovan
jako soucet vektoru gradientu g, 2 vektora normaly ke kruznici v bodé Y
ktera ma stejnou délku jako 8, viz obr. 9.3.a).

Vsimnéme si, ze vektor —Qi puli thel mezi vektorem Xﬁ (mez pro pii-
pustny smér) a vektorem gﬁ (smér stagnace), viz obr 9.3.b), coz se ukazuje
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jako idedalni volba pro smeér poklesu. Vektor —gi mifi vzdy dovniti kruznice
popisujici +—té kvadratické omezeni.

Obr. 9.3

Jak jsme jiz zminili, pouzivame k feSeni lohy (9.15) algoritmus (nazvéme
ho QPQ), ktery vyuziva stejného postupu jako algoritmus MPRGP. Vek-
tory x;, ¢ = 1,...,n, ve kterych jsou splnény KKT podminky budeme tedy
opét hledat iteracné. Na rozdil od 2D, kde pro jeden index aktivni mnoziny
mohlo nabyvat jednoduché omezeni pouze dvou stavi (x;=1; V x;=w;), je
téchto stavi ve 3D nekone¢né mnoho. Algoritmus QPQ proto neni finitni. Lze
viak dokézat (viz [16]), Ze pro kazdy vektor y° pocatecniho piibliZeni tento
algoritmus generuje posloupnost {y"*}, kterd konverguje k feseni x. Navic je
posloupnost funkénich hodnot {f(y*)} klesajici. Pro vygenerovani nasleduji-
ciho ¢lenu y**! pouziva algoritmus QPQ opét jeden ze tii typi krokt, které
odligné zachazeji s aktivni mnozinou A(y*):

Krok sdruzenych gradienti: je vysvétlen v odstavci 5.1. Algoritmus vyu-
ziva k minimizaci f metodu sdruzenych gradientti, dokud se nezméni aktivni
mnozina.

Ezxpanze aktivni mnoziny: pokud metoda sdruzenych gradientii vygene-
ruje vektor y&t ¢ T, provede se krok zvany ezpanze a nasledné restartuje
metoda sdruZenych gradientt. Necht a € R™ a g € R?" jsou dané vektory.
Zavedeme operaci ® : R" x R?™ — R?", o ® g = ~ tak, Ze dvojice 7, € R?

jsou definovany vztahem

v, = g, i=1,....n.

Expanze zvoli za nasledujici hodnotu y*™ bud vektor z,,,;, ktery reprezen-

tuje krok ve sméru sdruZeného gradientu projektovany na piipustnou mno-
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zinu, nebo vektor zg,:

Zproj = Py (Yff;l) ) Zir = yk — Otegp © So(yk)

kde slozky ey, @ = 1,...,n vektoru ae,, € R™ jsou definovany takto:

f minf2lA] " 0<a€R: [yt —ag (¥ =r}} i€ F (g, £ 0
P 0 jinak .

Vektor zj, ziskdme nasledovné: chceme provést kratky krok proti sméru
volného gradientu, aby délka zajistovala nezvysSeni hodnoty minimizované
funkce. Tento krok vsak by vsak mohl vést mimo piipustnou mnozinu, proto
pro kazdé kvadratické omezeni y yk < r? zkratime tento krok tak, aby zy,
tomuto omezeni vyhovoval, viz obr .9.4. a). Tohoto ,zkraceni po ¢astech” po-
uzivame proto, ze pribira do aktivni mnoziny daleko vice indexti, nez prosté
(tj. pro vSechny slozky stejné) zkraceni kroku na pfipustnou mnozinu. Zda
bude zvolen vektor z,,,; , nebo z, rozhoduje nizsi hodnota funkce f:

f(zpwj) < f(zxr) = yk+1 = Zproj
f(zproj) > f(Zk‘T‘) = yk+1 = Zpy -

Redukce aktivni mnoZiny—proportioning: v predchozich krocich nebyl vek-
tor y* ménén ve slozkach, které odpovidaly indextim v aktivni mnoziné, je-
likoZ se pro minimizaci vyuzivalo pouze sméru ¢(y*). V kroku zvaném pro-
portioning se k minimizaci f vyuZiva naopak ufiznutého gradientu B(y*),
piidem? je redukovana aktivni mnoZina, to jest chceme dosdhnout A(y**!) C

A(y*). Oznaéme @;, i = 1,...,n, hodnoty takové, Ze
TR BV — . ~ k
0, Jinak .

Mnoiina v (9.22); je jednoprvkova, tj. definice je korektni. Pro jedno ome-
zeni y. y < r? znamena &; maximéalni povolenou délku kroku ve sméru

poklesu B (y*), viz obr. 9.4.b). Jinymi slovy plati, ze y* —a ® B(y*) € T.
Lze dokazat (viz [16]), Ze pro

or; = min{n||A[|™, déu}

kde 0 <, 6 <1, je f(y" —a® B(y")) < f(y*). Jako novou hodnotu y***

v kroku proportioning tedy volime
v =y —aopi"h) .
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Obr. 94

O tom, ktery z vyse uvedenych kroki vybere algoritmus QPQ pro vypocet
nésledujici hodnoty y**!, rozhoduje kritérium:

1B <Alley™Il, v>0. (9.23)

Pokud je splnéno, provede se krok sdruzenych gradientii, respektive expanze
aktivni mnoziny v pripadé, ze krok sdruzenych gradientt ylgj 1 ¢ Y. Pokud
kritérium (9.23) neni splnéno, pouZije se krok redukce aktivni mnoziny. Kon-
stanta v tedy urcuje jak presné minimizovat f pii nezmensujici se aktivni
mnozing.

Vratme se k tloze (9.14). Modifikujme nyni algoritmus QPQ tak, aby
zahrnoval také jednoduché (v nasem pfipadé dokonce jednoduché jedno-
strannd) omezeni. Novy algoritmus nazveme QPPQ a kratce popiSeme.

Obdobné jako v odstavcich 5.1 a 9.1 lze ukazat, ze FeSeni tlohy (9.14) musi
spliiovat KKT podminky (5.17) pro jednoduché omezeni a podminky (9.20),
(9.21) pro kvadratickd omezeni. Definujme volny a ufiznuty gradient ve sloz-
kach odpovidajicich jednoduchym omezenim pomoci (5.18) a (5.19), kde
jako aktivni, respektive volnou mnozinu bereme mnozinu indext aktivnich,
respektive volnych jednoduchych omezeni. Pro slozky odpovidajici kvadra-
tickym omezenim definujeme obé slozky gradientu analogicky jako v od-
stavei 9.1. KKT podminky jsou v bodé z splnény praveé tehdy, je-li pro-
jektovany gradient v(z) roven nule. Projekci Py na mnozinu T definujeme
pro slozky odpovidajici jednoduchym omezenim jako v odstavci 5.1 a pro kva-
dratickd omezeni jako v odstavci 9.1.

Algoritmus QPPQ zvoli na zakladé kritéria (9.23) (slozky projektovaného
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gradientu chapeme rozsifeny o jednoduché vazby), zda bude v pfistim kroku
redukovat mnozinu aktivnich vazeb, nebo bude minimizovat f s pripadnou
expanzi aktivni mnoziny.

Kroky sdruzenych gradientti neni tfeba dale popisovat.

V kroku expanze se na zakladé vétsiho poklesu funkce f zvoli jako nésle-
dujici hodnota bud projektovany krok ve sméru sdruzeného gradientu, nebo
kratky krok ve sméru volného gradientu, po slozkach zkraceny na pripustnou
mnozinu. Pro slozky odpovidajici kvadratickym omezenim je toto zkraceni
vysvétleno v odstavci 9.1. Ve vsech slozkach odpovidajicich jednoduchym
omezenim bude zkraceni stejné a to takové, aby ziskana iterace lezela v Y.

P1i redukci aktivni mnoziny se provede kratky krok ve sméru utiznutého
gradientu, zkraceny po slozkach na pripustnou mnozinu. Zkraceni probéhne
pouze ve slozkach odpovidajicich kvadratickym omezenim, jelikoz jednodu-
cha omezeni nemohou byt narusena. Je to proto, ze tloha (9.14) mé pouze
jednostrannd omezeni.

10 Modelové 3D ulohy s Coulombovym tre-
nim

Vypocty v 3D budeme provadét na nasledujici iloze. Pruzné 3D téleso je re-
prezentovano kvadrem 2 = (0,3) x (0, 1) x (0, 1), jehoz rozméry jsou uvedeny
v metrech. Mechanické vlastnosti té€lesa jsou charakterizovany Youngovym
modulem pruznosti £ = 21.19¢10 [Pa] a Poissonovou konstantou o = 0.277.
Okrajové podminky se lisi podle toho, o jakou ¢ast hranice se jedna, viz
obr 10.1. Na ¢asti I', = {0} x (0, 1) x (0, 1) hranice je téleso upevnéno ve vSech
smérech. Ke kontaktu télesa s tuhym podlozim muze dojit na casti I'. =
(0,3) x (0,1) x {0}. Zbyvajici ¢ast hranice I, je na sténé (0,3) x (0,1) x {1}
zatizena povrchovymi silami o hustoté P = (0,0, —4.e7) [Nm™2] a na sténé
{3} x (0,1) x (0, 1) silami o hustoté¢ P = (1.e7,0,2.€7) [Nm~2]. Na zbyvajici
stény I', nepiisobily zadné sily.

Koeficient tfeni je definovan predpisem

{ 0.3 — @302wery2 4 ¢ (01 /par)

0.3—0.2
0.2+ 3(i=1/par)par+2 te (1/pa7”, OO)

F(t) =

s parametrem par = 2.e4. Graf F je na obrazku 10.2.

Oblast Q pravidelné rozdélime na 3n x n x n kvadri pro n = 4, 6, 8, 12,
16, 18 a 20. Kazdy kvadr rozdélime dale na pét ctyfsténi, viz obrazek. 10.3.
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P =1(0,0, —4.e7)
2l Y i

Obr. 10.1

Timto zptisobem ziskame déleni 7, oblasti Q. Posunuti je aproximovéano spo-
jitymi, po ¢astech linearnimi funkcemi nad sedmi délenimi 7;,. Pocet stupnt
volnosti n, primarnich proménnych je postupné n,, = 900, 2 646, 5832, 10 890,
18252, 28 350 a 41616.

Pro diskretizaci Lagrangeovych multiplikatort byl pouzit specialni ptipad
prostoru Ly, pro néjz dimVy, = dim Ly, ktery vedl na vnitini aproximaci
mnoziny K a ktery byl popsan v predchozi kapitole. Ukoncovaci kritérium
bylo zvoleno u vSech pfipadi stejné a to:

Y B g™ — g
le®] Ig™l

kde || || zna¢i Eukleidovu normu a ¢®* € R", g¥) € R™ jsou vektory, jejichz

(k+1) _ ||<P(

err <107°,

slozky tvofi gpgk) (z©)yagh i=1_. . n

%
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V kazdé iteraci byla tloha kvadratického programovani fesena algoritmem
QPPQ s konstantou y=5 (viz (9.23)) a parametry 6 =0.5, n=0.99. Z diivodu
zaokrouhlovacich chyb nemtze byt nikdy splnéna KKT podminka (9.21).
V situaci, kdy gradient g; sviral s vnéjsi norméalou mensi thel nez jednu

sekundu jsme povazovali podminku (9.21) za splnénou a kladli B = 0. Vek-

tor B ktery by byl v této situaci velmi kratky a témer kolmy na vnéjsi
normalu by disledkem zaokrouhlovacich chyb nemusel byt smérem poklesu.
Ukoncovaci kritérium algoritmu QPP(Q bylo

v (y")|| < € := 10" min{1, err®} .

Ptesnost ¢ byla tedy adaptivné volena v zavislosti na tom, s jakou rela-
tivni pfesnosti byla spocitana predchozi iterace. Pocatecni iterace metody
postupnych aproximaci byla zvolena vidy ¢® = 0 a g(® = 0, coz odpovida
kontaktni tloze bez tieni.

Tabulka 10.1 popisuje chovani algoritmu pro rtzné diskretizace. Slou-
pec n,, respektive ng udava pocet primarnich, respektive dualnich promeén-
nych. Ve sloupci it jsou uvedeny pocty iteraci metody postupnych aproximaci
a ve sloupci 7,4, jsou celkové pocty nasobeni dudlni matici. Cas vypoctu je
uveden v sekundach.

Ve sloupci chyba jsou uvedeny relativni chyby posunuti, mérené v normé
prostoru L?(Q). Za piesné feseni jsme povazovali feSeni pro nejvétsi spocita-
nou ulohu s n, = 41616, které ozna¢ime hvézdickou:

U — u*
chyba:—” - ”LZ(Q)
lu || 220

Obrézek 10.4 zachycuje téleso po deformaci pro n, = 10890. Je z néj také

Obr. 10.3
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ny ng | it | Npam cas | chyba

900 60 | 10 | 1038 14 | 4.7e-2
2646 | 126 | 12 | 1252 93 | 2.2e-2
5832 | 216 | 11 | 1584 421 | 1.2e-2
10890 | 330 | 11 | 1673 | 1220 | 6.7e-3
18252 | 468 | 12 | 1954 | 3340 | 3.8e-3
28350 | 630 | 12 | 2029 | 7170 | 2.4e-3
41616 | 816 | 12 | 1731 | 11610 -

Tabulka 10.1

patrné, Ze deformace odpovida zadani. Na levé sténé k zadnému posunuti
nedojde. Sily ptisobici shora proti tuhému podlozi zptsobi stlaceni télesa
k podlozi. Vliv z-ové slozky sil predepsanych na pravém boku zptisobi prota-
zeni ve sméru osy x, zatimco z-ova slozka zptisobi ztratu kontaktu pravého
konce télesa. Z obrazku je také patrna pouzita diskretizace.

Obr. 10.4 : Téleso po deformaci, zvétseno 300x

Na obrazku 10.5 je zobrazen pribéh normalového kontaktniho napéti
a posunuti podél I'.. Je patrné, Ze normalové napéti je nulové v bodech,
ve kterych dojde ke ztraté kontaktu. Rozlozeni velikosti tecného kontaktniho
napéti, respektive posunuti, je vidét na obrazku 10.6. Priibéh koeficientu treni
a jeho soucin s normalovym napétim jsou zobrazeny na obrazku 10.7. Je pa-
trné, Ze pribéh koeficientu tfeni podél I'.. (viz obr. 10.7.b)) odpovida velikosti
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a) normalové napéti na I, b) normalové posunuti na I'.

Obr. 10.5
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a) velikost te¢ného napéti na I'.. b) velikost te¢ného posunuti na I',

Obr. 10.6
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b) prabéh F(||(u1,u2)||) na I,

a) priubéh F(||(u1,ug)||)T5 na I,
Obr. 10.7
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tetného posunuti (viz obr. 10.6.b)) a prubéhu grafu funkce F, viz obr. 10.2.
Srovnanim obrazkd 10.6.a) a 10.7.a) je patrné, Ze velikost tecného napéti
na ', je mensi, nebo rovna souéinu F(||(u1, uz)||)7Ts.

Vektory te¢ného napéti na I'. (modfe) zachycuje obrazek 10.8.a). Kruz-
nice znézoriuji kvadratickd omezeni. Cervené kruznice oznacuji body, ve kte-
rych ||(T1, T5)|| < F(||(u1,u2)||) T3, ¢erné kruznice pfipad, kdy nastava rov-
nost mezi témito veli¢inami. Z obrazku 10.8.b) je také patrné, ze

(71, T2) (@) < F (I (ur, u2) (@)[]) Ts(x) = (u, uz)(2) =0 .
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Obr. 10.8
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Zaveér

Tato prace se zabyva kontaktnimi problémy se tfenim a koeficientem tieni F
zavislym na TeSeni, pro modely s danym a Coulombovym tfenim. Znamé
vysledky pro tyto problémy byly dokazany za pouziti metody penalizace
a regularizace. Tato prace méla dva hlavni cile. Prvnim cilem bylo dokazat
tytéz vysledky pomoci pevnébodového piistupu. Druhym a hlavnim pak bylo
provéfit vhodnost tohoto pristupu pro numerickou realizaci.

V kapitolach 3 a 4 jsme pak dokéazali existenci alespon jednoho feSeni
diskretizované tlohy za predpokladu, ze koeficient tfeni F je reprezentovan
spojitou, nezapornou funkci. Za predpokladu, Ze je koeficient tfeni dosta-
tecné maly a lipschitzovsky s malou konstantou Lipschitzovskosti jsme navic
dokazali, ze TeSeni je jednoznacné a metoda postupnych aproximaci konver-

guje. U modelu s danym tfenim jsme tyto vysledky rozsitili také na spojitou
ulohu.

Pevny bod jsme hledali pomoci metody postupnych aproximaci. V kazdé
iteraci byla fesena uloha s dangm tfenim a koeficientem treni nezdvislym
na feseni. K numerické realizaci jsme pouzili formulaci tlohy v kontaktnich
napétich, kterou jsme obdrzeli pomoci dualniho pristupu. V kapitolach 5-
10 jsme ukazali, jak lze realizovat vypocty na pocitaci a spocitali nékolik
prikladi v 2D a 3D. Z vypoctta se ukazuje, ze uvedeny postup je pomérné
robustni a konverguje i v pripadech, kdy nejsou splnény predpoklady na F.
Déle se ukazuje, ze pocet pevnébodovych iteraci ziistava témér konstantni
i pro hustsi diskretizace, pokud pro prvni iteraci pouzijeme stejné pocatecni
priblizeni. To je pozitivni jev oproti teorii, kterd v tomto sméru zadny vysle-
dek nedéava.

Prace se zabyvala pouze stacionarni kontaktni tilohou jednoho télesa spo-
¢ivajiciho na tuhém podlozi. V budoucnu se zamérime na kvazistatické a dy-
namické kontaktni tlohy pro jedno a vice téles. Pro rozsahlejsi tlohy bude
navic nezbytné uzit nékterou z metod rozlozeni oblasti a zvazit moznost
predpodminéni.
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