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Abstrakt

Cilem této prace bylo vytvorit rozhrani, které umozni napojeni kontaktnich iloh modelo-
vanych v systému COMSOL na fesi¢e implementované v MATLABu a OOSOLu (objek-
tové orientovana knihovna vyvijend Katedrou aplikované matematiky, VSB-TU Ostrava
na bazi C++). Sestaveni matice tuhosti, vektoru zatizeni a objektt z rovnostnich va-
zeb (Dirichletovy podminky a podminky lepeni) je provedeno pomoci COMSOLovskych
funkci. Doimplementovany byly funkce pro sestaveni matic a vektort z podminek neproni-
kani a zakona tfeni a efektivni nasobici procedury pro nasobeni Hessidnem a zobecnénou
inverzi. Vysledné rozhrani bylo aplikovano na feSeni Hertzovy tlohy ve 2D a 3D. K feSeni
algebraické formulace tlohy byl pouzit algoritmus SMALBE vyvinuty prof. Dostalem z
Katedry aplikované matematiky;, VSB-TU Ostrava.

Klicova slova

Kontaktni tuloha, COMSOL, algoritmus MPRGP, algoritmus SMALBE, Hertzova tloha,
dané a Coulombovo tfeni.

Abstrakt

The goal of this work was to create an interface, which enables to connect contact problems
modeled in COMSOL to the solvers implemented in MATLAB and OOSOL (object ori-
ented library developed by the Department of Applied Mathematics, VSB-TU Ostrava in
C+-+). Stiffness matrix, load vector and equality constraints objects (Dirichlet conditions
and gluing conditions) we construct by COMSOL functions. We implemented functions
for construction matrices and vectors from non-penetration condition and friction law and
efficient multiplication procedures for multiplying by Hessian and generalized inverse. The
resulting interface we apply on the solution of the Hertz problems in 2D and 3D. We use
algorithm SMALBE developed by prof. Dostal from Department of Applied Mathematics,
VSB-TU to solve the resulting algebraic formulation.
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Contact problem, COMSOL, algorithm MPRGP, algorithm SMALBE, Hertz problem,
given and Coulomb friction.



Seznam zkratek

u vektor

u’ transponovany vektor

A matice

AT transponovana matice

AT zobecnéna inverze matice A

I jednotkova matice

@) nulova matice

ImA obor hodnot matice A

KerA jadro matice A

NG n-rozmérny realny prostor

H Hilbertiv prostor

L? prostor metitelnych funkei lebesgueovsky integrovatelnych s kvadratem

L prostor vSech lebesgueovsky métitelnych funkei

Q oblast v R? nebo R?

0N} hranice oblasti 2

DOFs Degrees of freedom (stupné volnosti)

PDR parcialni diferencialni rovnice

KKT Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

SMALBE Semimonotonic Augmented Lagrangian algorithm for Bound and Equality
constraints

MPRGP Modified Proportioning with Reduced Gradient Projection
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Uvod

Cilem této prace je vytvorit rozhrani, které umozni napojeni kontaktnich uloh modelo-
vanych v systému COMSOL na fe$ice implementované v MATLABu a OOSOLu (objek-
tové orientovana knihovna vyvijena Katedrou aplikované matematiky, VSB-TU Ostrava
na bazi C-+-+). Sestaveni matice tuhosti, vektoru zatizeni a objekt z rovnostnich vazeb
(Dirichletovy podminky a podminky lepeni) bude provedeno pomoci COMSOLovskych
funkci. Doimplementovany budou funkce pro sestaveni matic a vektort z podminek nepro-
nikani a zédkona tfeni a efektivni nésobici procedury pro nasobeni Hessidnem a zobecnénou
inverzi. Vysledné rozhrani bude aplikovano na feSeni Hertzovy tlohy ve 2D a 3D. K feSeni
algebraické formulace tlohy bude pouzit algoritmus SMALBE vyvinuty prof. Dostalem z
Katedry aplikované matematiky, VSB-TU Ostrava.

V prvni kapitole se vénujeme spojité formulaci kontaktni tilohy. Druha kapitola pojed-
nava o diskretizaci kontaktni tlohy a o prevodu priméarni tilohy na duélni, jenz je vyhod-
néjsi z praktického pohledu. Ve treti kapitole jsou popsané algoritmy SMALBE a MPRGP
na fesenf kontaktnich tloh. Ctvrta kapitola je vénovana popisu systémi MATLAB a COM-
SOL. Specialné se budeme zabyvat strukturou fem, kterou podrobnéji popiSeme spolec¢né
s nékterymi funkcemi uzitymi v rozhrani. Je zde také uveden popis jednotlivych doimple-
mentovanych funkci, které jsou hlavni naplni této prace. V paté kapitole je ukazén prinos
implementovaného rozhrani na modelovych tlohach Hertzova typu ve 2D i 3D.



1 Formulace kontaktniho problému s danym a Coulom-
bovym tfenim

V této kapitole si predstavime spojitou formulaci kontaktni tlohy s danym a Coulombo-
vym tfenim.

Uvazujme systém pruznych téles reprezentovanych oblastmi 2?7 € R3,p = 1, 2, ..., s
s Lipschitzovskymi hranicemi I'?, které jsou rozdéleny na tii disjunktni ¢asti I'), I a I'2
tak, ze T? = T% U T? U T% Nulovd posunuti jsou predepsana na hranicich T'?,

zatimco povrchové sily t? € (L*(T7))? piisobi na I'Y. Hranice I'? oblasti QP se muze
dostat do jednostranného kontaktu s néjakou dalsi oblasti, coz vnese efekt treni. Déle
predpokladejme, Ze v oblasti P ptisobi objemové sily o hustots f7 € (L*(QP))3, p =
1, 2, ..., s. Pro ilustraci se podivejme na obrazek 1, na kterém jsou vidét dvé télesa ve
vzajemném kontaktu.

v

Ql

Obrazek 1: Dvé télesa ve vzajemném kontaktu

K popisu nepronikani téles pouzijeme linearizovanou podminku nepronikani, ktera je
definované zobrazenim x : I'. — T, I'. = J,_, I, které¢ piifadi kazdému x € I?
ngjaky blizky bod x(x) € 'Y, p # ¢q. Necht vP(x), vi(x(x)) oznacuji vektory posunuti v
bodé x, respektive v bodé y(x). Za predpokladu malych posunuti, podminky nepronikdni
vypadaji nasledovné:

(%) = (vVP(x) —v'(x(x))) . n’(x) < 0"(x), (1.1)

kde 6P(x) = (x(x) — x).nP(x) je pocatetni vzdalenost a n?(x) je kriticky smér definovany
vztahem n?(x) = (x(x) — x)/||x(x) — x||, nebo pokud x(x) = x, vnéjsim jednotkovym
normalovym vektorem ke I'?.



Zacneme s pomocnou kontaktni tlohou s danym tfenim. Za timto tcelem zavedeme
prostor virtudlnich posunuti V':

V = {V = (v, ., V%) € H(Hl(Qp))3 : vP = O na Fﬁ} (1.2)

p=1

a jeho uzavienou podmnozinu kinematicky pripustniych posunuti K:

K ={veV:vx < kx) prox € I?}. (1.3)
Déle predpokladejme, Ze normélové kontaktni napéti 7,, € L>(T'.), T, > 0, takze
muzeme vypocitat mez skluzu ¢ = F'T,,, kde ' > 0 je koeficient tfeni na I'.. Oznacme
9" = glrz-
Varia¢ni formulace kontaktniho problému s dangm tfenim vypada nasledovné:
min 7 (v) za podminky v € K, (1.4)
kde )
Jv) = galv, v) = b(v) + j(v) (1.5)

je funkcional celkové potencialni energie s bilinedrni formou a reprezentujici vnitini energii
téles a linearni formou b reprezentujici praci pusobicich sil t? a fP. Sublinearni funkcional
7 reprezentuje praci tiecich sil

i) = 30 / ¢ |2l dr, (1.6)
p=1 re

kde v! je projekce posunuti v? na te¢nou rovinu ke kritickému sméru n?. Déle zavedeme

jednotkové tefné vektory t¥, th tak, ze trojice B = {n?, t], t5} tvofi ortogonalni bézi
v R? pro témer vSechny x € I'? a oznaéime vf, = v .t} v, = vP . t5. Potom
vi = (0, v{, v;,) vzhledem k bazi B, a tedy norma objevujici se ve funkcionalu j

se redukuje na Euklidovskou normu prostoru R?. Vice detailid o formulaci kontaktnich
problémii mtuzeme nalézt v [14].

Zduraznéme, 7e feSeni u = u(g) ulohy (1.4) zavisi na konkrétni volbé g €
L>(T,.), g > 0. Muazeme tedy definovat zobrazeni ®, které prifadi kazdému g sou-
¢in g = FT,(u(g)), pricemz T,,(u(g)) > 0 je normalové kontaktni napéti odpovidajici
u(g). Klasicky Coulombiv zékon tfeni odpovida pripadu, kdy je g = F(T,,(u(g))), tj. pev-
nému bodu zobrazeni ®. Pro jeho urceni miizeme pouzit metodu postupnijch aproximact.
Zatneme se zadanym ¢ a generujeme ¢) pomoci iteraéniho piedpisu

g(z+1) _ CI)(g(l)), I =1,2, ... (1.7)

Tento itera¢ni proces konverguje za predpokladu, ze ® je kontraktivni, coz je garantovano
pro dostatecné malé F' ([15]). Dalsi podrobnosti jsou v [16, 18|.
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2 Dekompozice oblasti a diskretizace kontaktni tilohy

V této ¢asti si popiseme rozdéleni oblasti (2P na podoblasti a diskretizaci ulohy (1.4).

Oblasti QP rozdélime na ¢tyfstény 7 s maximalnim pramérem h, pficemz predpokla-
dame, ze déleni je regularni a konzistentni s ohledem na dekompozici hranice 02 na I'?,
'Y a T'2. V dalsim se omezime na ptipad, kdy prisecik mezi hranicemi dvou odlisnych
oblasti 9 N 904, p # ¢, je bud préazdny, vrchol, cela hrana nebo cela sténa.

Necht oblasti QP jsou rozloZeny na nepiekryvajici se podoblasti QP i = 1, ..., n,
a kazda z nich je sjednocenim kone¢nych prvki z 7. V QP zavedeme prostor V// " nasle-
dovné:

V,f’i _ {Vp,i c (C(Qp,i))3 . vPir € (P(T))? pro viechny 7 C QP

2.1
» (2.1)

oari nre = 0},

kde P,,(7) popisuje mnozinu vSech mnoho¢lenti na 7 stupné < m. Nakonec definujme
prostor Vi, = [[_; [[:% 1788

Nahradime-li V' za V}, a pouZijeme-li lepici podminku vP'(x) = vPJ(x) pro libovolné
x na rozhrani 90" N OOPJ, i # j, miZeme prepsat aproximaci kontaktniho problému
s danym tfenim (1.4) na algebraickou formulaci

min 2u'Ku — u”f + 327" | gl |(T1u)s, (Tou)y|

za podminky Nu <d, Bgu=0. (2.2)

Zde K popisuje pozitivné semidefinitni blokové diagonélni matici tuhosti, f je vektor
zatizeni, N a d jsou matice a vektor z podminky nepronikani a Bg je matice z lepicich a
Dirichletovych podminek. Clen se sumou v rovnici (2.2) vzniké v diisledku uziti numerické
kvadraturni formule v (1.6). Matice Ty, Ty popisuji projekce posunuti v uzlech lezicich na
hranici I'. k te¢né roviné a g5 jsou hodnoty meze skluzu g.

Zdiiraznéme, 7e uloha (2.2) je nediferencovatelna z divodu R?*normy v sumaénim
¢lenu. Z tohoto divodu zavedeme dva typy Lagrangeovych multiplikatori A; = (/\;‘Fl, )\z;)T
a A = ()\?, )\E)T. Zatimco prvni Lagrangetuv multiplikidtor odstranuje nediferencovatel-
nost, druhy odpovida omezenim ve vztahu (2.2). Oznacme

T, 0 Atl
| Ty |10 A
B= N | c=14ql: A= A (2.3)
Bg 0 AE
a zavedme mnozinu Lagrangeovych multiplikatort
Ag) = AN Qs A) [| S g0 Ark 20 Yk} (2.4)
Uloha (2.2) je ekvivalentni sedlo-bodové tiloze:
Najdi (u,A) takové, ze L(u,A) = sup minL(v,pu), (2.5)
ueA(g) V
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kde £ je Lagrangeuv funkcional k tloze (2.2) definovany vztahem
L(u,A) = %uTKu —u’f + AT (Bu - c). (2.6)
Z minima v rovnici (2.5) obdrzime algebraickou rovnici
Ku—f+B"A=0. (2.7)

Tato rovnost plati tehdy a jen tehdy, jestlize f —BT X € ImK, coZ je ekvivalentni podmince

kolmosti f — BT A LKerK. Uzitim matice R plné hodnosti, jejiz sloupce tvoii bazi jadra
matice K, mizeme psét

R" (f—B"A) = 0. (2.8)

Pokud je podminka (2.8) splnéna, pak vektor u spliujici rovnici (2.7) vypada nasledovné

u=K'(f -B"A) + Ra, (2.9)

kde K popisuje zobecnénou inverzi k matici K. Posledni vyraz mize byt pouzit k eliminaci
prvni neznamé u v uloze (2.5). Po jednoduché algebraické tpravé a zméné znaménka
obdrzime minimaliza¢ni problém pouze v druhé proménné A:

min JA"FA — A"h

za podminky A € A(g), G =ce, (2.10)

kde F = BKIB? je pozitivné definitni matice, h = BKI!f — ¢, G = RTB” ma plnou
fadkovou hodnost a e = R”f.

Problém (2.10) muzeme upravit pouzitim ortogonélnich projektorii. Definujme pro-
jektory na ImG” a KerG nasledovné:

Q=G" (GG 'G a P=1-Q. (2.11)
Jelikoz R™ = ImGT @ KerG, fegeni A tlohy (2.10) miiZe byt jednozna¢né rozloZeno na
A= Ao+ Ap, (2.12)

kde Ag = QA a Ap = PA. Protoze GAp = 0, dostéavame z rovnostnich vazeb v (2.10), ze
GA = GAg = e a proto Ag miZzeme vypocitat podle vzorce:

Ao = GT(GG") e. (2.13)
Pouzitim rozkladu (2.12) ve funkcionélu v tloze (2.10) obdrzime

INTFX — MTh = IXJFAg — ALh + ALFAq + 1ATFAp — ATh

- 2.14
= const. + IALFAp — AL(h — FAg). (2.14)

Proto je (2.10) ekvivalentni s ilohou
min 2ALFAp — ALh (2.15)

za podminky  Ap +Ag € A(g), GAp =0,
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kdeh=h— FAq. Protoze feseni Ap z (2.15) patii do KerG, plati Ap = PAp a proto Ap
resi také tlohu
min JIALPFPAp — ALPh

za podminky Ap+ Ag € A(g), GAp=0. (2.16)

Zduraznéme, ze feSeni (2.16) je jednozna¢né, protoze Hessian PFP je pozitivné definitni
na KerG, coz plyne ze vztahu

0"PFPS = 6'FF6 > 0, (2.17)

ktery plati pro kazdé § € KerG\{0}. Ulohy (2.15) a (2.16) maji proto stejné fesen.
Ulohu (2.16) fegime algoritmem SMALBE, ktery piedstavime v nasledujici kapitole.
Po vyfeseni ulohy (2.16) se vypo¢itaji tuhé pohyby:

o= (RTIE%T]E%R>1RTIE%T (¢ - BK'(f -~ B™N)). (2.18)

kde B je redukovana matice B, ze které vezmeme pouze fadky fixujici tuhé pohyby. Potom
se dopocitaji posunuti podle rovnice (2.9).

Vyse uvedené vztahy jsme odvodili pro p¥ipad ve 3D. Situace ve 2D je velmi podobné.
Je tfeba provést pouze tyto zmeény: oblasti {2” rozdélime na trojihelniky, prisecik dvou
odlisnych oblasti 9P N 009, p # ¢, je bud prazdny, vrchol nebo cela hrana. V QP
zavedeme prostor kone¢nych prvka V7 * ktery definujeme nésledovné:

V,f’i — {Vp,i e (C<Qp,i))2 : vPir € (P(T))? pro viechny T C QP

, (2.19)
VP aqpi n e = 0}.

Suma¢ni ¢len v tloze (2.2) se redukuje na g’|Tu| a Lagrangetv multiplikdtor A, =

()\;‘Fl, )\Z;)T na prosté A;. Matice B a vektory ¢ a A vypadaji takto:
T 0 At
B=| N |, c=|d|, A= Ar |. (2.20)
Bg 0 Ag

13



3 Resice kontaktnich tiloh

V této kapitole podrobné popiSeme algoritmy SMALBE a MPRGP pro feSeni kontaktni
tlohy (2.16).

3.1 Minimalizace s rovnostnimi a nerovnostnimi vazbami

V této ¢asti se zamétime na popis efektivniho algoritmu SMALBE (Semimonotonic Aug-
mented Lagrangian algorithm for Bound and Equality constraints) pro feSeni tloh kvad-
ratického programovani s rovnostnimi a nerovnostnimi vazbami. Pfedpokladejme tulohu
min X), 3.1
_min (% (3.1)
kde f(x) = 3x"Ax — x'b, b al jsou n-rozmérné sloupcové vektory, A je n X n
symetricka pozitivné definitni matice, B € R™ * ™ a mnozina

Qpg = {x € R" : Bx =0 a x > l}. (3.2)

Pripoustime linearné zavislé radky v matici B a hodnoty [; = —oo. Dale predpokladame,
ze B # O a nemé plnou sloupcovou hodnost, tj. KerB # {o}. Zdiraznéme, ze i
obecngjsi problémy kvadratického programovani mohou byt redukovany na tdlohu (3.1)
pomoci duality nebo vhodné substituce proménnych nebo modifikace funkcionéalu f.
Hlavni myslenkou algoritmu SMALBE je pracovat oddélené s rovnostnimi a nerov-
nostnimi vazbami, tj. pomocné tloha s nerovnostnimi omezenimi bude feSena ve vnitini
smycce a ve vnéjsi se budou aktualizovat Lagrangeovy multiplikdtory pro splnéni rov-
nostni vazby (viz Conn, Glould and Toint [10, 11]). Mezi techniky uzité v algoritmu patii
kontrola pfesnosti pomocnych tloh a pravidlo pro aktualizaci penaliza¢niho parametru.

3.1.1 KKT podmninky a projektovany gradient

Regenf problému (3.1) je jednoznac¢né, protoze mnozina Qg je neprazdné, uzaviena a kon-
vexni a o funkci f predpokladame, Ze je ryze konvexni. Specialni tvar pripustné mnoziny
Qg umoznuje pouzit specificky tvar KK'T podminek, ktery zcela popisuje jednoznac¢nost
feseni (3.1). Obohacenim Lagrangianu o rovnostni vazby

1
Lix, A, o) = 5x"Ax — x"b + x"B"A + §||IB%X||2, (3.3)
mitzeme jednoduse vyjadiit KKT podminky pro dlohu (3.1) pomoci jeho gradientu
g = g(x A 0 = ViL(x, A, 0) = (A + ¢oB'B)x — b + B'A (3.4)

Po upravé dostaneme, Ze piipustny vektor x € Qpg je feSenim (3.1) tehdy a jen tehdy,
kdyz
g >0 a glix —1 =0, (3.5)
nebo obdobné
g” = o, (3.6)

kde g je projektovany gradient (definice viz popis algoritmu MPRGP).
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3.1.2 Algoritmus SMALBE

Nésledujici algoritmus je modifikaci algoritmu SMALE z [1], kapitola 4.6.1. Zakladnim roz-
dilem je, Ze algoritmus SMALBE fesi tilohu s nerovnostnimi vazbami ve vnitfni smycce s
kontrolou pfesnosti realizovanou pomoci Euklidovské normy projektovaného gradientu. Ve
srovnéani s originalnim algoritmem, navrzenym Connem, Glouldem and Tointem [10, 11],
se algoritmus SMALBE lisi v adaptivni kontrole pfesnosti predstavené autory Dostalem,
Friedlanderem a Santosem [12] a v Fizeni regularizac¢niho parametru g, které bylo publi-
kovano prof. Dostalem v [13]. Kompletni algoritmus SMALBE vypada nasledovné.

Meyme symetrickou pozitivné definitni maticc A € R*"* " B € R™*"a
n-rozmerné vektory b, 1.
Krok 0 {Inicializace.}
Vybern > 0, 8 > 1, M > 0, pp > 0, A> € R™
opakuj prok = 0, 1, 2, ...
Krok 1 { Vnitini iterace s adaptivni kontrolou presnosti.}
Najdi xF > 1 takové, Ze

llg” (x*, A%, o) || < min {M|[Bx"||,n} (3.7)
Krok 2 {Update Lagrangeovych multiplikatori.}

A = A 4 g BxF (3.8)

Krok 8 { Prepocitini o za podminky, Ze zviseni Lagrangidnu neni dosta-
Y Y grang
tecné.}
jestlize k > 0aL(x*, A*, g) < L(x*1, A" g4_1) + &|[Bx*||?
Okr1 = Dok
jinak
Ok+1 = Ok
end jestlize
end opakuj pro

V Kroku 1 miizeme pouzit libovolny algoritmus pro minimalizaci ryze konvexni kvad-
ratické funkce vzhledem k nerovnostnim omezenim do té doby, dokud je zaruc¢ena konver-
gence projektovaného gradientu k 0. Takovym algoritmem je napf. algoritmus MPRGP
popsany v nasledujici kapitole.

Lemma 3.1. Necht M > 0, A € R™, n > 0a o > 0. Oznacme {y*} libovolnou
sekvenci takovou, Ze y* > 1a gP(y*, A, 0) konvergugi k nulovému vektoru. Potom {y*}
konverguje k jednoznacnému feSeni X problému (3.1), nebo existuje index k takovy, Ze

1" (", A, o)l < min{M|[By"||. n}. (3.9)
Poznamka V praktické realizaci se pouziva modifikace algoritmu SMALBE, ktera

pracuje i s omezenimi shora, tj. 1 < x < u.
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3.2 Minimalizace kvadratické funkce s jednoduchymi linedrnimi
omezenimi

V této Casti si ukdzeme algoritmus MPRGP na minimalizaci kvadratické funkce na kon-
vexni mnoziné definované jednoduchymi linearnimi omezenimi. Tato omezeni plynou z
definice mnoziny A(g).

Pokud odboc¢ime od dosavadniho znaceni a zavedeme-li nové, budeme fesit ulohu:

min f(x) = min 1XTAX —x'p, ¥ = {x € Rl < x < u}, (3.10)
xeY x€Y 2
kde symbolem < rozumime nerovnosti mezi odpovidajicimi slozkami vektoria, A € R"*"
je symetricka, pozitivng definitni matice a Lu € (RU{—o0, 00})". V tomto piipads
existuje pravé jedno feseni ulohy (3.10).

Algoritmus MPRGP kombinuje metodu sdruzenych gradientii s vhodnou strategii,
ktera se stara o splnéni jednoduchych omezeni. Nyni kratce popiSeme zékladni myslenky
a vlastnosti.

Nejprve si zavedeme nékolik oznaceni. Necht N' = {1, 2, ..., n} je mnozina v8ech
indexti. Projekci vektoru x na mnozinu Y definujeme takto:

Py(x) = y: y; = max{l;, min{u;, x;}}. (3.11)
Gradient g := g(x) funkce f v bodé x € R" je roven
g = Ax — b. (3.12)

Resenf X tlohy (3.10) musi spliiovat tyto Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky:

X = ll = gz 2 0,
X, =u = g <0, (3.13)
L <X <w=1g =0, i e N, g = gX.
Mnozinu vSech indexu A(x), které spliuji x; = 1; nebo x; = w; nazveme aktivni
mnozinou:
Ax) ={i e N : (xi = 1) V (xs = w)} (3.14)

a jeji doplnék F(x) do N nazveme volnou mnoZinou. Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky
lze napsat pomoci ¢asti gradientu g. Proto definujeme volny gradient ¢ a uriznuty gradient
B:

pi(x) = gi(x) proi € F(x),  (x) = 0proi € A(x),
B;(x) = 0proi € F(x), B;(x) = gf(x)proi € A(x),

kde g (x) = min{g;, 0} prox; = l;, respektive g (x) = max{g;, 0} prox; = u,. Je
vidét, ze Kurush-Kuhn-Tuckerovy podminky jsou splnény pravé tehdy, kdyz projektovany
gradient v(x) = ¢(x) + B(x) je roven nule.

Nez pristoupime k popisu MPRGP, nastinime jednoduché myslenky Polyakova algo-
ritmu, ktery byl jeden z duvodu vzniku MPRGP. Algoritmus, ktery navrhl Polyak, vyuziva

(3.15)
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efektivni metody sdruzenych gradientii k minimizaci f, pokud se neméni aktivni mnozina.
Tato minimizace vede bud k nalezeni minima na konvexni mnoziné definované aktivnimi
vazbami, nebo vygeneruje bod mimo mnozinu Y. V prvnim piipadé algoritmus odejme z
aktivni mnoziny indexy, ve kterych jsou naruseny Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky a
redukuje tak aktivni mnozinu. V druhém pfipadé je krok sdruzenych gradientii zkracen
tak, aby vedl na hranici mnoziny Y, coz vede k rozsifeni aktivni mnoziny obvykle o jeden
index. Pti kazdé redukci aktivni mnoziny je funkce f minimizované pro stav, ve kterém
x; = l;, nebo x; = u; pro vSechny indexy aktivni mnoziny. Jelikoz Polyakiv algoritmus
v kazdém kroku snizuje hodnotu funkce f, tento stav nikdy v dalsich krocich nenastane.
Protoze je pocet kombinaci omezeni shora a zdola ve vSech indexech aktivni mnoziny
kone¢ny a pocet vSech ruznych aktivnich mnozin je rovnéz konecny, plyne z finitnosti
metody sdruzenych gradientti, ze pocet krokia Polyakova algoritmu je také konecny.

Algoritmus MPRGP fesici ulohu (3.10), na rozdil od Polyakova algoritmu, pfipousti
zopakovani nékterych stavi. Je v8ak rovnéz finitni a je rychlejsi. Zahrnuje tii typy krok,
z nichz kazdy naklada jinym zpusobem s aktivni mnozinou A(x), a obsahuje rozhodovaci
kritérium, jenz urcuje, ktery z téchto kroku vybrat.

Krok sdruZenyjch gradienti: nova hodnota x je definovana takto

k\T ok
k+1 ok k . g(x")'p
X = X — Qg 4P, Qg = (pk)Tpk, (316)
kde p* je sdruZeny gradient. Pokud se jedni o pocateéni krok zacinajici v bodé x*, je
p° = @(x*). V nésledujicich krocich je sdruzeny gradient poc¢itan rekurentné:
K\T Ak
k+1 k k p(x")"Ap
P o= p(xY) Pt = S (3.17)
(p*)Ap”
Zékladni vlastnosti sdruZenych gradientii p®, ..., p* je jejich A-ortogonalita, tj.
(pHTAp® = 0, i,j € {s, ..., k}, i # j. Navic je znamo, Ze
f (ka) = min f(x +y). (3.18)

y € Span{p®, ..., p*}

V pripadé, Ze se neméni aktivni mnozina, algoritmus vyuzivd metodu sdruzenych gradi-
entu k minimizaci f.

FExpanze aktivni mnoZiny: pii postupnych krocich sdruzenych gradientt je mozné, ze
nasledujici krok x**1 ¢ Y. Provede se krok zvany expanze a nasledné se restartuje
metoda sdruzenych gradientti. Expanze se skldada ze dvou ¢asti. Nejprve se provede krok
ve sméru sdruzenych gradienti zkraceny na pripustnou mnozinu, ktera se timto krokem
zpravidla o jeden index rozsiii:

X7 = x* — ayp®, ayr = mazr{a : x* — ap® € T} (3.19)
Nésledné se provede projektovany kratky krok ve sméru volného gradientu:

X = Py <xk+é ~ G (xk+%)), a e (0, |IA7Y)). (3.20)
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Tento krok, stejné jako predchozi, snizuje hodnotu minimizované funkce, coz zarucuje
jeho délka viz [19]. Na rozdil od Polyakova algoritmu to vede k vétsimu rozsiteni aktivni
mnoziny.

Redukce aktivni mnozZiny-proportioning: predchozi dva typy kroku vyuzivaly ke snizeni
hodnoty funkce f smér ¢(x*) volné ¢asti projektovaného gradientu v(x*). Krok zvany
proportioning minimizuje funkci f ve sméru uifznutého gradientu B(x*):

xFl = xb — apmpﬁ(xk), Qprop = min{ax, acy}v (3.21)
ka xk .
ay = max{a : x* — afB(xF) € T}, Qeg = —ﬁg((xk))Tfﬁ((xlz)'

Jelikoz se mohou zménit pouze ty slozky vektoru x, které prislusi aktivni mnoziné, vede
proportioning k redukci aktivni mnoziny.

O tom, kterou ¢ast ¢(x*) nebo B(x*) projektovaného gradientu v(x*) pouzijeme k
minimizaci v nasledujicim kroku, rozhoduje kritérium:

I1Bx")IP < T2p(x")"p(x"), (3.22)

kde .
P, (x) = max{%, min{%, gol(x)}} (3.23)

Prava strana (3.22) zavisi jak na volném gradientu, tak na jeho ¢asti, ktera mize byt
pouzita v druhé ¢asti kroku expanze aktivni mnoziny. Konstanta I' > 0 udéva, jak presné
minimizovat f, pokud se nezmensuje aktivni mnozina. P volbé I' = 0 se algoritmus
chova stejné jako Polyakuv algoritmus, idealni volba je I' = 1. Pokud je kritérium (3.22)
splnéno, nazyvame x* proporcionalni a pouzijeme krok sdruZenych gradientt nebo krok
expanze aktivni mnoziny, pokud by krok sdruzenych gradientii vedl k naruseni podminky
x*+tl € Y.V pifpadé, Ze kritérium splnéno neni, pouzijeme krok redukce aktivni mnoziny.
Takto vypadé strucny zapis algoritmu, kde konstanta e fiké, jakou pozadujeme presnost:

Krok 0 {Inicializace.}
Necht £ = 0,g = Ax" — b, p = (x%)
dokud |[v(x¥)|| > €
jestlize [|B(x")[]* < T2@(x*)Tp(x")

Krok 1 {x* je proporciondlni. Zkus sdruzené gradienty.}

ay = g'p/PTAp,y = x* — ayp

ay = maz{a : x* — ap € Y}
jestlize a,y < ax

Krok 2 {Krok sdruzenych gradienti.}

x"th =y g =g — a,Ap

v = ¢(y)"Ap/pTAp, p = p(y) — P

jinak
Krok 3 { Expanze aktivni mnoZiny.}
nx; = x¥ — ayp, nxs = Py (x* — ayp),

jestlize f(nx;) < f(nxy)
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k+s _

X2 = nx;, g = g — arAp
jinak
xF: = nx,, g = Ax"*2 — b

konec jestlize

xF1 = Py (Xk"'% — ayp (Xk‘*‘%))

g = Ax*! — b, p = px")
konec jestlize

jinak
Krok / {Proportioning - redukce aktivni mnoZiny.}
d = B(x"), a,, = g'd/d"Ad
ar = max{a : x* — ad € Y}, apop = min{axy, ay}
XM = xF — appd, g = AXFT — b, p = p(xM)

konec jestlize
E=Fk+1
konec dokud
Krok 5 {Konec.}

X:Xk.

Tento algoritmus lze zobecnit i pro piipad separovatelnych konvexnich omezeni [20],
coz umoznuje fesit 3D-kontaktni tlohy se tfenim
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4 Rozhrani COMSOL MATLAB

Rozhrani mezi COMSOLem a OOSOLem je slozeno ze dvou rozhrani COMSOL MATLAB
a MATLAB OOSOL. Druhé v poradi jiz bylo implementované diive Doc. Vondrakem a
Doc. Kozubkem z Katedry aplikované matematiky, VSB-TU Ostrava. Z tohoto divodu se
v nésledujicim zabyvam pouze implementaci rozhrani mezi systémy MATLAB a COMSOL
zaméfeném na TeSeni kontaktnich tloh.

4.1 Co je to COMSOL

Systém COMSOL Multiphysic vytvorila Svédska spole¢nost COMSOL®. Tento systém
umoznuje modelovani a simulaci fyzikalnich procesii popsanych parcialnimi diferencial-
nimi rovnicemi (PDR) pomoci metody kone¢nych prvki. Verze 3.3 ma rozsifenou kni-
hovnu materiali s vice jak 2500 polozkami roztiidénou do skupin podle typu a fyzikalnich
vlastnosti. V knihovné miZzeme materialy vyhledavat podle nézvu nebo podle oznaceni
v normé DIN a UNS. V této verzi je mozné importovat datové soubory ve standardu
CHEMKIN®, ktery umoznuje ¢ist formaty dat pouzivané v chemickém prumyslu v ob-
lasti spalovani, chemickych reakci v reaktorech a v oblasti chemickych procest v atmosfére.
COMSOL Multiphysics déle nabizi zlepseny CAD Import Module s novou moznosti opra-
vovat chyby v importované geometrii napft. mezery, presahy nebo odstranit malé zaoblent,
plosky a kratké hrany. Uzivatelé mohou interaktivné pfipravit model pro vhodné genero-
vani FEM sité a naslednou FEM analyzu. V knihovné vzorovych modeli - Model Library
- je umisténa tfada vzorové fesenych modelovych tloh.

CAD Import Module je dale obohacen o zlepseny import sestav geometrickych mo-
delt z mnoha vyznamnych CAD systému jako je SolidWorks®), Solid Edge®), Autodesk
Inventor® a mnoho dalsich. Modul COMSOL Multiphysics 3.3 je obohacen o mnoho na-
stroju, které zajisti matematickou a fyzikalni definici téles a ploch tak, aby importovana
geometrie spliiovala pozadavky pro naslednou FEM analyzu. Uzivatel ma pod kontrolou
ofezani hran jednotlivych ploch, popiipadé vyplnéni mezer ve spojich ¢ar a hran.

COMSOL Multiphysics je dynamicky se rozvijejici program pro modelovani a simu-
laci fyzikalnich procesi, které jsou popsané pomoci parcidlnich diferencialnich rovnic. Tato
metoda je znama také pod ndzvem EBM - Equation Based Modeling, kde zakladem te-
Seni je knihovna parcialnich diferencialnich rovnic popisujicich vybrané dlohy. Uzivatel
neni omezen aplika¢nimi rezimy z této knihovny, ale diky otevienosti systému muze volné
definovat své vlastni tlohy. Vétsina uloh v.COMSOL Multiphysics je fesena metodou
kone¢nych prvkii. Program je uréen k modelovani a k simulaci tloh z oblasti strojiren-
stvi, elektrotechniky, chemie a z ruznych oblasti fyziky, jako je napiiklad prenos tepla,
dynamika tekutin, akustika, vibrace, elektromagnetismus, sifeni vin, strukturalni mecha-
nika, difuze, chemické reakce, geofyzika, biologie, palivové ¢lanky, polovodice, vedeni tepla,
kvantova mechanika a mnoho dalsich. COMSOL Multiphysics usnadiuje pochopeni rady
fyzikalnich a technickych procesii diky nazorné grafice, snadné zméné vstupnich parame-
tri a moznosti simulovat dané tlohy. Resenf je mozné vidét v kratké dobé z nékolika uhla
pohledu a efektivné tak najit optimalni variantu. K nejvétsim prednostem patii srozumi-
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telnost, otevienost, schopnost fesit vice fyzikdlnich jevi soucasné (multifyzikalni tlohy)
a velké mnozstvi predzpracovanych typovych prikladi. OvSem jeho nejvétsi vyhodou je
napojeni na MATLAB na bézi Klient Server.

4.2 Co je to MATLAB

MATLAB (MATrix LABoratory = maticova laborator) je vykonné interaktivni prostiedi
pro védecké vypocty. Spojuje technické vypocty s vizualizaci dat a programovaci jazyk v
jednom prostiedi. Spolecné s velkym mnozstvim dostupnych moduli tak vytvari idealni
prostiedek pro inZenyry, védce, matematiky a ucitele pii feSeni problému z mnoha oblasti.
Aplikaci vyviji firma MathWorks a dodava ji s celou fadou rozsiteni a toolboxii.

Matlab je pouzivany po celém svété. Existuje proto Sirokad komunita, ktera s nim pra-
cuje, véetné mnozstvi dokumentace a ukazkovych piikladi. Firma MathWorks na svych
strankach provozuje Matlab Central, coz muzeme chapat jako oteviené rozhrani pro vy-
ménu informaci mezi uzivateli Matlabu a Simulinku.

V prostiedi Matlabu je feSeni technickych problémi mnohem snazsi, nez v jinych pro-
gramovacich jazycich poptipadé vyvojovych prostiedich, protoze obsahuje velké mnozstvi
jiz preddefinovanych funkei, které usnadnuji vyvoj. K témto funkcim patii naptiklad pfima
podpora komplexnich ¢isel, sofistikované teSi¢e soustav linearnich algebraickych rovnic,
prace s velkymi fidkymi maticemi nebo feSeni soustav obycejnych diferencialnich rovnic.

4.3 Vytvareni modeld v COMSOLu

Program COMSOL pouzivame pro vytvoreni konkrétnich modelt, které se poté dale zpra-
covavaji implementovanymi programy v systému MATLAB. Cely dalsi popis COMSOLu
je zaméTen na TeSeni stacionarnich kontaktnich problému.

Nejdiive si zvolime typ tlohy, ktery chceme Fesit (napt. rovinna deformace nebo na-
pjatost, osové symetrickd tloha nebo plna 3D tloha). Potom nakreslime geometrii tlohy
pomoci vestavéného kreslictho modulu nebo ji naimportujeme z jiného systému pomoci
Import Cad Module.

Dale predepiseme okrajové podminky. Kazda hranice objektu je defaultné nastavena
jako Neumannova hranice (nulové pusobici sily). Toto nastaveni si samoziejmé upravime
podle nasich prani a pozadavki. Muzeme si vybrat z téchto moznosti:

e Flree - nulové pusobici sily

e Fixed - nulové posunuti ve vSech smérech

Roller - nulové posunuti v normalovém sméru

Prescribed displacement - predepsané posunuti

Symmetry plane - rovina symetrie

o y-z, x-z, x-y symmetry plane - rovina symetrie je rovina y-z, X-z, resp. X-y
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o Antisymmetry plane - antisymetrie (nulova posunuti v tetném sméru)
e y-z, -z, x-y antisymmetry plane - rovina antisymetrie je rovina y-z, X-z, resp. X-y

U hranic mtuzeme déle nastavit ptisobeni povrchovych sil v libovolném sméru.

V nastaveni pro jednotlivé ¢asti télesa (Subdomain Settings) nastavime hodnoty
pro Youngiuv modul, Poissonovu konstantu, ptsobeni objemovych sil a mnoho dalsich
nastaveni podle nasi potieby.

Zde muzeme také nastavit kontaktni pary (hranice v kontaktu). U téchto kontaktnich
hranic zadavame, ktera je master a kterda slave. Dale si zvolime, zda chceme kontakt
se tfenim nebo bez. Coulombiv model tfeni je realizovin pomoci kontaktnich prvka a
penalty podobné jako v ANSYSu a tudiz s obrovskymi problémy pii feSeni kontaktnich
tloh s vice volnymi télesy. Nase katedra vyvinula nékolik algoritmi, které tyto tulohy
dokazi hraveé zvladnout.

Po provedeni piedchozich nastaveni jsme schopni vygenerovat sit (mesh). Sit vytvorime
pomoci piikazu Initialize Mesh, ktery ndm vygeneruje trojihelnikovou sit ve 2D a ve 3D
sit ze ¢tyrsténu. Takhle vytvorenou sit, at se jedna o trojihelniky nebo ¢tyfstény, muzeme
dale zjemnovat, bud jako celek pomoci piikazu Refine Mesh, nebo pouze vybranou
¢ast pomoci prikazu Refine Selection. Kromé trojuhelniki a ¢tyistént je mozné pouzit
obdélniky, bricky, prizmy a dalsi prvky.

Po provedeni vSech predchozich krokti mame hotovy model kontaktni tlohy. Tento
model ulozime pod nazvem, ktery nam vyhovuje, jako MATLABovsky ,,.m"“ soubor.

Pii jeho spusténi se ndm vygeneruje struktura fem, ve které jsou uloZeny veskeré
informace o modelu, které potfebujeme pro dalsi praci.

4.4 Struktura FEM

Struktura FEM obsahuje kompletni definici fesené kontaktni tlohy. Jeji polozky jsou
version, appl, sdim, frame, shape, sshape, border, units, equ, bnd, pnt, var, elemmph,
eleminitmph, draw, geom a mesh. Déale se zamérime pouze na popis téch polozek, které
jsou pro nas dilezité.

4.4.1 Polozka version

Tato polozka ma v sobé ulozenou verzi COMSOLu, kterou byl model vytvofen, datum
vytvoreni atd.

4.4.2 Polozka appl

Polozka appl obsahuje veskerou fyziku modelu. To znamené, Ze jsou zde ulozeny hodnoty
Youngova modulu pruznosti, Poissonova konstanta, materialové vlastnosti jednotlivych
objekt, pusobici sily, okrajové podminky atd.
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4.4.3 Polozka sdim

Zde jsou uvedeny nazvy prostorovych proménnych (souradnic) a jejich pocet.

4.4.4 Polozka shape a sshape

Slouzi k definici tvarovych funkei (volba typu elementu).

4.4.5 Polozka border
Zptistupnuje moznost zadavani okrajovych podminek na vnitini hranice mezi podob-
lastmi.
4.4.6 Polozka units
COMSOL podporuje nasledujici jednotkové systémy:
e systém SI, mezinarodni systém jednotek. Tento systém je defaultné nastaven

e systém CGSA, CGS systém pouziva centimetr, gram a sekundu jako zakladni jed-
notky délky, hmotnosti a casu. Zbylé zakladni jednotky jsou ze systému SI.

e Elektromagnetické jednotky (EMU). Tento systém je zaloZen na Ampérové zakoné.

e Elektrostatické jednotky (ESU). Je zalozen na Coulombové zakoné pro sily mezi
dvéma navzajem se ovliviiujicimi body.

e systém MPa, pouziva se v mechanice v pripadé, ze Newton a Megapascal jsou pii-
rozené odvozené jednotky pro silu a tlak.

COMSOL pamatuje i na jiné systémy jednotek, hlavné pro anglosaské zemé.

4.4.7 Polozka bnd

Slouzi k definovani kontaktnich paru. Rozlisuji se dva typy: Contact nebo Identity, kde
Contact oznacuje kontaktni hranice a Identity udava, které hranice jsou totozné, to jest
maji byt slepeny lepici podminkou, polozka name udava jméno tohoto paru a polozky src
a dst udavaji indexy master a slave hranice.

4.4.8 Polozka var

Pro mnoho aplika¢nich modi generuje systém dodateéné proménné. Jejich jména a defi-
nice jsou zadény defaultné.

4.4.9 Polozka draw

Popisuje geometrii objektu pro vykreslovani. Generuje se pokazdé pii opusténi kreslictho
modu, byla-li zménéna geometrie. Obsahuje tedy veskeré geometrické informace, jako jsou
napiiklad nazvy jednotlivych objektt, jejich rozméry, typ atd.
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4.4.10 Polozka geom

Analyzovana geometrie se uklada do polozky geom. Analyza se provadi pomoci funkei
geomcsg a geomgroup, kde funkce geomcsg rozdéli jednu oblast na vice podoblasti a funkce
geomgroup rozdéli oblast na vice samostatnych (fyzicky oddélenych) oblasti, které je pak
nutno slepit lepici podminkou.

4.4.11 Polozka mesh

Polozka mesh je opét struktura, ktera obsahuje kompletni informace o konecné prvkové
siti pro modelovanou geometrii. Obsahuje polozky P, F a T, jejichz vyznam je néasledujict:

e V polozce P jsou ulozeny informace o soufadnicich jednotlivych uzli. Ve 2D je
P = [X, Y], kde X(n), Y(n) jsou soufadnice n-tého uzlu sité. Ve 3D je pak
P = [X,Y, Z]', kde X(n), Y(n), Z(n) jsou sourfadnice n-tého uzlu sité.

e V polozce T jsou ulozeny informace o jednotlivych objemovych elementech (troja-
helniky, obdélniky, ¢tyfstény, Sestistény, atd.). Ve 2D je T = [I, J, K, S]*, kde
I(n), J(n), K(n) jsouindexy vrcholu n-tého trojuhelnikového elementu a S(n) je in-
dex podoblasti, do které tento element patii. Ve 3D je pak T = [I, J, K, L, S]7,
kde I(n), J(n), K(n), L(n) jsou indexy vrcholu n-tého ¢tyisténného elementu
(jehlanu) a S(n) je index podoblasti, do které tento element patii. Podobné se to
uklada i pro obdélniky, kvadry a elementy vyssiho stupné

e V polozce E mame ulozeny informace o hrani¢nich elementech (ploskach). Kazdy
sloupec popisuje jeden hrani¢ni element. Ve 2D to vypada nasledovné: F =
I, J, a1, an, L, M, N]T kde I(n), J(n) jsou indexy vrcholi n-tého hrani¢niho ele-
mentu (tsecky), aq(n), az(n) souviseji s parametrizaci ¢asti hranice L(n) popsané
raciondlni Bezierovou kiivkou a M(n), N(n) jsou indexy levé a pravé sousedni
podoblasti pro vnitini ¢asti hranice, pro vnéjsi ¢asti hranice je jeden z indextu roven
0. Ve 3D to vypada takto: E = [I, J, K, a1, as, as, au, as, ag, L, M, N]T,
kde I(n), J(n), K(n) jsou indexy vrcholi n-tého hrani¢niho elementu (trojihel-
niku), a;(n) souviseji s parametrickym vyjadienim ¢asti hranice L(n) popsané raci-
onalni Bezierovou plochou a M (n), N(n) jsou indexy levé a pravé sousedni podob-
lasti pro vnitini ¢asti hranice vzhledem k orientaci hran hrani¢niho elementu, pro
vnéjsi ¢asti hranice je jeden z indexi roven 0, pro M(n) < N(n) jsou indexy
uzla I(n), J(n), K(n) usporadany tak, ze podle pravidla pravé ruky palec ukazuje
z podoblasti s indexem M (n) do podoblasti s indexem N(n), pro M(n) > N(n)
sméfuje z N(n) do M(n)

Pomoci této struktury jsme schopni sestavit objekty z podminky nepronikani a ze zakona
treni.
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4.4.12 Funkce Meshextend

Dalsi dulezitou funkci v COMSOLu je funkce meshextend, ktera napt. vytvari mapovani
uzli na stupné volnosti.

4.4.13 Funkce Xmeshinfo

Funkce zmeshinfo poskytuje informace o poc¢tu elementti, uzli a stupni volnosti. Pomoci
ni ziskdme také mapovani uzli na stupné volnosti a naopak.

4.4.14 Funkce Assemble

Funkce assemble sestavi matici tuhosti K, vektor zatizeni f a matici B, z rovnostnich
omezeni (Dirichletovy a lepici podminky) pro nami zvolenou alohu. Zbyvajici objekty z
podminek nepronikani a zédkona tfeni se sestavaji ve vytvoreném rozhrani.

4.4.15 Funkce Geominfo

Tato funkce nam vraci informace o geometrii. Mtizeme se pomoci ni doptat na dimenzi
tlohy, na informace o dekompozici oblasti apod.

4.5 Funkce z rozhrani COMSOL MATLAB

Hlavnim cilem bylo vytvorit rozhrani, které umozni aplikovat na modely vytvorené v
COMSOLu algoritmy vyvijené katedrou aplikované matematiky. Toto rozhrani sestava z
néasledujicich funkci.

4.5.1 Funkce bc_contact pair2d

Vstupnim argumentem je nam jiz znama struktura fem a vystupni argumenty jsou ob-
jekty: N) T, d, g.

V této funkci prochazime jednotlivé kontaktni pary a pro kazdy par uréime uzly na
master hranici a odpovidajici povrchové elementy na slave hranici, coz jsou elementy, do
kterych sméruji normaly sestrojené v master uzlech.

Mezery mezi télesy se urci jako vzdalenosti master uzli a odpovidajicich kontaktnich
plosek.

Matice N a T se sestavi jako projekce posunuti do norméalového, resp. te¢ného sméru.

4.5.2 Funkce bc_contact pair3d

Funkce bc contact pair3d je implementovana podobné jako funkce bc contact pair2d,
ale pro 3D.
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4.5.3 Funkce cpdata

Funkce cpdata ma za kol vytvorit vSechny potiebné matice a vektory, které potiebujeme
pro préci s algoritmy na feSeni kontaktnich tloh.

Vstupnim parametrem je opét struktura fem a vystupnim parametrem je struktura
data, ktera obsahuje vSechny objekty (matice a vektory) z algebraické formulace (2.16).

Popis samotné funkce je velice jednoduchy. Zjistime si prostorovou dimenzi tlohy.
Zavoldme funkci assemble pro vypocet matic a vektoru K, f a B.. Poté podle dimenze
tlohy volame funkci bud pro 2D bc_ contact_pair2d, nebo pro 3D be_ contact_pair3d a
sestavime matice a vektory N, d, T, g. Nakonec provedeme vypocet zbyvajicich objektu
pomoci funkce gen_[u. Timto tkol této metody kondi.

4.5.4 Funkce gen Iu

Funkce gen_lu sestavuje objekty pro efektivni nasobeni matici K pomoci lu rozkladu.
Nejdrive se provede preuspordadani matice K pomoci preusporadéavajiciho algoritmu sy-
mamd (symmetric approximate minimum degree permutation). Na pfeusporadanou ma-
tici K zavolame lu rozklad bez pivotizace. Na diagonédle matice U budou nuly na mistech
odpovidajicim linedrné zavislym fadktm, pocet téchto linearné zavislych radku je dimenze
jadra, jehoz bazi lze jednoduse dopocitat.
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5 Piiklady

V této kapitole budeme ilustrovat funkénost vytvoreného rozhrani spolecné s algoritmy
pro feSeni kontaktnich tloh. Vse ukazeme na modelovych tlohédch Hertzova typu ve 2D a
3D.

5.1 Hertzova tloha ve 2D

Hertzovu tlohu definujeme nasledovné: predpokladejme nekonecné dlouhy ocelovy vélec
poloZeny na hlinikové podloZce (tato podlozka je vyseé¢ valce s nekoneénym polomérem),
obé télesa jsou elastické. Valec je podroben bodové zatézi podél celého vrchu (viz obr. 2).
Cilem je nalezeni rozlozeni kontaktniho napéti a délky kontaktu mezi podlozkou a valcem.
Analytické feSeni kontaktniho napéti jako funkce z-ové souradnice vypada nasledovné:

PR (- 6)) o1

a délka kontaktu a je dana vztahem:

8F.R
= \/—, 5.2
a — (5.2)
kde F;, je ptisobici bodova sila, E je svazany modul pruznosti a R je svazany polomér.
Tyto veli¢iny jsou definovany nasledovné:

2FFEs
FE = , 5.3
B — o)) + Bl — ) (53)
R = tm 2 p (5.4)

R2—>OOR1 + RQ

Tato tloha vede ve 2D na tlohu rovinné deformace s kontaktem (viz obr. 2). Na ob-
rdzku je zobrazena pouze polovina geometrie z divodu symetrie. Hranice I} znazoriuje
hranici s Dirichletovou podminkou, hranice I'. tvoii kontaktni par a P! je sila piiso-
bici v bodé (0, 100) o hodnoté 35kN. Zobrazené soufadnice jsou uvedeny v milimetrech.
Na obréazku 3 je znézornéna vygenerovana trojtuhelnikova sit. V misté predpokladaného
kontaktu je sit hustsi pro dosazeni pfesnéjsiho vypoctu. Obsahuje 2421 trojihelnikovych
elementii a 1355 uzli. Z toho 279 uzla lezi na povrchu a 48 lezi v kontaktni zoné. Z toho
16 patii k master hranici a 32 ke slave hranici.

P1i vypoc¢tu kontaktniho problému pouzivame algoritmus SMALBE. Jeho parametry
byly zvoleny nésledovné: n = 0.01, 3 = 10,M = 1,py = 0.1,\° = 0,e = 1074, kde
€ je pfesnost v ukoncovaci podmince algoritmu SMALBE. Ostatni parametry viz kapitola
3.1.2.
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Obrazek 2: Geometrie tlohy v mm. Obrazek 3: Uzita trojuhelnikova sit

5.1.1 2D Hertzova uloha bez tifeni

Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrazcich 4 az 9. Obrazek 4 ndm zobrazuje rozlozeni
von Misesova napéti v- MPa a deformace téles v . mm. Obrazek 5 je pfiblizeni obrazku 4
v okoli kontaktni zény. Na obrazku 6 vidime rozlozeni kontaktniho napéti a obrazek 7 je
opét priblizeni obrazku 6 v okoli kontaktni zony.
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Obrézek 4: Rozlozeni von Misesova napéti v Obrazek 5: Priblizeni obrazku 4 v okoli kon-
MPa a deformace téles v mm. taktni zony.

Na obrazku 8 je znézornéno vypoctené a analytické kontaktni napéti v MPa v misté
kontaktu a na obrazku 9 je zobrazen skok v posunutich v normalovém sméru |u,| v mm
a pocatecni mezera mezi kontaktnimi hranicemi.

Historie algoritmu SMALBE je uvedena v tabulce 1. Kde SMALBE it. je ¢islo vnéjsi
iterace, L(x, p, p) hodnota Lagrangianu, ||p(x)|| norma projektovaného gradientu, ||Bx||
chyba splnéni rovnostnich vazeb Bx = 0 v algoritmu SMALBE, Ezp je pocet expanznich
kroki, Prop pocet proporcionalizaci, Cgm pocet krokt sdruzenych gradientii, No A pocet
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Obrazek 6: Rozlozeni kontaktniho napéti v Obrazek 7: Priblizeni obrazku 6 v okoli kon-
MPa. taktni zony.
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Obrézek 8: Normalové napéti v MPa na hra- Obrazek 9: Skok v posunutich v normalovém
nici I'... sméru v mm na I'..
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nasobeni Hessidnem, p penalta a M presnost ukonceni algoritmu MPRGP. Cely vypocet
problému trval 1.8125 sekund na PC s procerorem Intel Pentium 1.8GHz a paméti 1GB.

SMALBE it. L(x, u, p) [ (x)]| [|Bx|| Exp | Prop | Cgm | No A P M
0 0 2.35 0 0 0 0 1 0.001 0.01
1 —1.465506 10 | 9.20 10~ T | 1.46 10T 6 0 11 24 0.001 0.01
2 —1.562683 10% | 7.20 10=2 | 1.14 102 0 0 7 8 0.001 0.01
3 —1.563275 107 | 1.2510=2 | 1.10 10~ 3 0 0 1 2 0.001 0.01
4 —1.563304 10% | 1.23 1072 | 8.36 10— % 0 0 2 3 0.001 | 0.001
5 —1.563312 10% | 9.9310~3 | 1.03 103 0 0 1 2 0.001 | 0.0001
6 —1.563375 107 | 2.25 10=3 | 3.06 10~% 0 0 16 17 0.001 | 0.0000
7 —1.563376 10% | 2.14 10~% | 1.99 10—5 0 0 2 3 0.001 | 0.0000

Tabulka 1: Historie algoritmu SMALBE.

5.1.2 2D Hertzova uloha bez tieni, jemné&jsi sit

Na obrazku 10 je znazornéno pokryti téles jemnéjsi trojihelnikovou siti ve srovnani s
predchozim piikladem se zjemnénim sité v misté predpokladaného kontaktu.

Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrazcich 11 az 16. Obrazek 11 ndm zobrazuje
rozlozeni von Misesova napéti v MPa a deformace téles v mm. Obrazek 12 je priblizeni
obrazku 11 v okoli kontaktni zény. Na obrazku 13 vidime rozlozeni kontaktniho napéti a
obrazek 14 je opét priblizeni obrazku 13 v okoli kontaktni zony.

Obréazek 10: Pouzitéa trojuhelnikové sit.

Vygenerované sit obsahuje 16242 trojihelnikovych elementt a 8426 uzli. Z toho 600
uzlt lezi na hranici a 48 lezi v kontaktni zéné. Z toho 16 patii k master hranici a 32 ke
slave hranici.

Na obrazku 15 je znazornéno vypoctené a analytické kontaktni napéti v MPa v misté
kontaktu a na obrazku 16 je zobrazen skok v posunutich v normalovém sméru [u,| v mm
a pocateéni mezera mezi kontaktnimi hranicemi.
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Obrazek 11: Rozlozeni von Misesova napéti Obrazek 12: Priblizeni obrazku 11 v okoli

v MPa a deformace téles v mm.
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Obrazek 13: Rozlozeni kontaktniho napéti v Obrazek 14: Pfiblizeni obrazku 13 v okoli
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Obréazek 15: Normalové napéti v MPa na Obrazek 16: Skok v posunutich v normaélo-
hranici T.. vém sméru v mm na [..

Z obréazku 15 vidime, Ze pro jemnéjsi sit dostavame presnéjsi rozlozeni kontaktnich
napéti a délku kontaktni hranice.

Historie algoritmu SMALBE je uvedena v tabulce 1. Cely vypocet problému trval
7.8438 sekund na stejném pocitaci jako v predchozim prikladu.

SMALBE it. L(x, u, p) [ (x)]| [|Bx|]| Exp | Prop | Cgm | No P M
0 0 1.74 0 0 0 0 1 0.001 0.01
1 —4.621140 10% | 6.57 10=2 | 7.51 10~3 3 0 18 25 0.001 0.01
2 —4.624419 10% | 9.66 10—3 | 3.27 10~ % 0 0 4 5 0.001 0.01
3 —4.624408 10° | 1.21 102 | 3.27 10~ % 0 0 0 1 0.001 0.01
4 —4.624436 103 | 8.7110~3 | 6.97 104 0 0 1 2 0.001 | 0.001
5 —4.624804 10° | 2.02 1073 | 1.24 10~ % 0 0 11 12 0.001 | 0.0001
6 —4.624822 10° | 1.4310~% | 824 10°° 0 0 16 17 0.001 | 0.0001

Tabulka 2: Historie algoritmu SMALBE.

Jak je vidét na obrazcich 11 az 16, pro model s jemnéjsi trojuhelnikovou siti jsme
dostali lepsi vysledky, které jsou blize analytickému reSeni.

5.1.3 2D Hertzova tloha s Coulombovym tfenim

Nyni si ukdzeme feseni modelu s jemnéjsi siti z predchozi kapitoly s uvazovanim Coulom-
bova tfeni. Hodnotu koeficientu tfeni nastavime na 0.1.

Dosazené vysledky jsou ilustrovany na obréazcich 17 az 25. V tomto piipadé navic
zobrazujeme rozlozeni tecného kontaktniho napéti na obrazku 21 a jeho pfiblizeni v okoli
zony kontaktu na obrazku 22.

Na obrazku 23 vidime mez skluzu g = F'T}, a tecné napéti T, v MPa. Konec¢né, na
obrazku 24 a 25 jsou zobrazeny skoky v posunutich v te¢ném a normélovém sméru.
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Obrazek 17: Rozlozeni von Misesova napéti Obrazek 18: Priblizeni obrazku 17 v okoli
v MPa a deformace téles v mm. kontaktni zony.
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Obrazek 21: RozloZzeni tecného kontaktniho Obrazek 22: Priblizeni obrazku 21 v okoli

napéti v MPa.
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5.2 Hertzova tloha ve 3D

Jako tulohu Hertzova typu ve 3D uvazujme kvadr s kulovou spodni sténou polozeny na
jiny kvadr. Z divodu symetrie vezmeme jen jednu ¢tvrtinu celku (viz obr. 26). Tlak na
hranici T'} je -500 MPa a hranice I', je pevné zafixovana. Po stranach jsou definovany
podminky symetrie.

Pii vypocétu kontaktniho problému pouzivame opét algoritmus SMALBE. Nastaveni
parametri algoritmu zistava stejné.

5.2.1 3D Hertzova uloha bez tfeni

Na obréazku 26 vidime geometrii modelu a obrazek 27 nam zobrazuje vygenerovanou sit
ze Ctyrstént.
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Obrézek 26: Geometrie tlohy. Obréazek 27: Uzita sit slozena ze ¢tyfstént.
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Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrézcich 28 az 32. Obrazek 28 nam ukazuje
rozlozeni von Misesova napéti.

Uloha obsahuje 3072 ¢tyfstént a 730 uzli. Celou hranici tvoii 768 trojuhelnikovych
plosek, z toho 8 plosek patii ke kontaktni hranici master a 8 plosek patii ke kontaktni
hranici slave.

Obrézek 28: Rozlozeni von Misesova napéti
v MPa a deformace téles v mm.

Historie algoritmu SMALBE je uvedena v tabulce 3. Cely vypocet problému trval
2.8438 sekund.

SMALBE it. L(x, p, p) [T(x)]] [|Bx]| Exp | Prop | Cgm | No A p M
0 4.462736 10— 4 4.86 2.57 10~ 14 0 0 0 1 0.001 0.01
1 —5.994776 107 2.77 6.77 10~ T 11 0 15 38 0.001 | 0.01
2 —8.068615 107 | 2.0310~1 | 5.65 102 0 0 10 11 0.001 0.01
3 —8.082933 10% | 2.24 1072 | 5.17 1073 0 0 4 5 0.001 0.01
4 —8.083099 107 | 7.69 103 | 4.45 10~ % 0 0 2 3 0.001 0.01
5 —8.083097 107 | 1.06 10=2 | 4.45 10~ % 0 0 0 1 0.001 0.01
6 —8.083098 10% | 14510 % | 9.17 10 % 0 0 1 2 0.001 | 0.001
7 —8.083105 10% | 1.16 102 | 7.71 10~ % 0 0 1 2 0.001 | 0.0001
8 —8.083457 107 | 4.26 10=% | 4.75 10~ % 0 0 14 15 0.001 | 0.0001

Tabulka 3: Historie algoritmu SMALBE.

Rozlozeni normélového napéti v- MPa a posunuti v mm v jednotlivych smérech na
horni plose kvadru, kde dochazi ke kontaktu, je vidét na obrazcich 29 az 32. Tlusté cerné
¢ara je hranice kontaktni zony.

5.2.2 3D Hertzova tloha bez tfeni s rozloZzenim téles na 16 podoblasti

7, duvodu efektivniho feSeni tlohy na jemnéjsi siti rozlozime télesa na 16 podoblasti, jak
je patrno z obrazku 33. Sit ze ¢tyfsténu je vidét na obrazku 34.

Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrazcich 35 az 39. Obrazek 35 ndm zobrazuje
rozlozeni von Misesova napéti v MPa a deformace v mm.
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Obréazek 31: Posunuti ve sméru y v mm. Obrazek 32: Posunuti ve sméru z v mm.
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Obrézek 33: Geometrie tlohy. Obréazek 34: Uzita sit slozena ze ¢tyfstént.

Uloha obsahuje 6144 ¢tyfstént a 2000 uzlit. Povrch tvoii 3072 trojihelnikovych plogek,
z toho 32 ploSek patii ke kontaktni hranici master a 32 plosek patii ke kontaktni hranici
slave.

Obrézek 35: Rozlozeni von Misesova napéti
v MPa a deformace téles v mm.

Historie algoritmu SMALBE je uvedena v tabulce 4. Cely vypocet problému trval
25.2813 sekund.

Rozlozeni normalového napéti v MPa a posunuti v mm v jednotlivych smérech na
horni plose kvadru, kde dochézi ke kontaktu je vidét na obrazcich 36 az 39. Tlusta cerné
¢ara je hranice kontaktni zony.

5.2.3 3D Hertzova tiloha s danym trenim

Nyni si prefesime tlohu z kapitoly 5.2.1 s uvazovanim tfeni a s jemné&jsi siti. Hodnotu
meze skluzu nastavime na 200 MPa.
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SMALBE it. L(x, u, p) [[e(x)]] [|Bx|| Exp | Prop | Cgm | No A P M
0 9.741196 4.99 3.8210°3 0 0 0 1 0.001 0.01
1 —4.053604 10% 3.45 98410~ T | 26 0 23 76 0.001 0.01
2 —7.830761 10 | 4.20 10~T | 1.70 10~ T 4 0 29 38 0.001 0.01
3 —7.929830 10% | 9.0110~2 | 3.74 102 0 0 16 17 0.001 0.01
4 —7.934758 10% | 2.04 10=2 | 7.89 103 1 0 8 11 0.001 0.01
5 —7.934906 107 | 1.0110~2 | 2.74 103 0 0 3 4 0.001 0.01
6 —7.934955 107 | 1.79 102 | 1.19 103 0 0 3 4 0.001 0.01
7 —7.934964 10% | 1.68 102 | 1.18 103 0 0 1 2 0.001 | 0.001
8 —7.934974 10* | 1.131072 | 7.94 10~ % 0 0 1 2 0.001 | 0.0001
9 —7.935167 10% | 4.30 10=3 | 7.26 10~% 0 0 24 25 0.001 | 0.0000
10 —7.935170 10% | 4.50 10=% | 7.36 10—° 0 0 10 11 0.001 | 0.0000

Tabulka 4: Historie algoritmu SMALBE.
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Obrazek 36: Rozlozeni normalového napéti  Obrazek 37: Posunuti ve sméru x v mm.
v MPa.
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Obrazek 38: Posunuti ve sméru y v mm. Obrazek 39: Posunuti ve sméru z v mm.
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Dosazené vysledky jsou zobrazeny na obrézcich 40 az 46. Obrazek 40 nam ukazuje
rozlozeni von Misesova napéti a deformace v mm.

Obrazek 40: Rozlozeni von Misesova napéti
v MPa a deformace téles v mm.

Rozlozeni normalového a slozek teéného napéti v MPa a posunuti v mm v jednotlivych
smérech na horni plose kvadru, kde dochazi ke kontaktu, je vidét na obrazcich 41 az 46.
Cely vypocet problému trval 15.8561 sekund.
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Obrézek 41: Rozlozeni normalového napéti Obrazek 42: Rozlozeni te¢ného napéti 1, , v
v MPa. MPa.
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Obrazek 43: Rozlozeni tecného napéti T, v Obrazek 44: Posunuti ve sméru v mm.
MPa.
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Obrazek 45: Posunuti ve sméru y v mm. Obrazek 46: Posunuti ve sméru z v mm.
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Z.avér

Bylo implementovano rozhrani, které umoznuje napojeni kontaktnich tiloh modelovanych
v systému COMSOL na feSi¢e implementované v MATLABu a OOSOLu. Jeho soucasti
jsou funkce pro sestaveni matic a vektori z podminek nepronikani a zakona tieni. Sesta-
veni matice tuhosti, vektoru zatiZeni a objekti z rovnostnich vazeb (Dirichletovy a lepici
podminky) je realizovano pomoci COMSOLovské funkce assemble. Dale byly implemento-
vany efektivni nasobici procedury pro nasobeni Hessianem z alohy (2.16) a pseudoinverzi
K.

Na takto vytvorené matice a vektory je aplikovan numericky i paralelné skalovatelny
algoritmus SMALBE vyvinuty prof. Dostalem z Katedry aplikované matematiky;, VSB-TU
Ostrava.

Prinos této préce je ilustrovan na radé modelovych tloh Herzova typu ve 2D a 3D.

V této préaci bych rad pokracoval v doktorském studiu, kde bych se rad pokusil o
paralelni feSeni a dalsi modifikace, které by vyplynuly z pozadavki nasi katedry.
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