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Abstrakt
Cilem této prace je nalezeni optimalniho dé€leni sit€ pro feSeni varia¢ni nerovnice. K tomuto je
vyuZito nastrojii tvarové optimalizace. Navrh analyzy citlivosti je dan s ohledem k pohybu uzli
sité, jez vystupuji jako navrhové proménné. Kritérium uzité v analyze citlivosti je celkova
potencialni energie systému. Minimizace cenového funkcionalu znamend snizeni diskretizacni
chyby a zlepSeni aproximace kontaktni ¢asti. Pro srovnani vysledkt je pouzito i dalsi metody
optimalizace - lokalni zjemnéni sité. Teoretické ivahy jsou doplnény o numerické vysledky na

konkrétnim problému.

Kli¢ova slova
Varia¢ni nerovnice, existence a jednoznacnost feseni, cenovy funkcional, gradient cenového

funkcionalu, analyza citlivosti, relokac¢ni metoda.



Abstract
The aim of this work is to find an optimal distribution of a grid for solving varitional inequalities.
Tools of optimization are used for it. Design sensitivity analysis is given with respect to the
movement of grid points. The criterion used in sensitivity analysis is the total potential energy of
the system evaluated at the equilibrium state. Minimization of the cost functional means reduction
of the discretization error and a better approximation of the contact zone. To compare results we
use another method of optimization — local refinement of a grid. Numerical results of model

problem are presented.

Keywords
Variational inequalities, existence and the uniqueness of a solution, cost functional, gradient of

the cost functional, sensitivity analysis, relocation method.
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1. Uvod

Analyza citlivosti je dillezita cast jakékoli metody optimalizace, nebot’ se podili také na
vypoctu gradientli objektl. Poskytuje dilezity nastroj pro zlepSeni ndvrhu. Spojita zavislost fesent
na navrhovych proménnych je fundamentalni vlastnost zajist'ujici existenci optimalniho feseni.
je diferencovatelnost. Analyza citlivosti vyviji pfislusné nastroje, které umoziuji analyzovat
diferencovatelnost objektti jako jsou feSeni stavovych problémi vzhledem k navrhovym
proménnym v tvarové optimalizaci. Analyza citlivosti poskytuje informaci o gradientu potiebnou
v metodach gradientniho typu, nejcastéji vyuzivanych k numerické minimizaci funkei.

Hlavnim ukolem této prace je jednoduse a srozumitelné ukazat moznosti optimalizace
sit¢ pro feSeni variaCni nerovnice. V kapitole 2 jsou shrnuty zakladni poznatky o variacnich
nerovnicich, existenci feSeni a aproximaci varia¢nich nerovnic. Kapitola 3 pojednédva 0
diferencovatelnych vlastnostech feSeni, ukazuje, jak vypadd derivace cenového funkcionalu.
V kapitole 4 je popséana specielni varia¢ni nerovnice. Je dokdzana existence a jednoznac¢nost
jejiho feseni. Dale se zabyva diskretizaci spojitého problému. Na zavér kapitoly je naznaCen
postup pro nalezeni optimalni volby sité. V kapitole 5 je zadana konkrétni uloha. Detailn¢ je zde
ukézan postup feSeni této tlohy. K diskretizaci spojité ulohy je vyuzita metoda kone¢nych prvki
(MKP), v tomto pfipad¢ metoda Ritz-Galerkinova se specidlnim vybérem bazovych funkci. Je
popsana optimalizace sité, bud’ pfidanim bodu (lokalni zjemnéni sité), nebo premisténim

navrhovych proménnych (pevny pocet uzli) — relokacni metoda.
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2. Variaéni nerovnice

Cilem této kapitoly bude uvést podminky existence a jednoznacnosti feSeni variacni nerovnice.
Dale ukazeme, jak souvisi vlastnosti bilinearni formy s feSenim variaéni nerovnice. Stru¢né

popiseme metody diskretizace a podivame se na konvergenci fesen.

2.1 ResSeni varia¢ni nerovnice

Mg¢jme V realny Hilberttiv prostor se skalarnim sou¢inem a normou ||||, oznaéme U < V jeho
neprazdnou, konvexni a uzavienou podmnozinou a V' prostor spojitych linearnich funkcionalt

nad V. Dale ozna¢me (f, u) jako hodnotu funkcionalu f v bod¢ u a definujme jeho normu

Kf vl
lvll

lflly, = sup v+0,veEV.

Bud a:V x V - R, bilinearni forma.

Definice 2.1 Rekneme, Ze a Jje
a) symetrickda na V, pokud a(u,v) = a(v,u) VYu,v €V.
b) omezend na V, pokud existuje konstanta k > 0 tak, ze
la(w, v)| < kllullllv]l Yuv e V.
¢) V - elipticka na V, pokud existuje konstanta a > 0 tak, Ze

a(v,v) = a||v||> Vv EV.

Definice 2.2 Rekneme, Ze u je FeSenim variacni nerovnice zadané {U,a, f}, jestlize u € U a
spliuje
a(uv—u)=(f,v—u) vv e U. (P1)
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Pokud je a navic symetricka na V, je tloha (P1) ekvivalentni loze:

najit u €V takové, ze J(w) < J(v) Vv e U, (P2)

kde J(v) = %a(v, v) — {f, v) je kvadraticky funkcional.

2.2 Existence a jednozna¢nost feSeni varia¢ni nerovnice

K dokazani existence a jednoznacnosti feseni vyuZzijeme toto zobecnéni Lax-Milgramovy véty.

Véta 2.1 Necht'V je Hilbertitv prostor, a:V XV — R je bilinedrni forma, kterd je omezend a V

-elipticka na V a f € V'. Pak existuje praveé jedno reseni ulohy (P1) a plati:

lully < =11 lly.- 2.1)
Diikaz viz [H83].

2.3 Aproximace varia¢nich nerovnic

Bud ScV,S#V neprazdna, konvexni, uzaviend podmnozina V , jind nez USV,U+#V .
Predpokladejme navic, ze S € S', kde S’ je linearni podprostor dimenze n a bud’ ey, e,,..., e, jeho
baze. Dale predpokladejme, Ze bilinearni forma a je symetricka na V.

Rekneme, Ze prvek ug € S je Ritzovou aproximaci (P2) na mnoziné S, pokud
J(us) <J(w) VvES. (2.2)

Ulohu (2.2) mizeme numericky fesit. M&me v € S libovolné. Pak miizeme v jednoznacné
vyjadfit ve tvaru:

v=3",0ae, @ €R;. (2.3)

Dosazenim do J dostavame:
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J(v) =3 (@ 4@) - (b, @),
kde A = (a;)7'j=; je matice tuhosti a b = (by,..., b,) vektor pravych stran, jejichz prvky jsou dany:
a; = a(eye), by =(f,e),i,j=1,..,n
Jelikoz dimS’ = n, je prostor S’ isomorfni s R,, pomoci isomorfniho zobrazeni I: S" - R,,, kde
Iv=d = (a,.,a,) ER, VVES,
a = (ay,..., &,) je vektor koeficientli linearni kombinace vzhledem k bazi e,,..., e, (viz. (2.3)).

Uzitim isomorfniho zobrazeni I je mozno konvexni mnozinu S ztotoznit s konvexni neprazdnou

podmnozinou K € R,,, definovanou vztahem
K ={d@ €R,:I'd €S},
kde 1! je inverze I.
Nyni Ize Glohu (2.2) psat v této algebraické podobé:
najitd €K:J(@ )<J(@ VaekKk, 2.4)
kde
J(@ =J(7'd) =2 (d Ad) — (b,@), @ € R,

Uloha (2.4) tedy vede na tlohu konvexniho programovéni v R,: nalézt minimum kvadratické

funkce J na konvexni, uzaviené podmnozing v R,,.

Jelikoz hlavnim pozadavkem je feSeni u aproximovat s libovolnou pfesnosti, je zfejmé, Ze nam

nebude stacit jedna mnozina S, pokud ovSem u neni prvkem S, ale cely systém {S,}, h —» 0 +.
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Necht’ u, je feSenim varia¢ni nerovnice {Sy, a, f}:

up € Sy alup, v —up) = {(f,v—u,) Vv €S,. (2.5)

Oznaéme e(h) = ||u — uy|| jako chybu mezi pfesnym feSenim u a jeho aproximaci uy, na Sj.

Pak plati tato véta o konvergenci:
Véta 2.2 Necht' a:V xV — R, je symetricka, V— elipticka a omezend na V. Necht systém {S,} md
tyto viastnosti:

vv e U Jv, €ESpiv, »vvelV, h - 0+; (2.6)

ze slabé konvergence vy, k v, v, € S, plyne, Zev € U. 2.7

Pak e(h) - 0 pro h = 0+, tj. metoda je konvergentni.
Diikaz viz [H83].
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3. Analyza citlivosti

Kapitola se zabyva diferencovatelnymi vlastnostmi feSeni varia¢ni nerovnice, zavislé na

parametru &.

Bud’ A(@) € R, matice, f (&) € R, vektor a & parametr, jez patfi do n&jaké oteviené mnoziny

U,q4. Budeme uvazovat varia¢ni nerovnici, zavislou na parametru & € U,g:

najit (&) € K(a) tak, ze

(G - #@)TA@#@) = (¢ - #(@)f(@) vy €K@, (P(a))

kde
K(@) ={y € Ry:y; = pi(@)Vi € I}, (3.1

I ={1,.,n}a¢;:Uy — R, i €1 jsou spojité diferencovatelné funkce na U,q.

Bud’ J: U,y X R,, = R realna funkce.

Budeme se vénovat analyze citlivosti feSeni problému (P(&)).

Predpokladejme, ze jsou splnény tyto piedpoklady:
1) A(@) je regularni pro kazdé @ € U,g;
i) AEC Ui Ruxn)s f € C'(Uaai Rp);
iii) ] € C*(Uy X Ry);
iv) A(@) je symetricka pro kazdé @ € U,y;

V) Jkonst. m > 0: yTA(@)y = m||y||? VY € R, V& € U,.

Lemma 3.1 Bud spinén predpoklad 1), ii) a v). Pak pro kazdé dvé Feseni #(@), X(8) problémii
(P(@)), (P(B)), kde &, € Uy plati:

1Z(@) — B < c{IA@ — ABI + I @ — FII + 1la — BI, (3.2)
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kde ¢ > 0 nezavisi na a, € Uy.

Diikaz viz [HMO3].

Z Lemma 3.1 vyplyva Lipschitzovska spojitost zobrazeni @ ~ x(&) na U,y. Z Rademacherovy

véty také plyne diferencovatelnost ¥:& — ¥(a) € K (&) skoro vSude v U,q.
Nyni ukazeme, Ze ¥ je smérové diferencovatelné pro kazdé @ € U,q a kazdy smér g €R,.

Vime, ze (&) € K (@) fesi problém (P(@)), pokud 3 vektor A(&) takovy, e dvojice (2(@), 1(&))

spliuje Karusch-Kuhn-Tuckerovy podminky optimalizace:

2@ =0,x5@) —¢(@=0 Vi=1.,n (KKT(&))
2,(@) (xi(@) — (@) = 0 Vi=1,.,n

Z Lemma 3.1 a (KKT(&@)) je vidét, ze zobrazeni A: @ = A(@)je rovnéz Lipschitzovsky spojité na
U,e. M&jme ((@ + tB), X(@ + tf)) spliwjici (KKT(& + t#)), kde & € U,y, f € Ry a t > 0. Koneéné

diference

Z(@+th)-%(@) a 1@+th)-1@
t t

jsou v disledku Lipschitzovské spojitosti omezené pro t > 0, a proto lze najit posloupnost {t,},

t, = 0 + a vektory ': = ' ({t,}), 1: = X' ({t,}) takové, e

R@Htnf)=E@) | o A@+taP)A@ | 3 L (3.3)
> > 'n * *

tn tn

Nyni potfebujeme ukazat, Ze ¥' a A’ nezavisi na bliz§im vybéru {t,,}. Z ii) vyplyva, Ze smérové

derivace A a f existuji:
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R A@+tpB)—A®@)
A'(@p) t,}—»0+ tn
f'(@ By = lim HEmPIE (34)
n—0+ n

a tyto limity nezavisi na {t,,}, t, —» 0 +. Zderivujeme-li prvni rovnost v (KKT(&)), dostaneme:

a} (@)% (@) + ay(@)x)(@) = f{ (@ + (@) Vi=1..,n

Definujeme rozlozeni indexové mnoziny I: I = I, (@) U I,(&) U I_(&) takto:
I,(@) = {i € I|x;(@) > ¢:(d), A;(@) = 0}
I (@) = {i € I|x;(@) = ¢:(@), 4:(@) = 0}

(@) = {i € I|x;(@) = ¢;(@), 4;(a) > 0}.

Provedeme analyzu chovani #(@) a A(&) pro parametr ve tvaru & + tf3, t —» 0 +.

Bud i € I,(&). Pak vzhledem ke spojitosti zobrazeni #: @ — #(&) plati, Ze i € I, (& + tf) pro
libovolné |t| < &, kde § > 0 je dosti malé. Z posledni podminky (KKT(&)) dostavame, ze 1;(a +
tf) = 0 = 2;(&) pro jakékoli |t] < & a tedy A,(&) = 0.

Pokud i € I_(@), pak 2,(@) > 0 a také 4;(@ + tf) > 0 pro |t| < 6. Opét z posledni podminky
(KKT(&)) mame: x;(@ + tf) = ¢;(@ + tf), takze x/(&) = ¢;(& B).

Kone¢né pro i € I,(a)a t > 0 plati:

2@ +tf)=21(@) =0

x,(@ +tB) = ¢i(d + tf)

a v dasledku toho A;(@) = 0, x/(@) = $.(@, B).

Nyni ukazeme, ze

(@) (X (@) — pi(a,B) =0 Viel (3.5)
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(3.5) jist& plati pro i € (@) U I_(&), nebot’ A;(&) = 0 a x/(@) = ¢, (& ).

Pro i € I,(&), pokud je 2;(&) = 0, pak (3.5) opét plati. Pokud 2;(&@) > 0, pak nutné 1,(& + tf) > 0,
takze x;(@ + tf) = ¢:(@ + tf) V|t| < & dosti malé. Odtud x/(@) = ¢(&,f) a je tak dokazano, Ze

(3.5) plati pro vi € I.

Rozkladu I do I, (&), I,(@) a I_(@) ptifadime nasledujici konvexni mnozinu K (&, §):
K@@ B) =Vi € 1_(@), y; = ¢i(&, B) Vi € I,(a@). (3.6)
Z ptedchazejici analyzy plyne, ze (X' ({t,}), i’({tn})) spliiuje KKT systém:

a; (d’)x}(d’) = fl-’(o?) + /1’1-(07) - ai’j (&)x]-(c?) Viel
(@) = 0 Vi € 1.(&)
A4(@) = 0, x{(@) = $j(@ BV € Iy(&), x{(@) = j(@ F) Vi € I_(&) (3.7)

2@ (@) — pi (@ B)) = 0 Vi € Io(@) UI_(@)
Nyni jsme schopni zformulovat tuto vétu.

Véta 3.1 Budte splnény predpoklady ii), iv) a v). Pak Feseni X(d) problému (P(&)) je smerove
diferencovatelné pro kazdé a € U,y a v jakémkoli sméru B € R,. Kromé toho smérova derivace
%'(@):=%'(& ) mize byt ekvivalentné charakterizovina jako jediné Feseni ndsledujiciho

minimizacniho problému:

najit (&) € K(a, p) tak, e
Gz (% (@) < Gz3() vy = K(@,B), (3.8)
kde

Gop@) = 39TA@F + 74 @F@) - ' (@.
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Diikaz: Protoze A'(&) a f'(&) nezavisi na vybéru {t,,} a tiloha (3.8) ma prave jediné feseni, plyne

odtud, ze ani ¥'(&), A’ (@) nezavisi na bliz§im vybéru {t,} a proto smérové derivace existuji.

Mgjme J: U4 X R, = R funkeci splitujici iii) a definujme J: U,y - R

J(@):= (& %(@)), (3.9)

kde X(a) € K(@) je teSeni (P(&)).

Potom J jako slozeni J a ¥ je smérové diferencovatelné pro jakékoli @ € U,y a v jakémkoli sméru
f € Ry, ale obecnd nemusi byt spojité diferencovatelné. Pro nékteré specialni cenové funkcionély

vsak slozena funkce muize byt tfidy C*. To je pfipad funkce:

J(@) =1 @@, A@),2(@) - (F(@), %(@)),

ktera je 1x spojité diferencovatelna v U,y. To je vidét z vypoétu smérové derivace J'(d@, f):

J' (@ F) =@, 4 (@,%(@) + (# (@), A@), (@) — (f'(@), (@) - (f (@, %' (@)).

Z (KKT(&)) a definice K (&, ) je ziejmé, Ze

F(@), A@DF@) - f(@) = @ (@), D) = Tier_@) D1 (@ B)A(@).

Ukazme si posledni rovnost.

Jestlize i & I_(d), pak 4;(&) = 0 a proto ¢} (@, f)A;(@) = x;(@)A;(@) = 0. Je-li i € I_(&), pak
x{(@) = ${(@B).



3 Analyza citlivosti 16
Dostavame tedy tento vyraz:
J'(@ B) = 5 (@, A'(@,2(@) - (f'(@, #(@) + i (@ HH(@. (3.10)

Chceme-li ziskat gradient funkce J, volime za sméry f kanonickou bazi R, tj. (1,0,...,0),

0,1,...,0),..., (0,0,..., 1).
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4. Formulace a variac¢ni formulace
nerovnice 2.1radu

V této kapitole se budeme zabyvat specielni variacni nerovnici 2. fadu.
Oznacme

U=v(01), 4.1)
kde c je zaporna konstanta a bud’
J) =3 fy @2dx — [ fvdx, f € L2(), f>0,1=(01) (4.2)
kvadraticky funkciondl. Definujme tento problém:

najit w e U tak, Ze

J (@) = minj/ (). (P)

Jak vime, (P’) je ekvivalentni varia¢ni nerovnici:

najit u € U tak, ze

fiw' @ —u)dx > [ f(v —w)dx Yv € U. (P)
Véta 4.1 Existuje prave jediné reseni ulohy (P).

Dikaz: Vyuzijeme véty 2.1. Stac¢i ukazat, Ze bilinearni forma a(u,v) = | 01 u'v'dx jeomezena  a

V-eliptickina U a F(v) = fol fvdx je spojity linearni funkcional.

|f01 fvdx| < \/folfzdx\/fol(v)zdx < Ifllollvlly = F je spojity linearni funkcional na U;

| f) w'v' dx| S\/fol(u’)zdx\/fol(v’)zdxs ' |lol1v']lo = aje omezena na U;

a(v,v) = fol(v’)zdx > c||v']|? , kdyZ jsme pouzili Friedrichsovu nerovnost = a je V-elipticka na

U.
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Nasledujici véta interpretuje feSeni u ulohy (P).

Véta 4.2 Necht reseni u € C*([0,1]). Pak plati:

-u" = fv(0,1)
W+ fHlu—-c)=0v(0,1)
u(0) =u(1) = 0. 4.3)

Diikaz: Okrajova podminka u(0) = u(1) = 0 plyne z definice U. Na integral na levé strané

variacni nerovnice (P) pouzijeme metodu integrace per partes:

[w' @ —wls— [, w' (v —wdx > [ f(v — uw)dx. (4.4)

Prvni ¢len na pravé strané (4.4) vypadne, jelikoz u, v € U. Po pfevedeni na jednu stranu dostavame:

J @+ f)(v —w)dx < 0. (4.5)

Zvolme v tvaruv = u + ¢, kde ¢ € C5°(I), ¢ = 0nal. Pak v e U az (4.5) plyne

@+ f)(@)dx <0 V¢ € C2(I), ¢ > 0 nal.

Odtud dostaneme

u'"+f<Onal.

Bud’ x € (0,1) bod takovy, ze u(x) > c. Pak u(x) > c v jistém okoli B; (%), tj.
u(x) > c Vx € B;(x).
Bud’ ¢ € C;°(B;j(x)) libovolna funkce a zvolme v ve tvaru v = u + to, |t| < e. Pak v € U, pokud

¢ je dostatené malé a proto mtizeme tuto funkci uzit v (4.5). Po dosazeni a vyd¢leni t, dostavame:

o0 + Dpix = 0 Vb € C7(B, ()
a tedy
—u" = f v B;(%).
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Poznamka 4.1 Interval [0,1] miZzeme rozdé€lit na 2 mnoziny M,, M,, kde

M; = {x € (0,1)|u(x) = c} ... kontaktni z6éna
M, = {x € (0,1)|u(x) > c}.

Z (4.3)2 plyne, ze pro x € M, plati rovnost —u'’ (x) = f(x).

Nyni popiSeme diskretizaci tlohy (P”). Necht 4;,:0 = ay < ;... < @, = 1 je déleni intervalu [0,1]
a h jeho norma.

Kazdému takovému 4,, ptitadime kone¢né-dimensionalni prostor V,, po ¢astech linearnich funkeci:

Vh =Vi= 1,...,71; Uh(o) = vh(l) =0

a jeho konvexni podmnozinu S, kde

Je zfejmé, ze S;, c U pro Vh.
Ritzovou aproximaci u nazveme feSeni této tlohy:
o < ,
najdi uy € Sy: J(u,) < J(vy) Vv, € S,. (Prv’)

Jak vime z kapitoly 2, tloha (Py’) vede na ulohu kvadratického programovani: nalézt minimum

kvadratické funkce
) = %(i, 4y) = (.9
na konvexni mnoziné
K=VvVi=1,.,n—-1,
coz je presn¢€ uloha studovana v predchozi kapitole.

Je vidét, Ze matice A je tfidiagonalni a pro po ¢astech linearni polynomy jsou jeji prvky dany takto:
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1 1
a = +
a; Ai—q Xiy1 — &

a _ 1

ir1 =

bt i~ Qi1

1

ajj_q1 = 4.6

i,i—1 aj_1-a; ( )

Kvalita aproximovaného feSeni zavisi mimo jiné na déleni intervalu [0,1]. Necht’ 4, je pevné

zvolené “referencni‘ déleni intervalu [0,1]:

0=(70<(71<...<C_¥n=1.

Kolem kazdého uzlu déleni @;, i = 1,...,n — 1 uvazujme jeho &; > 0 okoli, tj. interval (a; — &§;, @; +
8;). 8; zvolime takovym zplsobem, aby uzly «;, kde ¢y =0, @, =1, a; € (@; — 8, @; + 6, i =
1,..,n — 1 tvotily opét déleni 4, intervalu [0,1] ( prvni a posledni uzel déleni je fixovan ).

Ozna¢me @ = (ay,..., dp_1) € R,_; vektor, jehoz slozky jsou vnitini uzly d€leni 4,. Koneéné-

elementové feSeni budeme uvazovat jako funkcei, jez zavisi na & € Uy, kde
Ug=,i=1.,n—1

a §; > 0 jsou pevné zvolend. Nasim cilem bude nalézt “optimalni“ & € U,4, které da nejlepsi

kvalitu aproximovaného feSeni. Zakladem je nasledujici lemma.

Lemma 4.1 Necht'u € U je reSenim (P) a uy, € Sy, jeho Rietzova aproximace. Necht navic u €

C2([0,1]). Pak
~u—up 3+ fy @+ (e = wp)dx = J (up) =) (@). (4.7)
Dukaz: Z Taylorova rozvoje plyne:

J @) =J (W) = J' (@ up = u) + 2] u, — w2y, — ).

ProtoZze J je kvadraticky funkcional, je
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J @y —u) = f3u'(up, —w)dx — f) f (up —u) dx (4.8)

J'(wu—upu—uy) = |u_uh|i1- 4.9)

Na prvni integral pravé strany (4.8) pouzijeme metodu integrace per partes:

fol u'(up —u)dx = — fol u” (u, — u) dx,

kdyZ jsme navic vyuzili toho, Ze u(0) = u(1) = u,(0) = u, (1) = 0. Odtud a z (4.3) dostaneme:

J oy —w) == [ + f)up, —wdx = — [ @ + Huy — ) dx — [ (" + f)(c —u) dx,

kde ¢ je konstanta z definice mnoziny K. Posledni integral je v§ak roven 0, jak plyne z (4.3)..

Odtud a z (4.9) dostavame (4.7).

Poznamka 4.2 Prvni vyraz vlevo (4.7) je diskretizacni chyba, zatimco druhy vyraz charakterizuje,

jak dobfe je aproximovana kontaktni ¢ast. Tento ¢len by se rovnal nule, pokud u;, = u.

Jak jiz bylo zminéno, budeme uvazovat nase konecné-elementové feseni u;, jakozto funkci polohy
uzll 4y, 4. up: = up ().

Jsou-li @4, @, € U,y dvé rlizna déleni intervalu [0,1] a jestlize

J(up (@) <J(un(@>)),

budeme déleni realizované pomoci &, povazovat za “lepsi, nez déleni pomoci @,. To nas vede

k nasledujici definici optimalniho déleni [0,1].
Definice 4.1 Rekneme, Ze déleni A, realizované pomoci @ € U,y je optimdlni, jestlize

J(up(@ ) <J(up(@) Vat € Uyg. (P)
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Vyjaditime-li (P) v algebraické podobé, dostaneme nasledujici tilohu:
na]dl a € Uad: ](& ) S](C_f) Va € Uada (P,)

kde
J(@) = %(?_C’(&),A(ff)f(d))) — (f(@), %(@)).

Pfitom X (&) je feSenim varia¢ni nerovnice:

najdi X(a) € K takovy, ze

(A@F(@), 5 - #@) = (f(@),5 — (@) vy €K, (P(a))

K nalezeni optimalni sit€ uzijeme dv¢ strategie:

(1) zjistime, ktera slozka Vz/ (@) je nejvetsi. Tam dochazi lokalné k nejveétsi zméne funkce
], a proto pridame dalsi dva uzly déleni (nalevo a napravo od daného uzlu). Dojde tedy k
lokalnimu zjemiovani site.

(2) budeme numericky minimizovat funkci / na mnozin€ U,y. V tomto piipadé pocet uzll

déleni zGstava stejny, meéni se jejich poloha.

Pii pouziti kterékoli z téchto strategii, je nutno spocist gradient J. Jak vime z ptedchozi kapitoly
je tato funkce 1x spojité diferencovatelna. K vypoctu gradientu je potfeba znat parcialni derivace
A a f podle proménnych a;, i = 1,..,n — 1.
Snadno zjistime, ze %A(d’) je dana takto:

a 1 1

a. =—aqa; = — +
T Oa; (a; —ai—1)? (@41 — @;)?
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a;.,=—a = L
pit1 = 5 Aiiy1 =
aai

A =-2a = !
BT 9y ETL T (g —ap)?

V nasem priikladu za funkci f bereme:

Odtud plyne, ze

0 2,5 ’ ’
s f(@ = (0..0-1010.0)7, f, =~1af}, =1

(@i-ai11)?

23

(4.10)

4.11)
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5. Uloha s konstantni pfekaZkou

V této kapitole se budu zabyvat analyzou a feSenim konkrétni variacni nerovnice s konstantni
ptekazkou. Cilem bude najit optimalni sit’ vyuzitim strategii (1) a (2) zminénych v pfedchazejici

kapitole.

5.1 Zadani tlohy

Bud’
U=vl,
kde
c=-0.12
a zvolme pravou stranu f = —2.
Chci najit feseni u € U tak, ze:
J (W) = min/ (v), (5.1

kde
11, .2 1
](v)=5f0(v) dx + 2 [ vdx.

5.2 ReSeni pro pravidelnou sit’

Ulohu jsem fesila metodou koneénych prvki. K diskretizaci jsem pouzila pravidelnou sit.
Interval I = [0,1] jsem rozd¢€lila na disjunktni podintervaly. Sestavila jsem matici tuhosti A  a
vektor vngjsich sil . Prvky matice tuhosti A jsou definovany v (4.6) a prvky f jsou s ohledem na

volbu f = —2, dany takto:
fi=xi—1— Xiy1, L = 1,.,n (pfitom x, = 0ax,,, = 1). (5.2)

Proménna x; se objevuje pouze u slozky f;_; a f;,,, nebot’

fic1 = Xicp — X4, fir1 = X — X
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Reseni ulohy pro pravidelné déleni I na 200 podintervalii je na Obr.1, kde je zndzornéna piekazka

¢, pivodni poloha struny a poloha struny po deformaci.

Obr.1 - feSeni ulohy pro pravidelné déleni I na 200 podintervalt

Pro urceni gradientu funkciondlu potencialni energie J je potfeba urcit derivaci matice tuhosti 4’

dle (4.10) a derivaci vektoru vn&jsich sil f* dle (4.11), abych mohla vyuzit vztahu (3.10).

Derivace prekazky ¢’ podle kazdé slozky @ a v kazdém sméru § je rovna 0, takZe pro vypocet

derivace dostavame vztah:

J'(@B) =5 F@),A(@),%(@) - (f' (@), (@) (5.3)

Provedla jsem kontrolu vypoctu gradientu pro déleni intervalu I = [0,1] na 5 ¢asti. Pro kontrolu
spoctenych hodnot gradientu pomoci vztahu (5.3) jsem vyuzila kone¢nych diferenci. Kazdou
slozku vektoru @ = (ag, @y, @y, a3, a4, @) (MIMO @, a ag) jsem vzdy postupné posunula o § =
0.0001, nasledn¢ urcila hodnotu cenového funkcionalu J a spocetla hodnotu derivace pomoci

zpétnych diferenci. Naptiklad pro a¢; = 0.2 + § se hodnota J rovnala -0.123999998 a po dosazeni
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vysla hodnota této derivace 0.00002 (podobné s a,, a5 a a,). Vysledky jsou shrnuty v Tab.1.

0J(@) J(aog a1 + 6, a3, a3, a4, as5) — ] (@, @1, Az, A3, Ay, As)

=~

Jday

é

a; Pivodni hodnota Hodnota cen. Slozka gradientu Vypocet
cenového funkcionalu pii funkcionalu derivace
funkciondlu posunuti @; 0 § = spoctena dle kone¢nymi
0.0001 vztahu (5.3) diferencemi
a; -0.124 -0.1239999980 0.000001 0.000020
a, -0.124 -0.1239984999 0.015005 0.015001
as -0.124 -0.1240014999 -0.015003 -0.014999
a, -0.124 -0.1239999980 0 0.000020

Tab.1 Kontrola vypoctu slozek gradientu
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Nyni budu zkoumat, jaké jsou hodnoty slozek gradientu pro zvétSujici se pocet déleni intervalu 1.

Postupné budu brat déleni na n =8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 a 1024 podintervaltl.

Z Tab.2 a Obr.2 - 9 je vidét, ze pro vSechna déleni jsou hodnoty derivace ve vSech bodech nulové

nebo téméf nulové mimo dvou bodi (jedna se o body, kde dojde ke zmeéné na kontakt nebo zpét

na nekontakt). Tyto hodnoty jsou symetrické. Absolutni hodnota nejvétsi slozky gradientu se se

zvétsujicim poctem bodl déleni zmensuje.

n Nejveétsi slozka gradientu Nejmensi slozka gradientu
8 6.30000e-3 - 6.30000e-3
16 4.40625e-4 - 4.40625¢e-4
32 4.74019¢-4 -4.74019¢-4
64 1.07808e-4 - 1.07808e-4
128 1.62550e-5 - 1.62550e-5
256 4.53504e-6 - 4.53504e-6
512 9.05501e-7 -9.05501e-7
1024 3.31661e-7 -3.31661e-7

Tab.2
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Obr.2 — hodnoty slozek gradientu pro déleni na 8 podintervalt /

Obr.3 — hodnoty slozek gradientu pro déleni I na 16 podintervalt
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Obr.4 — hodnoty slozek gradientu pro déleni I na 32 podintervaltl

Obr.5 — hodnoty slozek gradientu pro déleni I na 64 podintervalt
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Obr.6 — hodnoty slozek gradientu pro d€leni I na 128 podintervald

Obr.7 — hodnoty slozek gradientu pro déleni I na 256 podintervald



5 Uloha s konstantni pirekdzkou 30

Obr.8 — hodnoty slozek gradientu pro d€leni I na 512 podintervald

Obr.9 — hodnoty slozek gradientu pro déleni I na 1024 podinterval
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Jako “presné“ feseni jsem zvolila feSeni na velmi jemné ekvidistantni siti, konkrétné d€leni I na
1024 podintervall. Provedu srovnani pribliznych feseni pro pravidelné déleni I na 128,256 a 512
podintervali s feSenim “pfesnym*. Budu zkoumat:

a) hodnotu cenového funkcionalu J;

b) kontaktni ¢ast ziskaného feseni ;

¢) hodnotu slozek gradientu v bodech zmény;

d) globalni a lokalni chybu mezi pfibliznym a “pfesnym* feSenim,;

e) hodnotu Lagrangeova multiplikatoru u uzlu, kde dojde ke kontaktu struny s ptekazkou.

ad a)

Hodnotu cenového funkcionalu jsem pocitala dle vztahu:
J(@) =3 @(@),A@), %(@) — (f (@), %(@)), (5.4)

kde X(@) je fesSeni algebraické variacni nerovnice, A(&) matice tuhosti a f(a) vektor vnéjsich sil.

Vysledné hodnoty jsou shrnuty v Tab.3.

n hodnota J (&)
128 -0.12914173
256 -0.12914698
512 -0.12914831
1024 -0.12914864

Tab.3

ad b)
Zde budu zkoumat, v jakém intervalu je struna po deformaci v kontaktu s ptekazkou, velikost

kontaktni ¢asti a jeji odchylku (v absolutni hodnot€) od velikosti kontaktni casti “presného* feSeni.

Vse je shrnuto v Tab.4.
n kontaktni ¢ast velikost kont.¢asti odchylka
128 [ 0.343750 , 0.656250 ] 0.312500 0.005859
256 [ 0.347656 , 0.652344 ] 0.304688 0.001953
512 [ 0.345703 , 0.654297 ] 0.308594 0.001953
1024 [ 0.346679 , 0.653320 ] 0.306641 0

Tab.4
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adc)
Z Tab.2 a Obr.6 — 9 je videt, ze v prave v krajnich bodech intervalu kontaktni ¢asti je hodnota
slozky gradientu v absolutni hodnoté o hodné vétsi nez v bodech ostatnich. Také je patrné, Ze pro

vetsi pocet uzlll se maximalni hodnota téchto slozek zmensuje.

ad d)

Pro urceni chyby mezi ptibliznym a “pfesnym‘ feSenim jsem vyuzila H1 normu:

1
= upllyrey = (J,(u — up)?dx + [ (u' —up)?dx)2 >

(5.5)

kde u je “presné™ teSeni, u, ptiblizné feSeni postupné pro déleni I na 128, 256 nebo 512
podintervald. K vypoc¢tim integrald nutnych pro ur¢eni H1 normy jsem pouzila slozené Newton-
Cotesovy vzorce.

Globalni chyba odpovida volbé G = I. Lokalni chybu jsem pocitala na intervalech kolem bod,

kde nastala zména. Konkrétn€ jsem brala G = [0.3125,0.375] a G = [0.625,0.6875] (Obr.10a,b).

Obr.10a — Interval G = [0.3125,0.375] pro nalezeni lokalni chyby
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Obr.10b — Interval G = [0.625,0.6875] pro nalezeni lokalni chyby

V Tab.5 jsou vypoétené globalni a lokalni chyby mezi “pfesnym® feSenim a feSenim pro déleni /
na 128, 256 a 512 podintervalii. Pro zjisténi, jak se do globalni chyby projevi chyba derivace

feSeni, vypoc¢itdm seminormu na 1.

1
I’ = upllizgy = (J;,(w' — up)?dx)z.

n globalni chyba seminorma lokalni chyba
128 3.775080e-6 1.659011e-6 2.409131e-6
256 8.429038e-7 4.628558¢e-7 5.846667¢-7
512 2.164708e-7 6.534892e-8 1.255130e-7

Tab.5

Globalni chyba se zmenSuje pro zjemnujici se déleni

ade)
Hodnota Lagrangeova multiplikatoru 4; v uzlech «; leZicich mimo kontaktni ¢ast feSeni se rovna

nule. Zajima mé, jak vypada 2; v uzlu, kde doslo ke kontaktu struny s piekazkou.
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n hodnota 4; u uzlu zmény na kontakt
128 0.0024716
256 0.0063940
512 0.0005376
1024 0.0001515
Tab.6

Hodnota Lagrangeova multiplikdtoru je shodné v obou krajnich bodech intervalu kontaktni ¢asti.

U uzli lezicich uvnitt kontaktni ¢asti je hodnota multiplikatoru vétsi nez v uzlech zmény:.
Shrnuti: Z Tab.2-5 je videt, ze se zjemnujicim se délenim se nejvetsi slozka gradientu a hodnota

cenoveho funkcionalu zmensuje. Odchylka velikosti kontaktni casti od velikosti kontaktni casti

“presného * Feseni a globdlni chyba se pro zjemnujici déleni také zmensila.

5.3 Reseni na lokalné ziemnéné siti

V této casti se budu zabyvat nalezenim optimalni sité pro déleni I na 128, 256 a 512 podintervali.
Opét budu vysledky srovnavat s “pfesnym‘ feSenim.
Pouziji strategii (1) z pfedchozi kapitoly. Kolem uzll, kde jsem zjistila v absolutni hodnoté

nejvetsi slozky VzJ (@) pro déleni I na 128, 256 a 512 podintervalt, ptidam 2 uzly, jeden o%

. h v 1 1 1
doleva a jeden o - doprava, kde postupné h = —, —, —.
2 1287 256 512

Déleni / na 128 podintervalu

Z Tab.2 a 4 a Obr.6 vidim, Ze nejvetsi slozka (v absolutni hodnot€) gradientu je ve dvou bodech
ayy = 0.34375 a agy = 0.65625. Piidam tedy celkem 4 uzly a4, + % aaqg + g Dostavam déleni I na
132 podintervalt.

Z teSeni pro zjemnénou sit’ vySla kontaktni ¢ast v intervalu [0.347656,0.652344], kde krajni body

intervalu jsou praveé pridané uzly.

Pomoci vztahu (5.3) vypocitam gradient a zjistim, jak vypadaji slozky gradientu okolo bodti zmén

na zjemnéné siti oproti slozkdm gradientu na siti pravidelné.
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Na Obr.11a,c jsou v absolutni hodnoté nejvétsi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na

132 podintervalti a na Obr.11b,d pro déleni pravidelné na 128 podintervali.

Déleni / na 256 podintervalu

Z Tab.2 a 4 a Obr.7 je vidét, Ze nejveétsi slozka (v absolutni hodnoté) gradientu je opét ve dvou
bodech agg = 0.347656 a a4 = 0.652344. Pridam celkem 4 uzly agy + % aaq et % Dostavam

déleni na 260 podintervali.

Pro déleni na 260 podintervalll je kontaktni ¢ast: [0.345703,0.654297]. Pomoci vztahu (5.3) ur¢im
gradient J.

Lokalni srovnani slozek gradientu na zjemnéné siti oproti pravidelné siti je na Obr.12a-d. Na
Obr.12a,c jsou nejvétsi slozky gradientu (v absolutni hodnot€) pro optimalizované déleni I na 260

podintervald a na Obr.12b,d pro déleni pravidelné na 256 podintervalt.

Déleni / na 512 podintervalu

7 Tab.2 a 4 a Obr.8 vidim, ze nejvétsi slozka (v absolutni hodnoté) gradientu je v bodech a,,; =
0.345703 a as35 = 0.654297. Znovu pridam 4 uzly a7, + % a ays + % Dostanu zjemnéné déleni I

na 516 podintervalti.

Pro feSeni na zjemnéné siti na 516 podintervall je kontaktni ¢ast: [0.346680,0.653320]. Zjistim

gradient J ( pomoci (5.3) ).

Na Obr.13a,c jsou nejvetsi slozky, v absolutni hodnoté, gradientu pro optimalizované déleni I na

516 podintervalti a na Obr.13b,d pro d€leni pravidelné na 512 podintervald.
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Obr.11a - nejvetsi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 132 podintervali
(zména na kontakt 0.3477)

Obr.11b - nejvétsi slozky gradientu pro pravidelné déleni I na 128 podinterval
(zména na kontakt 0.3438)
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Obr.11c - nejmensi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 132 podintervalt
(zména z kontaktu 0.6523)

Obr.11d - nejmensi slozky gradientu pro pravidelné déleni I na 128 podintervali
(zména z kontaktu 0.6563)



5 Uloha s konstantni pirekdzkou 38

Obr.12a - nejvetsi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 260 podintervala
(zména na kontakt 0.3457)

Obr.12b - nejvetsi slozky gradientu pro pravidelné déleni I na 256 podintervali
(zména na kontakt 0.3477)
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Obr.12c - nejmensi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 260 podintervaltl
(zména z kontaktu 0.6543)

Obr.12d - nejmensi slozky gradientu pro pravidelné déleni na 256 podintervalti
(zména z kontaktu 0.6523)
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Obr.13a - nejvetsi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 516 podintervalt
(zména na kontakt 0.3467)

Obr.13b - nejvétsi slozky gradientu pro pravidelné déleni I na 512 podintervali
(zména na kontakt 0.3457)
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Obr.13c - nejmensi slozky gradientu pro optimalizované déleni I na 516 podintervalil
(zména z kontaktu 0.6533)

Obr.13d - nejmensi slozky gradientu pro pravidelné déleni I na 512 podintervali
(zména z kontaktu 0.6543)
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U feseni na lokalné zjemnéné siti (optimalizované feseni) budu zkoumat stejné veliciny jako u
feSeni na siti pravidelné (viz ¢ast 5.2). Navic budu zkoumat, jestli doslo k n¢jakému zlepseni.

Vysledky pro ptivodni feSeni porovnam s vysledky pro feSeni optimalizované.

a) hodnota cenového funkcionalu
V Tab.7 je srovnani hodnot cenového funkcionalu j pro pravidelnou sit a pro sit’
optimalizovanou vypoctenych dle (5.4). Ve vSech ptipadech se pro optimalizovanou sit

hodnota J minimalizovala nebo ziistala stejna.

n hodnota J hodnota J pro n
pro pravidelnou sit’ optimalizovanou sit’
128 -0.12914173 -0.12914186 132
256 -0.12914698 -0.12914700 260
512 -0.12914831 -0.12914831 516

Tab.7

b) kontaktni ¢ast nalezeného feseni
V Tab.8-10 jsou shrnuty vysledky a provedeno srovnani. Pro feSeni na zjemnéné siti se krajni
body intervalu kontaktni ¢asti posunuly do piidanych bodi a tim doslo ke zmenseni odchylky
velikosti kontaktni casti od velikosti kontaktni pro “pfesné” feSeni. Dokonce pro

optimalizované déleni na 516 podintervali je interval kontaktni ¢asti stejny jako pro feseni

“pfesné®.
n kontaktni ¢ast pred kontaktni ¢ast po n
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 [ 0.343750, 0.656250 ] [ 0.347656 , 0.652344 ] 132
256 [ 0.347656 , 0.652344 ] [ 0.345703 , 0.654297 ] 260
512 [ 0.345703 , 0.654297 ] [ 0.346679 , 0.653320 ] 516
Tab.8
n velikost kontaktni ¢asti pfed | velikost kontaktni ¢asti po n
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 0.312500 0.304688 132
256 0.304688 0.308594 260
512 0.308594 0.306641 516

Tab.9
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n odchylka pted optimalizaci odchylka po optimalizaci n
sité sité

128 0.005860 0.001953 132

256 0.001953 0.001953 260

512 0.001953 0 516

Tab.10

¢) nejvetsi slozka gradientu J
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Z Obr.11-13(a-d) a Tab.11a,b je vidét, Ze pro feSeni na optimalizované siti se hodnota slozky

gradientu J u uzld, kde doslo ke zméné€, zmensila oproti feSeni na pravidelné siti, ale nejvetsi

slozka gradientu pro zjemnénou sit’ nepatrn€ vzrostla. Z divodu ptidani dvou uzli kolem

bodu zmény na kontakt dojde k riznym vzdalenostem mezi sousednimi uzly, naptiklad pro

déleni I na 132 podintervalli mezi uzly ay,, a3 a a4, duy, coz vidim jako divod mirného

zvétSeni slozky gradientu feseni u uzlu ay;.

n nejvetsi slozka gradientu nejvetsi slozka gradientupo | n
pred optimalizaci sité optimalizaci sité
128 1.62550e-5 2.28880e-5 132
256 4.53504e-6 5.72200e-6 260
512 9.05501e-7 1.43050e-6 516
Tab.11a
n slozka gradientu u uzlu slozka gradientu u uzlu n
zmény pred optimalizaci sit€é | zmény po optimalizaci sité

128 1.62550e-5 4.53504e-6 132
256 4.53504e-6 9.05501e-7 260
512 9.05501e-7 3.31661e-7 516

Tab.11b

d) globalni a lokalni chyba mezi pfibliznym a “pfesnym feSenim

V Tab.12 jsou srovnany velikosti globalni chyby (podle vztahu (5.5)) feSeni pro pravidelnou

sit’” a optimalizovanou sit’ s “pfesnym* feSenim. Pro vSechna optimalizovana feSeni doslo ke

zmenS§eni globalni chyby. Lokalni chybu (Tab.14) jsem pocitala na stejnych intervalech G

jako v casti 5.2 (Obr.10a,b). Je zajimavé si v§imnout, Ze pro optimalizované déleni I na 516

podintervali je globalni chyba shodna s chybou lokalni a dokonce i se seminormou ||u’ —

Iz (Tab.13) .
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n globalni chyba pted globalni chyba po n
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 3.775080e-6 3.378722e-6 132
256 8.429038e-7 4.608719e-7 260
512 2.164708e-7 7.300050e-8 516
Tab.12
n seminorma pred optimalizaci | seminorma po optimalizaci | n
sité sité
128 1.659011e-6 3.303625e-6 132
256 4.628558e-7 4.129531e-7 260
512 6.534892e-8 7.300050e-8 516
Tab.13
n lokalni chyba pied lokalni chyba po n
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 2.409131e-6 3.323720e-6 132
256 5.846667¢-7 4.257896e-7 260
512 1.255130e-7 7.300050e-8 516
Tab.14

ad e) hodnota Lagrangeova multiplikdtoru u uzlu zmény na kontakt
Z hodnot Lagrangeova multiplikatoru na optimalizované siti vidime, Ze slozka odpovidajici uzlu

zmény na kontakt pro déleni I na 260 a 516 podintervald se vyrazn¢ zmensila.

n A; u uzlu zmény na kontakt A; u uzlu zmény na kontakt n
pred optimalizaci sité po optimalizaci sité
128 0.0024716 0.0063940 132
256 0.0063940 0.0005376 260
512 0.0005376 0.0001515 516
Tab.15

Shrnuti: Ze ziskanych vysledkii vidim, zZe pro vSechny nalezené optimalni sité doslo ke snizeni
hodnoty cenového funkciondlu i globalni chyby. Odchylka velikosti kontaktni casti nalezenych
reSeni od velikosti kontaktni Casti “presneho ** FeSeni se také zmensila, dokonce pro optimalni sit

na 516 uzlu je odchylka nulova.
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5.4 Relokacni metoda

V této metodé budu postupovat podle strategie (2), zminéné v kapitole 4. Budu numericky
minimizovat cenovy funkcional J. Potfebuji najit optimalni déleni & s pevnym poctem uzlu.
Necht’ @ = (@,..., @,_,) je poloha referencni sit€. Kolem kazdého uzlu &; budu uvazovat okoli § >
0, tj. interval [a@; — 6, a; + 6], ve kterém se mohou uzly pohybovat. Ukazi, ze minimizace

funkcionédlu umozituje minimalizovat globalni chybu mezi ptibliznym a “pfesnym* feSenim.

K minimizaci J a nalezeni optimalniho @ jsem vyuzila funkci z Matlabu 6.5, konkrétné funkci

fmincon.m, kterd fesi problém tvaru:
minF (&) za podminky, Ze Ib < @ < ub,
a

kde b je mnozina dolnich a ub mnozina hornich mezi navrhovych proménnych «;.
Podminka omezeni Ib < @ < ub v nasem piipad¢ znamena:

— h

G-t<a<@q+mi=1l.,n-1, (5.6)

kde a; je i-ty referencni uzel. Tato podminka udava bezpecnou vzdalenost mezi dvémi sousednimi

uzly, aby nemohlo dojit ke splynuti dvou uzlii, nebo vyméné poradi sousednich uzli.
Funkci fimincon.m volame takto:
a = fmincon(fun,a0, 4, B,Aeq,Beq,lb,ub,NONLCON,options).

Jelikoz k minimizaci nepotfebuji typ omezeni danych pomoci A, B, Aeq, Beq a NONLCON
nastavim 4, B,Aeq,Beq, NONLCON = [].

Funkce “fun* ma za vstup a a vraci funk¢ni hodnotu F parametru @ (v naSem pfipadé jde o
cenovy funkcional spocteny dle (5.4)). U options je nutno nastavit : GradObj,'on’, timto specifikuji,
ze “fun” také vraci jako druhy vystupni argument G (slozky gradientu urcené dle (5.3)) v a. Za

pocatecni iteraci 0 vezmu pravidelné déleni. Ib a ub jsou definovany v (5.6).
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Pro kontrolu spravného pohybu uzli ( tzn. zda je pro vSechny uzly d€leni splnéna podminka
omezeni ) po skonceni minimiza¢niho programu jsem provedla nalezeni optimalni sité pro hrubé

déleni, napt. déleni I na 5 podintervald.

Obr.14 — Reseni ulohy pred optimalizaci sité pro déleni I na 5 podintervali

Za pocatecni iteraci v minimizacnim programu zvolim a0 = [0,0.2,0.4,0.6,0.8,1] - pravidelné

déleni I na 5 podintervald.

Podminka omezeni je ddna v (5.6), pro zkoumané déleni je h = é =02= % = 0.05 a proto:

Ib = [0,0.15,0.35,0.55,0.75,1] a ub = [0,0.25,0.45,0.65,0.85,1],

tzn., Ze napf. pro uzel a;, vypada podminka omezeni takto: 0.15 < a; < 0.25, uzly «, a @, kde

n = 5, jsou fixovany.
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Obr.14 — Reseni ulohy po optimalizaci sité pro déleni I na 5 podintervalt

Nalezené optimalni déleni & vypada takto : & = [0,0.175,0.35,0.65,0.825,1].
Doslo k pohybu vSech vnitinich uzli «;, i = 1,...,4, dokonce se dvé vazby staly aktivnimi a to pro
uzel a, a a3 (jedna se o uzly vymezujici kontaktni ¢ast), tzn., ze a, = lb, a a3 = ubs.

Jeste zkontroluji hodnotu cenového funkcionalu J pted a po optimalizaci sité.

n hodnota J hodnota J pro
pro pravidelnou sit’ optimalizovanou sit’
5 -0.124000 -0.125576

Hodnota J se minimalizovala, u vSech uzli je splnéna podminka omezeni. Tim je provedena

kontrola spravnosti fungovani minimiza¢niho programu.

Po minimizaci J a nalezeni optimalniho déleni I na 128, 256 i 512 podintervall se zadné vazby

nestaly aktivnimi, tzn., Ze vSechny uzly «; lezely v intervalu (@; — 6§, @; + §), kde 6 = % a
postupné h = é, ﬁ a é Doslo k posunuti uzlii nachazejicich se mimo kontaktni cast, uvnitt

kontaktni ¢asti k zadnému pohybu uzli nedoslo.



5 Uloha s konstantni pirekdzkou 48

Opét me budou zajimat stejné veliciny jako v ¢asti 5.2 a 5.3.
a) Jelikoz hlavnim kritériem této metody optimalizace sité je minimalizace cenového funkcionalu,

po provedeni reloka¢ni metody se opravdu hodnota cenového funkcionalu J zmensila, jak je

ziejmé z Tab.16.

n hodnota J
pro pravidelnou sit’

hodnota J pro
optimalizovanou sit’

128 -0.129141729459 -0.129141743203
256 -0.129146982617 -0.129146982658
512 -0.129148308259 -0.129148308261

Tab.16

b) Srovnanim intervalG kontaktni ¢asti nalezeného feSeni na optimalizované siti a feSeni na
pravidelné siti je vidét (z Tab.17-19), Zze vyraznéji se interval kontaktni ¢asti zménil pro idsi
déleni I (n =128), ale odchylka od velikosti kontaktni ¢asti “presného* feSeni naopak vzrostla.
K pftiblizeni velikosti kontaktni ¢asti “pfesného* feSeni doslo u déleni I na 256 podintervald, pro

husté d€leni na 512 podintervalil ziistala kontaktni ¢ast po optimalizaci téméf shodna.

n kontaktni ¢ast pred kontaktni ¢ast po
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 | [0.343750, 0.656250 ] [ 0.342928 , 0.657072 ]
256 | [0.347656 ,0.652344 ] [ 0.347652 , 0.652348 ]
512 | [0.345703, 0.654297 | [ 0.345702 , 0.654298 ]
Tab.17
n velikost kontaktni ¢asti | velikost kontaktni ¢asti po
pred optimalizaci sité optimalizaci sité
128 0.312500 0.314144
256 0.304688 0.304696
512 0.308594 0.308596

Tab.18
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n odchylka pted odchylka po optimalizaci
optimalizaci sité sité
128 0.005859 0.007503
256 0.001953 0.001945
512 0.001953 0.001955

Tab.19
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¢) Gradient J jsem pocitala dle (5.3). Nejvétsi slozka (v absolutni hodnot¢) gradientu J na

nalezené optimalni siti je, stejn€ jako u déleni pravidelného, u uzli, kde doslo ke zmén¢ na kontakt

s prekazkou, nebo ke zméné z kontaktu na nekontakt s ptekazkou (symetrické hodnoty).

n nejvetsi slozka gradientu | nejveétsi slozka gradientu
pred optimalizaci sité po optimalizaci sité
128 1.62550e-5 5.902682e-6
256 4.53504e-6 4.539780e-6
512 9.05501e-7 9.011631e-7
Tab.20

d) Globalni chybu jsem pocitala podle vztahu (5.5). Lokalni chybu jsem uréila pro stejné intervaly

G jako v ¢asti 5.2. Globalni a lokalni chyba mezi “pfesnym® feSenim a feSenim na optimalni siti

pro déleni I na 256 a 512 podintervall se snizila oproti globalni a lokalni chyb¢ pted optimalizaci

sité, v pripad¢ d€leni na 128 podintervalii se lokalni chyba pro optimalizované feSeni nepatrné

zvysila (Tab.21, Tab.23), ale globalni chyba se také zmensila, tzn. optimalizaci sit€¢ doslo

k minimalizaci globalni chyby, jak jsem piedpokladala v ivodu ¢asti 5.4.

n globalni chyba pied globalni chyba po
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 3.775080e-6 3.021507e-6
256 8.429038e-7 6.649760e-7
512 2.164708e-7 1.347717e-7
Tab.21
n seminorma pred seminorma po
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 1.659011e-6 1.019778e-6
256 4.628558¢e-7 5.674726e-7
512 6.534892¢-8 7.980875e-8

Tab.22
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n lokalni chyba pted lokalni chyba po
optimalizaci sité optimalizaci sité
128 2.409131e-6 2.844215e-6
256 5.846667e-7 3.469760e-7
512 1.255130e-7 1.086000e-7
Tab.23
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e) Jako posledni kritérium pro srovnéni pravidelné sité¢ a nalezené optimalni sité¢ jsem vzala

hodnotu Lagrangeova multiplikatoru 1; v uzlu «;, kde doslo ke kontaktu s pfekazkou, vypoctenou

ptifeSeni tlohy. Hodnota A; je rovna 0 pro «;, které nepatii do intervalu kontaktni ¢asti. Potfebuji

docilit toho, aby hodnota 2; byla v bodé¢ «;, kde doslo ke zméné na kontakt, blizko 0. Jak je vidét

z Tab.24 pti feSeni na optimdlni siti se hodnota 1; v bod€ zmény opravdu zmensila oproti hodnoté

A; na siti pravidelné.

n Hodnota 4; Hodnota 2;
pred optimalizaci sité po optimalizaci sité
128 0.0024716 0.0016435
256 0.0063940 0.0063895
512 0.0005376 0.0005367

Tab.24

Shrnuti: Jelikoz tato metoda spociva v minimizaci funkcionalu, pro vSechna nalezend reseni doslo
ke zmensSeni hodnoty J. U optimalniho déleni na 128 a 512 podintervalii doslo i ke zmenSeni
nejvetsi slozky gradientu, pro déleni na 256 podintervalii naopak k mirnému zvétseni. Globalni

chyba se zmensila pro vSechna délen.



6 Zaver 50

6. Zavér

Ze ziskanych vysledkii zkoumanych veli¢in ulohy s pfekazkou ¢ = —0.12 vyvozuji tyto
zavery. Pro rostouci n na pravidelné siti se zmenSuje hodnota cenového funkcionalu i nejvetsi
slozka gradientu J. Ta je vzdy u uzlu, kde dojde ke kontaktu struny s ptekazkou. Dalsi veliCiny
pribliznych feseni je potieba zkoumat v zavislosti na zvoleném “pfesném‘ feseni, které je feSenim
na jemné ekvidistantni siti — konkrétné déleni I na 1024 podintervali. Odchylka velikosti
kontaktni ¢asti ptibliznych feseni od velikosti kontaktni Casti “piesného* feseni i globalni
chyba mezi pfibliznym a “pfesnym feSenim se pro zjemnujici déleni zmensuje. Pro zjisténi, ktera
optimaliza¢ni metoda je vhodné&jsi k nalezeni optimalni sité, jsem porovnavala vysledné hodnoty
vSech zkoumanych veli¢in pro feSeni na optimalizované siti s vysledky na siti pravidelné.

Pti pouziti strategie (2) - relokacni metoda, se pro vSechna zkoumand déleni hodnota
cenového funkciondlu zmensila. Pro déleni n = 128,512 se odchylka velikosti kontaktni casti
feSeni na optimalizované siti zvétSila, ale nejvetsi slozka gradientu se zmensSila oproti vysledkiim
pted optimalizaci sité, pro n = 256 tomu je naopak. Nejveétsi slozka gradientu je jako v piipade
pravidelné sit€ u uzlu, ve kterém doslo ke kontaktu struny s ptekazkou. Ve vsech pitipadech doslo
ke zmenSeni hodnoty Lagrangeova multiplikatoru u uzlu, kde doslo ke kontaktu struny
s prekazkou, globalni chyby a pro n = 128 i seminormy.

Pti pouziti strategie (1) — lokalni zjemnéni sité, je vidét, ze pouhym ptidanim dvou uzli
kolem uzlt, kde slozka gradientu byla v absolutni hodnot¢€ nejvétsi, dostavame vysledky jako pro
pravidelnou sit, ale s poctem déleni na 2n podintervald. Napiiklad pro déleni na n = 128
ptidanim 4 uzli dostaneme optimalizovanou sit’ na 132 podintervali. Po feSeni Glohy na nalezené
siti se krajni body intervalu kontaktni Casti posunuly do pfidanych uzli — dostavame stejny
interval kontaktni ¢asti jako pro feSeni na pravidelné siti na n = 256 podintervall, z toho plyne 1
stejna odchylka, stejna slozka gradientu i hodnota Lagrangeova multiplikatoru v uzlu zmény na
kontakt. Na rozdil od pravidelného dé€leni a optimalizované¢ho déleni pomoci reloka¢ni metody
neni nejveétsi slozka gradientu u uzlu, kde dojde ke zméné na kontaktni ¢ast nebo zpatky na
nekontakt.

Z predchazejicich tvah a zavéru je ziejmé, ze pro zkoumané nejhustsi déleni, tj. n = 512
je jisté lepsi pouziti strategie (1), jelikoz vysledky zkoumanych velicin (kromé hodnoty cenového

funkciondlu a globalni chyby) jsou shodné s vysledky veli¢in pro “pfesné feseni — odchylka
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velikosti kontaktni ¢asti je rovna nule. Pouziti reloka¢ni metody k nalezeni optimalni sité¢ pro

feSeni ulohy je vhodné pro vSechna zkoumana déleni na n podintervali (nejméné pro n = 128).
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