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Abstrakt

Préace se zabyva implementaci paralelné a numericky skalovatelnych algoritmi pro kontaktni
ulohy pruznosti s vyuzitim paralelizované knihovny PETSc a vytvofenim rozhrani, které
umoztiuje komunikovat s knihovnou MatSol napsanou v MATLABU a presunout ¢ast vypo-
¢tu z MATLABu na tuto implementaci. Motivaci jsou predevsim omezujici licen¢éni podminky
MATLABu, limitujici pocet vypocetnich uzld, a vyssi efektivita C kédu.

V prvé fadé jsou algoritmy predstaveny v matematické roviné vcetné teoretickych vy-
chodisek, avsak s ohledem na praktickou implementaci. Déale je ¢tenaf obezndmen obecné s
problematikou paralelnich pocitac¢t a jejich programovani. Specialné jsou predstaveny nékteré
jiz existujici paralelizované numerické knihovny. Zvlastni diraz je pak kladen na diskuzi moz-
nosti programovani rozsahlych paralelnich aplikaci s vyuzitim metod objektové orientovaného
programovani ve svétle budouci implementace v C++ knihovné OOSol, ktera je vyvijena na
Katedre aplikované matematiky.

Zavérecna kapitola je vénovana popisu zminéné implementace. Konkrétné je do C preve-
dena metoda TFETI z tfidy metod dekompozice oblasti véetné vnitiné volanych QP algoritmi
SMALBE a MPRGP.

Klidova slova

kvadratické programovani, QP, TFETI, dekompozice oblasti, SMALBE, MPRGP, paralelni
vypocty, kontaktni tlohy pruznosti, PETSc, MatSol, MATLAB, objektové orientované pro-
gramovani, OOP, O0OSol

Abstract

The thesis deals with implementation of scalable parallel numerical algorithms for contact
problems of elasticity. It presents creation of interface which makes it possible to communicate
with MatSol library written in MATLAB and to move the computation partly from MATLAB
to this implementation. This effort is motivated by restrictive MATLAB licensing, limiting
number of computing nodes, and higher efficiency of C code.

Firstly, the algorithms are presented from mathematical point of view including theo-
retical base, but with regard to practical implementation. Further, reader is made familiar
with parallel computers and their programming. Particularly, some existing parallel nume-
rical libraries are introduced. Emphasis is given on the discussion of programming of large
parallel applications using methods of object-oriented programming having in mind future

implementations within OOSol C++ library.



In the last chapter, attention is paid to description of implementation mentioned. Con-
cretely, TFETI domain decomposition method is ported to C including internally called
SMALBE and MPRGP QP algorithms.

Keywords

quadratic programming, QP, TFETI, domain decomposition, SMALBE, MPRGP, parallel
computing, contact problems of elasticity, PETSc, MatSol, MATLAB, object-oriented pro-
gramming, OOP, OOSol
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Prehled pouzitych zkratek

API application programming interface; aplika¢ni rozhrani

BLAS Basic Linear Algebra Subprograms/Subroutines; zdkladni podprogramy pro linearni
algebru

DDM Domain Decomposition Methods; tfida metod pro rozdéleni tlohy definované na jisté

oblasti na mensi tlohy definované na podoblastech této ptivodni oblasti

FETI Finite Element Tearing and Interconnecting; DDM metoda, jez realizuje spojitost
feSeni mezi podoblastmi tim, Ze na jejich hranicich zavadi lepici podminky, vynucované
pomoci Lagrangeovych multiplikdtort. Kromé ptvodni stejnojmenné metody je tak

nazyvana celd skupina metod, které z ni vzesly.

TFETI Total FETI; jedno ze specifickych rozsifeni piavodni FETI metody, jez pristupuje k

Dirichletovym podminkam jako ke zvlastnimu ptipadu podminek lepicich
OOP object oriented programming; objektové orientované programovani

QP quadratic programming; kvadratické programovani



Uvod

Préce se zabyva implementaci paralelné a numericky skalovatelnych algoritmt pro kontaktni
ulohy pruznosti. V prvni kapitole jsou popsana teoretickd matematickd vychodiska pro efek-
tivni Teseni slozitych kontaktnich tloh, avsak s jistym ohledem na praktickou implementaci.
Dalsi kapitola se vénuje paralelnim pocitacovym vypoctim a jejich vyvoji. V kapitole tieti je
pozornost zaméfena na paralelni knihovny numerické - vénujeme se zde rozsahlym moznostem,
které na tomto poli nabizi matematicky balik MathWorks MATLAB a pfedstavime MatSol,
coz je knihovna Katedry aplikované matematiky, vyvijena v tomto prostiedi-jazyce. Z C++
knihoven je prezentovina PETSc, v niz byla realizovana paralelni implementace algoritmu
prvni kapitoly, a osobni zkuSenosti s touto knihovnou a nakonec objektové orientovanid C+-+
knihovna OOSol, jez je rovnéz vyvijena na nasi katedie. Zde dochazi rovnéz k hlubsimu za-
mysleni nad problematikou vyvoje matematického software mimo jiné z pohledu softwarového

procesu.



Kapitola 1

Matematicka vychodiska pro

efektivni reseni kontaktnich uloh

V této Casti se budeme zabjvat matematickymi algoritmy, které umoznuji efektivné pocitat
mimo jiné slozité kontaktni tlohy rovnovazného systému mnoha pruznych téles, jako je napi.
analyza namahéani kulickového loziska, a vyuzit pfitom potencidlu modernich paralelnich po-
¢itaca.

Toto je samozrejmé velmi nelehky a vyzyvavy tkol. Slozitost tloh tohoto typu spociva v
tom, Ze predem nevime, kde se télesa vzajemné dotykaji. Dirichletovy a Neumannovy pod-
minky jsou tedy fakticky znadmy az poté, co uz bylo nalezeno feseni. K dal$im obtizim, se
kterymi se v praxi bézné setkdvame, patii, ze ,,plovouci® télesa systému, jejichz Dirichletovy
okrajové podminky umoznuji tuhé pohyby, zpiisobuji singularitu prislusnych matic tuhosti.

Cely myslenkovy postup si ukdzeme na jednoduchém modelovém semikoercivnim pro-
blému pruznosti bez tfeni, ktery patii do tfidy tloh, jez vedou na parcialni diferencialni
rovnice a lze je formulovat jako tzv. variacni nerovnosti.

Dale se budeme zabyvat diskretizaci a rozdélenim diskretizacni sit€ tilohy na podoblasti
(domain decomposition - DD), které umoznuje jeji efektivni paralelni feseni. Konkrétné pro-
jdeme teoretické zéklady jedné ze slibnych metod DD, TFETI (Total Finite Element Tearing
and Interconnecting), pomoci niz lze prevést problémy tohoto typu na dobfe podminéné pro-
blémy kvadratického programovani s jednoduchymi omezenimi na rovnost a nerovnost, navic
s podstatné mensi dimenzi, nez je velikost pivodni sité.

Nésledné si predstavime algoritmus SMALBE, ktery je v jistém smyslu optimélni pro
feseni celé t¥idy QP problémt s omezenimi na rovnost a nerovnost vystupujicich z TFETL.
SMALBE ve vnitini smycce potfebuje vyresit jisty QP problém s omezenim pouze na nerov-

nost. Proto je néasledné ukéazan algoritmus MPRGP, ktery je k tomu vhodny.



V zéavéru se kratce zamyslime nad pojmy paralelni a numerické skalovatelnosti a jejich

aplikovatelnosti na zminéné algoritmy.

1.1 Spojita formulace modelové kontaktni tlohy

Uvazujme systém Q C R? d = 2,3, P homogennich izotropnich pruznych téles, z nichz kazdé
zabird v referenéni konfiguraci pravé jednu z oblasti Q7, Q = Up=12..p . Nechf ma kazda
oblast 7 dostateéné hladkou hranici I'?, a ta at se skldd4 z disjunktnich ¢asti T'7,, T, T,
tedy I'? = T, UT} UT¢.. Na viech I'Y, méme déna pozadovand posunuti u?, : I}, — R? neboli
Dirichletovy podminky. Na kazdé I‘% jsou zadany piusobici sily F? : I‘% — R4,

I'Y, je ¢ast hranice, kterd mize prijit do kontaktu s n&jakou jinou oblasti (télesem). Déle
oznatme konkrétnéji I‘%q C F% tu cast, kterd muze prijit do kontaktu s oblasti Q9.

Abychom zabranili nechténému pronikani téles na kontaktni ¢asti hranice, zavadime li-
nearizované podminky nepronikani. Pro kazdé p < ¢ zavadime vzajemné jednoznacné spojité
zobrazeni OP1 : T?! — I'¥, které kazdému x € T'7Y piifazuje jisty ,blizky“ bod OPI(x) € TH.
,Blizkost* muze byt realizovana rtiznymi zptsoby, které si dovolime zde nerozebirat. Linea-
rizovanou podminku nepronikédni v kazdém bodé x € T%, p,q = 1,2,...,P, p < ¢ pak
definujeme

(w”(x) — u?(O™(x)))n(x) < (0™(x) — x)n”(x), (11)

vz

kde n?(x) je vnéjsi jednotkovy normélovy vektor oblasti ¥ v bodé x. Viz Obrazek 1.1.

Obrazek 1.1: Linearizované podminky nepronikani ve 2D. S laskavym svolenim Marie Sadowské [23]

Necht CZM : P — R? oznacuji prvky tenzoru elasticity a g? : QP — R? prvky vektoru
objemovych sil. Pro kazdé dostatecné hladké posunuti u : Q' x...x0 5 R? je celkova
potencidlni energie definovana tzv. energetickym funkcionalem

J(u) = zsj {% /Qp aP (uP, uP)dQ) — /Q,,(gp)Tude —/

A (Fp)Tude} , (1.2)

P
F



kde

1
) = /Q Dy ()l (), (1.3)
1/0ut ol
P (P — [Tk, 27 1.4
“ie() 2<ax§+ax§> (4

je bilinearni forma, resp. linearni funkcional. Pfedpokladame, Ze tenzor pruznosti vyhovuje

prirozenym fyzikalnim omezenim, tedy

al(uf,vP) =a?(vP,u?) a dP(uf,u’)>0. (1.5)

Zavedeme kartézsky soucin Sobolevovych prostori
V=H(OQYH x ... x H{(Q%), (1.6)

a mnozinu kinematicky piipustngch virtualnich posunuti £ = ¥ K7, kde

KE={veV: vP=u}) na I'}, vp:v‘ﬁp}
je mnozina posunuti vyhovujicich Dirichletovym podminkam a

Kl={vev:vxeTl Wp<qg: (v\(x)-vI(O0P(x)))"n? < (OP(x)—x)"n?}

mnozina posunuti vyhovujicich podminkdm nepronikani. Posunuti u € K systému téles v
rovnovaze spliuje

J(u) = {/nellrclJ(v) (1.7)

Podminky, jez garantuji existenci a jednoznacnost reSeni u, souvisi s koercivitou energe-
tického funkcionédlu J a pojednéva o nich napt. [12]. Lze uvazovat i obecnéjsi okrajové jako

napf. predepsand normaéalova posunuti.

1.2 TFETI: Dekompozice oblasti a prechod ke QP s jednodu-

chymi omezenimi

1.2.1 Struény ivod do DDM

Podstatou matematickych metod rozlozeni oblasti (Domain Decomposition Methods — DDM)
v ulohach mechaniky je dekompozice rovnovazného systému pruznych téles na jednotliva télesa
(domény) a jejich dalsi déleni na podoblasti (subdomény) tak, aby bylo mozno hledat ¢asti
FeSeni na kazdé podoblasti oddélené, nezavislé na ostatnich, coz poté umoznuje velmi snadnou

paralelizaci. Tento postup je ¢lovéku vlastni a dobfe pochopitelny, nebot pii feSeni jakéhokoliv



problému v oblasti lidské ¢innosti vzdy usilujeme o jeho zjednoduseni, dekompozici na dil¢i
problémy.

Matematicky ramec a souvislosti napfi¢ raznymi DDM jsou dobfe podchyceny v [11]. Jed-
nou z uspésnych DDM je FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting). Byla poprvé
predstavena Farhatem a Rouxem v roce 1992 [10]. Spociva v ,roztrzeni“ jednotlivych oblasti
(pruznych téles) QP naseho systému 2 na vzajemné disjunktni podoblasti. Pro kazdou podob-
last se pak definuje samostatny elipticky problém s Neumannovymi podminkami. Podoblasti
jsou diskretizovany metodou konec¢nych prvki.

Vzajemné nezavislosti podoblasti pii zachovani spojitosti feSeni se dosahuje zavedenim
novych okrajovych podminek na hranicich mezi podoblastmi. Nazyvame je ,lepicimi“ pod-
minkami (gluing conditions), jez jsou vynucovany Lagrangeovymi multiplikatory.

Tyto zakladni myslenky byly dale rozvijeny. Klicovou se ukazala predevsim aplikace teo-
rie duality konvexniho programovani a KKT systémil. Vysledny QP problém ma pak Hessian
mnohem mensi dimenze a s vyrazné lepsim ¢islem podminénosti, nez je tomu u priméarniho
QP problému. V neposledni radé se také zjednodusuje tvar omezeni na nerovnost tak, ze do-
stavame jednoduché omezeni na proménnou [7, 5]. Dale byly zavedeny ortogonalni projektory
a predpodminovace, zarucujici numerickou skalovatelnost.

Postupné vznikla celd skupina metod, nazyvana jednoduse FETI metody. V tomto kon-
textu je nékdy pivodni metoda nazyvana FETI-1. Dalsiho zlepSeni se dospélo vynucenim
spojitosti v bodech kfizeni (tj. sdilenych dvéma a vice oblastmi). Toho se dosahlo projekci
Lagrangeovych multiplikdtori na jisty pomocny prostor (FETI-2) nebo netplnou dekompo-
zici, kdy podoblasti nejsou oddéleny zcela, ale sdileji tyto body (FETI-DP) [8]. Podrobnéjsi
prehled téchto metod je napf. v [13].

Metodu TFETI, pfedlozenou Dostalem, Hordkem a Kucerou [6], kterou se budeme déle
zabyvat, charakterizuje to, ze vynucuje Lagrangeovymi multiplikdtory nejen splnéni lepicich
podminek, ale také splnéni Dirichletovych okrajovych podminek, a tyto neovliviiuji matici
tuhosti. D4 se fici, ze se na Dirichletové hranici jednodusSe chova, jako by tam bylo dalsi
téleso, coz odpovida i fyzikalni pfedstaveé prekazky, s niz je nas systém v kontaktu. Ukazuje
se, ze to znamena jednodussi implementaci, protoze matice tuhosti vSech podoblasti pak maji
pfedem zndmé jadra a miizeme s nimi zachizet jednotné, coz zjednodusuje implementaci.
Numerické experimenty navic ukazuji, ze metoda je také efektivnéjsi a numericky stabilnéjsi,
tedy vhodnéjsi pro feSeni slozitych koercivnich a semikoercivnich problému [7]. Praktické
dopady jsou podrobnéji rozepsany téz napt. v [6, 5, 13].

Nakonec poznamenejme, ze velikost a tvar podoblasti nejsou FETI metodami predepsany
a jsou to vice méné empirické parametry, které vsak ovliviiuji efektivitu vypoctu. Navic po-

dotknéme, Ze neni zadny zvlastni divod, aby tyto parametry byly uniformni. V praxi se pro



samotné geometrické rozdéleni pouziva specializovany software jako je napi. METIS /ParME-
TIS [15], ktery pro optimalizaci parametri rozdéleni vyuziva grafovych algoritmu. Cilem je
samoziejmé co nejrovnomeérnéjsi rozlozeni vypocetni zatéze.

Jednou z usilovné zkoumanych alternativ je diskretizace metodou hranic¢nich prvka a
tfida DD metod, kterd ji vyuzivé, se nazyva BETI (Boundary Elements Tearing and Inter-
connecting). Obdobou TFETI pro hrani¢ni prvky je TBETI, popsand napf. v [23], kde se
lze dodist, ze vysledny QP problém je v podstaté stejny jako u TFETI a lze pouzit stejnych

efektivnich resicu.

1.2.2 TFETI — dekompozice, diskretizace a primalni QP problém

Pristupme tedy ke konkrétnéjsi formulaci postupu pfi dekompozici a diskretizaci ptivodniho
spojitého problému metodou TFETI. V celém zbytku kapitoly o této metodé se odkazujeme
zejména na [7]. Budeme se vSak snazit, aby text byl o néco blizsi implementaci. V tomto
svétle nékteré spise teoretické teze vynechavame a néktera mista zase rozvijime podrobnéji.

Kazdé téleso P systému Q, Q = Up=1,2,..., P 0", tedy pomyslné oddélime od ostatnich a
rozdélime na P, podoblasti, Qr = UT:1’27"'7PP [ Vsechny podoblasti [ p=12...,P,
r = 1,2,..., P, ocislujeme globalné jednoznacnym cislovanim, ¢islovani piivodnich oblasti
miizeme zapomenout a vratit se k ptivodnimu znaceni.

Déale umeélou hranici mezi podoblastmi I', a I'y, kterd je soucéasti I', a je ,lepena“ k
sousedni hranici I'y, oznac¢me I'y,.

V dalsim pak zavedeme linearizované podminky nepronikani a jednotné lepici podminky
pro hranice mezi podoblastmi, kde vynucuji spojitost posunuti, i pro hranice s Dirichletovymi
podminkami, kde vynucuji predepsand posunuti. Tato vynuceni budeme realizovat pomoci
Lagrangeovych multiplikator.

Symbolem d rozumime pocet stupnt volnosti, v nasem piipadé je d = 3, ale ponechme
tento obecny symbol.

Koneéné-prvkovou diskretizaci oblasti Q = Up:1,2,...,s ﬁp pri vhodném odislovani uzli

prechazi spojity problém na QP problém
. 1 T _
min. Su Ku—f'u zapodm. Brzu<cs a Bgu=cg, (1.8)

kde K = diag(Kjy,...,K;) je symetrickd pozitivné semidefinitni blokové diagonédlni matice
fadu n x n a f je sloupcovy vektor velikosti n, kde s je celkovy pocet podoblasti vzniklych
dekompozici, n = Npodes - d, Nnodes je celkovy pocet uzli. Cislo n je primdrni dimenzi nasi
ulohy. Zfejmé hledané feseni u ma tutéz dimenzi.

Symboly Z, resp. £, ndm oznacuji objekty figurujici v nerovnostnich, resp. rovnostnich

vazbach. Nerovnostni omezeni Bzu < c7 je maticovy zapis linearizovanych podminek nepro-



nikéni, kde Bz je matice rozmérd mz X n a plné hodnosti a cz je sloupcovy vektor velikosti
mz, kde mz oznacuje globalni pocet zadanych podminek nepronikani.

Rovnostni omezeni Bgu = c¢ je maticovy zapis lepicich a Dirichletovych podminek. Zde
B¢ je matice rozméri mg X n, plné hodnosti, a cg je sloupcovy vektor velikosti mg, kde

e = Mg - d s Mg znacicim celkovy pocet zadanych lepicich a Dirichletovych podminek.
Celkovy pocet podminek na rovnost a nerovnost, m = mz + mg, je nazyvan dudlni dimenzi
ulohy. Typicky je m < n, coz ma svij vyznam, jak se ukaze pozdéji.

Nyni rozebereme podrobnéji piivod téchto objekti. Budeme se zabyvat pouze konformnim
délenim. Alternativnim pfistupem je vyuziti nekonformnich siti, vice v [13], str. 25.

Vektor feseni u, hledaného posunuti, sestava z Npodes d-tic pod sebou, i-tému uzlu odpo-
vida i-ta d-tice, jez odpovida geom. soufadnicim posunuti i-tého uzlu.

Vektor zatizeni f sestava z celkovych sil pusobicich na kazdy uzel, které jsou vyslednicemi
objemovych sil a/nebo predepsaného napéti v piipadé uzlu na I'r. Kazdému i-tému uzlu v
ném odpovida i-t4 d-tice hodnot pod sebou, odpovidajici geom. souradnicim ptisobici sily.

Diagonalni bloky K, jsou matice tuhosti odpovidajici jednotlivym podoblastem ﬁp. Jsou
to symetrické pozitivné semidefinitni fidké matice se znamymi jadry diky tomu, Ze metoda
TFETI nevpravuje zadané Dirichletovy podminky do matice K, ale vynucuje je externimi rov-
nostnimi podminkami, jak bude uvedeno dale. Bloky K,, tedy i celd K, mohou byt efektivné
rozlozeny pomoci singularni Choleského faktorizace, 1épe vSsak pomoci Choleského-SVD fak-
torizace [4], ktera se lépe vyporadd s maticemi, jez jsou $patné podminéné a pouze pozitivné
semidefinitni, nikoliv pozitivné definitni, coz je ¢asto piipad K,.

V nésledujicim vyuZijeme také znaceni zavedené v sekei 1.1 a navic oznacime x(9 i-t§ uzel
v globalnim indexovani.

Matice B¢ a vektor cg vynucuji predepsand posunuti na ¢asti hranice s Dirichletovymi
podminkami a spojitost posunuti na umélych hranicich mezi podoblastmi podminkou Bgu =
ce. Abychom popsali presnéji jejich konstrukei, rozdélme cg vertikdlné na bloky r;(cg) vysky
d, B¢ na fadkové bloky R;(Bg) vysky d a ty dale na ¢tvercové d x d bloky S;;(Bg), i,j =
1,2,..., Me.

Nejprve se vénujme realizaci Dirichletovych podminek. Je-li ¢-t4 Dirichletova podminka
zadana v néjakém bodé x\) € I, bude R;(Bg) nulovy az na S;;(Bg) = I. A r;(ce) bude
odpovidat vektoru predepsaného posunuti, r;(cg) = uk,(xV)). Timto skuteéné mame Dirichle-

tovy podminky vynuceny pro kazdé posunuti u:

Vpe{1,2,...,P}vx eT? . uP(x)) = R;(Bg)u = r;(Beu) = ri(cg) = uby (x)).



Dale se vénujme realizaci lepicich podminek pii analogickém znaceni. Lepime-li i-tou lepici
podminkou dva body se stejnymi soutadnicemi x\) € T?, a x¥) € T'Y,, bude R;(Bg) nulovy
az na S;j(Bg) =T a S;;,(Bg) = —I. Vektor r;(cg) bude nulovy. V piipadé bodu kiizeni, které
jsou sdileny vice podoblastmi, se postupuje analogicky, ale je potieba dat pozor, aby radky
B¢ ztstaly nezavislé.

Matice Bz a vektor cz popisuji linearizované podminky nepronikani. Mé&jme libovolné
i € {1,2,...,mz} a at i-t4 podminka nepronikéni je zadéna pro n&jaky uzel x\) € I'? a
obecny bod Opq(x(j)) € Fqc. Oznac¢me i-ty Fadek matice Bz symbolem r;(Bz). Pak Bz a cz

se sestavi tak, aby platilo

ri(Br)u? (xV)) < (ez)i
)
<

(u?(x9))) — u? (0P (x)))n? (x)) < (uP(x9)) — uP(0P?(x1))))n? (x1))

pro vSechna moznd posunuti uP. Konkrétnich provedeni se pouziva nékolik.

Vsimnéme si, ze matice B¢ i Bz jsou velmi ridké.

1.2.3 TFETI — prechod k dualnimu problému

Problém (1.8) je sice standardnim problémem kvadratického programovani, avSak ukazuje se,
Ze neni vhodny pro numerické feseni, protoze matice K je typicky velmi Spatné podminéna
a pripustnd mnozina je definovana dostatecné slozité na to, aby to znemoznovalo efektivné
pocitat projekce na ni, coz by matrilo efektivitu vypoctu.

Tyto potize lze vyznamné redukovat pouzitim teorie duality konvexniho programovani [5].

Lagrangian problému (1.8) je
1
L(u, Az, A¢) = §uTKu —f'u+ A (Bru —cz) + AL (Bgu — cg), (1.9)

kde Az, resp. A¢ je Lagrangetv multiplikdtor pro nerovnostni, resp. rovnostni vazby. Zapis

muzeme zjednodusit zavedenim

A B c
A=|"F, B= "], e=|"],
As B¢ cg
takze Lagrangian pak miizeme psat ve tvaru
1
L(u,A) = §uTKu —fTu+ AT (Bu-c). (1.10)

Je zndmo, ze primarni QP problém (1.8) je ekvivalentni sedlobodovému problému

najdi (G, A) tak, ze  L(1i,A) = sup inf L(u, A). (1.11)

Ar>o U
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Zavedme matici R plné hodnosti, jejiz obor hodnot je roven jadru Ker K. Jinak feceno,
sloupce R tvoti bazi Ker K.
Na zakladé tvrzeni 2.22 v [5] dostavame, Ze vektor Lagrangeovych multiplikatora 3\, je

feSenim dudlniho QP problému s omezenimi na rovnost a nerovnost
min. ©(A) zapodm. Ar>0 a R'(f-B'A) =o, (1.12)
kde
O\ = %ATBKTBTA — (BK'f —¢)" A, (1.13)
KT je libovolna levé zobecnéna inverze matice K, tedy matice spliiujici
KK'K = K.

Zdtraznéme, ze Hessian BK'BT a hledané feseni A jsou dimenze m (dualni dimenze), jez
je rovna poctu podminek na rovnost a nerovnost, kterd byvad mnohem mensi nez primérni
dimenze n. Navic jiz tento Hessian je zpravidla lépe podminény nez Hessidn priméarniho
problému (1.8).

Pokud je feseni A problému (1.12) zndmo, ziskdme i FeSeni primérni tlohy pomoci vztaht

u=K/(f-B"\) +Ra, (1.14)
a=R'B'BR)"'R'B"(c-B'K(f—B"X)), (1.15)
- [B ¢
B= | %, c=|“, (1.16)
B¢ ce

kde matice f’»z je tvotena rfadky Bz, které odpovidaji kladnym prvkiam XZ, a podobné ¢7.
Vrafme se jesté ke KT. O aplikovatelnosti rtiznych druht pseudoinverzi pojednava [4], kde
je prokadzana vhodnost SVD-Choleského rozkladu. Pro ilustraci vSak nyni zvolme relativné
jednoduchou pseudoinverzi pomoci singularniho Choleského rozkladu K = LL . Ten existuje,
protoze K je symetrickd a pozitivné semidefinitni. Dilezitym pozorovanim je, Ze zde neni
potieba provadét explicitni vy¢isleni K ani jeji explicitni nésobeni s jinou matici, které by
zpusobilo zaplnéni. Skuteéné, v nasem piipadé vzdy stac¢i provést akci nasobeni vektorem

zprava, a tu lze provést timto zptisobem:

x=K'b=(LL")'b=(L")'L'b = L"\(L\b).

1.2.4 TFETI — predpodminéni

I kdyz je problém (1.12) mnohem vhodnéjsi k praktickému numerickému vypoctu, nez je
problém (1.8), dalsiho zlepSeni dosahli Farhat, Mandel a Roux [9] jistym pfedpodminénim,

které si dale predstavime.
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Oznacéme

F=BK'B', (1.17)
d = BK'f —c, (1.18)
G=R'B', (1.19)
e=R'f. (1.20)
Daéle méjme regularni matici T, takovou, Ze matice
G =TG (1.21)
mé ortogonalni radky. Jesté oznacme
e = Te. (1.22)

Otazkou nyni je, jak ziskat T. Pfirozenym napadem je aplikace Gramm-Schmidtova ortogona-
liza¢niho procesu pfimo na fadky G. Ovsem vhodnéjsi volbou se ukazuje pouziti Choleského
rozkladu matice GG = LLT. Matice T = L~* ortogonalizuje G:

GG'=LL" & C'GG L NH=CL!'GL'G) =GG"=1L
Akci nasobeni matice G vektorem x pak ovSem realizujeme takto:
Gx = L\(Gx). (1.23)
Pfi uvedeném znaceni problém (1.12) pak pfechazi v
min. %)\TFA ~A'd zapodm. Az>0 a GA=e. (1.24)
Dale lze, jak je psano v [5], redukovat rovnostni podminku
Gl =e

s obecnou pravou stranou na rovnostni podminku s nulovou pravou stranou, jak dale ukazeme.

Mnozina vektorti, které ji spliuji,
Qp={AeR": G\ =e},
je afinnim podprostorem ve tvaru
Qp = X + Ker G,

kde X je libovolny vektor splitujic
G\ = e,
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napf. jej mtzeme volit jednoduse A=GTe z ortogonality G. Zavedeme-li substituci

A=w+A, (1.25)
kde w € Ker G, mizeme, po odstranéni konstantniho ¢lenu, redukovat (1.24) na minimalizaci
na Ker G

1
min. §wTFw —w'd zapodm. wr>/l; a Guw=o. (1.26)

Zde jsme oznacili
d=d-F\, /(7=-)A7.

Finalnim zlepsenim je zavedeni ortogonalnich projektori
Q=G'G a P=1I-Q

na ImG ", resp. na Ker G pro vylepseni numerické stability. Jejich aplikaci na problém (1.26)

ziskdvame ekvivalentni podobu duédlniho problému (1.26)
1
min. §wT(PFP +pQw —w'Pd zapodm. wr>f; a Guw=o. (1.27)

Z feSeni w tohoto problému ziskdme snadno dudlni feseni A problému (1.24) dosazenim do
(1.25) a primérni feSeni problému (1.8) dosazenim A do (1.14)-(1.16). Regulariza¢ni ¢len pQ,
p > 0, umoznuje pouziti QP Tesich, které vyzaduji regularitu Hessianu. D& se ukazat, ze
Hessian PFP ma shora i zdola omezené spektrum [9]. Optimalnim feSicem pro tuto tf¥idu

problému je QP algoritmus SMALBE, ktery bude predstaven v nasledujici sekci.

1.3 SMALBE: Optimalni QP resi¢ pro TFETI

Nyni si pfedstavime optiméalni algoritmus pro feSeni problému s rovnostnim a nerovnostnim
omezenim (1.27). Jeho vnéjsi smycka generuje aproximace Lagrangeovych multiplikdtora pro
rovnostni omezeni, zatimco vnitini smycka fesi pomocny problém s nerovnostnim omezenim.
Preznacime-li w na A a zavedeme-li novy vektor Lagrangeovych multiplikatori g pro rovnostni

vazby, mizeme psat Lagrangian pro problém (1.27)
1 T T
LA pp) = 5A (PFP 4 pQ)A — A ' Pd + p GA (1.28)

a jeho gradient
g\, 1, p) = VLx = (PFP + pQ)A —Pd + G pu. (1.29)

Projektovany gradient g¥ = g¥ (X, u, p) Lagrangianu L v X je definovan po prvcich

(1.30)

P {gi pro A\; >¥¢; nebo i€é,
9; =

g; pro \=/; a 1€l
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Zde g; jsou prvky g a g; = min{g;,0}.

Pristupme k samotnému algoritmu SMALBE. Prezentovana varianta byva oznacovana
jako SMALBE-M, nebot se od puivodniho SMALBE ligi v tom detailu, Ze zachovévéa po celou
dobu vypoctu penaltu p konstantni a misto ni je aktualizovan parametr M, ktery ridi presnost
ve vnitini smycce. Tato varianta je i autorem [5] vice doporucovana a posledni ¢lanky (napf.
[7], [23]) se zabyvaji pravé ji. U parametri uvadime jejich rozumné poc¢atecéni hodnoty, které
by mély zarucit dobrou konvergenci a mohou byt implementovany jako vychozi. Dovolime si
prevzit nazvy proménnych z TFETI, i kdyz SMALBE je univerzalni feSi¢ pro danou tfidu
QP problémi.

Algoritmus 1 (SMALBE-M).
Require: cou; > 0 [gouy = 107°] {numerickd presnost pro vnéjsi smycku}
n >0 [n=0,1{Pd]|],
B >1[p=10],
My >0 [MO = 1],
p >0 [p~ |[PFP||],
A% [\ = max{¢;,0} pro i € T ,jinak \? = 0],
p° [0 = 0],
k=0.
Ensure: A = argmin %)\T(PFP +pQ)A — ATPd s.t. Az > {47 and GA =0

1: for k:=0,1,... do

2: {wnitini iterace s adaptivni kontrolou presnosti:}
3 AF:=argmin L(A\ p,p) st. Az > 07 s parametry ey, := min{M||GA"||, n} a A0 := \F
4 if ||gP (R, 1 p)|| < €ous and ||GAF|| < oy¢ then

5: A=Ak

6: return A {7esend nalezeno, konec}
7. end if

8 pFtl = pk 4 pGAF { aktualizace Lagrangeovych multiplikdtori}
9: if k>0 and L(A* ¥, p) < LA ub=1 p) 4 p[|GA¥||2/2 then
10: Myi1 = My/B { aktualizace vyvaZovaciho parametru M}
11:  else
12: My41 = My,
13:  end if
14: end for

Krok 3 mtze byt implementovan libovolnym algoritmem, ktery je schopen fesit problém
min. L(A) =LA, pu,p) zapodm. Ar> /1, (1.31)

s numerickou pfesnosti €j, a pocatecni aproximaci )\?n a zarucuje konvergenci projektovaného
gradientu g¥ k nule. Unikatni vlastnosti SMALBE je, Ze pocet iteraci nutngch k nalezeni

priblizného FeSeni problému (1.27) je v mezich danych spektrem Hessianu
A =PFP + pQ.
Podrobné o SMALBE a jeho optimalnich vlastnostech pojednéava [5].
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Abychom dostali omezeni celkového poc¢tu nasobeni Hessianu vektorem, je potieba realizo-
vat krok 8 vhodnym algoritmem, ktery fesi problém (1.31) rovnéz s po¢tem krok omezenym
ve smyslu extrému spektra Hessianu A. V [5] je ukdzano, ze jednim takovym algoritmem je
MPRGP a ze SMALBE s krokem & implementovanym algoritmem MPRGP k nalezeni pfi-
blizného feSeni potiebuje pouze O(1) nasobeni Hessianu vektorem. Algoritmus MPRGP si

predstavime v nasledujici sekci.

1.4 MPRGP: Efektivni vnit¥ni iterace SMALBE

Zde bude prezentovan algoritmus MPRGP pro QP problémy s jednoduchym omezenim na

nerovnost,
min. x Ax—x'b zapodm. x€Qp={xcR™:z; >{; proic T}, (1.32)

jako je vnitfni smycka algoritmu SMALBE (1.31). MPRGP rozsifuje tradi¢ni algoritmus sdru-
zenych gradientt (conjugated gradients, CG) tim, ze kromé kroku sdruzenych gradientt (CG
step) pouziva navic tzv. expanzniho kroku (expansion step) a imérnostniho kroku (propor-
tioning step). Dovolime si dale pouzivat anglické nazvy téchto krokt, protoze uvedené ceské
preklady se v praxi nepouzivaji.
Gradient problému (1.32) je
g(x) = Ax —b.

Ozna¢me A(x) aktivni mnozinu indext x,
Projektovany gradient g (x) je pak definovan po prvcich

Ply) — gi(x) pro i¢ A(x),
9i (<) { g; (x) pro i€ A(x).

Projektovany gradient muzeme rozlozit na volny (free) gradient ¢(x) a useknuty (chopped)
gradient B(x), g¥’ (x) = p(x) + B(x),

{gi(x) pro i¢ A(x),

0 pro i€ A(x), @ Pilx) =

pi(x) = { 0 pro ¢ A(x),

g; (x) pro i€ A(x).
A konecné zavadime redukovany volny (reduced free) gradient ¢(x),

_ min { ziki cpi(x)} pro i€Z,
pi(x) = :

vi(x) jinak.
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Samotny algoritmus MPRGP je Algoritmus 2. V hranatych zavorkich u vstupnich promén-
nych je uvedeno mapovani na proménné SMALBE, 1isi-li se ozna¢eni. Abychom mohli vybrat
@, potfebujeme co nejlevnéji urcit ||A||. K tomu lze pouzit Algoritmus 3.

Algoritmus 2 (MPRGP - Modified proportioning with reduced gradient projections).

Require: A € R™*™
beR™ [b:=Pd- Gy
£ecR™
7z

xX0cQp={xeR™:a; >{; proi €I}

a € (0,2/[|Al]) [a~2/||Al]
r>0
e [e == min{M[|GX*||, n}]

{symetrickd pozitivné definitni}

{mnozina indexi omezengch prvki}
= Ak

{numericka presnost}

Ensure: x = argmin x' Ax —x'b s.t.x€Qp

1: x:=x"
2: g:=Ax—Db
3 p = p(x)
4: while ||p(x) + B(x)|| > € do
5 i BEIP < I26(x)T@(x) then
6:
7: ey =g p/pP' Ap
8: oy :=min{(x; — ¢;)/p; 1 pi > 0}
9: if acg < ay then
10: X I=X — QegP
11: g: =g — 0, Ap
12: v:=¢(x) Ap/(PTAp)
13: p:=p(x) —p
14: else
15: X:=X—Qafp
16: g:=g—asAp
17: X 1= x — ap(x)
18: g:=Ax—-b
19: p:=p(x)
20: end if
21: else
22:
23: d = B(x)
24: a,:=g'd/(d"Ad)
25: X:=X—oa,d
26: g:=g—a,Ad
27: p = ¢(x)
28:  end if

29: end while
30: return x

Algoritmus 3 (Odhad [|A][|).
Require: A € Rm*™

x € R™\ {o}

Nitg > 0
Ensure: a = ||A]|

{x s strictly proportional}
{aj :=max{a:x—ap € Qp}}

{conjugate gradient step}

{feasible half-step}

{ezpansion step}

{x is not strictly proportional}

{proportioning step}

{symetrickd pozitivné definitni}

{predem danyg pocet iteraci}
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for i := 0 to ny do
y = Ax
x:=|lyl["y

end for

a = ||Ax]||

return a

1.5 Numericka a paralelni skalovatelnost

Numericka skalovatelnost znamené, ze doba béhu algoritmu je pfiblizné pfimo tmérna poctu
neznamych. Paralelni skalovatelnost je pak takova vlastnost, Zze doba béhu je nepfimo timérna
poctu procesort, které tlohu fesi paralelné. Algoritmim, které maji obé tyto vlastnosti, se
tiké prosté skalovatelné. Takové vlastnosti jsou velmi vyznamné, protoze vypocetni narocnost
rozsahlych tloh bez vyuziti efektivnich algoritm® miize riust rychleji nezli samotny vykon
pocitace.

Otéazkou je, zda i algoritmy prezentované dfive v této kapitole maji tyto vlastnosti. A
pravé pro SMALBE s vnitfni smyckou implementovanou algoritmem MPRGP je teoreticky
dokazano Vétou 8.3 v [5] a také diskuzi na konci kapitoly 8.2 a 8.4, Ze tuto vlastnost maji.

Nasledné numerické experimenty to potvrzuji.
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Kapitola 2
Paralelni pocitacové vypocty

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou paralelnich pocitacovych vypocti a jejich
programovani. Paralelni pocitacové vipocty (lépe snad angl. parallel computing) obecné spo-
¢ivaji tom, ze ptvodni problém, jenz je feSen sekvenénim programovym kédem, se rozlozi na
mensi podproblémy, do jisté miry nezavislé, a odpovidajici ¢asti kédu lze poté Fesit soubézné,
¢imz se dosahuje vyrazného snizeni ¢asu vypoctu.

Nejprve se si paralelizaci rozdélime na ¢tyti zakladni trovné. Dale prejdeme k predstaveni
zékladnich paradigmat paralelniho programovani, a to pfimo na konkrétnich prikladech API
a knihoven, které tato paradigmata reprezentuji. Vétsi ¢ast sekce bude vénovana MPI, coz je
API reprezentujici model distribuovand pamét/preddvdni zprav. Zminime vSak i néktera dalsi
masové pouzivana paradigmata a jejich realizace.

V dalsi sekci se budeme vénovat specifiktim vgvoje paralelnich aplikaci z hlediska odlisnosti
jejich softwarového procesu oproti sekvenénim aplikacim a poukédzeme na nové problémy, které
pri jejich vyvoji vyvstavaji.

Nasledné se ve stru¢ném piehledu seznamime s nékterymi paralelnimi numerickyms knihov-
nami. Nejvice se budeme zabyvat tim, co na tomto poli nabizi MATLAB, potazmo knihovna
MatSol, jez je v tomto jazyce/prostiedi vyvijena. Pak pfejdeme k C knihovné PETSc a C++
knihovné OOSol, zejména se zaméfime na jejich srovnani, vyhody a nevyhody. V ptipadé
knihovny OOSol, ktera je vyvijena na Katedie aplikované matematiky a autor se na ni podili,
jsou navic diskutovany nékteré soucasné problémy a predlozeny navrhy na jejich moznéa feSeni.

V zéavéru si velmi stru¢né predstavime nékteré alternativni paralelni numerické knihovny.

2.1 TUrovné paralelizace

Vypocty lze paralelizovat na nékolika Grovnich:

1. na trovni bitového kédu (bit-level)
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2. na trovni instrukei (instruction-level)
3. na turovni dat (data-level)

4. na trovni uloh (task-level)

Uroveri 1 — paralelizace bitového kddu — spoéivé ve zvySovani délky bitového slova, se kte-
rou pracuje procesor. Jejim zvysovanim se snizuje pocet instrukci, jez musi procesor vykonat,
aby provedl operaci na proménnych, jejichz bitova délka je vétsi nez délka slova. U osobnich
pocitaci se dnes setkdvame s 32-bitovou délkou, kterd byla nejcastéjsi celd dveé desetileti, a
64-bitovou délkou, kterd ji postupné nahrazuje. Velké pocitace (serverti, superpocitact) maji
jiz prakticky vyhradné 64-bitovou architekturu. Oproti tomu vice jak polovina produkova-
nych procesortl je pouze 8-bitovych, jedna se napt. o prvky pro spotiebni elektroniku. Tato
nejnizsi aroven paralelizace se zjevné odehrava na trovni hardware, opera¢niho systému a
prekladace. Programator koncovych aplikaci je nemuze a vlastné ani netouzi nijak ovlivnit. A
stézi bychom dnes nazvali néjakou aplikaci paralelni jen proto, zZe je optimalizovana pro delsi
bitové slovo. Touto trovni se tedy dale nebudeme zabyvat.

Uroveri 2 — paralelizace instrukcei — spoéiva v odhaleni toho, které z primitivnich nume-
rickych operaci, jako je séitani, ndsobeni, modulo, negace apod., daného programového kédu,

lze provadét nezavisle na sobé a tedy i soubézné. Mame-li napt. posloupnost operaci

e a+b
2.f =c +d
3.g=¢e* f,

lze zfejmé operace 1 a 2 vykonat soubézné, zatimco operaci 3 lze korektné vypocitat az poté,
co operace 1 a 2 skonéily a daly mezivysledky. Ukolem navrhait procesort a prekladacii je
potom co nejvice tento potencidl vyuzit. Prikladem mutize byt pipelining. VSimnéme si, Ze
tato troven se tyka opét hardwaru az prekladace, zatimco programatora koncovych aplikaci
také nemusi prilis zajimat, protoze jeho zdrojovy kdéd ztstava nedotéen. Ovsem vzhledem k
soucasnym redliim, kdy jedna pamétova operace méa casové naroky odpovidajici tfeba nékolika
stim procesorovych cykli, je tato roven paralelizace neadekvatni pro paralelizaci dat mimo
¢ip a je potfeba se zamyslet nad sofistikovanéjSimi zpusoby, které dokazi efektivné vyuzit
architektur s vice jadry, procesory nebo uzly. Ty uz se programatora koncovych aplikaci
vétsinou tykaji, a to dosti markantnim zptsobem.

Uroveri 8 — paralelizace dat, nékdy také nazyvana paralelizace smycek (loop-level paral-
lelism), se realizuje tak, ze kazdd vypocetni jednotka (jadro, procesor nebo i cely pocitac —
vypocetni uzel) provadi stejnou tlohu se stejnym kédem nad réiznymi ¢astmi dat. Casto viak
mé jedna jednotka fidici roli a koordinuje cely pribéh vypoctu, nazyvame ji master. Ostatni

jednotky se mu podfizuji, fikdme jim slave nebo worker. Master tedy fakticky vykonava jiné

20



casti kédu. Toho se ale zpravidla dosahuje tim, ze kod je jednotny a jsou v ném logické
podminky typu jestliZe jsem master, tak ..., jinak ..., coz zabranuje zbytecnym potizim
s udrzovanim dvou zdrojovych kédl a spousténim dvou binarnich kédd. Zpravidla vypocet
probiha tak, ze je tloha rozdélena masterem na podulohy a ty jsou pfifazeny jednotlivym
slavim, ty nezavisle na sobé (tj. bez komunikace) pocitaji ,svou* podilohu a nakonec sviij
vysledek poslou masterovi, ktery sestavi z dil¢ich vysledki kompletni vysledek ptvodni tlohy.
Tento zptisob paralelizace vyzaduje takovou povahu vstupnich dat, aby je bylo mozné rozdélit
zhruba na stejné ¢asti, které mohou byt zpracovany nezavisle. Abychom uvedli jednoduchy
konkrétni priklad, uvazujme dvé matice A a B stejné velikosti, nad nimiz provadime operaci
séitani
C=A+B,

pri¢emz mame k dispozici n vypocetnich jednotek. Povaha matic vyhovuje predpokladim
datové paralelizace. Postupovat mizeme tieba tak, ze A a B rozdélime na n horizontalnich
past o zhruba stejném poc¢tu radku tak, aby k-ty pas Ry (A) matice A mél stejny pocet radkt
jako k-ty pas Ry (B) matice B. Pak staci, aby k-t4 vypocetni jednotka pocitala

R;(C) = Ri(A) + Ri(B),
a vyslednou matici sestavi master jednoduse:

R:(C)
R»(C)

R,.(C)

V idealnim piipad€, kdy mitizeme zanedbat ¢asové naroky komunikace mezi vypocetnimi jed-
notkami, je vypocetni cas pfimo imérny velikosti dat a nepfimo imeérny poctu vypocetnich
jednotek. Je zfejmé, ze takovy zpusob paralelizace jiz m4 jisté naroky na programatora, zdro-
jovy kéd takto paralelizované aplikace se lisi od jeji Cisté sekvenéni podoby v tom, ze je
potfeba odlisit tlohy mastera a slavi a zajistit dekompozici dat.

Uroveri 4 — paralelizace 1iloh, lze se setkat také s pojmenovanim funkcéni paralelizace
(function parallelism), pFidava oproti predchozi tirovni distribuci funkcionality. Programova
vlédkna pracuji nad stejnymi nebo riznymi daty a vykonavaji obecné rizné ulohy s riznym
kédem. Nejsou tedy jen role mastera a slavi, ale roli mize byt vice, az tolik, kolik je vlaken.
7 toho také vyplyva, ze Cas vypoctu nemusi byt pfimo amérny velikosti problému a nepfimo

umeérny poctu vypocetnich jednotek.
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2.2 MPI

MPI [17] je standardizovand API specifikace pro komunikaci mezi procesy, primarné zamé-
Fend na architektury s distribuovanou paméti. To jsou architektury, kde kazdy procesor muze
pristupovat jen do paméti, kterou vlastni, ale procesory jsou propojeny rychlou siti a mo-
hou sdilet data predavanim zprav. Nékteré implementace MPI vsak obsahuji téz rozsifeni
architektury se sdilenou paméti, o nichz bude fe¢ v dalsi kapitole. Je produktem MPI féra
[16], které zastfesuje Ffadu vyrobct, vladnich i nevlddnich vyzkumnych organizaci a vysokych
skol. Cilem MPI je vysoky vykon, skadlovatelnost a pfenositelnost. Je v dnesni dobé domi-
nantnim modelem v oblasti paralelnich vypocta. Je jazykoveé nezévisla a existuje fada jejich
volné dostupnych i komerénich implementaci v C/C++, Javé, Pythonu a dalsich jazycich. Za
referen¢ni implementaci 1ze povazovat MPICH [3]. Posledni verze MPI specifikace je 2.2 a jeji
kompletni dokumentace je volné ke stazeni [18].

MPI je pfedstavitelem modelu sdilend pamét/preddvdini zprdv. MPI je de fakto standardem
pro tento model paralelizace a komunikace mezi procesy. Dle Flynnovy taxonomie reprezentuje
paradigma SPMD (Single Program Multiple Data). Tedy jeden zdrojovy kéd je pfelozen do
jednoho binarniho kédu a ten je spustén z jednoho mista. Z hlediska hierarchie prezentované
v kapitole 2.1 pracuje MPI s 3. a 4. Grovni.

Program na bazi MPI je nutno spoustét pomoci specialni utility mpi exec (dfive npi r un)
s parametrem - Np N, kterd zajisti soubézné spusténi n procesi, kazdy s jednou instanci
programu, které jsou rovnomeérné rozmistény na dostupné procesory. Tomu se fikéa statické
vytvareni procest. Zpravidla se pro maximalni vykon voli N rovno poctu procesori. V MPI-2
vSak jiz existuje i moznost dynamického vytvaieni procesd za béhu programu. Procesy lze
shlukovat do tzv. komunikatori.

Zakladem komunikace mezi procesy je, jak jiz bylo feceno, ptedavani zprav. Zpravy vzdy
obsahuji identifikator vysilajiciho procesu, cilového procesu a komunikitoru, v némz se na-
chéazi cilovy proces. Dale obsahuje identifikdtor zpravy. Zprava také mize obsahovat data, a
to primitivni datové typy nebo jejich pole. V zdkladnim MPI API neni pfimo podporovano
posilani C++ objektt. C struktury podporovany jsou, i kdyz ponékud nepohodlné. Komuni-
kace (vymeéna zprav) mize byt synchronni (blokujici) nebo asynchronni. Na strané odesilatele
lze specifikovat, zda bude zprava bufferovana, coz umoznuje pokracovat v béhu programu, i
kdyz druhd strana nezacala pfijimat. Kromé piimé komunikace MPI podporuje také kolek-
tivni komunikaci. Operaci broadcast mize jeden proces poslat sva data na vSechny procesy
zadaného komunikatoru, operacemi scatter a gather lze elegantné realizovat distribuci dat
na procesy daného komunikatoru a nésledné sesbirani jejich ¢astecnych vysledkd. Operace

barrier realizuje synchronizaci mezi procesy.
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Kompletni vycet vSech funkeci lze nalézt v [18]. Privétivy tutoridl pro zaklady MPI lze

nalézt napf. na [2].

2.2.1 Objektové orientovana rozsireni MPI

MPI ma také své slabé stranky. Programétorovi, ktery je zvykly na tzv. vyssi programovaci
jazyky, jejichz éra zacala s predstavenim C++-, bude zakladni MPI API pfipadat nezvykle
staromilské a nepfivétivé. Primarnimi jazyky jsou totiz Fortran a ANSI C, které patri k
nejstarsim pouzivanym jazyktim. Jednim z dtisledktl je z dnesniho pohledu neptilis elegantni
oSetfeni chyb zpisobem, Ze veskeré rutiny vraceji hodnotu typu i nt , ktera je 0, pokud rutina
probéhla v poradku, nebo nenulové ¢islo znacici chybovy stav. Déale to znamena jiz zminénou
nedplnou podporu uzivatelsky definovanych typt, coz mtze narusovat celkovou architekturu
objektove orientovaného systému. Dokonce i piedavani fetézce z jednoho procesu do druhého
je dosti nepohodlné — znamenad sérii nékolika zprav (nejprve je potfeba zjistit délku Fetézce!)
a explicitni bufferovani.

Nastésti existuji rozsiteni MPI, ktera pridavaji plnou podporu objektové orientovanych
postupii. K nejuznavanéjsim patii knihovna Boost. MPI. Odborné vefejnost se shoduje na
tom, ze knihovny Boost [25] patii k tomu nejlepsimu, co svét C++ nabizi. Zarukou kvality
je jiz to, ze vSechny prochézeji procesem peer review, tedy hodnocenim obecné uznavanymi
experty v dané oblasti. Dokonce velka ¢ast téchto knihoven predznamenava pravé dokoncovany
mezinarodni standard C++0z [1], ktery by mél nahradit stavajici standard ISO/IEC 14882,
publikovany roku 1998 a aktualizovany v roce 2003. Vice o tomto standardu se lze docist
napf. na Wikipedii.

Boost. MPI neni celkové nova knihovna, ale spiSe C++ rozhrani ke standardnimu MPI.
Je proto potfeba pfipojit také nékterou impelementaci MPI. Boost. MPI je psina plné v
modernim objektové orientovaném stylu. Osetfeni chybovych stavi je FeSeno systémem vy-
jimek. Podpora uzivatelskych typi je zajisténa vyuzitim serializace, coz sice mize obnéset
urcitou rezii, na druhou stranu se tim usSetfi komunikace a knihovna ma i jisté moznosti dalsi

optimalizace. Knihovna obsahuje také vylepsenou spravu komunikéatorti a dalsi vylepsSeni.

2.3 GPGPU/CUDA - od herniho prumyslu k linearni algebie

Zajimavym trendem posledni doby je vyuZivani procesoru grafickych karet (GPU — Graphic
Processing Unit), které byly ptvodné urceny a pouzivany vyhradné ke zpracovani 2D a 3D
grafiky a jejimu vykreslovani, k jinym nez grafickym vypoctiim. Poté, co se graficka jadra
zacala vyrabét jako plné programovatelnd, se totiz ukazalo, ze jejich vykon a vysoce para-

lelni struktura vykazuje mnohem vyssi efektivitu nez univerzalni CPU u celé fady algoritm.
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Dochézi tak k zajimavé situaci, kdy vysledky vyzkumu a vjvoje v oblasti dobfe dotovaného
herniho primyslu nahle maji vyznam i pro ,seriézni“ odvétvi vyuzivajici masivné paralelnich
pocitact. Pro vyuzivani GPU k obecnym tucelim se vzila zkratka GPGPU (General-purpose
computing on graphics processing units).

GPU jiz tradi¢né stavi na paradigmatu stream processingu (proudové zpracovani), které
pracuje s predstavou streamu (proudu), coz je mnozina datovych prvk, jez vyzaduji podobné
zpracovani. Kernel (jadro) je funkce, kterda mé byt vykonédna na kazdém prvku streamu.
Stream processing potom probiha tak, ze kazdy prvek se nacte ze vstupniho streamu, aplikuje
se na néj posloupnost kerneli a zapise se do vystupniho streamu. GPU obsahuje velké mnozstvi
(az stovky) vypocetnich jednotek a kazda z nich je schopna provadét tyto akce nezavisle na
ostatnich. Proti tomu CPU dnes maji obvykle jednu az ¢tyfi vypocetni jednotky, které jsou
ale mnohem rychlejsi. Déle rozhrani mezi paméti a vypocetnimi jednotkami grafické karty
je mnohem rychlejsi, propustnéjsi a paralelizovanéjsi, nez je tomu u rozhrani CPU k RAM.
L2-cache procesoru je sice velmi rychla, ale ma jen velmi omezenou kapacitu nékolika MB.
7 uvedeného vyplyva, ze vypocet na GPU muze byt tfeba o dva rady rychlejsi nez na CPU
téhoz pocitace, avsak pouze pro masivné paralelizovatelné tlohy, které mohou byt spustény ve
stovkach vldken s co nejmensi komunikaci mezi vlakny. Ovsem tfeba BLAS rutiny jsou praveé
takovymi algoritmy. Nabizi se tedy vyuziti GPU pro nékteré k tomu vhodné ¢asti numerickych
vypocti.

Aktudlné asi nejvyznamnéjsim predstavitelem GPGPU je CUDA spole¢nosti NVIDIA.
Jedné se o API a jeho implementaci v jazyce C, umoziujici programovat masivné paralelni
aplikace spousténé na grafickych kartach této spolecnosti. Programuyji se zcela standardné jako
bézné C aplikace, pouze na vhodnjch mistech se pouziji CUDA rutiny pro kopirovani dat do
GPU, spusténi vypoctu a kopirovani vysledkid zpét do hlavni paméti. CUDA je zdarma ke
stazeni ve formé SDK véetné dokumentace [21]. V rdmci CUDA SDK je dodévana knihovna
CUBLAS, coz je implementace BLAS level 1,2,3 pro husté matice [22], ke staZeni je nové i
implementace BLAS pro fidké matice [26]. Moznosti, jak vyuzit knihovhu CUDA ke zrych-
leni vypoctla existuje mnoho. Nic nebrani tomu pouzit ji k urychleni nékterych vypocta v
MATLABu pies MEX rozhrani [24, 19, 20] o jeden az dva fady na témze pocitaci. Dalsi zaji-
mavou moznosti je kombinace s MPI, kdy uzly jsou spojeny do clusteru a komunikuji pomoci
MPI a na kazdém uzlu jsou nainstalovany GPU podporujici CUDA [14]. Zd4 se, Ze o tomto

novém trendu jesté mnoho uslysime.
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Kapitola 3

Paralelni numerické knihovny

3.1 Paralelni vypoc¢ty v MATLABu

Matematicky balik MATLAB spolecnosti MathWorks nabizi zajimavé a docela intutivni moz-

nosti paralelnich vypocth. Klicové jsou dva toolboxy:
e Parallel Computing Toolbox
e Distributed Computing Server

Parallel Computing Toolboz umoznuje rozlozit vypocet z uzivatelského sezeni MATLABu,
kterému se fikd client na jina sezeni, zvana workers (délnici). Sam o sobé dovoluje spusténi
nejvyse ¢tyt procesi soucasné (tedy jednoho klienta a tfi délniky), a to na tom samém po-
¢itaci. Takova konfigurace se tedy hodi pouze pro urychleni vypocétu na osobnim pocitaci se
dvéma nebo ¢tyfmi jadry. Pro delegovani vypoc¢tu na vypocetni cluster je potieba mit na
tomto clusteru nainstalovan Distributed Computing Server, na némz je pak pocet délniki
omezen zakoupenymi licencemi. Na serverové strané je jesté jakysi prostiednik mezi klientem
a délniky, ktery koordinuje pfidélovani prace délniktim. Je jim bud standardni planovaé sche-
duler tteti strany (LSF, PBS Pro, TORQUE nebo CCS) nebo jeho specializovanéjsi obdoba
od MathWorks, tzv. job manager.

3.1.1 Paralelizace smycek

Parallel Computing Toolbor podporuje 3. i 4. Groven paralelizace, jak jsme si je zavedli v
kapitole 2.1. Pro 3. Giroven poskytujes jako zdkladni néstroj paralelizovanou smycku par f or |
jejiz syntaxe i sémantika je obdobnd jako u bézné smycky f or :

Pro alokaci pozadovaného poctu délnikd a dalSich prostfedkt pro paralelni béh je jesté

pred pouzitim par f or nutné spustit prikaz
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for i = 1:n parfor i = 1:n
end end
mat | abpool

Bez néj by par f or fungoval jako bézny f or .

MATLAB vykonava sérii piikazi (télo cyklu) na néjakém rozsahu hodnot indexové pro-
ménné. MATLAB se vSak automaticky postard o rozlozeni iteraci na dostupné procesory —
¢ast iteraci pocita klient a ¢ast délnici. Data, kterd télo cyklu pouziva, jsou rozeslana z klienta
na délniky, kteri odvedou vétsinu vypocetni prace a poslou své vysledky zpét klientovi, ktery
je sestavi do celkového vysledku. Klient mé tedy tlohu mastera.

Délnici vyhodnocuji jednotlivé iterace nezavisle na sobé, v nedefinovaném poradi a asyn-
chronné. 7 toho plyne, %e konstrukci parf or nelze pouzit tehdy, pokud na sobé iterace
zaviseji. Chovani parf or je tedy prece jen ponékud odlisné od sekvenéniho f or . Navic se
chovéani par f or odliSuje v tom, jak se chovad k do¢asnym proménnym. K tém patii itera¢ni
proménnd i stejné jako kazda jind, jez je cilem pfifazeni uvniti cyklu. Tyto maji po skonceni

cyklu nastavenu ptivodni hodnotu pfed cyklem. Viz priklad:

d =77, i = 0;
parfor i = 1:4
d =i*2;
A(l) = d;
end
A %Zneénéno
d %=77
i %=0
Pokud pozadujeme, aby proménna byla tzv. redukéni, tedy aby byla akumulovéana pfes

vSechny iterace, smime do ni v téle cyklu pouze pritazovat a smi zéviset pouze na své predchozi

generaci. Vlevo je korektni kéd, vpravo chybny kod, ktery nelze ani spustit.

x =0,y =0
parfor i = 1:10
X = 0; X =X +i;
parfor i = 1:10 y = x + 1;
X =X + 1; end
end X
X % =55 y
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3.1.2 Dalsi moZnosti paralelizace

Zatim jsme se seznamili s paralelizaci na 3. tirovni, Parallel Computing Toolbox ma vsak i
rozsdhlé moznosti paralelizace na 4. Urovni, tedy na trovni funkéni dekompozice. S tim je
spojeno urcité pojmoslovi: Zavadi se pojem job, coz je néjakéd velkd operace, kterou chceme
paralelizovat. Predpoklada se, Ze j ob lze dekomponovat na dil¢i podulohy, tasky. Ty obecné

nemuseji byt identické. Joby jsou dvojiho druhu:

1. distributed job
2. parallel job

Distributed job je takovy, ze jeho tasky mezi sebou pfimo nekomunikuji. Nepotiebuji bézet
soucasné ani byti néjak synchronizovany, dokonce mohou byt vykonavany za sebou.

Oproti tomu v parallel job je definovan jen jeden task, jehoz presné kopie zpracovava
soubézné vétsi pocet délnikt, kazdy nad jinym segmentem dat, a mohou spolu komunikovat
i béhem vypoctu. V tomto pfipadé se délniktim iiké laby.

Obé¢ paradigmata se pfi pouziti Parallel Computing Toolbox programuji velmi podobnym

zpusobem:

vytvorit mistni objektovou reprezentaci planovace nebo najit job manager
vytvorit job
vytvorit tasky

ptredat job planovaci nebo job manageru

A

obdrzet vysledky jobu

Tim, co bylo dosud uvedeno, moznosti Parallel Computing Toolboxu zdaleka nekondi,
avSak jako piiklad jeho moznosti to postaci. Vidéli jsme, ze paralelizace je implementovana
na vysoké trovni abstrakce, s dobfe zavedenymi pojmy, které jsou v dokumentaci konzistentné
pouzivany. Parallel Computing Toolbox je nadpriimérné rychle pochopitelny a odstinuje uzi-
vatele od mnoha implementac¢nich detaili, jako je pouzity protokol predavani zprav, takze
jeho pouziti je pfimocaré. Ve spojeni s Distributed Computing Serverem a dalsimi funkcemi
MATLABU, jako je vyborny debugger, jednoduché konstrukce matic, jednoduché vstupné-
vystupni operace a fada dalSich se zfejmé jedna o velmi silny nastroj umoznujici rychly vyvoj

aplikaci.

3.2 MatSol

Matsol je knihovna vyvijena na Katedfe aplikované matematiky v prostfedi a jazyce MathWorks
MATLAB, s cilem umoznit nahrazeni standardnich fesi¢i dodavanych v komercnich i ne-

komerc¢nich balicich pro FEM modernimi paralelné a numericky skalovatelnymi algoritmy

27



zalozenymi na DDM, konkrétné FETI a BETI. MatSol miize byt na jednu stranu zajima-
vou alternativou pro uzivatele téchto balikil, na stranu druhou dava prilezitost vyvojarim
algoritmt otestovat nové metody na realistickych tlohach. MatSol aktualné obsahuje fesice
urcené zejména pro koercivni i semikoercivni kontaktni lohy, tlohy tvarové optimalizace a
dalsi mechanické ulohy. Paralelizace je realizovana prostfednictvim technologii MATLABPa-

rallel Computing Toolbox / Distributed Computing Server.

3.3 PETSc

PETSc [petsi| je zkratkou pro Portable, Eztensible Toolkit for Scientific Compitation. Je to
paralelni numericka knihovna psana ve varianté pro ANSI C a FORTRAN. Poskytuje rozsah-
lou sadu datovych struktur a rutin pro implementaci numerické feseni zejména parcidlnich
diferencialnich rovnic a souvisejicich problémi na paralelnich pocitacich. Pro meziprocesovou
komunikaci vyuzivd MPI standard (kapitola 2.2 na strané 22). Je dilem lidi z University of
Chicago a Argonne National Laboratory.

Knihovna je organizovana hierarchicky, do nabalujicich se modulti, ¢imzZ je umoznéno
pouzit troven abstrakce, jez je adekvatni feSsenému problému. PETSc obsahuje paralelnich
linedrnich i nelinedrnich resici a k tomu potfebnych rutin nizsi Grovné. K nim patfi rutiny
pro sestavovani paralelnich hustych a ridkych matic v nékolika formatech uloZeni a vektort, s
nimi kompatibilni paralelizované BLAS trovné 1, 2 a 3, rutiny pro souborovy a obrazovkovy
vstup a vystup, funkce pro méfeni casu, logovani, ladéni a profilovani aj. V neposledni radé
obsahuje rozhrani k mnoha jinym knihovnam, jako je rozdélovaci grafovy nastroj ParMETIS,
nastroj pro automatické derivovani ADIC a fada externich fesSi¢l, a k velkiym matematickym
baliktim, k nimz mezi jinymi patii MATLAB, ¢i Mathematica.

Zakladni moduly PETSc lze rozdélit podle objekti, s nimiz pracuji:

e indexové mnoziny (I S)

e vektory (Vec) — paralelni i sekvenéni

e matice (Mat ) — Fidké i husté, paralelni i sekvenéni

e distribuovana pole (DA) — (pro paralelizaci gridovych metod, napt. kone¢nych diferenci)
e metody Krylovovych podprostori (KSP) — napt. CG

e predpodmitiovace (PC) — napf. ILU

e nelinearni fesi¢e (SNES) — napt. Trust Region
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e fesice Casové zavislych parcidlnich diferencidlnich rovnic, tzv. timesteppery (TS)

Rutiny odpovidajici jednotlivym modultim jsou odliSeny prefixem uvedenym v zavorkach,
obecné a podpiurné funkce maji prefix Pet sc.
PETSc umoznuje do zna¢né miry pfizptisobeni vlastnim potiebdm, napt. integrovat vlastni

solvery.

3.3.1 PETSc — Ukazkovy priklad

#i ncl ude " pet scksp. h”

int nain(int argc, char **args)

{
Vec X, b, u; /* approx solution, RHS, exact solution */
Mat A /* linear systemmatrix */
KSP ksp; /* linear solver context */
PC pc; /* preconditioner context */
Pet scReal norm /* normof solution error */
Pet scError Code ierr;
Pet scl nt i,n=10,col[3],its;
Pet scMPI | nt si ze;
Pet scScal ar neg_one = -1.0,one = 1.0, val ue[3];

Petsclnitialize(&argc, &rgs, (char *)O0, hel p);
ierr = MPl _Comm si ze( PETSC_COWM WORLD, &si ze) ; CHKERRQi err) ;

/* CGet value of CLI argument -n */
ierr = PetscOptionsGetl|nt(PETSC_NULL, "-n", &, PETSC_NULL) ; CHKERRQ(i err);

/* Create vectors x, b, u. */
ierr = VecCreat e( PETSC_COW WORLD, &x) ; CHKERRQ(i err);

ierr = PetscObj ect Set Name( (PetscObject) x, "Solution”); CHKERRQ i err);
ierr = VecSet Si zes(x, PETSC_DECI DE, n) ; CHKERRQ(i err);

ierr = VecSet FromOpti ons(x); CHKERRQ(i err);

ierr = VecDuplicate(x, &) ; CHKERRQierr);

ierr = VecDuplicate(x, &u); CHKERRQi err);

/* Create matrix A */

ierr = Mat Creat e( PETSC_COVWM WORLD, &A) ; CHKERRQ(i err) ;

ierr = Mat Set Si zes(A, PETSC_DECI DE, PETSC_DECI DE, n, n) ; CHKERRQ(i err);
ierr = Mat Set FromOpti ons(A); CHKERRQ(i err);

/* Assenble matrix A */

value[0] = -1.0; value[l] = 2.0; value[2] = -1.0;
for (i=1; i<n-1; i++) {
col[0] =i-1; col[1] =i; col[2] = i+1;

ierr = Mat Set Val ues(A, 1, & , 3, col, val ue, | NSERT_VALUES) ; CHKERRQ(i err) ;

}
i =n-1; col[0] =n - 2; col[1] =n - 1;
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/* Set

err
err

Mat Set Val ues(A, 1, & , 2, col , val ue, | NSERT_VALUES) ; CHKERRQ(i err) ;
col[0] =0; col[1] =1; value[0] = 2.0; value[l] = -1.0;

Mat Set Val ues(A, 1, & , 2, col , val ue, | NSERT_VALUES) ; CHKERRQ(i err);
Mat Assenbl yBegi n( A, MAT_FI NAL_ASSEMBLY) ; CHKERRQ(i err) ;

here can be sone code to overl appi ng conmuni cati on */

Mat Assenbl yEnd( A, MAT_FI NAL_ASSEMBLY) ; CHKERRQ(i err) ;

exact solution u = ones(n); then conpute right-hand-side vector b = Au.*/
VecSet (u, one) ; CHKERRQ(i err);
Mat Mul t (A u, b) ; CHKERRQ(i err);

/* Create |linear solver context. */

err

KSPCr eat e( PETSC_COMM WORLD, &ksp) ; CHKERRQ(i err) ;

/* Set operators. Matrix of |inear systemserves also as preconditioning matrix. */

err

/* Set

err
err
err

KSPSet Oper at or s( ksp, A, A, DI FFERENT_NONZERO_PATTERN) ; CHKERRQ(i err);

l'inear solver defaults for this problem */

KSPGet PC( ksp, &pc) ; CHKERRQ(i err);

PCSet Type(pc, PCJACOBI ) ; CHKERRQi err) ;

KSPSet Tol er ances(ksp, 1. e-7, PETSC_DEFAULT, PETSC_DEFAULT, PETSC_DEFAULT) ; CHKERRQ(i err

/* Solve |linear system */

err

KSPSol ve(ksp, b, x) ; CHKERRQ(i err);

/* View solver info. */

err

KSPVi ew( ksp, PETSC_VI EMER_STDOUT_WORLD) ; CHKERRQ(i err) ;

/* Check solution. */
err = VecAXPY(x, neg_one, u); CHKERRQi err);

ierr = VecNorn(x, NORM 2, &nor ) ; CHKERRQ(i err);

ierr = KSPGetlterationNunber(ksp, & ts); CHKERRQ(ierr);

ierr = PetscPrintf(PETSC_COVW WORLD, " Norm of error %A, lterations %H\n”,
normits); CHKERRQ i err);

/* O ean-up. */

ierr = VecDestroy(x); CHKERRQ(ierr); ierr = VecDestroy(u); CHKERRQierr);

ierr = VecDestroy(b); CHKERRQ(ierr); ierr = MatDestroy(A); CHKERRQierr);

ierr = KSPDestroy(ksp); CHKERRQ i err);

ierr = PetscFinalize(); CHKERRQ(ierr);

return O;

3.3.2 PETSc — Vyhody, nevyhody, doporuceni

V této kapitole se autor rozhodl prezentovat své nazory na praci s knihovnou PETSc, jak je

vidi po nékolika mésicich uzivani.
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Vyhody

Rozhrani — PETSc mé implementovanu celou fadu rozhrani k externim softwarim, z oblasti

naseho zajmu napt. k ParMETISu, MATLABu.

Polymorfismus — uniformni pristup k sekvencénim i paralelnim maticim a riznym formattim

uloZeni. Napt. pouziti téhoz fesice.

Rozfazovani naroénych operaci — PETSc poskytuje * Begi n/ * End bloky, jako na fad-
cich 44-46 prikladu na str. 29, které umoznuji prekryvani komunikace a vypoc¢tu napf.

pfi sestavovani velké globalni matice.

Kontexty zefektiviiujici kéd. Lze tézit z toho, Ze po sobé jdouci matice, nad nimiz probiha
vypocet, maji stejnou strukturu nenulovych ¢isel apod., viz piiklad na str. 29, fadek 52
a dal.

Odstinéni od MPI — programator jen vyjimecné potiebuje explicitné volat MPI rutiny.
Zabudovana podpora CLI pfepinadi a argumentu.

Moznost korektné pracovat pfimo s vnitfnim polem matice nebo vektoru pomoci pa-
rovych rutin VecGet Array a VecRest oreArray (resp. s prefixem Mat u matic).
Druha rutina se postara a o dealokaci docasného pole a pripadné zkopirovani zméné-

nych hodnot zpét do objektu.

Systém vieweru, které umozinuji jednotnym zpusobem napf. tisknout hodnoty vektoru na
obrazovku nebo jej ulozit v MATLAB ASCII, ¢i binarnim formatu.

Mnozstvi formata matic nad ramec specifikace BLAS vcetné blokovych.
Mnozstvi priklada — ke knihovné se dodava pres sto priklad ke vSem modultm.
Podpora logovani, ladéni a profilovani kédu.

Mnozstvi jiz hotovych Fesi¢i a predpodminovacii.

Konzistentni pojmenovani a kédové konvence.

Odstinéni od pointert pomocit ypedef U, které odstratiuji nutnost explicitniho pouzivani

operatora *, & ->

1 func(Vec v) {...}
2

3 Vec v;

4 VecCreate(..., &);
5 func(v);
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Nevyhody

Lpéni na ANSI C, které Casto vede k méné prehlednému, tézkopaddnému a jen Castecné
OO kédu. Jsem presvédcen, ze v dnesni dobé, kdy vsechny dostupné prekladace umi
C++ a existuje rada knihoven, které jej posouvaji dal, uz to nema smysl. To bychom
mohli zistat u FORTRANu.

Osetreni chybovych stava pouze pomoci navratové hodnoty, ktera je pak odchytéavana
makrem CHKERRQ, coz zneptehlednuje kéd - viz priklad na str. 29.

Misty nedostate¢na dokumentace — nékteré mozna zajimavé funkce jsou devalvovany
tim, Ze o nich neni zminka v manuéalu, nejsou k nim priklady a API dokumentace je
celkové piespfilis struéna. Nebo je jejich popis zjevné zastaraly. Spatné jsou dokumento-
vany tfeba i rtizné formaty ulozeni matic. Nékteré dilezité skutecnosti se ¢lovék dozvi az
pfi brouzdani zdrojovym kédem nebo metodou pokus-omyl. Nicméné zakladni funkénost

je dokumentovana slusné v manualu.

Svazanost s Linuxem — a¢ by PETSc méla byt dle informaci na webu plné pfenositelna
na platformu Windows, neni zfejmé pro tuto platformu pfilis testovana. Instalace pod
Windows byla velmi, velmi zdlouhava a netrividlni, do zna¢né miry cestou pokusi a
omyld a zahrnovala mimo jiné znacné upravy instalacnich skripti. Pro jejich spusténi
je potfeba mit nainstalovano alespon pseudolinuxové prostiedi Cygwin. Navic obcas
nékterd funkce zjevné nefunguje, jak by méla (napf. pfimé ukladani matic do binarniho

formatu MATLABu zpisobuje nezndmou béhovou chybu).

Svazanost s konkrétnimi implementacemi MPI PETSc je testovana priméarné pro MPICH
a dale uz jen pro OpenMPI. Ukazuje se, Ze na tom zélezi, i kdyz vSechny implementace
MPI maji byt sjednoceny MPI standardem. Testy s jinymi implementacemi skonéily

nezdarem.

Zmatky s nedodélanou funkénosti — tfeba nékteré funkce, které ,se tvari“, Ze funguji
pro vSechny typy matic, a dokumentace tomu odpovida, ve skutecnosti funguji jen pro

par zékladnich typ1t.

Casté zmény API, vynucujici zmény v kédu. U vysSich jazyk@ s podporou pretizenjch
funkeci se to fesi oznacenim staré verze funkce jako depr ecat ed a pfipadnym smazanim
az po delsi prechodné dobé, kdy obé verze koexistuji. ANSI C vSak neumoznuje dvé

funkce se stejnym nazvem, byt s riiznou signaturou.

Spatna sprava verzi — v popisech funkci se nelze doéist, kdy byly zavedeny, ani kdy byly

es ee
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a lepSimi alternativami, které byly dobfe otestovany, ale i s funkcemi, jez jsou zfejmé

vyvojové a Spatné funkéni. A uzivatel knihovny je zmaten.

Doporucéeni

PETSc pomérné dost vnucuje sviij styl kédu. Clovék by si fekl, Ze kdyz uz je cela knihovna
napsand v ANSI C, tak to ve svém programu nebude narusovat. ZkusSenosti vSak ukazaly, Ze to
nemusi byt nejlepsi cesta. Komplexnéjsi kdd, ktery jsem tvoril, by se prokazatelné dal napsat
mnohem elegantnéji, struénéji a méné nachylny na chyby, kdybych k nému nepfistupoval jako
k nadstavbe PETSc, ale jako samostanému programu, ktery pouze vyuzZiva PETSc ve formé
wrapperl, ale mé svij vlastni, objektové orientovany styl vyuzivajici moznosti C++.
PETSc se ndAm miize hodit jako referen¢ni knihovna, s niz budeme pomérovat nas OOSol,
a mozna k piekondni doby, nez bude OOSol dospélejsi. Méli bychom se pokusit vyvarovat
nedostatk, jez zde byly nastinény. Je ale potfeba si dat pozor, aby ndm PETSc nebrala pftilis

mnoho casu, aby se vyvoj nestépil do tieti vétve mimo MatSol a OOSol.

3.3.3 Implementace paralelnich fesi¢u kontaktnich tloh v PETSc

V ramci praktické ¢asti diplomové prace jsem se zabyval implementaci algoritmi uvedenych v
kapitole 1 a rozhrani pro knihovnu MatSol psanou v MATLABu s vyuzitim paralelni knihovny
PETSc predstavené na zacatku této kapitoly.

Vstupni data programu odpovidaji vstupim problému (1.8), jsou to tedy matice K a B,
vektory f a c a indexova mnozina Z. Tato data je program schopen nacist z binarniho souboru
ulozeného MatSolem.

Dale byl naimplementovan TFETI preprocesor, jenz realizuje vSechny kroky popsané v
sekcich 1.2.2-1.2.4, str. 9-12, a tim pfevadi primarni tlohu (1.8) na pfedpodminénou dudlni
ulohu (1.27). Vystupem je tedy vektor b = Pd a matice A = PFP + pQ, avsak ve faktori-
zované podobé, tedy jako struktura A obsahujici skalar p a matice f;, G (viz (1.23)), B,Kf,
presnéji jejich lokalni ¢asti prislusné danému procesu.

Déle bylo potfeba realizovat algoritmus SMALBE-M, jehoz pseudokdd je Algoritmus 1 na
str. 15. Ten m4 na vstupu zminéné objekty A a b a vraci feSeni A problému (1.27). Toto FeSeni
je ulozeno do binarniho souboru a vraceno MatSolu, ktery jej nacte a pokracuje ve vypoctu.

Poslednim implementovanym algoritmem je MPRGP (Algoritmus 2 na str. 17), ktery
realizuje vnitini smycku algoritmu SMALBE a fesi problém (1.32).

Kéd jsem vyvijel v integrovaném vyvojovém prostiedi Visual Studio 2008. Vychézel jsem
z presvédceni, ze kéd neni mozné kvalitné vyvijet pfimo na cilovém pocitaci, jimz byl cluster

Comsio, ale Ze je nutné mit néjaky adekvatni vyvojovy nastroj, moznosti ladéni, bezprostfedni
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kontakt s kédem. Troufam si Fici, Ze se mi takovyto postup béhem mé programatorské praxe
vzdy vyplatil. Koneckonci, téz vyvojari knihovny PETSc doporucuji vyvoj na lokdlnim po-
¢itaci. Samoziejmé je nutné program testovat i na cilové platformé, avsak 1épe je tak cinit
pouze na konci kazdé vyvojové iterace.

Pocatecnim bodem byla implementace, kterou jsem dostal k dispozici, ktera se v prvni
chvili zdala prakticky kompletni. Postupné pii studiu kédu jsem vsak objevil celou radu
vaznych nedostatki. Ty jsem postupné odstranoval a doimplementoval zminéné rozhrani.

V prvni fadé program nebylo mozné zkompilovat ve Visual Studiu, protoze byl Spatné
rozdéleny. Neobsahoval hlavickové soubory a kéd byl rozdélen na trovni C soubort. Ty nebyly
samy o sobé zkompilovatelné, protoze spoléhaly na to, ze budou vnotfeny do hlavniho souboru.
To je samoziejmé Uplné€ Spatné a nékteré prekladace odmitaji takové C soubory pfelozit.
Vytvoril jsem tedy zcela standardni strukturu s hlavickovymi soubory.

Kéd byl dale ,zaneseny“ stovkami zakomentovanych radkd, které jsem musel odstranit,
protoze znemoznovaly orientaci v kédu. Piejmenovaval jsem proménné, aby odpovidaly tex-
tim, a stejné jsem upravoval i komentare. Odstranoval jsem redundantni argumenty funkci,
aby se ukazalo, jaké vlastné maji vstupy a vystupy. Ménil jsem potradi prikazu tak, aby
vypocet zustal ekvivalentni, ale aby byla zfejmé cesta mezivysledkd. A cisté implementacni
mezivysledky jsem pojmenoval ponékud odlisné od proménnych odpovidajicich texttim. Snazil
jsem se jasné vymezit, jaké vstupy a vystupy dané algoritmy maji, aby byla kazda funkénost
zasazena do spravné funkce.

Teprve po tomto ,,velkém uklidu“ vykrystalizovaly nesrovnalosti na vyssi arovni, zejména
redundantni pomérné naroc¢né operace — napf. mnoho kopirovani z paralelnich vektori do
sekvencnich, které se ukazalo jako zbytecéné. Naopak nékteré operace zcela chybély, jmenovité
tfeba fadek 1.22.

Pro vylepsSeni vykonu pii vysokém poctu iteraci jsem vytvoril globalni struktury, v nichz
jsou alokovany vektory pouzité pro mezivysledky, s zivotnosti po celou dobu vypoctu. Tim
jsem zabranil tomu, aby byly pravidelné v kazdém cyklu znovu alokovany a pak dealokovéany.

Implementaci jsem dosud nestihl otestovat na clusteru, nicméné predbézné testy na lo-
kalnim pocitaci davaji slusné vysledky, srovnatelné s ¢istym MatSolem, a pfitom citim jesté
hodné prilezitosti ke zlepseni a existuji i moznosti, jak odbourat predavani dat prostfednic-

tvim souboru a misto toho je predavat in-memory. Pro ilustraci prikladam aktualni podobu
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algoritmu SMALBE:

#i ncl ude "qgp_smal be. h”

/* code for inititalization and finalization, handling global vars */
Pet scError Code QPSMALBE( Mat Fact A, MatFact G Vec b, PetscScal ar epsilon, Vec |nhd)
{
Pet scScal ar epsilon_in;
whil e (Counter.out < P.max_out) {
TRY( AugLag_b(&, d, m, b) ); /[* b =Pd- G*m */
TRY( Mat Mul t Transpose( &, I nbd, dnbd) ); /* @ nmbd = G| nbd */
TRY( VecNorm( G nbd, NORM 2, normdnbd) ); /* normdnbd = norn( G| nbd)*/
epsilon_in = PetscM n(eta, Mnormd nbd); /* epsilon_in = mn{eta, M||GInbd||}*/
/* Inner iteration with adaptive precision control.*/
TRY( QPMPRGP(A, b, I, epsilon_in, Inbd) );
/* Stopping criterion. */
if (normgp < epsilon & & norm d nmbd < epsilon)
br eak;
/* Update of the Lagrange nmultipliers m. */
TRY( Mat Mul t Transpose( &, I nbd, dnbd) ); /* Anbd = Glnmbd = G’ *I nbd */
TRY( VecAXPY(mi, rho, dnbd) ); /* M =m + rho*d nmbd */
/* Conpute augnented Lagrangian al = 0.5*I nbd’ *A*l nbd - | nmbd’ *P*d + | nbd *G mi
al _old = al;
TRY( AugLag(A, b, Inbd, &al) );
/* Update rho provided the increase of augnented Lagrangian is not sufficient.
if (Counter.out > 0
&% al < al _old + 0.5*rho* normd nbd * norm G nbd)
M= M/ P.beta;
Count er. out ++;
}
return O;
}

*/

*/

3.4 0OO0OSol

0O0Sol je zkratkou Object Oriented Solvers (objektové orientované fesice). Je to projekt,
jehoz hlavnim cilem je vyvoj moderni objektové orientované knihovny pro linearni algebru v

jazyce C++. Objektové orientovany pristup se tyka jak datovych struktur, tak numerickych
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algoritmt. Mél by umoznit jednoduché, ptirozené a rychlé vyuziti téchto algoritmt zejména
pro feseni praktickych pocitacové fesenych optimaliza¢nich problémt v oblasti konstrukénich
navrhi. Vyvijen je na Katedfe aplikované matematiky. OOSol obsahuje jak BLAS rutiny v
sekvencnich a paralelnich verzich a feSi¢e zejména pro QP.

Protoze se mé tato problematika jako jednoho z vyvojait OOSolu bezprostiedné tyka,
dovolil jsem si cely zbytek kapitoly napsat v 1. osobé j.¢.

V ramci této diplomové prace jsem mél implementovat rozhrani PETSc-MatSol a OOSol-
MatSol. Avsak jak v pfipadé PETSc, tak v pfipadé OOSolu se ukazalo, Zze se nemtzu zabyvat
jen timto rozhranim, protoze kédy, na néz méla ma rozhrani bezprostfedné navazovat, nebyly
jesté hotové. Proto jsem misto dvou rozhrani, po dohodé s vedoucim dipl. prace, vytvoril jen
jedno rozhrani a zkompletoval pfilehlé algoritmy, jak bylo fec¢eno v kapitole 3.3.3. Pro PETSc
jsem se rozhodl proto, Zze jsem se domnival, Ze hotové kédy TFETI, SMALBE a MPRGP,
napsané s vyuzitim této knihovny, k tomu budou zralejsi. To byl ovSem omyl. Nicméné bych
rad na tomto misté prezentoval své nazory na to, co se podle mé musi stat, aby se OOSol
po letech razantné hnul dobrym smérem. Tyto postiehy jsem postupné ziskal, kdyz jsem se
zacal hloubéji zajimat i o jiny nez vlastni kdd a o celkové déni.

0OO0Sol sice znamena Object Oriented Solvers, ale dle mého minéni zistava tomuto ozna-
¢eni v lecéem dluzen. Tedy ne, ze by OOSol nebyl objektové orientovany, ale mam pochybnosti,
zZe je korektné objektove orientovany. Na jednu stranu se zcela ztotoznuji s cily tohoto projektu
a celkovou filozofii. Na druhou stranu se jim podle mé ¢asto prili§ ustupuje aktudlnim, casto
jen zdanlivym, potfebam a nedodrzuje se jednotna architektonicka linie. Myslim, Ze uzral cas,
aby byla provedena celkova revize knihovny od BLAS rutin nahoru. Toto je celkem slozity
tymovy tkol, nicméné predbézné jsem si jiz ovéril, ze by tyto snahy mohly byt podporeny.
Ale uvedme si nékolik priklad.

Jednou z véci, kterou podle mé bude nutno provést, je rozdéleni OOSolu na nékolik hie-

rarchicky usporddanych modulli, v ¢emz si muzeme vzit priklad z PETSc. Ttfeba takto:

e sekvenéni implementace matic a vektorti a BLAS

paralelni implementace matic a vektori a BLAS

sekvencni linedrni fesice

paralelni linearni feSice

sekvenéni nelinearni resSice

paralelni nelinearni fesice
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Tim se mimo jiné jasné vymezi plisobnosti, napi. Zze implementace sekvencni matice nesmi
nic védét o paralelnich maticich nebo o fesicich.

S tim souvisi otazka, zda je opravdu nutné, abychom udrzovali sekvenéni a paralelni
verze naprii¢ celou hierarchii. Tfeba PETSc pouze rozliSuje sekvencni a paralelni matice a
vektory, zatimco TeSice jsou univerzalni. Je opravdu dilezité se vzdy zamyslet, zda nam tudrzba
dalekosahljch kodi navic stojic za to. VSimnéte si, Ze nepisi naprogramovani, ale idrzba. Dle
mych zkusenosti je pravé udrzovani kédu u OOSolu podcenovano, ale zadny zivotaschopny
software na svété nebyl hotovy prvni verzi a je také potfeba pocitat s tim, ze miize vzniknout
potieba prizptsobeni kédu néjakym novym, drive neznamym podminkam. Zkratka vyvoj je
proces a nikoliv kone¢né ¢innost.

Plisobnosti je vSak potieba jasné vymezovat i na daleko jemnéjsi trovni. Muzu uvést
konkrétni priklad. Setkal jsem se s tim, Ze v OOSolu si kazda implementace matice nese
Fetézec se svym nazvem. To mi bylo podezielé, protoze instance riiznych t¥idy by mély byt
odliseny implicitné pravé svou tfidni identitou. A navic podminkovani na t¥idni pFislusnost
¢asto indikuje néjakou chybnou tvahu v navrhu, protoze by mél stac¢it polymorfismus metod.
Tak jsem se zajimal, jak to vzniklo a vyslo najevo, zZe to je kvili tomu, aby blokové matice
védely, jakého typu jsou jejich diagonalni bloky, aby je blokovd matice mohla poslat MPI
zpravou. Kdyz se nad tim zamyslime, tak mnohem lepsim feSenim by bylo, kdyby ty bloky
umeély posilat samy sebe a poskytovaly pro to jednotnou metodu, vynucenou rozhranim. Pak
by blokovou matici nemuselo zajimat, jakého konkrétniho typu jsou jeji bloky, ale jen to, zda
implementuji dany interface. Takze by méla jednodussi kéd bez zbytecnych chyb zpisobenych
tim, Ze se zapomnélo na néktery maticovy format. A navic ziskdvame jako bonus moznost
smisenych blokovych matic, kde kazdy blok mtze byt obecné jiného typu.

V kédu se pomérné Casto objevuji implementace metod, které pouze vraceji nul | | pro-
toze nebyl cas je implementovat. To, Ze je dosud nikdo neimplementoval, je v poradku. Mné
vsak vadi, ze tyto metody nejsou nijak oznaceny a pritom vraceji nejakou hodnotu. Toto lze
mnohem lépe oSetrit zptsobem, ktery znam ze svéta Javy - metoda radsi vyhodi vyjimku
t hrow new Runti meException(”Not inplenented yet.”), nez aby nékdo pokla-
dal jeji navratovou nul | za skutecény vysledek. A pro jistotu by kazdé takové nedodélané

misto mélo kiicet: / / TODO doi npl erment ovat , ptip. / / FI XME doi npl enent ovat .

37



Z.aver

V préci byly prezentoviny matematické metody, jez umoznuji efektivni paralelni vypocet
mimo jiné slozitych kontaktnich tloh pruznosti. Byl ukdzan pfechod od spojitého matema-
tického modelu pruznosti k mnohem jednodussimu problému kvadratického programovéani,
ktery je vhodny k paralelnimu pocitacovému feSeni. Déle byly ukézany algoritmy kvadratic-
kého programovani, které jsou vhodné k feseni takového problému v explicitni pseudokédové
podobé.

Problematika diplomové prace tizce souvisi s aktualnimi vyzkumnymi aktivitami Katedry
aplikované matematiky a také s pfipravovanym projektem IT4Innovations. V tomto svétle si
uvédomuji dilezitost toho, aby byly algoritmy vyvijené na nasi katedfe dotazeny i z pohledu
implementace a déle ,,profesionalizovany“. Vérim, Ze to je nutnd podminka ,komeréniho tispé-
chu“ nasi katedry, a proto se budu zasazovat o odstranéni propasti v kvalité algoritmd na
arovni matematické abstrakce a na trovni pocitacové realizace.

To vsak nebude mozné bez spolehlivé platformy, na které bude mozno bez obav dale
stavet. Ma-li ji byt OOSol, je potfeba na ném odvést notny kus prace. Sdm se chci v tomto
sméru angazovat a vénovat tomu podstatnou ¢ast svého casu béhem Ph.D. studia. Jednu z
velkych vyzev pro cely vyvojovy tym vidim v etablovani funkéniho softwarového procesu této
knihovny. Jsem presvédcen, ze lze tvorit software vysoce vykonny, paralelizovany a pritom
v souladu s principy objektové orientovaného navrhu a s dobfe definovanym softwarovym
procesem. A nejen, Ze to lze, ale Ze to je vlastné nutnost, protoze zminéné principy znamenaji
také treba lepsi zapojitelnost novych ¢lenti tymu a bez novych lidi se nemtizeme obejit.

Samoziejmé tyto snahy na poli spise pocitacové védy musim a chci snoubit s hlubsim
poznanim matematickym. Rad bych déle rozvijel své znalosti v oblastech, jimiz jsem se zacal
zabyvat v souvislosti s timto textem, tedy algoritmim doménové dekompozice a souvisejicim
fesicim. Rad bych se vSak seznamil i s matematickymi modely, jimiz se nase katedra zatim
tolik nezabyva (aspon mi to tak pfipadd), jako je modelovani hydrosféry a klimatu, coz by v
IT4I odpovidalo tématu SC4Natural&BioSciences. Vyuzivaji nékterych vysledki, s nimiz jsem
ted prichazel do kontaktu, tfeba konecné prvkové diskretizace, ale také hlubokych poznatku

napt. funkcionalni analyzy a statistiky.
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Tim se zase vracim ke svému implementacnimu zaméfeni, protoze uvést tyto matematické
modely v ,softwarovy zivot“, ktery budou zit na Spickovych superpocitacich, je neskutecna
vyzva. Mame-li se zabyvat takovymi problémy, je nutné si neprve zajistit dobrou ptidu pod

nohama.
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