VSB — Technick& univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikované matematiky

Tvarov a optimalizace odt €zovanéeho
svahu povrchov €ého dolu

Shape optimization of open-cast
mine

2010 Rostislav Hrtus



Prohlasuji, Ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval samostatné. Uvedl jsem vSechny
literarni prameny a publikace, ze kterych jsem cerpal.

V Ostraveé 27. dubna 2010



R4d bych na tomto misté podékoval panu Ing. Petrovi Beremlijskému, Ph.D. za jeho vel-
kou pomoc, trpélivost a motivaci pfi feSeni této préace.



Abstrakt

Tato prace se zabyva tzv. dvoutroviiovym programovanim, chceme fesit tzv. min-max
problém. Min-max problém v této préci sestava ze dvou krokii, prvnim je feSeni stavové
tlohy a nédsledné budeme provadét optimaliza¢ni proces pro nehladkou funkci defino-
vanou vystupnimi parametry stavové tlohy. Stavovou tlohu budeme fesit efektivné po-
moci multigridni metody a optimaliza¢ni proces bude feSit bundle trust metoda, které je
dostate¢né robustni pro minimalizaci nehladké funkce.

Klicova slova: dvoutroviiové programovani, min-max problém, Richardsonova me-
toda, multigridni metoda, bundle trust metoda, nehladka funkce

Abstract

This thesis deals with bilevel programming, so we will solve min-max problem. In min-
max we solve state problem with an effective multigrid method and then we will opti-
mize nonsmooth function defined by output parameters from state problem. We compute
optimization process by bundle trust method which is robust enough for minimization
nonsmooth functions.

Keywords: bilevel programming, min-max problem, Richardson method, multigrid
method, bundle trust method, nonsmooth function



Pouzité znaceni
(1 - vySetfovand oblast
E - Youngtiv modul
v - Poissonova konstanta
I' - hranice vySetfované oblasti
X - prostorova proménnd
u - stavova promeénna
A, - Laméovy koeficienty
7;; - tenzor napéti
T - hustota plosnych sil
ei; - tenzor deformace
F; - i-ta sloZka objemové sily
o - nulovy vektor
d;j- Kroneckerovo §
¢ - spektrum matice
0Oq - parcidlni derivace podle «
h - diskretiza¢ni krok (a chdpeme jej, jako diskretizacni krok hranice I'y )
© - cenovy funkcional
a - ndvrhovéd proménna
U,q - mnoZzina piipustnych navrhovych proménnych
o - napéti
V - gradient
GEM - Gaussova elimina¢ni metoda
MG - multigridni metoda
A - Laplacetiv operétor
conv - konvexni obal mnoZziny
[-] - vektor
(-,-) - interval
(+,-) - skalarni soucin
n,; - i-t4 slozka jednotkové vnéjsi normaly k hranici kompaktni mnoZziny
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1 Uvod

V této praci se budeme zabyvat problémem tvarové optimalizace dvourozmérného
pruzného télesa. Budeme fesit tlohu ve dvou dimenzich (tj. provedeme fez svahem)
protoZe nami vySetfovany svah je z homogenniho materidlu a uvazujeme stejny profil
v kazdém misté svahu. Budeme hledat optimalni tvar jedné z hranic svahu. Na c¢ésti
hranice jsou pfedepsany Dirichletovy hrani¢ni podminky a na ¢asti Neumannovy. Jako
zatiZeni uvaZujeme objemovou silu zptisobenou zemskou gravitaci. Chceme najit takovy
tvar odtéZované hranice svahu, aby byly maximalni napéti vzniklé timto odtéZenim
nejmensi mozné. Uloha je typu bilevel programming, tedy dvoutroviiové programovani
a to z toho dGivodu, Ze feSime stavovou tlohu a nad ni dlohu optimalizace. Stavovou
tlohu budeme efektivné feSit pomoci multigridni metody. Pro feSeni optimalizaéni
ulohy budeme pouzivat bundle trust metodu. Bundle trust metoda slouzi pro mini-
malizaci nespojité diferencovatelnych funkci a vyuZzijeme ji z divodu, Ze nase tloha
tvarové optimalizace je nespojité diferencovatelnd. Navic hledané minimum je obvykle
v nehladkém bodé¢, na ¢emz by fada klasickych minimaliza¢nich algoritmt zhavarovala.
V kapitole 2 odvodime diferencidlni rovnici reprezentujici posuvy hmoty (nase stavova
proménnd) v fezu svahu, které hledame. Déle odvodime hrani¢ni podminky a formu-
lujeme tlohu linedrni pruZnosti. V kapitole 3 definujeme okrajovou tlohu, odvodime
jeji slabé feSeni a nastinime zpusob diskretizace oblasti. Poté si ukdZeme pouZity
matematicky model, s jehoZ pomoci ziskdme pozadované posuvy a dozvime se, jak lze
dopocitat na zdkladé posuvh napéti v kazdém misté fezu svahu. V kapitole 4 ukdZeme,
jak budeme tuto stavovou tlohu fesit multigridni metodou a také aplikaci z teorie grafu,
kdy vyuZijeme jiny p¥istup pro tvorbu hierarchie dat pro metodu multigrid. Potom také
ukaZeme, jak se d4 efektivné sestavit matice tuhosti pro nas stavovy problém. Uvedeme
zde také, jak se vypotddat s problémem interpolace a restrikce v rdmci multigridni
metody v konfrontaci s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. V kapitole 5 ukdzeme,
jaké dtsledky mda pouziti multigridni metody pro diskretizaci, vypocteme stavovou
tlohu a vy¢islime jednotlivé sloZky napéti ve svahu na kazdém elementu diskretizace.
V kapitole 6 budeme formulovat tlohu tvarové optimalizace. V kapitole 7 si uvedeme
pojmy z nehladké analyzy, které jsou dtilezité pro ndsledujici subgradientni metodu
a bundle metodu. UkdZeme si, jak vypocteme potfebnou funkéni hodnotu cenového
funkciondlu a subgradient tohoto funkcionalu. Néasledné jesté ukdzeme ndmi pouZitou
bundle trust metodu. V kapitole 8 si uvedeme dva pfiklady tvarové optimalizace. V
obou piipadech popiSeme priibéh vypocétu a vykreslime fez svahu pfed optimalizaci
a po optimalizaci. Posléze jesté provedeme analyzu citlivosti nalezeného minima na
zmeénu jednotlivych proménnych cenového funkciondlu. Nakonec si ukaZeme grafické
uzivatelské rozhrani pro prezentaci vysledki této préce.



2 Resena uloha

V této kapitole se sezndmime s feSenou tlohou. Budeme formulovat statickou tlohu pro
posouzeni stability svahu pfi odtéZovani skryvky - viz Obrézek 1. Budeme tedy odvo-
zovat matematicky model pro vypocet posuvii homogenniho télesa pro tilohu elastické
linedrni pruznosti.

1. Rozméry K, L, M jsou pevné zadany,

2. Profil svahu s je zadand funkce prostorovych soufadnic (v navazujici optimaliza¢ni
uloze se bude ménit),

3. Odtézovand vrstva je homogenni a zpevnénd, je charakterizovdna hustotou p,
Youngovym modulem E a smykovym modulem v,

7 >~z

4. Na povrchu neptisobi Zadné zatéZujici sily,
5. Svislé rozhrani je dostatecné vzdaleno od hranice s,

6. Jako objemovou silu je potfeba uvaZovat pouze gravitaci.

2.1 Rozbor Glohy

V naSem piipadé se jednd o dvoudimenziondlni staciondrni problém. Rozméry jsou
pevné zadany kromé funkce s reprezentujici hranici svahu, jejiz pribéh budeme pozdéji
optimalizovat. Pro orientaci uvddime zvoleny soufadny systém na Obrazku 2, takZe
déle budeme psat

X:=x; = (x1,22) .

Funkce s hranice svahu bude v této optimalizacni tiloze volena jako Bézierova kfivka
definovand N + 2 body. Dva krajni body této kiivky budou pevné zadany, jeden v paté
svahu, coZ je bod [L, 0], druhy bodem je [M, K]. Zbyvajici body jsou ve vektoru c, jehoz
slozky bude moZno ménit. Tuto situaci si ukaZme na Obrazku 3 pro jednoduchost s
jednim fidicim bodem (/N = 1). Bézierova kfivka byla zvolena, protoZe je hladka a navic
cela tato kfivka lezi v konvexnim obalu bodfi, které tuto kfivku urcuji.

Déle je zndmo, Ze materidl svahu je homogenni a zpevnény, z toho plyne, Ze dale
budeme uvaZovat pruzné deformace tuhého télesa. To znamend, Ze se téleso nemiize
napfiiklad rozplit.

Rozeberme nyni materidlové vlastnosti svahu. Hustota hornin se pohybuje v
rozmezi p = 1,2 — 3,5g.cm™3, takze bude vhodné volit hodnoty v tomto in-
tervalu, pripadné bude si potfeba zvolit konkrétni materidl. U jili je hustota
p = 1,8 — 2,70g.cm™3. Smykovy modul, neboli Poissonovo &slo je mozno volit
kupftikladu pro jil v = 0,40 — 0,45. Youngv modul pruZnosti E je u zemin ekvi-
valentni modulu pretvofeni M, jelikoZ zmény vlivem silového ptisobeni na material
jsou nevratné. Jednotkou modulu M jsou také N.m~2 = Pa. Pro tuhy jil plati



Obréazek 1: Posuzovani situace svahu
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Obrazek 2: Zvoleny soufadny systém
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X

Obrézek 3: Piiklad Bézierovy kiivky (definované tfemi body) reprezentujici hranici s



M =50 — 150kg.cm=2 = (0,5 — 1,5) .10°N.m~2 = 50 — 150k Pa.

Definujme pro tento pfipad tenzor napéti. Ackoliv uvaZzujeme kolmé ptisobent sil, ze
zaddani plyne, Ze budeme uvazovat sily ptisobici v obou soufadnicich, takZe tenzor napéti
bude ve tvaru

711 Ti2 O
Tij = | 721 T2 0
0 0 O

Obecné ma tenzor napéti 9 nezndmych, avsak ze symetrie je neznamych 6. V naSem
pfipadé jsou nezndmé 3, jelikoZ jsme ve dvourozmérném prostoru.
Pro popis deformace je podstatny tenzor deformace, jehoZ tvar je nasledujici

o 1 8uz n 8’11,]'
i = 2 a’L'j 83:1 '
Nyni se budeme zabyvat deformaci z hlediska geometrie zkoumaného objektu, coz
vidime na Obrdzku 4, kde :

e 1,tjsou polohové vektory vzhledem k po¢éatku (zvolen v levém dolnim rohu hranice
svahu),

e u je vektor posunuti pro bod A4,
e u + duje vektor posunuti pro blizky bod B bodu A4,
et=r+u,
et+dt=r+dr+u-+du
Z poslednich dvou vztahti vyplyvd, Ze

dt:dr+duﬁdti :dﬁ'—i-dui,i: 1,2.



A u+du

Obrézek 4: Deformace ve svahu

2.2 Rovnice

Vektor napéti ma nasledujici vlastnosti
e T(x,n)=—-T(x,—n),
e T (x,n)n = N (normélové napéti),
e T (x,n) — Nn = S (te¢né napéti),

kde T je hustota plosnych sil ptisobicich v bodé na hranici oblasti, n je normalovy vektor
na hranici oblasti a x je bodem nasi oblasti. Bude pro nds podstatné znat souvislost vek-
toru napéti T (x, n) a tenzoru napéti 7;; (x).

Zaved'me si nyni suma¢ni konvenci. Sumac¢ni konvence znamend, Ze, je-li v jednom
vyraze zopakovany index dvakrat, provedeme sumaci ptes tyto (shodné) indexy. Napf.
eii = e11 + ez, kde i = 1, 2. S vyuZitim sumacni konvence a pro jakékoliv x miiZeme psét,
Ze

T; (x,n) = 735 (x) n;.
Pak také pro normélové napéti plati
N = Tn = Tin; = 7;n;n;.
ZapiSme rovnovahu sil pro statickou tlohu

o7

9L F =0 2.2.1)
ox yi

Pfipomenime si tzv. Kroneckerovo §, to je definovano nasledujicim zptisobem

0ij =1, 1 =7,
8i; =0, i # j.
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Pro napéti (tenzor napéti) plati zobecnény Hookeliv zakon pro izotropni téleso
Tij = )\(51]79 + 2ueij. (2.2.2)

Vime, Ze pro tenzor deformace plati (zde pfedpoklddame malé deformace, tedy kva-
draticky ¢len je zanedbédn a pro vétsi jednoduchost zépisu piejdeme ze zvyraznéného
vektorového znaceni u na oznaceni u)

1 (Ouj  Ouy

kde X a ¢ jsou Laméovy koeficienty, jejichZ hodnoty se d4 vyjadfit pomoci elastickych
modult £ a v podle vztahti

E
2(14o0)’
oFE
(14+0)(1—20)

N:

A\ =

¥ = e11 + ez = €.

Do (2.2.1) dosadime (2.2.2), takze

0
% ()\5@]19 + 2,uel-j) + F; = 0.
J

Dale dosad me (2.2.3), pak

_ i - F;,=0.
a.TUj ()\5]19) + 8.%’]' |:'UJ (83:3 + 8951)] + 0

Nyni po dosazeni za ¥ dostdvame obecnou Laméovu rovnici (vSimnéme si formdlniho
pfeznaceni indexti u prvniho ¢lenu)

0 a'LLj 0 8ul 8Uj o
o (Aaxj) o, {“ (axj * axiﬂ th=0

Mame li A a © zaddny jako konstanty obecnd rovnice bude vypadat takto

i\ 32Uj n 82u]' + 82ui
83:1»89@ Ma:viaxj H 83,’]2

+ F; =0,

62’&]' 82’&1
F; =0,
afﬂial'j +'u 83:? bk

(A+w)
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o (o o2
7 F; = )
(A+u)axi(axj>+u8x?(u)+ 0

coZz lze také zapsat vektoroveé
(A + u) grad diva + pAu + F = 0.
Vysledkem je tedy linedrni parcidlni diferencidlni rovnice druhého fddu, nehomo-
genni a stacionarni.
2.3 Hranic¢ni podminky

Nyni odvodime hrani¢ni podminky problému, kde jednotlivé hranice je mozno vidét na
Obrazku 1. Pfedpoklddejme, Ze

u=u; = u; (¥1,2) = (w1 (21, 32) , uz (21, 72)) .
Odvod'me tedy podminky pro kazdou hranici zv1ast takto

e I';: budeme pfirozené pfedpokladat nulové posuvy ve vertikdlnim sméru a nulové
pusobici sily v horizontdlnim sméru, tedy

u9 (1‘1,0) = O,

Ti,=0=1} (E,ej) = T1Nj,
715 = 0,

Aeir + 2per; =0,

e I'y: z nulovych piisobicich sil na hranici I'y pfedpokldddme nulova napéti, z c¢ehoz
plynou nulové deformace, takZe postupnymi tipravami obdrzime

T =0="1T; (f,ej) = Tijnj,

7ij = 0,
/\(51319 + 2#6@' =0,

e I's: bude situace totozna jak v pfipadé I's,
e I'y: zde pfimo plynou z pfedpokladti nulové posuvy
uy (0, 22) = 0; uz (0,22) = 0.
Jesté je potieba provést diskuzi o vstupnich datech. Pfredpokldddme homogenni
zpevnény materidl svahu a neuvazujeme pukliny, z toho plyne spojitd objemova sila,
takZe F; je spojita. Zname také Youngtiv modul £ a smykovy modul v, jsou to konstanty,

takZe z dfive uvedenych vztahti Ize pomoci téchto konstant A a u vypocitat. Derivace
stavové proménné u; budou spojité, protoZe pfedpokladame, Ze téleso zhistane vcelku.
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2.4 Formulace ulohy

Nyni 1ze formulovat okrajovou tlohu pro danou situaci svahu.

0 an 82 _
()\JFM)aTH <8x]) +H67x]2(u1)+F1 =0,

At 2 <8W>+u62(U2)+F2=0-

Ox?

8:(}2 j

8$j

s hrani¢nimi podminkami ve tvaru

[ ] Fll
Ug = 0,
Vui = o.
[ ] FQI
Vu; = o,
Vus = o.
o I's:
Vu; = o,
Vus = o.
[ F4I
up = O?

UQZO.
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2.5 Nastin metod feSeni

Numericky:

Je moZno vyuzit MKP, ale dalsi numerickou moZnosti feSeni je metoda Single random
variable, kde se uvaZuje statistickd variabilita vstupnich dat pro vypocet, pficemz dbdme
toho, aby data pochédzela z normdlniho rozdéleni. Tato metoda v3ak neuvaZzuje vztah
mezi vlastnostmi elementt zeminy a jejich vzajemnou pozici v prostoru. Tento problém
feSi metoda Random finite element, kterd z pfedchozi metody pfimo vychazi, ale je
doplnéna o vstup v podobé tieti proménné charakterizujici geologické vlastnosti daného
prostfedi. My se vSak budeme zabyvat feSenim pomoci MKP ve 2D metodou rovinné
deformace (v piekladu plane strain).

Analyticky:

Pro analyticky vypocet lze vyuZzit Airyho funkci. Nastin provedu pro situaci, kde
neuvaZzujeme objemové sily. Zde je situace pomérné komplikovand, jelikoZ je potfeba
zohlednit Saint-Venantovy rovnice kompatibility, v nich provést substituci a pak jsme
schopni vyjad¥fit napéfové slozky ptimo pomoci tzv. Airyho funkce. Vyjdeme-li zase ze
Saint-Venantovych rovnic kompatibility, dosazenim Airyho funkci napéti dostaneme
biharmonickou diferencidlni rovnici. V tomto pfipadé feSeni najdeme bez zavislosti
na materidlovych konstantdch, protoZe ty v dané rovnici nevystupuji. Je mozno vsak
substituci za slozky napéti dojit k Laplaceové tloze, kde nejprve najdeme feSeni pro
substituovanou proménnou a pak vyfesime soustavu diferencidlnich rovnic pro substi-
tuce. Druhou moZnosti pro vypocet je vyuZziti Greenovy funkce, kterd ale zohledrnuje
geometrické vlastnosti hranice télesa. UZ z tohoto pfedpokladu plyne, Ze nalezeni feSeni

vvvvvv
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3 MKP feSeni stavov é Ulohy

3.1 Definice okrajov é ulohy

Definujme nejdfive
I'=T1ulyul'suUly.

Definujme oblast (2

Q=int(T).
Ziejmé pak plati
o= ().
Navic je ziejmé
Q=QuUon.

Pfipomenime si vektorovy zdpis zadané tlohy
(A + ) grad diva + pAu+F = 0,

kde
Uu=1u=1u = U ($17$2) = (ul (fEl,-’EQ) , U2 ($1,$2)) )

F=F=F=(F,F)cL*9).

Formulujme okrajovou tlohu, jejiz slabé feSeni budeme nasledné odvozovat.

M+ i () + i )+ Fio= 0 (era) €Qii=1,2
Vuy = o Vri,xe0 €l
U9 = 0 Vxy,x0 €Iy (3.1.1)
Vuq = 0 Vri,x0 €9, T3
Vus = 0 Vxi1,x0 €'9,1'3
U = o Vri,x0 €Ty

\

3.2 Odvozeni slab ého rfeseni

Definujme nyni prostor testovacich funkci V' (kfivkové integrdly chdpeme ve smyslu
stop)

V= {U(z,y) € H (Q): /(v (z,9))* + (Vv (z,y))* dz dy < oo, /vdF1 =0, /vdF4 = 0}
I8

Q I

Mgéjme na paméti, ze H! (Q) = W12 (Q).
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Definice 3.1 Bud ((u,v)) = a (u,v), Fekneme, Ze funkce u € W12 (Q) je slabym esenim okra-
jové iilohy, jestliZe

u—ug €V, ug € WH2(Q)

((W))ng(ff)v(x)dfv+g(v), veV, feL*(Q),

kde a(u,v) je bilinedrni forma reprezentujici Laplacetv operdtor a g (v) je forma
pfislusna Neumannovym okrajovym podminkam.

Pfipomerime si zde Greenovu vétu, které pozdéji vyuZijeme v odvozeni.

Véta3.1 Bud uw € WH2(Q), v € V a n; je i-td slozka vektoru jednotkové vnéjsi normdly k
hranici oblasti 2 a I je hranici oblasti Q, pak plati Greenova véta

/ u (x) agif‘) a0 = — agﬁ% (x) A2 + / u (x) v (x) mdl.
Q Q T

Vyndasobme nyni diferencidlni rovnici z dlohy (3.1.1) funkci v € V' a integrujme ptes

oblast ©)
3’LL]' 82u2-
— — Q— Q= [ FudQ
()\+,u)/ <8xj> vd ,u/ o vd / vd
Q Q Q

Néslednou aplikaci Greenovy véty

0
(9.%'1'

Ouj Ov ou;

-7 O — | —Lon,dl
(A+p) { oz, 8a:id 6x]~vnd ]
Q r

Ou; Ov ou;
L dQ) — Londl| = | F;dQ
+M |: 8xj 8.%‘]' 8a:j vhy ] /

Q T Q

RozepiSeme-li rovnici pro ¢tyfi disjunktni ¢asti hranice, dostdvame

4
Ouj Ov ou;
—Z Q- g —Lyn;dl’
()\ + N) a.ftj 8xzd / 8xj v p
Q =1 1r,
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Nyni se budeme zabyvat dvéma piipady, které mohou nastat. Je nutno rozepsat
pfipady proi = 1 ai = 2 a poté zohlednit okrajové podminky. Zabyvejme se nyni
pfipadem, kdy ¢ = 1.

Ooup  Ous Our  Oug
Q- r
()\+M) /<8x1 6$2> (%cld Z /(81‘1 81‘2>Un1d P
Q

Ouy Ov au1 Ov Oy 8u1 )
—|—,LL 5$1 81:1 8352 8562 dQ Z_: / <8x1 8{172112) ’l}drp —

Q

Uplatnénim okrajovych podminek na kfivkové integrdly pro p¥islusné ¢ésti hranice
dostdvame

Ou; Oug\ Ov
L4222 a0
()\+'u) |:/(0$1+3:E2> 8.7}1d ]_'_“
Q

Zbyva ndm piipad, kdy ¢ = 2

/VvadQ] = /FldQ

Q

4

Ooup  Oug Our  Ous
(/\ + /L) / <8J}1 3.7}2> 8%‘2 90, pz / (81‘1 a$2> Ul‘lzdr
Q
Ous Ov 8uz ov Ous Ous
—df) — — — dl’ =
T 8:101 Oz axg Oxo Z: / (8:151 1+ 0xo n2) vatp

FP
= /ngQ

Q

Opét zohlednime okrajové podminky a dostdvdme tvar

OJup Ousg\ Ov
+ — 4+ 2 =—dQ
At n) |:/ (83;1 83:2) 8x2d ] s

Q

/ VUQ V’UdQ
Q

= /ngQ

Q
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Obréazek 5: Diskretizace oblasti

3.3 Diskretizace oblasti

Pro zadédni geometrie objektu byly zvoleny 4 body (4, B,C,D, kde A = [L,0],B =
[0,0],C = [0,H],D = [D,H]), jak vidime na schématickém Obrazku 5. Tyto body
definuji rozméry svahu. Hranici svahu s budeme modelovat pomoci Bézierovy kfivky,
pfipomenime si tedy predpis, kterym je popsana Bézierova kiivka v ndsledujicim
Algoritmu 1. Vystupem algoritmu je vektor hodnot s_bound odpovidajicich hodnotdm
x1 soufadnic Bézierovy kfivky.

Algorithm 1 Algoritmus- Bézierova kfivka

function [s_bound] = Bezier DeCasteljau (P, u,n)
fork =1tondo
k = zeros (length (P) — 1,2);
fori = length(P)to: —1:2do
Pilkl = P(i —1,:);
Pikl = P(i,:);
Pik = (1 — u). * Pilkl + u. x Pikl;
Pk(i —1,:) = Pik;
end for
P = Pk:
end for
s_bound = P;

3.4 Reseni pomoci MKP

Nasemu odvozenému slabému feSeni odpovida formulace z knihy The Finite Element
Method in Engineering Science od O.C.Zienkiewicze - [2], takZe jsme mohli pouZzit vzorce
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z knihy, které si zde uvedeme. Budeme se zabyvat rovinnou deformaci, coZ najdeme v
knize pod ndzvem rovinné deformace (plane strain). Vyjdéme ze zakladni rovnice pro
posunuti (uvddime i analogii se zna¢enim, které budeme pouZzivat)

([Ermmaen) oy = .
Ku = f,
kde F' oznacuje objemovou silu na elementu, B, D jsou matice, jejichZ ndsobenim ziskdme

matici tuhosti, d (vol) oznacuje integraci pfes objem a 6 oznacuje posuvy na jednotlivych
prislusnych uzlech v tomto smyslu

U;
(%
0;
W
J
e __ J—
0° = d; =
iy
J
Om
Um
Um )

Budeme potiebovat ziskat matice pro sestaveni globalni matice tuhosti a vektor obje-
movych sil, zde si uvedme odvozené vztahy z [2]. Vime, Ze jsme v elementu e daného
vrcholy v pofadi proti sméru hodinovych rucicek s indexy 4, j, m, tedy mame trojahelnik
s uzly pfislusnymi elementu, coz vidime na Obrazku 6.

Ty
Yi
a;
ae = . = x']
aj
Yy
am
Tm
Ym

Nyni si ozna¢me nové koeficienty a, b, ¢, pomoci nichZ jsou pak odvozovany matice
BaD.

a; = :Bjym — xmyj
b; = Yi — Ym

CiZZUm—l'j
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Obrézek 6: Oznaceny element diskretizace

a ostatnimi koeficienty ziskanymi cyklickou permutaci indext pofadi i,j,m.
Loz oy
I Zm Ym
Pfipomerime zde, Ze I je Youngv modul pruznosti a v je smykovy modul
by 0 b; 0 by O
B=5x|0 ¢ 0 ¢ 0 cn

C; bi Cj bj Cm bm

1—v v 0

E
D:W 12 1—v 0
1—2v
o o U=

Potom mutZeme definovat lokalni matici tuhosti na elementu e takto

kde
[km] = {BT]T [D] [BS] tA

je submatice s indexy r, s = 1,2, 3. To znamen4, Ze kazda submatice m4 ¢tyfi prvky, sub-
matic mame devét, tedy lokalni matice tuhosti sestava z 36 prvki: k& € R6%6. Globalni
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matici tuhosti dostaneme dosazenim vSech deviti submatic lokdlni matice tuhosti na po-
zice piislusné danym uzltm.

Nyni se zabyvejme objemovou silou. V nasi tloze neuvaZujeme zadné vnéjsi vlivy ani
pocétecni deformace &i napéti, takze budeme brat v potaz distribuované objemové sily,
které vyjadiime nasledujici rovnici

X

Y;
S A

Y,

Xm

Y

kde se objevuje 6 hodnot a kazda je pfislusnd jednomu elementu tak, jak jsme uvedli dfive
v poradi proti hodinovym ruci¢kdm jsou hodnoty po dvou pro kazdy uzel a vyjadfuji
objemovou silu v dané soufadnici.

3.5 Urceni nap éti na elementech

Pro nasi optimaliza¢ni tlohu budeme potiebovat vyjadfit mechanické napéti na elemen-
tech. To je moZno dopocitat po vyfeseni stavové tlohy, jejimz vystupem budou posuvy
pro kazdy uzel ve zvolené diskretizaci. Vyjadfit napéti je mozno pomoci vyse defino-
vanych matic B, D a posuvii. Dostaneme vystup ve formé vektoru se tfemi prvky. Jejich
vyznam definuje nasledujici rovnice

Og
{o} = Oy )
Tg;y

coz odpovida napéti ve sméru osy z,y a smykovému napéti 7. Vyjadfeni téchto napéti
je mozné pomoci rovnice

{o} = [DI[B]{6}°. (3.5.1)

To ndm davd moZnost po vypocteni stavové ulohy zjistit napéti na vybranych
elementech- tento vypocet je mozné provadét lokalné pouze tam, kde nds napéti
zajimaji. Tato skute¢nost bude podstatnd pro nasi optimaliza¢ni dlohu, kterou budeme
zkoumat v pozdéjsich kapitoldch.
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4 ResSeni pomoci multigridni metody

4.1 Diskretizace

Podobu diskretizované oblasti jsme do této chvile méli uvedenou jen pro pfedstavu. Je
vSak dtilezité takovou diskretizaci utvofit s ohledem na potfeby numerické metody. Na
Obrazku 7 vidime, jak vypada konkrétni triangulace na nejhrubsi siti, kterou budeme
pouZzivat. VSimnéme si také oznaceni uzld- ty jsou popsany &isly modré barvy a sa-
motné elementy jsou oznaceny Cislem Cervené barvy. Miizeme si také ukédzat jemnéjsi
sit. T hranice svahu, kterou jsme si dfive nazvali s timto bude také hladsi. Je to dano tim,
Ze hranice je propocitavana adaptivné pomoci parametrii zadanych metodé, kterd po-
moci Bézierovy kfivky napocita body na hranici. Po dosazeni poZadovanych bodh vsak
ziskame po ¢astech linedrni kiivku. Na Obrazku 8 tak vidime, jak vypadé oblast vygene-
rovand s jemné&j$im krokem.

Takto 1ze diskretizovat oblast pro numerickou metodu s takovym jemnym diskre-
tizaénim krokem h, jaky budeme pozadovat. Diskretiza¢nim krokem rozumime diskreti-
zaci na hranici I't, pak diskretizace na celém zbytku oblasti je pfizptisobena rozmértim
oblasti. Na zdkladé takové triangulace si pfipravime matici tuhosti K a pak vektor pravé
strany f. Takova soustava by se dala feSit pomoci pfimé metody, jako je napiiklad Gaus-
sova elimina¢ni metoda. Ta je v8ak pro nase potieby pfili§ pomald, patii totiz do tfidy
slozitosti O (n?). Proto budeme n4s problém fesit pomoci iteratni metody, kterd ndam po-

N

skytne feseni se zadanou pfesnosti, ale s niz§imi casovymi i paméfovymi naroky.

4.2 Richardsonova metoda

Budeme se nyni zabyvat Richardsonovou itera¢ni metodou. Richardsonova itera¢ni me-
toda fesi soustavu

Ku=f,

kde vektor u pfedstavuje hledané feseni.
Pro vlastni vektory y; tvofici ortonormdlni bazi R"™ a vlastni ¢isla \;, kde
i=(1,2,...n),n € Nplati
Ky; = \iyi,
lyill =1,
O< M < X<... <A\ = Mnaz

Pro jednoznacnost feSeni je nutné, aby matice K byla symetricka pozitivné definitni ma-
tice faddu R"*", n € N. Pfedpis této iteracni metody je ve tvaru

uk ) = 4 *) 4y (f — Ku(k)> ,w > 0.
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Obrézek 7: Nejhrubsi moZzna diskretizace oblasti
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Obrazek 8: Jemnéjsi diskretizace oblasti
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4.3 Konvergence Richardsonovy metody
Oznaéme si chybu v kazdé k-té iteraci e(*), pro ni pak plati vztah
e® = f — Ky,
TakZe pak lze psat
et = £ gyt = £ K [u(k) +w (f — Ku(k))} —
=) — yKe® =) (1 —wK).
Porovnejme nyni podil chyby v k. a k 4 1. iteraci.

o]
ey S M- @Kl =maz 5 (- wK)| = max|L - wXi
€ —— (
spektruml —wK
a aby dochézelo ke konvergenci itera¢ni metody, poZadujeme
max |1 —w);| <1
(2

Chceme znat horni odhad ¢isla w, proto si ozna¢me wy,q,; jako nejvétsi koeficient. Pro
Wimaz Plati

|1 - Wmax)\max‘ <l= - (1 - wmax)\max) <1

TakZe plati
< 2
w
max )\max
Proto volime
2
W = K, A > )\ma:c~

Pak A lze volit napiiklad z GerSgorinovy véty takto (pro fidké matice ma tento vypocet
slozitost O (n))

n
A=< a;+ Z laij| ;i€ {1,2,...,n}
=Ly
Pro odhad vlastnich ¢isel mtizeme také pouZit knihovni funkci eig z Matlabu. Pokusme
se najit nejlepsi volbu w, ozna¢me ji wey; a plati pro ni

1-— wopt)\min = - (1 - Wopt)\ma:c)
2= ()\mzn + )\ma:c) Wopt
2

wopt = .
)\min + Amax
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4.4 Rychlost konvergence

ax |1 — wope il = 1 — Wopt Ay = 1 — ——2min___
mi X| Wopt z‘ Wopt Amin Noin + Mo
1
_ /\mm + Amam - 2)\mzn _ )\mam - )\min Amin _
Amin + )\max )\mzn + )\mam ﬁ

Jzer — 1 k(K)—1
Mmaz ] g (K)+1’

kde x (K) je ¢islo podminénosti matice K. Tedy pro velké soustavy bude metoda konver-

z Yz

govat velmi pomalu, jelikoZ praveé tyto maji velika ¢isla podminénosti.
Bud

n
k k
€ :§ é.zylv
i=1

n

k+1 _ k+1
€ —§ 52 Yi-

=1

Dle pfedpokladti o uspofddéni vlastnich ¢isel musi platit

€k+l‘
(]
€]

Nyni si rozepiSme chybu ktera vznikne v k + 1. iteraci a vyndsobme j. vlastnim vektorem

<1

eFt = (I —wK),
(e’““)Tyj = (6’“)T (I —wK)" y;.

Po rozepsani chyby jako linedrnich kombinaci bazovych vektorti y;,i = {1,2,...,n},n €
N a vyuziti vlastnosti skaldrnitho soucinu vektorti, které patii do totoZného orto-
normalniho systému dostaneme

n

n
i T
D&y = gl (I-wK) y
. —
L/—/ =1 yj—wKy;=(1-wA;)y;
gt
J

gt =2 el (1-wh)y;

7

G = (1-w\),
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proto

Z ptedeslého vztahu je patrné, Ze je-li j = n, je konvergence nejlepsi a naopak, je-li j = 1,
je konvergence nejhorsi. Slozky odpovidajici velkym indextim vlastnich ¢isel reprezen-
tuji vysoké frekvence rezidua. Z tohoto plyne, Ze Richardsonova metoda efektivné elimi-
nuje vysoké frekvence, kdezto u niz$ich frekvenci, odpovidajici nizkym vlastnim ¢isliim,
dochéazi k velmi pomalé konvergenci rezidua.

4.5 Metoda multigrid

Népad této metody tkvi v tom, Ze jestli Richardsonova metoda tlumi dobfe pouze vyssi
frekvence rezidua, potom by bylo vyhodné tuto metodu v ramci jednoho problému apli-
kovat rekurzivné na celé hierarchii diskretiza¢nich krok. Jestlize Richardsonova metoda
rychle odstrani z rezidua oscilace imérné diskretizaci h, pak pro nds bude vyhodné mit
téchto siti velky pocet a tim zajistime rychlou konvergenci Sirokého frekvenéniho spek-
tra rezidua. Je pouze potteba uvést zptisob, jakym lze piechdzet mezi sitémi. Bude se
jednat o tzv. interpolaci a prolongaci vektoru rezidua a také matice tuhosti. K interpo-
laci dochdzi pfi pfechodu z jemnéjsi sité na hrubsi a naopak, pfi pfechodu z hrubsi na
jemnéjsi sit, mluvime o prolongaci. Na Obrazku 9 vidime ve zjednodusené podobé, jak
probihd vypocet metody multigrid na péti drovnich. Takovy vypocet se d4 schématicky
zapsat do tvaru pismene V. Vypocet za¢ind na nejjemnéjsi siti nékolika iteracemi (m ite-
raci) Richardsonovy metody a poté je vysledek interpolovan na hrubsi diskretizaci a
opét je provedeno m iteraci Richardsonovy metody, aZz se takto dostaneme na hrubou
sif, tam je jiz levné provést vypocet pfimou metodou a opét se vracime zpét na jemnéjsi
urovné, kde vysledek prolongujeme a znova provedeme m iteraci Richardsonovy me-
tody na kazdé trovni. JestliZe sestupujeme v tomto vypoctu v tzv. V-cyklu z jemnéjsi na
hrubsi sif, mluvime o tzv. presmoothingu- pfedhlazovéni a naopak, postupujeme-li ve
vypoctu z hrubsi na jemnéjsi sité, je fe¢ o postsmoothingu- opétovné vyhlazovani.
UkaZme si algoritmus multigridu na Algoritmu 2.

Jak prechdzet mezi drovnémi diskretizaci? Prolongaéni matice I slouzi k pfechodu
z diskretizace h; na h;y1, pfiCemZ plati h; = ﬁ;hiﬂ = h; = 2hjy1,¢ € N,
pak ma prolongani matice dimenzi I € R"+1*"_ Bud pro diskretizace h; a h;;1 matice
tuhosti K™, K™+1 a rezidua pro kazdou troven r™,r"i+1. Pak plati (= znaci spektralné
ekvivalentni)

1
ni+1—1"

K™ ~ [T+,
P = [Tpnit,
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level=5

Obrazek 9: V cyklus metody multigrid

Algorithm 2 Algoritmus Multigridu

Multigrid (l, 1"0)
rl— 0
if 1=1 then
Wl = KU
else
fori=1tomdo
ul = ul + whr!
rl=¢l —OKr
end for
ri=1 .= (Il)Trl
vl = Multigrid (l -1, rlil)
ul =l 4 Tl!
T'l = T'l _ Kl]lvlfl
fori =1tomdo

ul = ul + whr!

rt=rl —wKr
end for

end if
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Je potom rozumné vytvofit si celou informaci o datech potfebnych pro vypocet
multigridu, struktury matic a vektor(i, a tyto pak uchovavat v globalnich polich a
posléze spustit samotny vypocet multigridni metody, kterd jiz sama bude tyto struktury
pouzivat. Klasicka pfiprava téchto struktur pro troveni | multigridni metody ma tvar

Algorithm 3 Tvorba hierarchie struktur dat pro metodu multigrid

vytvor prvni sif = uzly, hrany, proky, interpolace

sestav matice tuhosti, pravé strany, odhadni omega = K, f,w

fori =2toldo
vytvof druhou sif pomoci ptedchozi = wuzly, hrany, proky, interpolace
sestav matice tuhosti, pravé strany, odhadni omega = K, f,w

end for

V tomto algoritmu nedochézelo ke tfidéni. Neméli jsme informaci o tom, ktery fadek
interpola¢ni matice by mohl odpovidat kterému uzlu v diskretizaci. V implementaci se
vyuzilo jisté vlastnosti geometrie oblasti, kterou jsme diskretizovali, v dlsledku ¢ehoz
bylo mozno dopfedu znét strukturu kazdé dalsi sité a bylo moZno pfimo tfidit vSechna
data tak, aby byla umisténa v polich logicky po sobé jdoucich jako v ptivodni diskretizaci.

4.6 Geometrie oblasti

Budeme tedy potfebovat jesté dalsi sité kromé jedné ptvodni, takové, které budou mit
kazdou hranu rozdélenou naptil, z niZ ndsledné vznikne novy uzel a zacleni se do exis-
tujici triangulace. Tyto nové sité bude vyuZivat algoritmus multigridu pro svtj hierar-
chicky vypocet na vice sitich. Nyni si vysta¢ime s informaci, Ze potfebujeme novou sit.
Nové pozadovana sif pro tu, kterou jsme si jiz uvedli na Obrazku 7, bude vypadat tak,
jak vidime na Obrézku 10. Je moZno vSimnout si odliSnosti vii¢i siti, kterou jsme si dfive
uvedli na Obrazku 8. Tato odlisnost je dana tim, Ze vZdy najdeme nové uzly v poloviné
hran. Proto nedosahujeme takové jemnosti na hranici s. Je moZno si vSimnout jiné struk-
tury triangulace uvnitf oblasti, coZ je disledkem hleddni novych uzlt v poloviné hran
mezi uzly pfedchozi triangulace (té, kterd je o troven niZe, tedy s hrubsi triangulaci).
Chceme-li tedy vétsi detaily, musi byt inicidlni sif pro metodu multigrid jemnéjsi, avSak
je vhodné myslet na to, Ze pravé na této nejhrubsi siti probéhne GEM vypocet, takZe by
nemeéla byt az pfespfilis jemné volena.

Klasicky algoritmus multigridu jsme si jiz uvedli. V tomto pfipadé se vSak dalo
vSimnout ur¢ité vlastnosti, kterd povede k deterministickému vypoctu nové sité véetné
ti{déni. Budeme se na nasi diskretizovanou oblast divat jako na graf. Bud tedy nase
diskretizovand oblast graf G a jeho uzly nechf jsou vrcholy v;,i =1...n,n € N.

Da se vSimnout, Ze v grafu se vyskytuji vZdy vrcholy stejnych stupiiti. Stupné v;
(ozna¢me deg (v;)) mohou byt 2,3, 4, 6 a Zddné jiné se v tomto grafu neobjevi. ZapiSme si
pro rizné diskretiza¢ni kroky (jako diskretiza¢ni krok budeme chapat vzdalenost vrcholt
nad sebou na hranici I'y, tedy délku svislé hrany, délky ostatnich hran jsou adaptivné
dopocitavany). Tyto pocty vrcholt pro kazdy jednotlivy stupeti vrcholu v; si uvedeme
nésledujici Tabulkou 1. ProtoZe vime, Ze v kazdém fddku bude stejny pocet vrcholt,
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Pl 22 23 24 25
0ol \. 26 28 30 32
25 27 29 31
08-
16 17 18 19 20
07+
18 20 22 24
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02-
2 4 6 8
ol 1 3 5 7
oF | | 2. | | n | | 4 | Iy
0 0.2 0.4 0.6 0.8 7 12 14 16 18 3

Obrazek 10: Jemnéjsi

diskretiza¢ni krok || stupeni 2 | stupefi 3 | stupefi 4 | stupeti 6
0.5 2 2 4 1
0.25 2 2 12 9
0.125 2 2 28 49

Tabulka 1: Pocet uzla v grafu v zavislosti na stupni vrcholu

diskretizace oblasti generovand metodou multigrid
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diskretiza¢ni krok | stupeni2 | stupeni 3 | stuperi4 | stuperi 6

h 2 2 4(n—2) 1| (n—2)?

Tabulka 2: Pocet uzlt v grafu v zavislosti na stupni vrcholu- obecné vztahy

diskretizatnikrok | H| V | S

0.5 6 | 6| 4
0.25 20120 | 16
0.125 72 |72 | 64

Tabulka 3: MnozZstvi hran v grafu v zdvislosti na A

taktéZ i ve sloupci, fekneme tedy, Ze vrchold bude n?. Takze pro diskretiza¢ni krok h
bude platit h = —L+. Potom lze obecné vyjadtit pocet vrcholit kazdého stupné jako v Ta-
bulce 2. Ozna¢me si hr (G) jako pocet hran v grafu G. Zakladni véta z teorie grafu ndm

tikd, Ze pro kazdy graf G plati

2hr (G) = Z deg (vi) .
i=1

Pouzijme tedy tuto vétu a dosad me nase hodnoty
2hr (G) = 2.24 2.3 +4.4. (n—2) + 6. (n — 2)*,
dostaneme pak po tpravach
hr (G) = 3n* —4n + 1.

TakZe ¢islo hr (G) ndm oznacuje, kolik je hran v nasem grafu G. Dal$im pohledem na
nakresleni grafu G lze zjistit, Ze existuje také vztah mezi poc¢tem hran, které si specidlné
oznac¢ime jako horizontédlni- podstava trojihelniku v triangulaci (ozn. H), vertikalni
(ozn. V) a 8ikmé- prepona trojihelniku triangulace (ozn. S). Toto ndzvoslovi je jasné
pfimo z pohledu na diskretizovanou oblast pfedstavujici graf G. Tyto pocty jednotlivych
hran ndm poslouZi pro tfidéni hran v polich, pro nasi jednodussi orientaci. V poli se
bude nejdiive udrZzovat pole H hran, pak V a nakonec budou hrany S. Abychom tak ale
mohli ucinit, potfebujeme védét, kolik kterych hran bude pro urcity diskretiza¢ni krok.
Tyto poc¢ty mame v Tabulce 3 uvedeny.

Opét 1ze dojit k obecnéjsim vztahtim v Tabulce 4. Pro kontrolu vysledek sec¢teme
a porovndme s hodnotou hr (G)

n2—n+n—n+n?—2n+1=3n%—4n+1,
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diskretizacni krok H A\ S

h n2—n|n? —n|n2-2n+1.

Tabulka 4: MnoZstvi hran v grafu

IHIBIRIBHH[H[HIBIEIEEHHHHIBEBRE
h=0.25 MVMVNMVVMVNMVMVNMVIVIVIVIV
[SISISISISIS[SIS|S[SISISISIS[S[S]

]

[HHIHIHIH[H]
h=0.5 VIVIVIVIVIV]

Obréazek 11: Vizualizace ulozeni dat

coz je pfesné hodnota hr (G). TakZe mame informaci o tom, kolik bude nas graf G ob-
sahovat hran H, V a S. To je velmi podstatné pro alokaci poli pro jemnéjsi diskretizace,
jinymi slovy, jsme schopni dopfedu ur¢it, jak velkd pole budeme potfebovat pro kon-
strukce dal$ich siti pro potfeby metody multigrid (je totiz obvykle drahé pfealokovavat
pole, pfipadné data zbytetné kopirovat). Pfi plnéni téchto poli je vSak tfeba dbat na
to, abychom uklddali data tak, aby byla stale setfidénd a tim padem si nechdvali pro-
stor i pro nové vzniknuvsi uzly, hrany a elementy, pfipadné pole element(i ur¢eného
pomoci hran. Graficky si takové uspofdddani lze pfedstavit napfiklad pomoci Obrazku
11. Oranzové jsou vyznaceny objekty, které zistanou totozné (tedy v tom smyslu, Ze se
pouze rozdéli na dvé ¢asti a premisti do jinych pozic v poli pfislusnych umisténi v grafu)
a hrany s bilym pozadim vzniknou nové. Tento ptipad je redlnou ilustraci konkrétniho
ttidéni, pfesny zdpis by byl velmi nepfehledny, proto zde mame jen schématicky ndznak.
MozZnosti, jak uklddat takové struktury dat je vice, zaleZi na pocatecnim rozvrzeni, které
je idedlni zachovat stale stejné. Je také zfetelné, Ze nejprve jsou uloZeny setfidéné hrany
H, pak V a nakonec jsou v poli hran hrany S, takZe vzdy je moZno pfesné vypocitat, kde
najdeme vybranou hranu z grafu.

4.6.1 Efektivni sestaveni matice tuhosti

Dalsi podstatnou otdzkou bylo, jak sestavit matici tuhosti efektivné. Dvodem byla doba
vysklddani matice tuhosti, ta byla p¥ili§ vysoka a byl nalezen prostor pro zefektivnéni to-
hoto procesu. Bylo vyuZito faktu, Ze v Matlabu se uloZeni matice realizuje vektorové.
To znamend, Ze matice, je v paméti zapsana jako vektor. Kupiikladu, budeme-li mit
¢tvercovou matici fadu 3, bude v paméti uloZena jako vektor délky 9. V nasem piipadé
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pracujeme s matici tuhosti K € R*"*>" kde n je pocet uzlt diskretizace. Rozmér je dan
reprezentaci dat ve vektorech, kdy pro tento 2D problém je na pozici ¢ x sloZka a na pozici
i + 1y slozka. Proto bude lokalni matice tuhosti k& € R6*6.

Algorithm 4 Matice tuhosti - klasicky algoritmus

n pocet neznamych

vytvor f{dkou matici K € R*nx2n

fori =1tondo
vytvor k € R6%6
pfifad K + k (znaménko plus je zde pouze symbolické ptifazeni piislusnych dat z
lokalni matice tuhosti do globalni matice tuhosti)

end for

Je evidentni, Ze se provadi velmi mnoho pfistupti do globdlni matice tuhosti,
konkrétné 9 piistupti (to protoZze mame lokdlni matici s 36 prvky, a kazdé 4 prvky
lze do globdlni matice uloZit najednou, ne vSak vice- pomoci blokového schématu
uvedeného v kapitole 3.4). Pouzitim efektivniho sestaveni fidké matice v Matlabu
lze tyto pfistupy zcela eliminovat a v priibéhu jen konstruovat tfi vektory, pomoci
nichZ pfikazem v Matlabu fidkou matici seskliddme mnohem rychleji. Tento zptisob
pracuje tak, ze si vytvofime tfi pole [vi,vj,vs]. Mé&me prvek p, v poli vi udrzujeme
informaci o jeho i. indexu v matici, v poli vj informaci o j. indexu v matici a vektor vs
obsahuje samotnou hodnotu. Sestaveni pomoci téchto vektorti provedeme piikazem
K = sparse(vi,vj,vs,2 * n,2 * n). Kromé tfi vektord jako argumentti vidime jesté
dvé hodnoty, ty odpovidaji pozadovanym rozmérim matice, je totiz lepsi uvést toto
apriorné, aby metoda sparse méla lepsi informaci pro konstrukci globdlni matice. Nyni
si jeSté mlizeme uvést upraveny algoritmus sestaveni globdlni matice tuhosti. Hlavni
pfednost tohoto zdpisu tkvi pouze v tom, Ze lokalni matici tuhosti majici 36 prvki
precteme jako vektor a kazdému prvku pfifadime poZadované soufadnice v globalni
matici tuhosti. Tim pfispéjeme k nativnimu piistupu Matlabu- k reprezentaci matic
pomoci vektord.

Algorithm 5 Matice tuhosti - efektivni algoritmus

n pocet neznamych
fori=1tondo
vytvor k € R6x6
aktualizuj vi, vj, vs.
end for
K = sparse(vi,vj,vs,2 xn,2%n)

V Tabulce 5 mdme uvedeno, kolik uzlt a kolik elementti piislusi kazdé tirovni mul-
tigridu, kdy inicidlni krok byl zvolen h = 0.5. Konkrétni vysledné hodnoty ¢asti pro
sestaveni globalnich matic tuhosti si ukdZeme v nésledujici Tabulce 6. Méfeni probihala
na notebooku s procesorem Intel Core Duo 1600Mhz. Pro kazdy ¢as probéhlo 30 méfeni a
vysledek je primér naméfenych hodnot. Pro lepsi ndzornost jsou tyto hodnoty zaneseny
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levell | level 2 | level 3 | level 4 | level 5 | level 6 | level 7 | level 8
uzly 8 25 81 289 1089 4225 16641 | 66049
elementy 9 32 128 512 2048 8129 32768 | 131072

Tabulka 5: Pocet uzld a elementti pro kazdou troven s inicialnim krokem h = 0.5

algoritmus || level 1 | level 2 | level 3 | level 4 | level 5 | level 6 | level 7 | level 8
klasicky alg. || 0.0020 | 0.0057 | 0.0190 | 0.0720 | 0.2929 | 1.3009 | 7.4591 | 53.2142
efektivni alg || 0.0017 | 0.0042 | 0.0129 | 0.0455 | 0.1831 | 0.8962 | 4.9093 | 30.8658

Tabulka 6: Naméfené casy sestaveni matic tuhosti v sekundach

v grafech. Na Obrazku 12 vidime jak rostou pottebné Casy k sestaveni globalnich matic
tuhosti v kazdém zanofeni multigridu. Cervené oznaceny je efektivni algoritmus, zele-
nou barvou je pak oznacen klasicky pfistup konstrukce. Tento graf ndm sice ukézal,
jak nartistd potfebny cas pro kazdou troveni zanofeni multigridu a pro oba zptsoby
implementace, ale podstatnéjsi pro nas bude Tabulka 7 doplnéna o graf na Obrazku
13, ktery ukazuje, jak efektivnéjsi pfistup ziskdva vyhodu pro sestaveni velkych matic.
Na Obrazku 13 vidime, Ze jsme oznacili vypocetni ¢as neupraveného sestaveni matice
zelené, coz odpovidd 100% a cervené hodnoty odpovidaji % casu z celkovych 100%,
kterého je potieba pro sestaveni matice optimalizovanym algoritmem. Je dobfe vidét
nartst vyhody efektivniho pfistupu. Jinymi slovy, je podstatné se zamyslet nad imple-
mentaci, 1ze tak uSetfit pomérné dost ¢asu pfi feSeni dané metody.

algoritmus || level1 | level 2 | level 3 | level 4 | level 5 | level 6 | level 7 | level 8
klasicky alg. || 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100%
efektivni alg 83% 73% 68% 63% 62% 69% 66% 58%

Tabulka 7: Procentudlni pomér naméfenych ¢asii sestaveni matic tuhosti
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Obrazek 12: Pottebné ¢asy na sestaveni matic tuhosti v kazdé trovni multigridu

algoritmus || level 1 | level 2 | level 3 | level 4 | level 5 | level 6 | level 7 | level 8
klasicky alg. || 0.0020 | 0.0057 | 0.0188 | 0.0710 | 0.2883 | 1.2797 | 7.4056 | 53.1170
efektivni alg || 0.0016 | 0.0037 | 0.0109 | 0.0379 | 0.1529 | 0.7772 | 4.4530 | 29.2189

Tabulka 8: Naméfené casy sestaveni matic tuhosti- upraveny algoritmus v sekundach

Byla provedena jesté jedna tprava v obou algoritmech. V tomto konkrétnim ptipadé
doslo k jinému postupu pii vypoctu lokdlni matice tuhosti. Pfedchozi postup byl
vypocten s ohledem na schématicky vypocet podle [2], tj. po submaticich. Nynéjsi
Gprava spocivala v jiném schématu nasobeni matic, tj. misto ndsobeni po submaticich
byla lokdlni matice tuhosti vypocétena najednou, coZ postavilo efektivni algoritmus
jesté do vétsi vyhody. V klasickém algoritmu se tato tiprava projevila jen velmi maélo.
UkaZme si naméfené hodnoty na nésledujici Tabulce 8 (podminky méfeni byly naprosto
stejné jako u pfedchoziho méfeni a zmény v algoritmu sestaveni byly provedeny v obou
pfipadech). Opét v feci procent si vysledky pfepiSseme do Tabulky 9. Vysledek vidime
na Obrazku 14, kde zelenou barvou jsme oznacili 100% ¢asu odpovidajici sestaveni
klasickym algoritmem a cervené pak % ¢asu z celkovych 100%, kterého je potfeba
pro sestaveni matice optimalizovanym algoritmem. Vidime znatelny narust vyhody
takovéto tpravy. V kapitole tykajici se tvarové optimalizace zjistime, Ze toto je podstatny
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Obrazek 13: Procentudlni vyjadieni potfebného ¢asu sestaveni matic

algoritmus || level 1 | level 2 | level 3 | level 4 | level 5 | level 6 | level 7 | level 8
klasicky alg. || 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100%
efektivni alg 77% 65% 58% 53% 53% 61% 60% 55%

Tabulka 9: Procentualni pomér naméfenych casti sestaveni matic tuhosti- upraveny algo-

ritmus
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Obrazek 14: Procentualni vyjadieni potfebného ¢asu sestaveni matic-tiprava

krok, protoZe takovychto sestaveni matic budeme potfebovat fadové desitky, mozna i
stovky. Staci si tedy v fadu téchto ¢isel vynasobit pouhy rozdil (coZ je 1,65 sekund) mezi
upravou efektivniho algoritmu a efektivnim algoritmem bez tpravy. Bez efektivniho
pfistupu bychom cekali na vyfeSeni jedné stavové tdlohy (v pfipadé nejvétstho zde
uvedeného zanofeni) o 24 sekund déle, coZ v ndsledné aplikaci v optimaliza¢ni tloze
mohou byt minuty nebo desitky minut.

4.6.2 Uprava interpola &ni matice

V pribéhu vypoctu multigridni metodou nastane problém pfi piepoctu rezidui mezi
trovnémi. Tento problém se tyka interpola¢ni matice. Konkrétni problém je, Ze tato
matice tak, jak ji korekiné zadefinujeme vSak nerespektuje dirichletovské okrajové
podminky. Pfi restrikci tedy dojde k tomu, Ze tam, kde by mélo byt ponechdno nulové
reziduum plynouci z okrajovych podminek, tak na tuto pozici jsou zaneseny rezidua z
okolnich uzld. ZapiSme vse v prikladu, aby tento jev byl zieteln&jsi.

Nechf mame dvé diskretizace pro level 1 (nejhrubsi mozna diskretizace) a level 2. Urovni
level 1 odpovidd matice tuhosti Ay € R8%!® a aktudlni piiblizeni fedeni uy € RS,
podobné pro level 2 mame k dispozici matici tuhosti 4, € R*50 a aktuélni ptiblizeni
feseni uj, € R%. Mgjme potom interpolaci I € R**18, pro restrikci pak tuto matici sta&i
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transponovat. Pak plati:

Ah ~ IAH,
Ay ~ IT Ay,

up = Tug,

U = ITuh.

Tyto zapisy jsou obecné v porddku. V nasSem piipadé ale nastal problém pfi restrikci
feSeni v multigridni metodé. Jedind nutnd zména tkvi v tom, Ze bylo potteba zohled-
nit u restrikce dirichletovské uzly. Divod je ten, Ze se z okolnich uzlt dostdvaly nenu-
lové hodnoty pfi restrikci do uzld, kam patfila stéle nula (s ohledem na dirichletovské
uzly vyZadujici nulové posuvy). V pfipadé uzlu, kde méla byt ponechdna nulova hod-
nota, se jednalo o chybu. Tento jev byl jednoduse fesitelny. V interpola¢ni matici stacilo
prislusny fadek danému uzlu, kde jsme chtéli ponechat nulové hodnoty, vynulovat a
vloZit jedni¢ku na misto pfislusné pravé tomuto uzlu. V pfipadé nepouziti této dpravy
bychom ziskali zcela nesmyslny vysledek.
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5 Numericky vypo Cet stavov é Ulohy

5.1 Priklady diskretizaci pro multigridni metodu

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym feSenim konkrétni stavové tulohy.
UkaZzme si nyni nékolik moZnosti navrhu diskretizované oblasti. V tomto momenté si
zvolime pevné rozméry: K = 1 L = 2 M = 1, takZe délka hranicI'y =2, '3 =1,y =1
a I's je reprezentovana Bézierovou kiivkou s jednim volné umisténym fidicim bodem.
Konstanty jsme volili E = 10°Nm ™2 = 100kPa a v = 0,25 M&me vSak na paméti, Ze
pouzivame multigridni numerickou metodu, nebudeme uvédét nejhrubsi moznou sif,
kterou jsme ostatné vidéli diive na Obrazku 7, protoZe multigridni metoda vyuZziva
idedlné alespori dvé hierarchické sité, jinak se ztrdci jeji vyznam. Dalsi pozorovani je
takové, Ze kdyZ zacindme urditou siti, 1ze si vSimnout napfiklad, Ze kdyZz mame oblast
rozdélenou na 25 uzld, kterd pro potfeby multigridu vychézi z pfedchozi (coz je ta, kterd
ma 9 uzli), bude mit hrubsi hranici, neZ sif, kterou bychom pfimo vytvofili pro 25 uzlu.
Tento jev je dan tim, Ze vzdy, kdyZz vytvafime jemng&jsi sif, najdeme vzdy stfed hrany
spojujici dva uzly- to je divod, pro¢ nejsme schopni ziskat lepsi detaily hranice. Na
Obréazku 15 vidime oblast, ktera je nejhrubsi mozna pro dvoutrovriovy chod multigridni
metody s pocate¢nim krokem h = 0.5.

Sif pro tfitrovitovy vypocet vidime na Obrazku 16.

Ukazme si nyni dal$i moZnost, s jinou pocate¢ni diskretizaci h = 0.25 a level = 2, taje
na Obrazku 17. Je ziejmé, Ze mame-li takovou sif pro dvé trovné, bude mit stejny pocet
uzlii i elementti jako pfedchozi sif na Obréazku 16. Tato jinak zvolena sif ma jiz na prvni
pohled hez¢i vzhled a leps$i detail na hranici.

Pro porovnani si jesté ukaZme sif s pocétecni diskretizaci h = 0.25 pro tfi Grovné,
které je na Obrézku 18. Potom na Obrazku 19 je sif, kterd vznikne s pocatetni diskretizaci
h = 0.125 pro dvé trovné. Je na prvni pohled patrny vétsi detail na hranici I's.

5.2 Priklad numerick ého feSeni stavov é Ulohy

Nyni, kdyZ uZz jsme si pfibliZili, jak mohou vypadat diskretizace oblasti a jaké jsou
disledky volby parametru pocate¢ni diskretizace s jednim fidicim bodem. Piejdéme
nyni k feSeni stavové tlohy, ¢imZ ziskdme posuvy pro jednotlivé uzly.

Ukazme si nyni kupfikladu vypocet, kdy jsme pouZili 15 fidicich bodi pro urceni
Bézierovy kfivky. Volme opét pevné rozmeéry: K =1 L = 2 M = 1, poc¢atecni diskretizaci
h = 0.25 a vypocet provedeme na dvou sitich. Na Obrazku 20 vidime, jak vypada zadani.
Na Obrézku 21 pak vidime feSeni s nazna¢enymi x slozkami napéti a na Obrazku 22 je
feSeni stejné tlohy, ovéem s y sloZkami napéti. Dale na Obrazku 23 mame smykovou
slozku napéti.



38

0.8

0.7

0.6

05

041

011

Obréazek 15: Ptiklad zkoumané oblasti 1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

03

0.2

18

0.1r-

Obrézek 16: Ptiklad zkoumané oblasti 2
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Obréazek 17: Ptiklad zkoumané oblasti 3
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Obréazek 18: Ptiklad zkoumané oblasti 4
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Obrézek 21: Regeni stavové tilohy véetné slozky x napéti
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Obrézek 22: Regeni stavové tlohy vEetnd slozky y napéti
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Obrazek 23: Regen{ stavové tlohy véetné slozky smyku napéti
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6 Formulace tvarov € optimaliza ¢ni tlohy

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim optimélniho tvaru hranice modelovaného
Bézierovou kfivkou svahu z pfedchozich kapitol. Jinymi slovy ndm ptjde o hledani
optimalniho navrhu. Uloha tvarové optimalizace miize pouZivat rtizné cenové funkce
vyplyvajici z urcitych pozadavki, naptiklad nédsledujici:

e minimalizace hmotnosti,
e minimalizace napéti,
e maximalizace poddajnosti atd.

Mitizeme vSak soucasné pozadovat kombinace téchto hledisek, které jsou casto pro-
tichtidné (to znamend, Ze miZeme poZadovat napiiklad maximélni tuhost a soucasné
minimalizovat hmotnost). V nasem pfipadé se budeme zabyvat minimalizaci napéti na
vybranych elementech jejichz mnoZinu indexti si ozna¢ime symbolem ¢, pficemZ ne-
klademe dalsi omezeni pro tuto minimalizaci. Budeme se snaZit minimalizaci provadét
zménou tvaru Bézierovy kiivky a posléze vyhodnocovat napéti, které podrobime
citlivostni analyze. VSechny zmény této hranice (a témto hranicim pfislusnd kompletni
diskretizace) dohromady budou tvofit mnoZinu ndvrhda.

Z hlediska statiky objektfi, jako je nami vySetfovany svah, je podstatnd volba ele-
mentd, které budeme brat v potaz. MiZeme si totiZ vybrat ty elementy, které nemusi byt
praveé témi, kde mhZe dojit k meznim napétim. To je v8ak véci mnohem hlubsi diskuze
zachézejici jiz do geologickych detailti. Pro nés je vSak podstatné, Ze si lze jednoduse
predefinovat mnoZinu elementti, které budeme uvaZovat.

6.1 Numerick é feSeni stavov €ho probl ému

v, s

Ukazme si, co vSe je soucasti feSeni stavového problému nasi tlohy. Vstupem pro me-
todu, ktera fesi stavovy problém jsou parametry:

e rozméry K, L, M (pevné zvolené),

navrhové body Bézierovy kiivky reprezentujici hranici I's,

pocatecni diskretizace,

pocet tirovni zanofeni multigridni metody,

e parametry urcujici elementy, na kterych budeme uvazovat napéti.
Vystupem feSeni stavového problému jsou

e posuvy u,

e napéti o,
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kde vektor napéti ocekdvdme v nasledujicim tvaru

Oz

kde o, je napéti ve sméru osy x1, o, je napéti ve sméru osy z2 a 0, je smykové napéti.

6.2 Tvarov a optimalizace

Vyse jsme si uvedli, s jakymi vstupy a vystupy budeme pracovat. Proces tvarové optima-
lizace vyzaduje v kazdém svém optimalizacnim kroku vyfeseni stavové tlohy. Stavova
dloha bude mit pevné zvoleny vSechny parametry kromé navrhovych boda Bézierovy
kiivky- ty budeme v pribéhu ménit tak, Ze v kazdém optimalizaénim kroku provedeme
zménu navrhovych bodt Bézierovy kiivky (a tim se zméni i triangulace vySetfované
oblasti). MnoZinu moZnych navrhii si ozna¢ime symbolem U,4. S je zobrazeni, které
navrhové proménné « pfifazuje feSeni stavové dlohy v, o.
Definujme nyni optimaliza¢ni dlohu

mind («, S (a))
S(a)=(u,0), a € Uy

Y

coZz mtZeme zapsat také takto
min J (o, S («)).

acUyq

Definujme minimaliza¢ni funkciondl ©
O (a) = J(a,5(a)),
takZe budeme minimalizovat funkciondl © (budeme jej nazyvat cenovy funkcional)

min O ().

a€Ugyq

Nyni, kdyZz vime, jakou funkci budeme zkoumat, podivejme se blize na mnoZzinu U,g.
Definujme nejprve rozméry fezu svahu (uzitim dfive uzivaného znaceni) K =1, L = 2,
M = 1. Potom si ozna¢me vektor bodi, pomoci nichz bude ur¢ena Bézierova kiivka

[M, K] (M, K]
a= |:§ y .Er j| = (0% )
L, 0] [L, 0]
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[M,K] 5
)‘\ ad
BL (1) i — V1)
AN
BL (9 _ BU(2)

BL3) \\h BU3)
BL (4 * BUq
BL 5 * BU(5)
[L,0]

Obrazek 24: MoZznosti ndvrhu Bézierovy kiivky

kde B je sloupcovy vektor p € N hodnot a H je sloupcovy vektor p hodnot, je to mnoZina
ekvidistantnich bodt vypotitanych podle &isla p. Vektor B definujme pomoci dvou vek-
torti, a to BL € RP jako vektor omezeni zleva a BU € RP jako vektor omezeni zprava
nasledujicim zptsobem

B={z€RP:u; € (BL;,BU;),i=1,...,p}.

Na&s ptfipad mnoziny, ze které budeme volit tyto body BaH je na Obrazku 24. Vidime
modré piimky, odkud budeme volit body B (v tomto p¥ipadé pouze schématicky je
naznaceno 5 hodnot). Volba B (H ponechdvédme stejné) z modré oblasti miize rliznym
zptisobem ovlivnit vysledny tvar Bézierovy kiivky, coZ je napiiklad naznaceno tfemi
Cervenymi pferusovanymi ¢arami predstavujici tfi rtzné ndvrhy. Pak lze vyjadfit
mnozinu moznych navrhovych proménnych takto

Uad:{a:(x,y):xeé/\ yEfI}

Nadefinujme si funkciondl, ktery budeme mit za tikol minimalizovat takto

2
2
O (@) = max (/o + 0, + 02, ) = max o

Nyni budeme hledat minimum funkciondlu ©, k ¢emuZ nam poslouZzi bundle metoda, o
které pojednava néasledujici kapitola.
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7 Metody hled ani minima

vvvvvv

nosti itera¢nich metod je moZnost jejich realizace na poéitaci. V této kapitole uvedeme
ptipady hleddni minima lipschitzovskych funkci, které nejsou spojité diferencovatelné
v tom smyslu, Ze mnoZina bodti, v nichZ funkce nema gradient je miry nula. V dal$ich
podkapitoldch se budeme zabyvat problémem

min f (z) .

z€Q

7.1 Pojmy z nehladk é analyzy

Definujme nejdfive funkci, jejiz minimum budeme hledat.

Definice 7.1 Bud f : R® — R, K > 0a mnoZina M C R™. Nechf plati |f (z) — f (y)] <
K ||z — y|| Vz,y € M. Pak tekneme, Ze f je lipschitzovsky spojitd na mnoziné M (s modulem
K).

Definice 7.2 Rekneme, Ze f : R" — R je lokdlné lipschitzovsky spojitd na okoli bodu x (s
modulem K), jestliZe pro néjaké e > 0 je f lipschitzovsky spojitd s modulem K na x + eB, kde B
je jednotkovd koule.

Definice 7.3 Rekneme, Ze f : R" — R je lipschitzovsky spojitd na mnoZiné M € R", jestliZe je
f lokdlné lipschitzovsky spojitd na okoli kazdého bodu mnoZiny M.

Véta 7.1 (Rademacher) Nechf f : R" — R je lokdlné lipschitzovsky spojitda na mnoziné R™
a nechf D = {x € R" f je diferencovatelnd v x}. Potom Lebesgueova mira j mnoziny bodii, ve
kteryjch nent funkce f diferencovatelnd je nulovd, tzn. jn (R™\D) = 0.

Definice 7.4 Rekneme, Ze funkce f : R" — R md v bodé x € R™ jednosmérnou smérovou
derivaci ve sméru h € R", existuje-li konecnd limita

oy i 4 (@ th) — f (@)
f(a:,h)—ltlirg ; .

Definice 7.5 Bud funkce f : R™ — R lokdlné lipschitzovsky spojiti v okoli bodu x a nechf
h € R", Clarkeova zobecnénd smérovd derivace funkce f v bodé x ve sméru h, kterou znacime
19 (x; h) je definovina predpisem

£ (23 h) = Tim sup LW = F ()
, Y= ¢10 t ’

kde y € R™ je vektorat > 0.
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Definice 7.6 Bud funkce f : R™ — R lokdlné lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x. Zobecnény
gradient funkce f v bodé x s oznacenim Of (x) je mnoZina

0f (z) = {€ € R"| (&, h) < f* (x3h) Vh € R},
kde elementy O f (x) nazyvdme subgradienty funkce f v bodé x.

V piipads, Ze funkce f je spojité diferencovatelnd, pak f° (z;h) = (Vf (x),h). Proto
Of (x) ={Vf (z)}.

Véta 7.2 Nechf f : R™ — R je lokdlné lipschitzovsky spojitd v okoli bodu x, potom

Of (z) = conv {‘lim Vf(zi)|e; =z, z; ¢ Qf},

kde Q; = {x € R"| f neni diferencovatelnd v x}.

Nasledujici véta formuluje nutnou podminku existence minima

Véta 7.3 Nechf f : R — R je lokdlné lipschitzovsky spojitd na mnoziné R™ a Q C R™. Pak
plati

¥ = arg min (xk) = 0 € df (z*) + Nq (z*), V¥ € Q,
zheQ

kde Ng (z*) je normalovy kuzel v bodé minima.

7.2 Subgradientni metoda

Subgradientni metoda je zaloZena na nalezeni libovolného subgradientu funkce v daném
bodé a aktualizace bodu pfibliZeni v tomto tvaru

ZF L = gk gk gk
k

k_ _ 9
gkl
g* e of (mk> i

o0

pficemz pozadujeme aby t* | 0 a Y t* = oo, pak z* konverguje k optiméalni hodnoté.
k=1

Tato metoda vSak nezarucuje snizeni funkéni hodnoty v kazdém kroku, chybi imple-

mentovatelnd ukon¢ujici podminka na normu subgradientu a také kovergence je velmi
pomald, mensi neZ linedrni. Dalsi problém této metody je ten, Ze nelze provadét step-
length v priibéhu vypoctu, protoZe g je subgradient a smér —g nemusi byt smér poklesu,
takZe klasické metody (napft. bisekce) pro volbu délky kroku by havarovaly. Musime volit
délku kroku a priori a to 1ze nejsnadnéji napfiklad takto

Takova volba vsak mtiZe byt velmi nevhodna v pfipadé, Ze jsme daleko od minima. Na-
opak kdyz jsme blizko, snadno mtiZzeme pfeskocit hledané minimum.
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7.3 Bundle metoda

Bundle metoda vychazi ze sugbradientni metody uvedené vyse, pficemz odstratiuje jeji
hlavni nedostatky. Jak z ndzvu vyplyvd, bundle metoda si uchovava tzv. svazek subgra-
dient(- ten postupné vytvéii a v jeho konvexnim obalu pak hled4 novy sestupny smér.
Tato metoda zarucuje lepsi numericky model subgradientu funkce v daném bodé¢ a také
zarucluje sestupny krok pokazdé, kdyz aktualizuje bod pfibliZzeni. U této metody pak také
1ze hovofit o ukoncujici podmince na normu subgradientu.

Iterace bundle metody vypada nésledovné

ZF L = gk gk gk
k

dF = _97’
19"l
" = z:)\,-gl,gZ e of (a:’) Vi € N,

1=0

k
Z)\izl, )\lZO\V/ZEN,
=0

kde )\; je feSenim ulohy kvadratického programovéni- podrobnéji v [8]. Vidime, Ze
vypocet nového kroku je podobny jako pii subgradientni metodé, avSak nevybirdme
jeden subgradient, ale konvexni kombinaci subgradientd ze svazku. Uvedme si
algoritmus zdkladni bundle metody.

Algorithm 6 Bundle metoda (krok iterace pro vypocet z.1)

vypocet (sestupného) sméru- vektoru d*

nalezeni délky kroku t* > 0 (steplength)

(a) Serious step - tzn. plati-li f (zx+1) < f (x), vypocet nového bodu piiblizeni x4
véetné steplength subrutiny

(b) Null step (je spInéno f (x54+1) > f (x1)) - provede se x,11 = zj, a dojde k rozsifeni
svazku subgradientii o dalsi subgradient gy11 € 9f (2F + tFd")

Na zédkladé uvedeného algoritmu snadnou tvahou dojdeme k tomu, Ze pro
realizaci bundle metody budeme potfebovat rutiny pro vypocet funkéni hodnoty a
libovolného subgradientu cenového funkcionalu. V pfedchozich kapitolach jsme feSili
stavovou ulohu tak, Ze jsme si navrhli geometrii fezu svahu, nastavili pevné fidici
body Bézierovy kiivky reprezentujici hranici I'; a spustili jsme vypocet. Vystupem
pak byly posuvy jednotlivych uzld v diskretizaci. Nyni jsme pied odliSnym tkolem.
Na feSeni této stavové ulohy je potfeba nahliZet jako na funkci zadanych navrhovych
proménnych stanovujicich tvar hranice I'y a vystup, ktery nds bude zajimat, je (jak jsme
jiz dfive uvedli v kapitole 6.2) funkcional zavisly na napétich a ten je obecné nespojité
diferencovatelny v zédvislosti na ndvrhovych proménnych. TakZe nyni vime, Ze funkéni
hodnotu vypocéteme snadno, avsak budeme muset vypocitat také subgradient funkce
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(stavové tlohy) v zavislosti na navrhovych proménnych. Analyticky vypocitat gradient
by bylo velmi naro¢né, zkusime tedy vyuZit numerického vypoctu subgradientu.

7.4 Vypo Cet cenov ého funkcion alu a subgradientu cenov ého funkcion alu

Vypocet cenového funkciondlu © (o) = O (o, u (o), 0 (a)) , a0 € Uygq, n € Nbude ve tvaru

2
2
6 () = max (/2, + 03, +02, ) = max|loy|’, a € Uu.

Vsimnéme si, Ze cenovy funkciondl je zavisly pouze na napétich. Subgradient cenového
funkcionalu vypoéteme nasledovné

90 (@) 3 Va0 (a) = VO (o, u(a) 0 () = : ,a€Uygi=1...n,

kde
00 (o) O (a+e€l0,...,0,1;0,...,0]) — © ()

ooy €

7.5 Bundle trust metoda

Pro feSeni nasi optimaliza¢ni tlohy jsme pouZili bundle trust metodu. Bundle trust me-
toda je kombinace bundle metody a trust region metody. Mezi bundle trust metodou a
bundle metodou je zdsadni rozdil v tom, Ze u bundle trust metody misto kroku step-
length provadime kontrolu, jak dobfe odpovidda model cenovému funkciondlu a poté
bud zvétsime nebo zmensime region dtvéry. Kritéria pro zvétseni & zmenseni regionu
davéry jsou dény urcitou heuristikou a v nasem piipadé se jimi zabyvat nebudeme.
Pro minimalizaci naSeho cenového funkcionalu pouZijeme existujici implementaci, k niz
potiebné informace lze ziskat z [7], implementace této metody piesahuje ramec této
préce, proto byl pouZit existujici kéd s ndzvem BTNCLC- implementace ve Fortranu
a spusténi v Matlabu pomoci mex rozhrani. BTINCLC pozaduje urcité parametry pro
spusténi a také metody pro vypocet funkéni hodnoty cenového funkciondlu a subgra-
dientu cenového funkcionalu. VypiSme si nejprve pro nds podstatné parametry tak, jak
jsou znaceny v ramci BTNCLC (v zdvorce je naSe oznaceni)

e N (V)- pocet proménnych, podle kterych provadime optimalizaci,

e X (a)- vektor N hodnot, podle kterych bude program provadét optimalizaci (od-
povida to proménnym, pies které budeme numericky pocitat subgradient),

e BL (BL)- vektor N hodnot omezujici X zleva,

e BU (BU)- vektor N hodnot omezujici X zprava,
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e FM (F'M)- odhad minima funkce,

e EPS (EPS)- presnost pro feseni nalezeni minima bundle trust metodou,

o MAXCOM (M AXCOM)- maximélni pocet vycisleni cenového funkcionélu,
o MAXIT (M AXIT)- maximalni pocet iteraci algoritmu bundle trust metody,

e RESET (RESET)- maximdlni pocet subgradientti ve svazku, po prekroceni dojde k
resetu svazku,

o IPRINT (/PRINT)- hodnota pro ur¢eni parametri pro vypis vysledkii optima-
liza¢niho procesu do souboru.

Ostatni parametry se tykaji omezeni na rovnost a nerovnost, tyto jsme nevyuZili.
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8 Experimenty s optimaliza ¢ni tlohou

Uvedeme si nyni nékolik pifiklad optimaliza¢ni tlohy. Rozméry fezu svahu budou ve
vSech pfipadech L = 2, M =1, K = 1 avolime F = 10° a v = 0,25. Dalsi parametry v
seznamu byly pevné zvoleny tak, abychom mohli zkoumat pouze vliv zmén ndvrhovych
bodt.

e FM (FM)- 3.10?

EPS (EPS)- 1072

MAXCOM (M AXCOM)- 1000

MAXIT (M AXIT)- 1000

RESET (RESET)- 80
e IPRINT (IPRINT)- 4

8.1 Priklad 1

Zadani:
Hranici I';, kterou budeme optimalizovat bude pfedstavovat 15 fidicich bod pro
Bézierovu kiivku. Definujme inicidlni hodnoty

i [0.9375, 0.875, 0.8125, 0.75, 0.6875, 0.625, 0.5625, 0.5, ...
0.4375, 0.3750, 0.3125, 0.25, 0.1875, 0.125, 0.0625] 7

[1.0625, 1.125, 1.1875, 1.25, 1.3125, 1.375, 1.4375, 1.5, ...
1.5625, 1.625, 1.6875, 1.75, 1.8125, 1.875, 1.9375]

B

Budeme hledat s poc¢ate¢nimi hodnotami a = [E, H } optimalni vektor a,, pro ten vsak
potfebujeme omezeni ve formé diive zminénych vektort BL a BU, protoZe miZeme najit
jista lokdlni minima- avSak nelze s jistotou fici, Ze je nalezeno globalni minimum. Proto je
potieba provddét mnoho testli a zvazovat, jak ktery navrh odpovida realité. Potom jako
vektor BL omezujici zleva vypoctené hodnoty (tedy hodnoty pro optimalizaci) bude ve
tvaru

[0.225, 0.35, 0.3875, 0.42, 0.5125, 0.615, 0.7375, 0.8, ...

- )

0.8625, 0.925, 1.0875, 1.15, 1.2125, 1.275, 1.3375]

vektor BU omezujici zprava hodnoty vysledného vektoru

[1.3625, 1.425, 1.4875, 1.55, 1.6125, 1.675, 1.7375, 1.8, ...
1.8625, 1.925, 2.0875, 2.15, 2.2125, 2.275, 2.3375] '
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Nyni si ukaZzme, jak vypadd situace, kterou mdme zadanou. Na Obrdzku 25 vidime 4
obrazky (oznacme si je &isly podle potfadi od prvniho):

1. napéti- slozka x

2. napéti- slozka 'y

3. napéti- slozka smyku

4. feSeni pro inicidlni ndvrh

Poznamenejme, Ze prvni tfi obrazky se lisi pouze zobrazenymi napétimi (nutno dodat,
Ze napéti jsou ve tfech slozkach fddové jiné velikosti, ale pro lepsi zobrazeni doslo v
kazdém obrazku ke znormovani v p¥islusné sloZce na interval (0, 1)). Tyto obrazky uka-
zuji rovnéz, jak vypadal pocate¢ni ndvrh a to bez deformaci, pro lepsi porovnani s opti-
malizovanym i ostatnimi ndvrhy. Déle je moZno si v§imnout, Ze nebereme v potaz pouze
napéti na hranici I'y, ale i na hranici I's a to proto, Ze na I's hranici mohou vznikat také
pomérné velkd napéti vlivem optimaliza¢niho procesu, coz také potvrzuji vykreslené
obrazky.

Vystupem optimalizatniho procesu je a,; s optimalizovanymi hodnotami B (H jsme v
ramci optimaliza¢niho procesu neménili)

5 [0.8263, 0.7311, 0.5905, 0.5287, 0.5387, 0.615, 0.7375, 0.8, ...
0.8625, 0.925, 1.0875, 1.15, 1.7421, 2.275, 2.3375] '

Pro tento optimalizovany ndvrh vidime vysledek na Obrazku 26, kde vidime opét 4
obrazky (ve stejném poradi jednotlivych obrazkt, jako v neoptimalizovaném tvaru):
Podstatné je pro nds to, jak se zménil cenovy funkciondl- ptivodné vycisleny cenovy
funkcional je 46 krat vétsi neZ ten, ktery jsme ziskali po optimalizaci, coz je podstatné
velkd zména. MtiZeme si také vSimnout ndsledujici tabulky 10, kde jsou vypsany optima-
liza¢ni kroky. Je zfetelné, jak se snizoval cenovy funkcional v pribéhu optimaliza¢niho
procesu.



iterace | pocet vycisleni © | funkéni hodnota ©
1 1 0.4202.10°
2 7 0.2095.10°
3 8 0.1386.10°
4 9 0.6708.10*
5 10 0.3665.10%
6 11 0.3665.10%
7 12 0.2798.10*
reset
8 13 0.1802.10*
9 14 0.1205.10*
10 16 0.1121.10*
11 17 0.9375.103
12 19 0.9215.103
13 20 0.9109.10°
14 23 0.9109.103

Tabulka 10: Pfiklad 1- vysledky optimaliza¢niho procesu
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Obrazek 25: Pfed optimalizaci (P¥. 1). Napéti- slozka x; slozka y; slozka smyk; Regent

8.2 Priklad 1- zkoum ani zavislosti cenov é funkce na zm éné jednotlivych
sloZzek n avrhov é prom énné

V tomto momenté potfebujeme zjistit, jak dobry jsme dostali vektor ndvrhovych
proménnych. Vysledky analyzy vidime na Obrazku 27, kde je uvedeno celkem 15 grafi.
Kazdy z nich odpovida jedné proménné jiz optimalizovaného vektoru B, ktery nyni
symbolicky pfeznacime takto B =[zl,...,x15]a poznamenejme, Ze kaZzda proménna
xi v piisludném grafu je zvyraznéna cervenou hvézdickou. Pro kazdou proménnou
provedeme nésledujici proces:

1. definujeme eps > 0

2. vybereme poZzadovanou proménnou i, ¢ = 1, ... ,15 a ostatni ponechdme zafi-
xovany

3. definujeme interval I, I = (zi — eps, zi + eps)

4. provedeme v cyklu n krat vypocet stavové tlohy v zdvislosti na zi € I, tim dosta-
neme funkci jedné proménné zi s funkéni hodnotou ©.
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Obrazek 26: Po optimalizaci (P¥. 1). Napéti- slozka x; slozka y; slozka smyk; Reeni

5. vykreslime tento graf modrou barvou s oborem hodnot I a timto zptisobem zpra-

cujeme vSechny zbyvajici proménné

6. bod nalezeny optimaliza¢nim procesem oznacime cervenou hvézdickou

7. je-li pfitomno omezeni BL v oboru hodnot grafu, vykreslime jej pferusovanou

¢ernou ¢arou

8. je-li pfitomno omezeni BU v oboru hodnot grafu, vykreslime jej ¢erchovanou

¢ernou ¢arou

Vysledek analyzy by mél byt idedlné pro kaZdou proménnou ve formé ryze konvexni
funkce, kde i je v minimu p¥ipadné konstantni funkce. V nasem ptikladé se tak ve vSech
pripadech nestalo, to vSak nemusi byt nutné chyba, ale jen zndmka toho, Ze jsme byli
prilis pfisni pfi nastavovani vektortt BL a BU. V 1. proménné je vidét velmi mald zména
funkéni hodnoty. Ve 2.,3. a 4. proménné najdeme také malou zménu funkéni hodnoty a
lze si vS§imnout, Ze nalezené body jsou blizko minima této funkce. U 5. proménné jiZ je
vidét i omezeni, avsak feSeni tim neni ovlivnéno, opét je nalezen bod téméf u minima.
Pro 6. aZ 12. proménnou pozorujeme omezeni zleva vektorem BL a piesto jsme také
velmi blizko minima, kromé 10. a 11. proménné, kde funkéni hodnota jesté dale klesa.
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Obrézek 27: Analyza citlivosti pro kazdou proménnou z pfikladu 1
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Pro 13. proménnou zase vidime korektné nalezené minimum a omezeni jsou dostate¢né
daleko od tohoto bodu. Pro 14. a 15. proménnou jsme narazili také na omezeni, avSak
uZ je to omezeni vektorem BU, které je také velmi blizko minima. Proto lze tvrdit, Ze
omezeni byla volena rozumné. Ackoliv nebylo nalezeno vZzdy pfesné minimum (nase
tloha je pomérné ndrocnd), u vsech proménnych bylo dosaZeno dobrych vysledkt. Tuto
optimalizaci tedy 1ze oznacit za zdatilou. Lze si také v§imnou, Ze nase grafy jsou zjevné
nespojité diferencovatelné, ¢imz se potvrzuje, Ze funkcional © je opravdu nehladky.
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8.3 Priklad 2

V tomto piikladé bude situace naprosto stejnd, jako v predchozim pripadé, ale s tim, Ze

zménime tfi pole. Pole Hi je stejné, jako v pfedchozim piikladé. Zménime pole B BL,
BU takto
_ (111, 1.23, 1.31, 1.42, 1.51, 1.6, 1.67, 1.71, ...

B =
1.74, 1.75, 1.76, 1.77, 1.78, 1.82, 1.93]

[0.99, 1.0, 1.01, 1.03, 1.06, 1.09, 1.14, 1.19, ...

1.25, 1.36, 1.44, 1.54, 1.62, 1.7, 1.75]

[1.12, 1.24, 1.33, 1.44, 1.53, 1.61, 1.69, 1.73, ...
1.75, 1.76, 1.77, 1.82, 1.84, 1.85, 1.94]

Je moZzno si povsimnout toho, Ze jsme mnohem vice omezili BL a BU, tak, jak bychom
mohli intuitivnéji odhadnout vysledek. Nyni si ukaZme, jak vypadd situace, kterou mame
zadanou. Na Obrazku 28 vidime 4 obrazky (ozna¢me si je ¢isly podle pofadi od prvniho):

1. napéti- slozka x
2. napéti- slozka y
3. napéti- slozka smyku
4. feSeni pro inicidlni ndvrh
Vystupem optimaliza¢niho procesu je oy, s optimalizovanymi hodnotami B(H jsme v

ramci optimaliza¢niho procesu opét neménili)

B [0.9900, 1.0000, 1.0100, 1.0300, 1.0600, 1.0900, 1.1400, 1.1900, ...
1.2500, 1.4685, 1.7700, 1.8200, 1.8400, 1.8500, 1.9400]

Pro tento navrh vidime vysledek na Obrézku 29 ve stejném poradi jednotlivych obrazki,
jako v neoptimalizovaném tvaru.

Vsimnéme si znova, jak se zménil cenovy funkciondl- ptivodné vycisleny cenovy
funkciondl je 15 krat vétsi nez ten, ktery jsme ziskali po optimalizaci. V tabulce 11 je
opét vystup optimalizaéniho procesu, kde jsou naznacené optimaliza¢ni kroky. Opét si
povsimnéme, jak se ménilo vy¢isleni cenového funkcionalu.
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iterace | pocet vycisleni © | funkéni hodnota ©
1 1 0.2027263.10°
2 2 0.2304439.10°
3 3 0.1543313.10°
4 4 0.1354244.10°
5 9 0.1336706.10°
6 10 0.1327372.10°
7 11 0.1327327.10°
reset
8 24 0.1327327.10°
9 25 0.1327324.10°

Tabulka 11: Pfiklad 2- vysledky optimaliza¢niho procesu

8.4 Priklad 2- zkoum ani zavislosti cenov é funkce na zm éné jednotlivych
sloZek n avrhov é prom énné

Pro druhy piiklad provedeme stejny proces analyzy jako v pfikladé 1 i se stejnym
zna¢enim. Na Obrazku 30 vidime vysledky analyzy. Vysledek dopadl dle oc¢ekdvani.
Tento pfiklad jsme totiZz vice omezili pomoci poli BL a BU. Pro prvni 3 proménné
pozorujeme omezeni zleva, nalezeny bod je blizko téchto omezeni BL a také pozorujeme
blizké minimum funkci vpravo od nalezenych bodt Jedna se vSak o maly rozdil
cenového funkciondlu ©. Vlivem vétsitho omezeni BL jsou proménné 4. az 9. zfejmeé vice
omezeny a optimaliza¢nim procesem nalezené body jsou prave v tomto bodé omezeni.
V 10. proménné je nalezen bod téméf v minimu a neni zde blizko omezeni, kdezto u
11. a 12. vidime omezeni zprava, ale pfesto je vpravo od pozadovaného bodu minima.
V proménnych 13. aZ 15. madme omezeni zprava a je vidét, Ze by cenovy funkcional ©
mohl byt jesté mensi. Toto omezeni vsak ale mtiZeme chédpat jako poZadavek vétstho
mnoZzstvi vytéZeného materialu.

Nyni, kdyZ jsme pracné vse implementovali a odzkousSeli a také vidéli teoretické
vypocty, podivejme se, jak vypada takovyto svah doopravdy. Miizeme takto porovnat
naSe vystupy a realitu. Je ovSem jasné, Ze nd$ model je pouze linedrni a nebere v potaz
porovitost, vlhkost a dalsi redlné soucinitele. Na Obrazku 31 vidime svah vzniknuvsi po
zasahu koreckovym rypadlem. Tento fragment je vyfocen v téZebnim Lomu Bilina na
severo-zapadé Cech.
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Obrazek 28: Pfed optimalizaci (P¥. 2). Napéti- slozka x; slozka y; slozka smyk; Regent

8.5 Grafick é uzivatelsk é rozhrani

Jako soucast této prace bylo vytvoreno grafické uZivatelské rozhrani pro jednodussi ma-
nipulaci i zobrazeni zadani a vysledkal optimaliza¢niho procesu. Tento program je jed-
noduse spustitelny pfikazem GUI v Matlabu. Jeho zobrazeni véetné popisu vidime na
Obrazku 32. Pomoci tohoto programu je mozno si nechat vypocitat zde uvedené ptiklady,
piipadné jesté upravené varianty. Zadavat lze pocet zanofeni multigridu z nejhrubsi sité
polem level. Pole h je diskretizace nejhrubsi sité (resp. hranice I'y, kde zbytek oblasti
je prizplisoben zadané geometrii). Pole posun definuje, které elementy chceme brét v
tvahu, tj. zaddnim —1 bereme v potaz vSechny elementy, 0 definuje pouze krajni ele-
menty na hranicich I'; a I'3 a ¢im je toto ¢islo vys$si, tim hloubéji budeme uvaZovat
napéti na elementech (nés vsak spise zajimaji napéti blizko hranice I'z). Déle vidime pole
B- zadéani pocatecnich fidicich bodt, B L- dolni omezeni pro vysledek optimalizace, BU-
horni omezeni pro vysledek optimalizace, Bopt- vysledny vektor fidicich bod optimali-
zace a vSechny tyto 4 vektory musi mit stejnou délku- v naSem piipadé 15.

Vidime také dvé tlacitka, pomoci tlaéitka optimalizuj provedeme optimalizaéni proces.
Po tomto vypoctu lze zjistit, jak dobré feSeni bylo nalezeno pomoci tlacitka citlivost.
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Obrazek 29: Po optimalizaci (P. 2). Napéti- slozka x; slozka y; slozka smyk; Regeni

Zname-li feSeni dopiedu nebo z pfedchozich vypoctli, miizeme do pole Bopt piimo ve-
psat tuto hodnotu a provést pouze analyzu citlivosti tla¢itkem citlivost.
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Obrézek 30: Analyza citlivosti pro kazdou proménnou z pfikladu 2
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Obréazek 31: Fragment svahu- Lom Bilina
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9 Zavér

V této praci bylo ukdzano vyuZiti multigridni metody v tiloze linedrni pruZznosti, pficemz
bylo vyuZito nékterych péknych vlastnosti diskretizované oblasti a také bylo podstatné
zefektivnéno vyskladani matice tuhosti. Formulovali jsme poté tlohu tvarové optimali-
zace, v niZ jsme aplikovali bundle trust metodu pro nalezeni optimalnich navrhovych
proménnych. Pro vypocteni subgradientu jsme pouZzili numerického vypoctu, avsak

Vev s

je mozné, Ze by bylo vhodnéjsi vyuzit analytického nebo alesport semianalytického
pristupy mezi sebou porovnat. Po vypoctu optimalizac¢ni tlohy jsme pfistoupili k
analyze citlivosti na zménu jednotlivych proménnych cenového funkciondlu a ta ndm
pfinesla ilustraci, Ze feSeni, které jsme nasli je v lokdlnim smyslu ,optimélni”. Tato
analyza ndm také potvrdila, Ze cenovy funkciondl je nehladky a dokonce nalezena
minima jsou v nehladkych bodech. Jako dalsi mozné pokracovani v téchto typech tloh
se nabizi napiiklad vyuZiti lepstho modelu zohlednujici i plasticitu anebo namisto
Dirichletovych okrajovych podminek na hranicich aplikovat tfeni.
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