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Abstrakt

Metoda hraninich zdroji je integralni metodaipdstavena na konci Sedesatych let dvacatého stoleti
pro iedeni jednorozémnych jedno-rychlostnich neutronovych transportniainic. V sodasnosti se
jednéd o jednu z nefpsrgjSich metod profeSeni transportnich rovnic v ptastech homogennim
prostedi. Tato metoda je ovSem vysdrg nara@nd, protoZze je nutné vyhodnotit velké mnozstvi
Legendrovych Uhlovych momentpridruzené Greenovy funkce, které jsou integralemsaeginu
Chandrasekharovych polyndna slozZité vdhoveé funkce, ktera zahrnujene singularity. Cilem této
prace je prostudovat dany integrand, analyzovat néogingularity a implementovat vybrané
kvadraturni vzorce. VysledkieSeni vybranych modelovych Uloh budou porovhangwstosti na
dosazené rychlosti agsnosti.

Kli ¢éova slova:neutronova transportni rovnice, metoda htich zdrofi, Gaussova kvadratura, Anti-
Gaussova kvadratura

Abstract

The Boundary Sources Method (BSM) is an integraiioe introduced in the late 1960s for solving
one-dimensional one-velocity neutron transport [@wois. It is probably the most accurate transport
solution method available today for solving piecvhomogenous transport problems. Nevertheless
the method is computationally expensive due to ribenerical evaluation of a large number of
Legendre’s angular moments of the associated & denction, which are integrals of product of
Chandrasekhar polynomials with a complicated wefghttion presenting a variety of singularities.
The aim of this thesis is to study the integrand #me singularities and to implement selected
numerical methods for the numerical quadratureuRe$ test cases, in terms of speed and numerical
precision, will be presented and discussed.

Keywords: Neutron transport equation, Boundary Sources Mktl@auss Quadrature, Anti-Gauss
Quadrature
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1 UvoD

1 Uvod

vvvvvv

odpady. V sodasnosti je nejpouZivéj$im vychodiskem geologické usklash vyhaelého
materidlu. Takovy postup ovSem niga byt trvalymieSenim, a proto se pracuje na jeho omezeni.
Toho Ize dos&hnout transmutaci minoritnich aktibo{@eptunium, Americium, Curium,...)

a dlouhou Zivotnosti &nych produki. MYRRHA [9] je zd&izeni, které dovoluje tyto jevy
studovat. Jedna se o urychlovdidici systém ve vyvoji v Belgickém nuklearnim vymkoém
centru SCKCEN (vice v piloze [1]). Ten pro sva studia gebujecasow zavisly transportni kod,
ktery dokaze zachéazet s charakteristikami systépaodkritickym a externim zdrojem.

Tato prace navazuje na prace [1] a [10] a studwenwsti dalSiho vylepSeni stavajiciho
transportniho kodu. V néasledujici kapitol€érame geSenim neutronové transportni rovnice, ktera
popisuje transport neutrdn v jadernych reaktorech. Pomoci teorie vlastnihazklewlu,
pfedstavenou Mikou a Casem, Ize odvaegeni transportni rovnice s isotropnim i anisotiopn
rozptylem. Jsou zde také uvedeny nejpousijgamozptylové jadra.

Tieti kapitola se zabyva metodou htgmch zdrofi. Je to zakladni metoda, kterd vyuZzZiva
pifesné znalosti transportniho jadra. To danou medodkezuje na jednoduché geometrie, jako jsou
rovinna, sférickd a cylindrickd geometrie. Podsiatoetody je vyjateni feSeni pocastech
homogenniho kori@ého problému jako konvoluci transportniho jadraanicnimi zdroji.

Ctvrta kapitola podavéa celkovyighled sosasného transportnino kodu Case. Popisuje hlavni
¢éasti kodu, jejich funkce a vzajemné vztahy. Jsaip@ézentovany vysledky modelovych uloh.

Metoda hraninich zdroji feSi Glohy neutronovych transportnich rovnic s vggpkiesnosti,
je vSak vypdetre velmi nar@nda. V paté kapitole bude provedena anal§@so¥ nejnar@ngjsi
¢asti vypatu, predstavena kvadraturni formule Gaussova typu a makadhadnuta chyba
numerického vypétu.

V posledni kapitole jsou uvedeny vysledky provedényumerickych experimeint



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

2 Neutronova transportni rovnice

Neutronova transportni rovnice popisuje transpeutroni v jadernych reaktorech, stéjn
jako transport fotoin ve hwzdnych atmosférach. V této kapitole se budeme zhbiaSenim
zakladni homogenni jedno-rychlostni neutronovéspartni rovnice s isotropnim i anisotropnim
rozptylem v rovinné geometrii.iPodvozovani vyjdeme z klasické Boltzmannovy roepikterou
zjednoduSime tim, Ze diskretizujeme neutronovégatieké spektrum do skupin &nou energii.
K nalezeniteSeni bude pouZita teorie vlastniho rozkladu, kbsfda poprvé pedstavena Mikou
a Casem.

Vlastni rozklad sp&iva v souboru vlastnickisel a jejich pislusnych vlastnich funkci,
doplrénych spojitym spektrem [-1,1] s odpovidajicimi widmi distribucemi. MnoZstvi vlastnich
Cisel je zavislé naeSeném problému. Vlastni rozklad je Uplny a orté@yuna z toho vyplyva, Ze
kazdé reSeni homogenni jedno-rychlostni Boltzmannovy m@avé transportni rovnice Ize
vyjadiit jednozn&né jako linearni kombinaci viastnich funkci a viastndistribuci. Nakonec bude
pomoci vlastniho rozkladu sestavena Greenova fupika@aekon&né médium.

2.1 Redeni neutronové transportni rovnice s isotropramptylem
a prostedim beze zdrgj

V této sekci pevezmeme analyzu provedenou v [1], kterd nas dodemsSeni neutronové
transportni rovnice s isotropnim rozptylem v predt beze zdrdj
Boltzmannova neutronova transportni rovnice je déatahem

Mwémn(mﬁ’t):

ot

=-vz,(¥,v) n(F,v,fz,t)+ JV'ES(F,V',V,Q' . é)n(?,v,fz, t)dv’dQ +Q(F,v,fz,t). @D
V,Q'

Rovnice (2.1) je zavisla nglyrech prominnych, a to na:

- polohovy vektor,

- jednotkovy vektor, ktery duje snér pohybu,
- norma vektoru rychlosti,

- ¢éas.

- < oIl



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Dalsi symboly v rovnici (2.1) maji nasledujici vam:

ZS(F,V) - makroskopicky rozptylovy fifez v bod r pro neutrony s rychlosti,
z, (F,v) - makroskopicky celkovy fitez v bo@ ' pro neutrony s rychlosti,
n(F,v,ﬁ,t) - Ghlova hustota neutran n(F,v,ﬁ, t) d*FdvdQ pak fedstavuje

ocekavany poet neutroi v objemud °r , s rychlosti v intervalulv
a snérem pohybu v elementu prostorového GHR v caset,

Q (F LV, Q t) - neutrony emitované za jednotkosgs v objemud °r , s rychlosti
v intervaludv a snérem pohybu v elementu prostorového GHIR
(zdroj)

ZS(?,\/,V,Q’ - Q] - pratez rozptylové kolize, neutron vstupujici do kolizeychlostiv'Q ,

opusti jadro s rychlostiQ v rychlostré-Ghlovém elementiva .

Déle zavedeme uhlovy tok neutfofako (p(?,v,ﬁ,t)zvﬁh(F,v,ﬁ,t) a provedeme zjednoduSeni
rovnice (2.1) tim, Ze nadale budeme pratagpocet pro neutrony z jedné skupiny neutronového
energetického spektra. Rovnice (2.1) tak nebudésl&ama normy vektoru rychlostiv a mizeme
psat

oo 0., o W, o, 8,t)= -2, (), 2 t)+ [2: (.6 - 2, 6.tk +Q,8.t). 22)

ot 2

Ulohu budemetesit v rovinné geometrii, vektof2, ktery uguje snér pohybu, nizeme vyjait
jako dQ =sinAdddy = dudy , kde x =cos? a¢ je azimutalni Ghel podél Dale budeme uvaZovat
¢aso¥ nezavisly problém, isotropni rozptyl a piesti beze zdrdj Q(r”,ﬁ,t)zo v homogennim
médiu. Za &chto pedpoklad dostaneme integraci rovnice (2.2) podle azimutélniihlu
jednorozmdrnou homogenni neutronovou transportni rovnici

W 2] 3 g )= ot 23

kde c:% vyjadiuje paet sekundarnich neutrdza kolizi.
t

Redeni rovnice (2.3) budeme hledat pomoci metodyaraep promnnych.
Predpokladejme, Ze existujeSent, které Ize vyjdid ve tvaru gx, ) = X, (x) (g, () . Jestlize tento
vyraz dosadime do rovnice (2.3) dostaneme

(2B 0= S fx o @4



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Po rekolika drobnych Upravach mame pré&mé separované na @pgch stranach rovnice

11 dx(K)_ 1 (_al, cF rd'J 2.5
% X,(x) dx %(ﬂ)( " +2ﬂ£%(ﬂ)ﬂ ' =

Vztah (2.5)tika, Ze funkce na levé stramdvisi pouze na pramnéx, zatimco funkce na pravé
straré zavisi jen na prosmné . Tato rovnice musi platit pro vSechrnay, a jestlize poloZime @b
strany rovny konsta#t kterou ozn&ime —1/v, dostaneme ihnetkSeni prostorovéasti rovnice
(2.5)

L dX()__1 oy pg=ett x (0)=1. (2:6)
1%

1
2, X, (x)  dx
Pro uhlovouiast rovnice (2.5) vyvstane nasledujici tloha tykajé viastnickisel

()
U

8.(0)= 207 [ () = ) @)

Jestlize vezmeme v Uvahu podminku normalizace

+1
[ (w)de' =1, (2.8)
-1
piejde gedchozi vztah na
1
By, ()= b_c ==,(4). (2.9)
u 2u v

Vzhledem k bodovému spektru operatBfuktery manipuluje rovnici (2.9) dostaneme

@ u)=>—. (2.10)

Z podminky normalizace nakonec ziskdme charakitek@t rovnici pro tlohu vlastnictisel

i + +
cv 1 d,u=1 - ﬂ/lnv 1:1 - A(V)El Inv 1=
L2v-u 2 v-1 2 v-1

_cv

0. (2.11)

! Bodové spektrum operéatoBije takova mnoZina hodndt Ze plati B - 1) je singularni, tzn. dei- 11)=0.
V tomto gipads A = 1/v, tedy v je inverzi vlastnicltisel B. Pro jednoduchost budeme v nasledujicim textu
ozna&ovat v jako vlastniislo.



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Charakteristicka rovnice isotropniho rozptylu mapemde viastnicisla v =+, pro ktera plati:
i. jsou realna pr&(01) nebogists imaginami pro jiné,
i |vo|>1,
iii. vyskytuji se ve dvojici s ogaym znaménkem,
iv. jsou kongné.

Prislusné vlastni funkce jsou

u)=— a @ (u)=— 2.12
()= b= (2.12)
Vlastnosti vlastnich funkci:
i. Vlastni funkce jsou ortogonalni s vahau
+1
(1@ (e (Wdu=0, pro vzv'.
-1
ii. Norma vlastni funkce
2
Mo, =20 o _q],
B 2 vg -1
Pomoci superpozice potomigeme psat obecrtéSeni rovnice (2.3) jako
-Zyx/v Xl v
Axu)=AT0® g0l (2.13)
2 vo—p 2 votu

kde A a B jsou konstanty. BohuzZel to@Seni neutronové transportni rovnice nedokéaze \Whov
libovolnym okrajovym podminkam jakg(a, z)=0 pro x>0.

Aby se problém zevSeobecnil, navrhl Césgit rovnici (2.9) nejen proe¢tiné funkce, ale obeén

i pro distribuce. V tomtofifpadt prejde rovnice (2.10) v

2.(1) =P i)l - ), (2.14)

2 v-u

kde P ozn&uje Cauchyho hlavni hodnotuléy) libovolnou funkci.
Jestlizev][-1,1], na hodnat A(V) nezaleZi a obdrzime vySe uvedené vysledky. desfli[-1,+1],
dostaneme z normalizai podminky

+1 cV +1 1 +1
[@lde=1 ZP[———du+ [A)lr - phu =1
-1 JvVTH I
v—e 1 1 1+ (215)
= Vlim| | 1 dut [ ——du|[+A()=1= 2()=1- ZIn Y.
e=0| L v=u VU 2 1-v

Tyto distribuce nejsou viastnimi funkcemi operat&uprotoZze nenalezi do Hilbertova prostoru,
kde jeB definovano. Mizeme je ale aproximovat pomoci funkg;i, (,Lt) v definiénim oboruB.



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Funkceg, , (/1) jsou pidruzené spojitému spektru operatddé a ukazuji, Ze inverze spoijitého
spektra [-1,1] je spojité spektrum operatBru

Distribuceqov(ﬂ) jsou ortogonalni na intervalu [-1,1] a normadizefaktor je prov [-1,1]
C 2
M (v)= v[/lz (v)+ (7”] } . (2.16)

Pomoci superpozice dostaneme ob&eSéni neutronové transportni rovnice:

X/ vg =X x/vg +1

+ [ AW)g ()™ odv. (2.17)

-1

Cv, €

—q S0 &
dxnu)_ao— 2 V0+,U+ + 2 Vo —

2.2 ReSeni v fipadt Uhlového toku generovaného lokalizovanym
zdrojem

Jestlize uvazimeugsobeni lokalizovaného neutronového zdroje umétio vx, = 0, vyzdujiciho
ve sméru [ = [ a dosadime ho do rovnice (2.3), dostaneme

ﬂ% 5.l )= 2 oo+ o) ). (2.18)

Pokud vezmeme v Gvahu nulovy tok v nekéime a integrujeme rovnici (2.18) v malém intervalu
kolem 0O, dostaneme

¢(0_1ﬂ)_¢(0+'ﬂ):%5(ﬂ_ﬂo)- (2.19)

ProtoZe se t& v oblasti x > 0 nenachazi Zadny zdrojazeme vysledek, ktery byl ziskan vyse,
pouZzit a vyjatit tok jako linearni kombinaci zakladni¢eSeni

+1

o (% 1) = 8. @, ()™ = [ AL)g, ()™ dv pro x>0. (2.20)
0

Obdobr miZzeme psét (pro usnaghi se znaménkem minus)

0

9(x 1) =-ag_g (1) [ Ab)g, (u)e™*dv pro x<0. (2.22)

-1

2 Spojité spektrum operéatoRije takovy soubor hodnot, Ze pro viechkny0 pIati”(B - I/l)qow (,um <g.

10



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Nyni miZzeme rovnici (2.19) vyj&t jako
+1
30, @y ()€™ +ag g, ()€™ + [ AL, (u)e™* "0 =Lol-m). (222
M

-1

Koeficienty expanze jsou vypiiany pomoci ortogonalnich vlastnosti vlastnichkfiin

_ 17 o =1o) o _ o lnto) _0,(up)
aoi—M—Oi_fl%i(u) PR vl a Alv)= MG (2.23)

2.3 Greenova funkce rovnice s isotropnim rozplytem

Jestlize nyni dosadime vyrazy (2.23) do rovnic@R&(2.21), nalezneme Greenovu funkci

+1
@ (%01 1) = %o+ (/;l)fm (IUO)e—ZtX/vo _ I a8 (ﬂ)qﬂv(ﬂo)e—ztx/vdv pro x>0, (2.24)
0+ 0 v
0
qo(x,myo):—%eztmo —J‘%e‘w”dv pro x<0. (2.25)
0- -1 v

Pro &tSi obecnost ifeme neutronovy ploSny zdroj umistit do bode X,, zdroj tak musime
napsat ve tvarti(x - Xo)o( - L) a odpovidajici Greenova funkce bude

— %+ (lu)%+ (IUO) -z (x—x )/V +1¢|/ (,U)QV (Po) -z (x—xo)/v
G X, U Xy, U )=——————————e ™ o 4+ | ———~—~+e ™ dv pro x>X ,(2.26
( 1% 0) M. ~[ M(V) o )

0

0
G (X’lu | Xo,ﬂo):weit(x—m)/vo - J-Me_zt(x_xo)/vdv pro X < XO' (227)
2

M, M (v)

2.4 ReSeni neutronové transportni rovnice s anisotropnim
rozptylem

V této sekci odvodiméeSeni homogenni jedno-rychlostni neutronové tramsipoovnice
v rovinné geometrii. Budemeigdpokladat, Ze rozptylové jadrotigeme vyjadit jako kon&nou
fadu Legendrovych polynaimcoz je klasicky fedpoklad, ktery je respektovan vSemi modernimi
vypocetnimi kody.

11



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Homogenni jedno-rychlostni Boltzmannova neutronavansportni rovnice s anisotropnim
rozptylem je dana vztahem

ﬂgxx 1) o5 gl ) =cs, [F(@ )ofx2)de (2.28)

kde F(Q' EQ) ozna&uje rozptylovou funkci (rozptylové jadro), kteréjasituje pravépodobnost, ze
neutron vstupujici do kolize ve $m Q', zmeéni po kolizi swij smér naQ.

ProtoZe pedpokladame, Ze rozptylové jadroufeme vyjatit jako kone€nou fadu
Legendrovych polynofy mizeme F (Q' [©2) prepsat jako

Flo'm)= rlom)=3 21

1=0

R(Q m), (2.29)

kde N ozn&uje ad rozvoje,F;(Q' EQ) ozna&uje Legendrovy polynomyadul af, Legendrovy
anisotropni koeficienty. Rozptylové jadro se obeyklormalizuje, coz se zrealizuje podminkou
fo= 1. Jestlize dosadime Legetidrozvoj rozptylového jadra (2.29) do transpormmice (2.28),
dostaneme

ﬂWQt(Ax, )=cz Z quo( x Q)R (Q' m)de’ . (2.30)

Pouzitim adiniho teorému pro sférické harmonické funkce a da§édnoduSenim ziskame

2R 5 )

Y _%ZN: 20 +1) 1R ( jqo(xﬂ (2.31)

1=0

Jestlize budeme postupovat obdobnymispiem jako v sekci 2.1, pouZijeme metodu
separace protmnych a vyjaime Ghlovy tok ve tvarug(x, )= X, (x) (g () , Zjistime, zereSeni
prostorovécasti rovnice #stdva stejné. Do Uhlové&asti rovnice vSak musime zahrnoutlény
Legendrova rozvoje. Namisto rovnice (2.10) dostamem

_ov 1
wlu)== J @ (232)

_,U|:o

Nakonec pro obecn&seni rozgime rovnici (2.32) na

_cv. 1
qov(,u)—EPv_lulZ(;Zl+1fP j(pv ()’ + 2(v)o(v = ). (2.33)

12



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

V rovnici (2.33) se firozert vyskytuji transportni polynomy, které jsou defiday jako
Legendrovy momentyy, (u:)

= [@.(u)R (x)du (2.34)

Tyto polynomy jsou dany nasledujicim rekurentniraiizm

v(l—Cf| )gl (v)—%gm(v) o |+1g| 1( ) 0. (2.35)

ProtoZe jsou vSechny polynomy, (v) amsrné g,(v), je vhodnég, (v) normalizovat podminkou
9,(v)=1, g,(v)=(1-c)v. Dosazenim transportnich polyndrdo rovnice (2.33) ziskame obecné

resent prog, (1)

2 (0)=2P—25 (@ 41) 1,9, ()R )+ 20l - ). (2.36

V= Wi=o

Jestlize do rovnice (2.36) pro anisotropni rozgtysadime z#d rozvojeN = 0, dostaneme rovnici
(2.14) pro isotropni rozptyl. Pro][-1,1] rovnice (2.36) fejde v

2= > (2 +1) 10, ()R (). @:37)

V= Hi=0

Z podminky normalizace (2.8) ziskame charakteksticrovnici pro bodové spektrum

Al)=1- 22(2|+1 f.g,(v j—)dﬂ 0. (2.38)

1=0

Integral zde miZzeme chapat ve smyslu Legendrovych funkci druhéhloud Kaeny rovnice (2.38)
jsou nami hledana diskrétni viastisla, ktera ozndame v; .
Jestlize jsou splmy nasledujici podminky,

1. Y 1?fi|<w, coz je konvergami kritérium na Legendrovy (rozptylové) koeficienty
Jestlize tyto jsou odvozeny z rozptylového jal(a), které je spojita funkce pral[-1,1],
je tato podminka spéma.

2. f(u) je spojita a plati Z§) = 0 prou][-1,1]. Spojitost je zarkena, kdyZ jd(u) rozStena
v konegnoufadu Legendrovych polynaimNezapornost musi bytdena, nap uZivatelem
zdrojového kodu b definovani rozptylovych koeficietit Nasledkem toho plati, zd |< 1
prol = 1.

3. (l-cfy,,)20, k=0. Tato podminka je sptna pro podkriticky a kriticky ipad € < 1)

Case [2] doké&zal, Ze diskrétni vliastidla jsou

i. redln& nebdisté imaginarni,

ii. jednoducha,

13



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

iii. vyskytuji se v plus-minus parech,
iv. jsou konena,
‘vj ‘ >1.
Pro podminkic < 1 Ize bod i. ufesnit na ,jsou realnd"“.
Prislusné vlastni funkce jsou

o i(ZI +1) 10 (Vj )P| (#)

@, (u)=—- = : (2:39)
Vi T u

Z normaliz&ni podminky (2.8) nalezneme takeé vyijéwli charakteristické rovnice pro distribuce

Alv)=1- 2Z(2|+1fg, Pj—)dﬂ 0. (2.40)

1=0

Distribuce nalezené pro homogenni neutronovou pi@msi rovnici s anisotropnim rozptylem o
ortogonalni systém a jakoukoliv funki¢r) mazeme vyjadit jako jejich linearni kombinaci.
Norma vlastni funkce

aA(v)
ov

MjiZi% %(Zlﬂ) fg ()R 0,) (2.41)

V:Vj

a normalizani faktor
M) = v[(pA(v))z : (%ﬂj[z (2 +1)10,0)p (v)ﬂ . (242)

Obecné&eSeni homogenni jedno-rychlostni Boltzmannovy meatvé transportni rovnicetrbeme
shrnout jako

_Z Z

ZtX

M =X ==
dx1)=) a0, (we " +Za ., (e " +I ue v dv, (2.43)
=

kde 2V ozn&uje celkovy pdéet diskrétnich vlastnictisel. Kladna a zaporna vlasttisla jsou zde
rozctlena v jednotlivych sumach a zaporny gjg¢kv; je nalezen jako jeho negace. Konstaaty
a funkceA(v) jsou ugeny prostednictvim vhodnych okrajovych podminek.

14



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

2.5 Greenova funkce neko&reeho média

Nalezeni Greenovy funkce je nutné zejména pro &poetody Hraminich zdrofi, kde
tvoii zaklad vypeétu. K vyjadeeni Greenovy funkce pomoci viastnigisel a vlastnich distribuci
pouzijeme vySe odvozeného vlastniho rozkladu, togeonutné uiit koeficientya;. a funkciA(v).
Greenovy funkce nekotieého média je definovana jakeSeni nehomogenni Boltzmannovy
transportni rovnice

ﬂ@*’ztdxvﬂ):%%(ﬂ-kl)fla( )qu(xﬂ) ( )dﬂ +5(X Xo)é(y—yo). (2.44)

Fyzikalns si mizeme rovnici (2.44) vysilit jako Sikeni neutrofi z ploSného zdroje o jednotkové
intenzig€, umisténého vx = X, a vyzaujiciho neutrony ve sénu 1 = (4. Rovnici (2.44) pevedeme
na homogenni rovnici nahrazenim vyrazu zdroje skokugodminkou & = X,.

Hledame tedyeSeni homogenni rovnice

0@ X, c, o
ﬂ%w@(x,ﬂ) 7% (2 +2)f, R ( j(p(xﬂ (2.45)

vzhledem k okrajovym podminkam
¢(0+, 1) - (0~ )—_5(# 10)3(x = %o). (2.46)

Déle gedpokladame subkritické médium< 1), a proto vime, Ze pireSeni v nekorimu plati

‘ITm o(x,1)=0. (2.47)

Abychom splnili limitni podminku (2.47) , musimezhidit u obecnéhoedeni (2.43) dvaifpady

y nboa) 5(o)

Axu)=>a.e, (e 7 +[AV)g(e  dv pro xzx, (2.48)
=1 0
M +2‘(X_ 3 (x-x)

dx1)=Y a0, (we " —jA we v dv pro x<x,. (2.49)
=

Jestlize podrobime rovnice (2.48) a (2.49) okrajpyodminkam v batlx = x, dostaneme

+1

Sa0, )+ Sa 0, 0+ | Ak )= 2P s0), 2.50)

-1 u

15



2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Koeficientya;. a funkceA(v) jsou uteny pomoci ortogonalnich vlastnosti jako

1
a, =

jx
Mj

@.,, (o), (2.51)
1
M ()

(o). (2.52)

kde M. a M(v) jsou dany rovnicemi (2.41) a (2.42). Jestlize dase vyrazy (2.51) a (2.52) do
rovnic (2.48) a (2.49), dostaneme vyjéi Greenovy funkce jako

M . X ) +1
G(x,ﬂ|x0,y0)=ZMe_zt(x_X°)/” +Jwe'zt(x‘m)’vdv pro x=x,, (2.53)
0

j Vi +Xt (= Vi 9 - —
G(x,ﬂ|xo,ﬂo)=f(p‘vJ (/“2/(0 ’ (ﬂO)e 2 lexo)lvj —j%‘?gﬂo)e X (o0) vy, pro x< x,. (2.54)
i=L 0- a v

2.6 Rozptylova jadra

Rozptylové jadro je funkce definovana prol [-1,1], ktera popisuje pra¥godobnostni
rozcéleni cosinu Uhlu mezi séfrem vstupu a vystupu neutronu do srazky. \éasné dob jsou
naprogramovany dvrozptylova jadra, a sice Henyey-Greensteinovo tydapé jadro a binomické
rozptylové jadro.

2.6.1 Henyey-Greensteinovo rozptylové jadro

Je rozptylové jadréasto pouzivané v aplikacich raghi#ho enosu a je definovano jako

1- 2
HG(u9)= IR (2.55)
2(1—2,ug+g )

kde g je libovolny parametr vrozpi g O [-1,1], ktery je vyuZivan k uZpsobeni jadra
experimentalnim dam. V aplikacich se pouzivaji hodnoty g& -1 (pro extrém& zpstny rozptyl)
piesg = 0 ( pro isotropni rozptyl) az mp= 1 (pro extrémé dogedny Sptaty rozptyl). Na obrazku
2.1 je vyobrazeno Henyey-Greensteinovo jadro fizaé hodnoty parametqi
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2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

Obréazek 2.1 - Henyey - Greenstaeinovo rozptylové go s riznymi hodnotami parametru g
25 A= -==-========== B B E B B AT -

[ SEEE e BaE R R e R EEE e SR e R EaEEE L= =

HE ()

U tohoto druhu rozptylového jadra existuje jednddueztah pro jeho Legendrovy momenty

f=g', (2.56)
kdef; ozna&uje |-ty Legendfiv moment definovany jako
+1
f, = [HG(u| g)R (1)du (2.57)

-1

2.6.2 Binomické rozptylové jadro

Je déano vztahem

8™ (1) = L (14 1) (2.58)

2N

kdeN je fad rozptylového ifedpisu. Legendrovy momenty jsou dany rekurentnitahem:

N+1-1
fN = —— [fN 2.59
oM 259

s paateni hodnotou fy' = 1Prol > N plati f,N = 0. Rekurenci (2.59) GZeme snadno wgsit
pomoci vyrazu pro koeficierfit
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2 NEUTRONOVA TRANSPORTNI ROVNICE

N = (Lj 1>0. (2.60)

Na obrazku 2.2 je vyobrazeno Binomické jadro frané hodnoty parametiy.

Obréazek 2.2 - Binomické rozptylové jadro s iznymi hodnotami parametru N

25
20 H
15 L N=120
- | —— =30
a‘% —— N=50
N 0 S
10 N=130
! —— N=10
5L
0
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3 Metoda hraninich zdrofi

Metoda hraninich zdroji je z&kladni metodaipdstavena v 60. letech minulého stoleti pro
feSeni jednorozémnych jedno-rychlostnich transportnich probigrktera vyuziva fesné znalosti
transportniho jadra. Tato metoda byla dale vyvijetalika raiznymi skupinami a zjistilo se, Ze je
obzvlas¢ zajimava pro nedavno vyvinuté aplikace transpontnkodi. Jedna se o jednu
Z nejesrgjSich metod, které jsou dnes dostupnéipi&eni paiastech homogenniho transportniho
problému.

Redeni jedno-dimenzionalni jedno-rychlostni neutvéndransportni rovnice v kodeém
homogennim médiu, které aXe obsahovat zdroje, je vyj&ho jako konvoluce neznamych
hrangnich zdroji s gresnym transportnim jadrem nekéného homogenniho média. V této
kapitole gedstavime teorii metody hra&nich zdroji, stejré jako jeji zakladni rovnice, oboji bylo
uvedeno v [10] a[12]. Nakonec popiSeme diskréwmizivmetody hraghich zdrofi, slouZici
k nalezeni systému rovnic, kteryaibeme vyeSit pomoci vyp&etni techniky.

3.1 Obecny princip

Hlavnim divodem pro rozvijeni metody hr&nich zdrofi je ziskani vyhody ze znalosti
ptesného transportniho jadra, jakym je Greenova firfl@mogenniho nekotreého média. To
vSak omezuje pouziti metody na planarni, cylindrieksférické aplikace. Tato skéest oviem
neni na pekazku v oboru uzlovych transportnich metod, kdemjdti-dimensionalni problém
pietransformovan do systému sdruzenych jedno-dimeakitch problém s gevodnimi
podminkami a vysledny jedno-dimensionalni problértéj@i vZdy planarni.

Zakladem metody hradnich zdroji je wta o jednoznénosti [12] pro neutronovou
transportni rovnici, ktera tvrdi:ReSeni neutronové transportni rovnice pro podkritigkoblém
v daném objemu V sd&&i hranici Sje jednoz@aé uréeno zdroji uvnif V a vstupujicim
neutronovym rozdlenim na S CoZz miZzeme chapat jako:Jgstlize libovola znenime vijsi
prostedi a v@jSi zdroje tak, Ze je zachovan hrémii zdroj a vstupujici rozékeni neutrout, reSeni
uvnit V se nezemi.

Jestlize se budeméidit timto principem, vfpad po ¢astech homogenniho média,
tvoreného homogennimi subregiony ozeymii, kazdy zabirajici prostor; s hraniciS s vrejsi
normaloun;, mizeme kazdy tento subregionozsfit do nekonéna bez zrény neutronového toku
uvnitt V;, za fedpokladu, Ze zavedeme hrari zdroj naS takovy, ktery zachova vstupujici
rozctleni neutrof na S. To jednoduSe znamena, Zeizeme reprezentovaesSeni v kazdém
konegném homogennim subregiomyjako sodet partikularnihareSeni nehomogenni neutronové
transportni rovnice (konvoluce Greenovy funkce mekného médid se zdroji veV;) a obecného
feSeni homogenni neutronové transportni rovniceidace té samé Greenovy funkceiévd
libovolné uréenymi zdroji na povrchig). Parametr, ktery reprezentuje obedréeni (hragni
zdroje na vSech povrSic) musi byt zvolen tak, aby byla zachovana spojitesitronového toku
na vSech vninich rozhranich mezi subregiony a dodrZeno vstapuigutronové rozdeni na
vngjSich hranicich.
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3 METODA HRANI CNICH zDOJ U

V metod hrangnich zdrofi se sneznamymi — hr&nimi zdroji — mize zachéazet
s libovolnou pesnosti. Hragnhi zdroje jsou Uhloy zavislé a kjejich aproximaci je vyuzivan
Legendiiv polynomialni rozvoj.Cim vy33itad aproximace je pouzit, tim lepSich vyskedke
dosahnout.

Reseni takového problému ovSem neni jednéimdaprotoze riveme kieSeni jakéhokoliv
piidruzeného pomocného problémkidat libovolnéieSeni problému bez vhitich zdrofi ve V.
Jednim ze zpsoh, jak mit problém s jednoz@ay feSenim, je uvaZzovat pouze vstupujici htani
zdroje. Druhy zpisob speéiva v pouziti hrardinich zdrofi dané parity. V [1], [10] a [12] je pouZita
druhd metoda, kterd vyuziva hrémii zdroje konkrété liché parity, coz zfsobi zjednoduSeni
vyjadreni neutronového toku blizko zdroje.

3.2 Formulace metody hratmich zdrof v rovinné geometrii

V této sekci budeme postupovat podle [12]. UvaZupifiead pocastech homogenniho
prostedi v rovinné geometrii aredpokladejme, Ze iieme v kazdém homogennim subregionu —
bunce — vyjadit rozptylovou funkci ve forré kone&né Legendrovyady podle rovnice (2.29). Dale
piedpokladejme, Ze mame priesti slozené R homogennich hragicich burk, kazdou se Eiou
a, koeficientem ¢ vyjadtujicim pdaet sekundarnich neutrbnza kolizi, = celkovym
makroskopickym pifezem,danym nezavislym neutronovym zdroj&(x.), f' Legendrovymi
anisotropnimi koeficientyl, = 0,...N,i=1,...Rs nulovym vchazejicim neutronovym rékehim
na vrgjSich hranicich (tzn. na hranici prvni a posledofidy). Abychom tento nulovy tok na
vngjSich hranicich vyjaili, doplnime jednoduSe na kazdou stranu po prabinée, zngime je 0

aR+1 s libovolnou &kou &° resp.a™", bez vnitnich zdrof a s jedinou hranici umistou v 4a%2

resp. v -2~ /2. Struktura problému je nazfema na obrazku 3.1:
Obrazek 3.1 - Umiséni bunék v rovinné geometrii, inspirovano [1]
+a1 + -l - at T+ LA it ey
2 a a g 2
v A
all:l al! '1 al] al] +1 aR+1
.‘_ b = s e T i e e e e e e . . e i el e e e 2 e 2 ke ooy b B b e +
/ Butika (i-1)| Bufika i |Butika (i+1) \
Buifika lewé Bufika pravé
hramtni podrminkcy hraniéni podrminkcy
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Nadale se budeme pohybovat v relativnich prostato\gpiadnicich kazde hiky (v kazdé
buice se pronnax pohybuje v rozmezt O (— a/2, + a/2) a mizeme psat Uhlovy tok v kazdé
buncei jako

0 (cn)=al ) o 16 =5 b+ [ 1+ e kb, @

-1 -1

kde ¢, (x,u) - ozn&uje partikularnireSeni nehomogenni rovnice pirdou buiku. To
muzeme ziskat jako konvoluci Greenovy funkce nekogbo média pro
moderator se zdroji v lieei (x O (—a/2, +a/2)),
f1(1o), f. (1) - jsOU Nezn&mé hrafmii zdroje umisiny v —a/2 a v +a/2,

G' (X, | %p,115) - UrSUje Greenovu funkci nekotieého média hiky i.

PartikularniteSeni nehomogenni rovnice prtou buiku (v relativnich prostorovych stadnicich
i-té buiky)

+al 12+l
g, (x,u)= I dxojdﬂoGi(Xaﬂ|Xo’ﬂo)in (%o, 20) (3.2)
-a' /2 -1

Musime také ziraznit, Ze pra-tou buiku pro jednoduchost piSeme vyrazy ja}f(_} ai_/2, M) nebo
¢ (+al2, 1), které ve skutmosti znamenaji limity pre — 0+ u@/((- a/2)+¢, 1) a @((a/2)=, L).

3.3 Integralni rovnice metody hramich zdrofi

Pro kazdou hranici mezi dma buikami vyZadujeme spojitost Uhlového tokteg hranici,
coz je vyjadeno podminkou

i i+l
ﬁ(%,y}z(fl(—%,ﬂ], pro -1<u<l1 apro i=1..R-1. (3.3)

Jak uz bylo uvedeno v sekci 3.2, vyjédi nulového vstupniho rodéni neutrofi na vrgjSich
hranicich Ize dosahnoutfigdnim bugk pro hranini podminky. Integralni rovnice metody
hraninich zdrofi pak plati prd = 0,...R.

Hraniéni podminka odrazu pro levoudjai hranici je dana vztahem

#(—a—l,ﬂ}#(—a—l,—ﬂ]- (3.4)

Podobna podminka plati pro pravowjén hranici.
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3.4 Diskrétni rovnice metody hratmich zdrofi

Abychom dostali systém rovnic, ktery Ize vyftat numericky, pdebujeme nalézt diskrétni
reprezentaci hradémich zdrofi. Fi odvozovani diskrétnich rovnic metody hrarich zdrof
budeme postupovat podle [1] a [12]. Jak bylo zmén vySe, zvolili jsme lichou funkcy
definovanou pro €4 < 1. To ndm umatlje vyjadit ploSné zdroje ve forthkong&ného rozvoje
Legendrovych polynoin

)= 30 1P, 35)

m=0

kde M je rad metody hraghich zdrofi. Jestlize dosadime rozvoj (3.5) do rovnice defeiujhlovy
tok (3.1), aproximujeme rovnici Uhlového tokwknlika rovnicemi pro udhlové momenty.
Dostaneme tak B{+1) neznamych koeficietatpro jednu biiku. Abychom je utili, projektujeme
rovnhice metody hratihich zdrofi do podprostoru Legendrovych polyndra dimenzi M+1 v
a pozadujeme, aby platilo

i+1
_[P (— deﬂ _[P (_az ,,Lt]d,u, pron= 01..2M +1a pro i=0,...,R. (3.6)

-1

Jestlize do levé strany rovnice (3.6) dosadimedrgjdi Uhlového toku (3.1), iieme rozliSit d¥
¢asti. Prvni odpovida diskrétnimu partikularnimu arebgennimureSeni a druhdéast odpovida
diskrétnimuteSeni homogenniho problému

LS=+M; (x, )P dﬂ++jdu+fG (Xul—— ﬂo]f (10 )Py (1)t +
0 S (3.7)
+fd/fo (Xu|+— ﬂo]f (0 )P (1)l

3.4.1 Diskrétni partikularnteSeni nehomogenniho problému

Jestlize se v hice i nachazi nezavisly zdr@) '(x.10), mizeme partikularntedeni vyjatit
rovnici (3.2), kde fedpokladame, Ze dany zdrojabeme vyjaiit ve tvaru konéné Legendrovy
fadyfaduN, nasledujicim zigsobem

Na 2m+1
m=0 2

(Xo ﬂo) qm(XO)Pm (ﬂo)v (3.8)

kde jsou Legendrovy Uhlové momeraty(xo) definovany jako
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3 METODA HRANI CNICH zDOJ U

+1
A (%) = IQl (X0 £20 )P (2 it - (3.9)
-1
Dosazenim vyrazu (3.8) do rovnice (3.2) dostaneme

o )= [, G s0Py )i -

| (3.10)
Ny omagtd A2 4 i

=2 [du [ g [ duoG' (x,211 %0, 0 )i (40 )Pon ()P ().
m=0 -1 -al/2 -1

Dale zavedeme Legendrovy Uhlové momenty Greenavick nekonéného média pro hiku i

+1 +1
Grm(X] %)= fdﬂf Ao Py (126 )G (X, 12 | X1 26 )Py () (3.11)
-1 -1

a dosadime rovnici (3.11) do rovnice (3.10)

_ Na o4 1+2-/2 |
q”c:o,n (X) = z m2 Idxoqm(xo )G n,m(x | XO) . (312)
m=0 —ai /2

Legendrovy Uhlové momentg,(X;) mohou byt rozvinuty v prostorovou Legendrofadu na
intervale [4/2, +d/2]. Legendrovy polynomy jsouigvedeny do tohoto intervalu a ozZeay
I5k (xo) a jsou na tomto intervalu ortogonalni s vahovookéi w(x) = 1. gn(Xo) tedy mizeme
piepsat jako

G2k+l o =
(%)= 25— P (%0). (3.13)
k=0

kde jsou dvojité momentg,x dany vyrazem
+al /2 -
qm,k = J.qm (XO)Pk (XO )dXO ' (314)

—ai /12

Dosazenim rovnice (3.13) do rovnice (3.12) ziskame

- Na om+17/2Ns k41 = i
q”c:o,n (X) = z m2 I z 2 qm,kPk (Xohm(XO)Gn,m(Xl X0 )dXO (315)
m=0 _gl jok=0

a pokud vyja@ime Ghlovy/prostorovy Legeniv moment Greenovy funkce v ficei jako
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+a/2
i ( IG (%1% )P (%0 )% (3.16)

-a' 12

a dosadime do rovnice (3.15) dostaneme &mhaliskrétni partikularnireSeni nehomogenniho
problému v biicei jako

()= 220 52, 00 (0] @17

3.4.2 Diskrétni obecnéeSeni homogenniho problému

Jestlize dosadime rozvoj hranich zdrofi dany vyrazem (3.5) d&asti rovnice (3.7) odpovidajici
diskrétnimureSeni homogenniho problému, dostaneme

TdﬂTG (X wl= vﬂo]i‘lm-l-gfl 2m+l(:u0) ( )dﬂo

= 2
-1 1 -1 1 OM (3.18)
+ + 4 3 |
+ jdﬂjG (X ul+— vﬂon m2+ fn 2m+1(:u0) ( )d:uo
1A m=0

Vyjadirenim uhlovych Legendrovych moménGreenovy funkce v bice i (3.11) dostaneme
kone&ny vyraz pro diskrétni obeciiéSeni homogenniho problému jako

z 4m2+3|: o GI 2m+1(x | _a?j + ( )n+l fo Gl 2m+1[X | +%j:| ' (319)

m=0

3.4.3 DiskrétnireSeni

Koneiné¢ mizeme napsat diskrétféSeni pouZzitim rovnic (3.6) a vyrazu (3.19) jako

o2 o) -22)-

M Am+ : a, & a Mo a a
= Z 2 |:f Gn2m+1£ 7|_7j+( 1)n1f Gn2m+1( 7|+7j:|_

m=0

M Am+3 i ai+1 ai i ai+1 a.i+2l.
_Z |:f lanlmﬂ( _l__j'i'( )nlf lGn2m+1( _|+ =

m=0 2

— i+l _ai+1 i a_l
el

N|9’_.
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S pouzitim vlastnosti invariancé&d posuvu transportniho jadra
G(X, 1 X1 120) = G0, 12| X = X, 1), (3.21)
miZzeme psat

M 4m+3
2

[er—Gin,Zmﬂ (Ol ai )+ (_ 1)n+l frIn+GIan+l(O|O)] -

m=0 2
M 4m+3
-2

m=0

) i+l ) i
= J,rl{— a2 J—@o,n (+%] pro n=01..2M +1.

[f G (010) - (-2) f '*16;2m+1(0|a”1)]= (3.22)

3.5 Vypocet uhlovych Legendrovych moméntGreenovy funkce
nekon€ného média

Uhlové Legendrovy momenty Greenovy funkce nekagto média jsou teny vztahem

+1 +1
Gom(X1%5)= jdﬂjdﬂo 10)G(X, 1t | Xg. 11 )Py (1) (3.23)
-1 -1

Pokud vztah (3.23) dosadime do rovnic popisujicdhenovu funkci nekoaého média
(2.53) a (2.54) a budeme zaréveamatovat na definici transportnich polynigrdanou vyrazem
(2.34) dospjeme k vyjadeni thlovych momeiitGreenovy funkce nekotieého média

) ig“( ) m( ‘)e—Zt(x—xo)IVj +TM .

(X1 % v e =00 gy pro x> x,, (3.24)
=1 J+ 0 V)

gn(_vj )gm(_vj )e+2t(x—
1 M j+

M=

Grm(X1%5)= ol _ fu(v)()e‘zt(x 0 dy pro x< %, ,(3.25)

J

které obsahuje diskrétniast souvisejici s vlastnindiisly Uhlového transportniho operéatoBu
(definovaného v sekci 2.1) a spojitédst souvisejici se spojitym spektrem. V§govlastnichtisel
je feSen pomoci numerickych technik. K v¢po spojitych¢ésti thlovych momeiitje poteba
numericka kvadratura.
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3.6 Linearni systém rovnic metody hranich zdrofi

VSechny pedchozi rovnice vedou k linearnimu systému rovadu 2M+1) x 2(M+1)

Af =b, (3.26)
kde A - je matice metody hratriich zdrofi vytvorena z Legendrovych Uhlovych momint
Greenovy funkce, je blokéwdiagonalni,
f - je vektor neznamych hramiich zdroj,
b - je vektor Legendrovych moménpartikularnihareSeni.

K vypoétu soustavy (3.26) je pouzit LU — rozklad, kterynheve vyp@etnim kodu pimo
implementovan, misto toho je voldna LAPACK rutingBSV_F77.
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4 Program Case

V této kapitole objasnime celkovyghled programu Case, popiSeme jehottefite|Si casti
a vztahy mezi nimi. Program Case je rded do Sesti odliSnycktasti [10]: tidy metody
hrangnich zdroji, ttidy spojené s nuklearnimi datyiidy spojené s Greenovou funkctjdy
partikularnihoteSenti, tidy specialnich funkci &itly pomocnych funkci. U kazdé &hto skupin
popiSeme jeji hlavni komponenty a funkce. Nakongaoh prezentovany vysledky, kterych bylo
dosazZenoif spustni programu.

4.1 Celkovy pgehled

Program Case je psan v programovacim jazyce C-ervaygm zna&né vyuzivan objektod-
orientovany pistup. Vznikal po mnoho let a m&, mimo hlavnihtrte Gerta Van den Eynde [10],
nekolik dalSich twirci. Prvnicast, ktera neni implementovana Gertem Van den EjnHalik C++
lineérni algebry LinAl [5], ktery zajiflje vypaiet maticovych a vektorovych operaci a rozhrani ke
knihovns LAPACK [6]. Druh&cast je balik numerickych kvadratur QUADPACK. Datirgjovy
kod obsahuje implementaci Gauss-Chandrasekharoagir&tury, ktera byla vytéena Alvarem
Garces Alonsem [1]. Celkévna program fes vice nez 10 0G@dki a 50 tid.

4.2 Struktura programu

Detailni strukturu programu Ize vystihnout z obméazK.1, ktery byl vybran z [10]
a prizpusoben.

4.2.1 Tridy metody hrarginich zdrojfi

Tiidy zahrnuty v této skupinslouzi k definovani jedno-dimensionalniho problérktery
chceme viesSit. Skupina je ti@na tidami Cell (buika), Slab (tabulka) a BoundaryCondition
(hranini podminky).

Tiida Cell vytvdi jednotlivé buiky, oblasti v prostoru z gitého materialu, a to na zakkad
uzivatelem definovanych nuklearnich dat (NucDatgektlp. Je zde vytvi@na Greenova funkce
nekon€éného média affruZzena k dané liige. Tato tida obsahujetizné vyhodnocovaci rutiny
jako AngularFlux (Ghlovy tok), ScalarFlux (prosteyotok) a AverageFlux (fimérny tok), které
po vypaitani extrahuji z bitky poZadované informace.

Tiida Slab definuje oblast v prostoru, kde bude daroblémieSen. Tabulka je uti@na
postupnym fidavanim sousednich btlna jakmile je sestavena, vytiiose, spoléné s pravou
stranou problému, matice metody heamch zdrofi. Jak jiz bylo zmisno v sekci 3.6, tato linearni
soustava je wgSena pomoci rutiny DGESV_F77 baliku LAPACK, ktpravede LU rozklad. Po
vyiedeni se jednotlivym likdm navrati fislusné koeficienty hragmich zdroj.
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Ttida BoundaryCondition definuje hr&ni podminky na obou koncich tabulky (hap
vakuum nebo odraz). To se&je pidanim dvou bugk (na kazdy konec jedna) a program s nimi
nadale peita, jako s normalnimi bikkami.

4.2.2 Tiidy nukleérnich dat

Nuklearni data, kterd definuji material jsou: makapicky celkovy piiez X, padet
sekundérnich neutrérra kolizic a rozptylové jadro.

Rodicovska tida ScatterKernel (rozptylové jadro) ma v &msnosti d¥ dceiné tidy, a sice
Henyey-Greensteinovo rozptylové jadro a binomické&ptylové jadro. Vektor rozptylovych
koeficient: f; je ziskan z Legendrova rozvojéigiusného rozptylového jadrardduN. Tyto tidy
mohou byt snadno doginy o dalSi dcéné tidy pro fizné rozptylova jadra.

4.2.3 Tridy Greenovy funkce

Tyto tiidy tvaii zéklad celého programu, @itaji Legendrovy uhlové momenty Greenovy
funkce nekonéného média stefnjako prostorové momenty. V této skupijsou obsazenyiidy
CharPoly, CharEquation, Root, ExpAlpha a kowdiida Green.

Ttida CharPoly obsahuje rutiny na zachazeni s claisfitkym polynomem. Sestavi
polynom

P()= 2 (@ +1)16, ()R 0)

a nalezne piet kareni polynomu, ktery udava get diskrétnich viastnichisel charakteristické
rovnice (pro podkriticky fpad ¢ < 1) [10]. Toto¢islo ndm pak dava podminku k ukemi
iteratniho procesu, ktery hleda vSechna vlastsia charakteristické rovnice. N&pgi karen P(V)
taktéZ omezuje neftSi vlastnicislo charakteristické rovnice a je také vyuZivaitexeni rutins.
Jestlize proidd anisotropie platiN < 50, je charakteristicky polynom sestaven pomoci
Chebyshevovy aproximace [10], [15]. Axo=> 50 se polynom nekonstruuje, ale jehddmy jsou
uréeny pomoci Newton-Raphsonova algoritmu [10].

Tiida CharEquation obsahuje vyhodnocovaci rutinygharakteristickou rovnici (2.38) jako
jsou zéavorkovani procedura a NLESolver, ktery vyaziVan Wijngaarden-Dekker-Brentovu
metodu [13] a bisekci.

Jakmile jsou nalezeny vSechnyi&ny charakteristické rovnice, je vytem objekt tidy
NormalRoot nebo DeltaRoot — dogych fid rodicovské tidy Root — a fiddn na seznam
obsahuijici vSechny keny. Pro kazdy ken jsou také vypidtany normalizani integrély.

Tiida ExpAlpha se vyuZziva k vypu integralu

+al2_

_[Pk (x, )e >l g, .

-al2
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Trida Green vyp@ta dhlové momentyG,(X[X) a uhlové-prostorové momentg, mx(X)
Greenovy funkce za pomoci vyslédkidy CharEquation, uloZzenych ¥idé Root a numerické
kvadratury, ktera vyptte integraly vyskytujici se v rovnicich (2.53) a5@).

4.2.4 Triidy partikularnihaeSeni

V této skupig jsou umistny ftridy, které vypéitaji partikularni feSeni nehomogenni
transportni rovnice (3.2). Externi zd@{x,4) je rozvinut ve dvojnasobnou Legendrdadu (jeden
rozvoj pro Uhlové saadnice a druhy rozvoj pro prostorové fmnice) a je definovan veide
Source (zdroj). Tatorida je abstraktni zakladnitida bul’ pro separabilni zdroj (Uhlové
a prostorové sdadnice jsou navzajem nezavislé) nebo pro nesepriralroj. V prvnim pipack
muazou byt Legendrovy koeficienty uloZzeny ve dvou wekth o velikosteciN, a Ns, které
odpovidajiradim uhlové a prostorové aproximace. Ve druhé&ipaut je poteba matice, protoze
uhlové koeficienty jsou funkci prostorovych koeéioti (nebo naopak). Neseparabilni zdrajza
byt zkonstruovan pouze pomoci koeficierkadanych uZzivatelem. Separabilni zdrojzen byt
zkonstruovan jako produkt Uhlové a prostorové fenke programu jsou zatim implementovany
zakladni funkce: plochéa funkce (pro isotropni zeypjdelta Diracova funkce, $gita funkce
a polynomialni funkce.

4.2.5 Tridy specialnich funkci

Tato skupina zahrnuje rutiny specialnich funkciojgkou Legendrovy funkce prvniho
a druhého druhu, které jsou vyuzivany k vyhodnodetgigrati a rozvofi nebo Lambertovy W-
funkce [16], které jsou nutné k vyhodnoceni Hen@rgensteinova rozptylového jadra. Rutina
PhiPoly obsahuje dépdné a z§tné vyhodnocovaci rutiny pro vypet transportnich polynoim
definovanych vztahem (2.35).

4.2.6 Pomocnéiidy

Posledni skupina obsahujédt: Error, Poly, Functor, NLESolver a Integratdtida Error
(chyba) posila chybové hladSeni pokud dojde k nddtoreoperaci (nap zaporna $ka). Je zde
rozliSeni mezi kritickymi chybami, které vzdy zadtpribéh vypaitu, varovanim a informativnimi
zpravami.

Tiida Poly zachazi ssbnymi polynomy. Mohou se konstruovat, vyhodnocovgpctitavat
kofeny pouZzitim companion matrix method [10fida NLESolvereSi nelinearni rovnice. Jsou zde
implementovanyit metody: klasicka bisekce, logaritmickd bisekc®an Wijngaarden-Decker-
Brentova metoda.

Ttida Integrator vybird meziiznymi typy numerickych kvadratur implementovanyat v
zdrojovém kodu zadelem vyteSeni spojitycliasti uhlovych momettGreenovy funkce.
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Obrazek 4.1 - Struktura programu Case [10]
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4.3 Spuséni programu

Cilem této pracovni faze bylo sp&dit modelovych probléin programu Case se stejnymi
vysledky, jakych bylo dosazeno Alvarem Garces Aéons/ [1]. P@atesnim ukolem byla prvni
kompilace programu a jeho nasledné smiSDiky zn&né rozsahlosti programu a také diky tomu,
Ze byl program tvien rékolika osobami a neobsahuje #nzadné komenta, je velmi &zké se
v ném vyznat. Vychozi fdze kompilace a sp&us$tproto zabrala velké mnoZstvasu. Vysledky
jsou demonstrovany na dvou modelovych problémecrd@a a Reed. U vSech vyslédje
vypoctena relativni diference mezi nami dosazenymi \dlgtea vysledky uvedenymi v [1], podle
vztahu

__x-y
= el (4.1)

4.3.1 Problém Cardona

Tento modelovy problém obsahuje jednuikuw z homogenniho materialu s nasledujicimi
vlastnostmi:
Tabulka 4.1 - Parametry problému Cardona

parametr hodnota v hoe 1
g [em?] 0,9
=, [em?] 1,0
C 0,9
afcm] 100,0

Hranini podminky jsou: na levé hranici vchazejici nenbreé rozdleni o hodnat 0,5 a na pravé
hranici vakuum.Rad metody hraghich zdroji je M = 20. Rozptylova funkce je zadansinpo
hodnotami a jeji graf 1ze védl na obrazku 4.2.

Problém Cardona jéeSen jak pro isotropni rozptyl, tak pro rozptyl smtiopni gadem
anisotropieN = 50 (zohledujeme prvnich 5@leni Legendrova rozvoje rozptyloveé funkce).

Vysledky prostorového toku neutribrproblému Cardona s isotropnim rozptylem a jejich
relativni diference jsou, diky jejich obsahlostiedeny v piloze [2]. Vysledky prostorového toku
neutrori problému Cardona s anisotropnim rozptylem a jejielativni diference jsou uvedeny
v priloze [3]. Z uvedenych tabulek jgegmé, Ze se nam paila vypocitat prostorovy tok shodn
pro isotropni pipad a jen s malymi odchylkaaduO™ a mensimi pro anisotropniipad.

Na obrazku 4.3 je znazamm prostorovy tok neutrdn problému Cardona pro isotropni
rozptyl a na obrazku 4.4 pro isotropni rozptyl.
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Obrazek 4.3 - Prostorovy tok neutror problému Cardona s isotropnim rozptylem
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Obréazek 4.2 - Rozptylova funkce problému Cardona
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Obréazek 4.4 - Prostorovy tok neutromi problému Cardona s anisotropnim rozptylem
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4.3.2 Problém Reed

Tento problém byl navrZzen pro &eni schopnosti programu pracovat gkami s Giznymi
nuklearnimi vlastnostmi. Problém se vtomtadippk sklada z pti sousedicich buik
z neS¢pitelného materidlu. Hragmi podminka na levé hranici je odraz, zatimco @airanici je
vakuum. Do prvni &tvrté buiky je umisén isotropni zdroj. Parametry problému jsou uvedeny
v tabulce 4.2

Tabulka 4.2 - Parametry problému Reed

parametr bika 1 buika 2 buka 3 buka 4 buika 5
s [em’] 50,0 5,0 0,0 1,0 1,0
c 0,0 0,0 0,0 0,9 0,9

Q 50,0 0,0 0,0 1,0 0,0
afcm] 2,0 1,0 2,0 1,0 2,0

Jako rozptylové jadro je zde pouzito Henyey-Gresineta rozptylova funkce s hodnotou
parametrugy = 0,6.Rad metody hraghich zdrofi je M = 20.
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Problém Reed jéeSen pouze pro isotropni rozptyl a vysledky prasténo toku neutran
stejrgé jako jejich relativni diference jsou uvedeny ilgee [4]. Relativni diference mezi nami
reprodukovanymi vysledky &ri uvedenymi v [1] j¢adow pouzeO™.

Vysledny prostorovy tok neutrérproblému Reed s isotropni rozptylem je znazombrazku 4.5.

Obrazek 4.5 - Prostorovy tok neutrom problému Reed s isotropnim rozptylem

prostorovy tok
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5 KVADRATURNI FORMULE

5 Kvadraturni formule

Metoda hraninich zdroji feSi Glohy neutronovych transportnich rovnic s vggpkiesnosti,
je vSak vypdetre velmi nar@éné. Podle r&eni rozéleni vypaietniho¢asu jednotlivych procedur
v [10] je aZz 75 % vypeetniho ¢asu spdebovano na vyhodnoceni velkéhocépo integrai
pottebnych Kk vypétu spojité ¢asti dhlovych Legendrovych moméntGreenovy funkce
nekongéného média (kapitola 3.5, rovnice (3.24) a (3.2%))éto kapitole provedeme analyzu
tohoto integralu, fedstavime kvadraturni formule Gaussova typu, poiktecych Ize dany integral
vypocitat numericky, nakonec odhadneme chybu numerickghaitu.

5.1 Analyza integrandu

Analyza integrandu byla provedena v [10] a [11]. pget spojité ¢asti Uhlovych
Legendrovych momefit Greenovy funkce nekotieého média zahrnuje vyhodnoceni velkého
poctu integral tvaru

+1
f—g”(v)gm(v) e =00y pro x> X, . (5.1)
o M()

a prom liché (kvili jednozn&nosti problému, jak bylo uvedeno v kapitole 3.1)intégrandu
z vyrazu (5.1) mizeme rozliSit proc >x tii hlavni slozky:
1. v itateli obsazené
a. souwin dvou vysoce oscilujicich polyndngy(V) agm(V),
b. exponencialni funkci se zapornym exponentem @-kbytek v exponentu je vzdy
kladny), ktera z integrandu vymizi pxa= X, nebo prc; = 0,
2. ve jmenovateli obsaZzenou slozku normalidafunkce (2.42), ktera zahrnuje logaritmicky
vyraz log(1 -v) v PA(V).
Z vySe uvedeného jefgimé, Ze integrand obsahuje pré&é singularity, a to v obou krajnich
bodechv=0av=+1.

5.1.1 Singularity v bod v=0

Pro v = 0 jsou dleZité ti faktory: hodnota%;, hodnota X - Xo) a parita fn + n). Jestlize je
(m+ n) liché ¢islo, je polynom \itateli také lichy a faktow je ve jmenovali vyruSen. Vifpad,
Ze je hodnotang + n) suda, polynomy se navzajem nevyrusi a singulamitze vymizet jen diky
exponencialni funkci vitateli. Ve skuténosti se prov — 0 blizi exponencialni funkce
s exponentem (-1 také k nule, ale rychleji a proto singularita vgim Exponencialni vyraz
v ¢itateli ovSem existuje jen proipady, které nejsou ve vakull; (% 0) a prox # X,. Problém
v bod v = 0 proto neni skuteou singularitou, limita existuje. Je zde vS&dba ¥novat zvIastni
pozornost fi implementaci, aby nedoSloripvyhodnocovani integrandu Kléni nuly nulou (v
tomto gipack je v implementaci pouZito L"Hospitalovo pravidlo).
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5.1.2 Singularita v bodv=+1

Pro v - 1 existuje vintegrandu jedina singularita, a tkydfunkci log(1 - v), kterd je
obsaZena ve jmenovateli. Limita integrandu ovSeistgje a jde k nule, protoze limyM(V) = - .
Prvni derivace integrandu se vSak bliZzid pro v — 1, coZ niize numerické kvadrate ztiZit
praci.

5.2 Ortogonalni polynomy a Jacobiho matice

Diive neZz pejdeme ke kvadraturdm Gaussova typu, je né&mistod o ortogonalnich
polynomech. Zakladem pro tuto kapitolu byly pracel.Pavise a P.Rabinowitze [3]
a W. Gautschiho [4].

5.2.1 Ortogonalni polynomy

Ortogonalita je definovana vzhledem ke skalarniowtisu (5.5), ktery je vyuZit  definici
miry. Absolutr®é spojita mira ma tvar

dA(x)= WX dx na[ab|, -w<a<bso, (5.2)

kde w ozn&ujeme jako vahovou funkci. Vahova funkce j&Sinou na intervalug, b) kladna
a v tom gipadt ozn&ujemedA jako kladnou miru ag] b] jako nosé. Diskrétni mira mé tvar

N
dhy (X) =D Wed(x = x Jdx X <X, <o <Xy (5.3)

k=1

kde o je Diracova delta funkce a obvykle platf > 0. Nosé dAy se sklada N bodi xy, Xy, ... Xn.
Pro absolut#é spojitou miru dinime obvykly gedpoklad, Ze vS8echny momenty

uo=[xdA(x), r=012.., (5.4)
R

existuji a jsou konmé. Skalarni sain dvou polynoni p a g vzhledem k nie dA je poté
definovan jako

(p.a)oy = HYX)eA(x), (5.5)

a norma polynomp jako

[Pl =J(p. P)ay - (5.6)
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Ortogondlni polynomy vzhledem kftaidA jsou definovany pomocink(E): nk(Dd)\),
polynomu stupé presrt k, k=0, 1, 2, ..., jako

=0, k=#l,
(”kv”l )m{> 0 k=l (5.7)

Existuje jich nekonéné mnoho a jestlize jedA absolutd spojita, jsou jednoziaé
definovany vedoucim koeficientem (koeficientem uyvpdSi mocniny). Pokud jsou vSechny
vedouci koeficienty rovny jedné, jedna se o tzv.nitké polynomy. Pro diskrétni mirdAy
existuje prav N ortogonalnich polynoin7s, 7, ..., 7§ 1.

Ortonorméalni polynomy jsou pak ozfemy a definovany jako

Ek(md)\)z’fk([;d)‘), k= 012... (5.8)
"”k”d)\
a sphuji
- - 0, k#I,
(@7 )an =30 :{1 k=I. (5.9)

Priklady klasickych vahovych funkci afiplusnych ortogonélnich polyndinjsou uvedeny
v tabulce 5.1. V tabulce 5.2 jsou uvedeny nejzfj@imdiskrétni miry a fislusné ortogonalni
polynomy.

Tabulka 5.1 - Klasické vahové funkcelA(x) = w(x)dx

nazev oznéeni | vahova funkce nasi | poznamka

Gegenbauerovy c¥(x) (1— xz)” Tz [-11] | w>-1/2
Hermitovy H, () o (- 0, 0) .
Jacobiho PeA(x) | @-x)@+x) | [-11] | aB>-1
Laguerrovy L) (x) N [0,00) a>-1
Legendrovy P, (x) 1 [~ 11] -
Cebysevovy, 1.druhy T,(x) (1_ XZ)‘” 2 [- 11] ]
Cebysevovy, 2. druhy U ,(x) (1_ XZ)” 2 [- 11] ]
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Tabulka 5.2 - Klasické diskrétni miry dA(x) = ZpLowi a(x = x )dx

nazev ozné&eni Wi M poznamka
diskrétniCebysevovy t,(x) 1 N-1 -
. a+pB\a+N-k
Hahnovy h“") () ( ‘ J[ N -k J N a, B> -1
—a k
Charlierovy c®(x) e k? o a>0
N _
Krawtchoukovy k(P (x) [k jpk 1-p)"* | N 0<p<1
k
Meixnerovy, 1. druhy m°(x) %w w |0<c<1,B>-1

Krawtchoukovy polynomy jsou v podstaspecialnim fipadem Meixnerovych polynaim
prvniho druhu [17].

5.2.2 Tri¢lenny rekurentni vztah

Pro kazdén (n < N-1 v piipadt dA = dAy) sphiuje prvnichn+1 monickych ortogonalnich
polynomu téi¢lenny rekurentni vztah

”k+1(x)=(x_ak)7fk( ) Py 1(X
”—1() 0, ”o()

kde rekurentni koeficientyr, a S« jsou reélné a kladné. Koeficiegh nasobi ve vztahu (5.10)
7m.=0 aproto mZe byt uten libovolre. Koeficienty ai, G jsou dany tzv. Christoffel -
Darbouxovymi formulemi

)= L...n=1, (5.10)

ak(dA)=M, k= 012, (5.11)
(”kﬂfk)dA
ﬁk(d)\):m, k= 012.... (5.12)
(”k—lv”k—l)dA
Pro pozdjSi vyuZiti je vhodné definovat
Bo = Bo(dA)= [ dA(x). (5.13)

R
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Tticlenny rekurentni vztah pro ortonormalni polynomy je

Vool = (k=0 7~ VB Ais (), K= 0201

7,00=0. ()= (o19

5.2.3 Jacobiho matice

Umisg&nim koeficientt ax na hlavni diagonalu a koeficiént/f, na d vedlejSi diagonaly
v matici ziskame tzv. Jacobiho matici médb,

ag \/ﬂ_l 0
\/ﬂ_l 0y B>
J(d)= N/ (5.15)

0

Jacobiho matice jefitliagonalni, realna, symetrickd a vSeokieoekonénd. Jeji hlavni mensi
maticefadun bude ozn&na jako

J n (d)\) =J (d)\)[lzn,lz n] ) (516)

Tii¢lenny rekurentni vztah pro ortonormalni polynomy Ipak psat v maticové foem
s 7(x) =[7, (), 7, (X).... 7, (X)]" jako

xa@(x)=J, (dN)7(x) +./8, 7, (x)e,, (5.17)

kde e, je n-ty sloupec jednotkové matice velikosti Jestlize ozndme kden ortonormalniho
polynomu 7z, (CidA) jako z,, tj. 7, (r,) =0, plati

7,7 (r,) =3, (dN)7(z,). (5.18)

Protoze jem,(r,)#0, je 7(z,)# 0. Odtud vidime, Ze keny z, polynomu7z,(CldA) jsou fesr
vlastnimi¢isly maticeJ,(dA) a ﬁ(rv) je pislusny vlastni vektor. To je jednim z mnohavaiad,
pro¢ ma znalost Jacobiho matice a rekurentnich koefitieelky prakticky vyznam. Pro klasické
miry, uvedené v tabulce 5.1 a tabulce 5.2, jsochde rekurentni koeficienty znamy expligitn
Ve WtSing ostatnich fipadi je treba tyto koeficienty vypotat numericky.
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5.2.4 Priklady ortogonalnich polynoin

1. Gegenbauerovy polynomy

Oznaseni: C%)(x) Interval: [~ 1+1] Vahova funkce(l— xz)"_ll2 1> —%

Standardizace:

n

Cr(1/4) (1) — (n + 2,“ _]j

Norma:

j'-(l_ Xz),u—l/z[c(#)(x)] 24y = 71'21—2ﬂr(n + 2/12)
el nt(n+ )1 (u)

Explicitni vyjadeni:

Rekurentni vztah:

(n+2)ckl(x)=2(n+ u)xCl (x) - (n+ 24 - 1)ci (x),

Na obrazku 5.1 je vykresleno prvnich Sest Gegenbayeh ortogonalnich polynoim

Obréazek 5.1 - Gegenbauerovy polynomy
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2. Hermitovy polynomy

2
Oznaeni: H, (x) Interval: (- o0, +o0) Vahova funkcer™

Norma:

Explicitni vyjadeni:

Rekurentni vztah:

H i (X) = 2xH,, (x) = 2nH,  (x),
Ho(x)=1 H,(x)=2x

Na obrazku 5.2 je vykresleno prvnich Sest Hermitbwyrtogonalnich polynomm

Obréz_ek 5.2 -_Hermito_vy polyn_omy

100 ¢

50

7,

=50
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3. Jacobiho polynomy

Oznaeni: Pn(a'ﬂ)(x) Interval: [~ 1+1] Vahova funkce{l-x)* (L+x)’ , a, B> -1
Standardizace:
n+ao
="

Norma:

1 atf+1l

J'(l_ X)a (1+ X)ﬁ [Pn(a,/)’) (X)] 2dx: 2 F(n + ﬂ + 1)

4 @2n+a+p+Dnr(n+a+p+1)

Explicitni vyjadeni:
(@.8) =in nN+a|n+p _4\rm m
P () 22[ mJ(n_m(x )™ ()
Rekurentni vztah:

2n+1n+a+prifan+a+ pR(x)=
(2n+a+p +1)[(a2 —p2)+(2n+a+p+2)en+a+ ﬂ)x]Pn(“'/*)(x) -
~2n+a)n+ p)2n+a+ p+ 2R (x)

PN=1 R)=(10 s s 5 e-p)

Na obrazku 5.3 je vykresleno prvnich Sest Jacobittogonalnich polynoins koeficientem
a=2,4=1.
Obrazek 5.3 - Jacobiho polynomy s koeficientem =2, 8= 1

20 1
_: (2,11
15 i Fix)
—— P/
o 10
= — P
o 5 (2,1)
.’ 51, PS (x)
i _ pan
! P o)
? 2,1
0t —P;’J(x)
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4. Obecné Laguerrovy polynomy
Oznaseni: L (x) Interval: [0, + o) Vahova funkcex®e™, a > -1

Norma:
I(n+a+1)

I x‘e™ [L(n“) (x)] 2dx = .

Explicitni vyjadeni:

Rekurentni vztah:

(n+ 2L () =[(2n+ o+ 2) = XLl (x) = (0 + o)L (),
L (x)=1, LW(x)=1+a-x

Na obrdzku 5.4 je wvykresleno prvnich Sest Lagu&wbv ortogonalnich polynoin
a koeficientenu = 1.

Obrazek 5.4 - Obecné Laguerrovy polynomy s koeficgema = 1
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5. Legendrovy polynomy
Oznaseni: P, (x) Interval: [- 1+1] Véahova funkce: 1
Standardizace:

Norma:

Explicitni vyjadreni:

_ 1 hEnYon-2m) o
b W

(n+2)P,.,(x) = (2n +2)xP, (x) - NP, 4 (x),
P(x)=1 R(x)=x

Rekurentni vztah:

Na obrazku 5.5 je vykresleno prvnich Sest Legengrowrtogonélnich polynom

Obrazek 5.5 - Legendrovy polynomy

F, (1)
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6. CebySevovy polynomy 1. druhu
N e ) \-1/2
Oznaeni: T, (x) Interval: [- 1+1] Vahova funkcefl-x?)
Standardizace:

Norma:

zl2, n#0
7, h=0

[n/Z](_ 1)m M (Zx)n—zm - COS(n arccoﬁx))

Na obrazku 5.6 je vykresleno prvnich &&sby3evovych ortogonalnich polynéarh. druhu.

Qbrézek 5.6 -Cebyéeyovy polynomy 1. druhu

ey
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7. CebySevovy polynomy 2. druhu

Oznaseni: U ,(x) Interval: [- 1+1]

Standardizace:
U,M)=n+1
Norma:

Jll(l x)l/2 x)) 2dx=1 /2

Explicitni vyjadeni:
[n/2] _ '
(1) (m_”)') (2-2m = Ton

X)=
~ mi(n - 2m)

n

Rekurentni vztah:

U s (X) = 2xU, (%) ~U 14 (x),

Uo(x)=1 U,(x)=2x

Na obrazku 5.7 je vykresleno prvnich &&sbysevovych ortogonalnich polynar.druhu.

Obréazek 5.7 -CebySevovy polynomy 2. druhu

21
P3N

2,1
P;( : j[x]l

2,1
—— P2V

21
P ()

21
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—— P

Véahova funkce(l— X )1/2

46



5 KVADRATURNI FORMULE

53 Gaussova kvadratura

Jestlize mame danou kladnou méi\j pak k ni pidruzenan-bodovd Gaussova kvadratura je
dana vztahem

| f(x)d)\(x)zévvie f(xiG)+ RC(f), (5.19)

R
ktera m& maximalni algebraicky stuipgtesnosti 2-1
Re(f)=0 Of OP>™?, (5.20)

kde P*** oznauje prostor polynorinstupré ne ¥tsiho nez @ - 1. Ri hledani optimalnich uzlovych
bodi x¢ ve kterych vyhodnotime funkéix’ ) takovych, aby vysledna chyba numerické integrace
bylo co nejmenSi, vychdzime ze zakladniho teorénaws€ovy kvadratury [14]. Ten duje
optimalni uzlové body-bodové Gaussovy kvadratury jakotrkay z° ortogonalniho polynomu
nn(DdA)na stejném intervalu. Potom existuj@ vah wC (oznaime je A®), které zardi, Ze je
vypocet integralu pomoci takto zvolené Gaussovy kvadygttesny pro vSechny polynomy stupn
ne Wtsiho nez A — 1. Vztah (5.19) potomimieme pepsat jako

n

[ ()= A8 (e8)+ RE(f). (5.21)

R v=l

Jak je uvedeno v kapitole 5.2.3,fkay & ortogonalniho polynomwn(md)\) jsou vlastni

gisla Jacobiho maticd(dA). Jak je dokazano (Golub a Welsch, 1969) vay mohou byt
vyjadreny pomoci spektralnich dat matit€dA). Jsou dany vztahem
A = Bovis, (5.22)
kde v, , je prvni slozka normalizovaného vlastniho vekteyupiislusnému k viastniméislu ¢, ,
Ja (A, =z8v,, Vlv, =1, (5.23)

Z Jacobiho maticd,(dA) tak dostaneme kompletni informaci o uzlovych lobda koeficientech
Gaussovy kvadratury.

5.3.1 Gauss-Chandrasekharova kvadratura

V kapitole 2.4 byly rovnici (2.35) fpdstaveny Chandrasekharovy (transportni) polynomy.
Tyto polynomy spiuji téiclenny rekurentni vztah a jsou ortogondlni [10] naervalu

[-1+] 0, ~v;},_, ,, vzhledem k vahové funkci
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M

vv(v)ZLU(_l+l)(v)+Zv—j[5(v—vj)+5(v+vj)], (5.24)

M(v) SM,

kde v jsou kladna diskrétni vlasttisla, M; je giisluSna norma vlastni funkce dana vztahem (2.41),
M(v) je normaliz&ni faktor dany vztahem (2.42) tal(_m)(v) je charakteristicka funkce na

intervalu [-1,+1].
V metod hrantnich zdroji pottebujeme vypéitat integral z funkce

()= gn(l\v/l)?vni(V) - (5.25)

jestlize aplikujeme Gaussg kvadraturni vzorec (5.21) s Chandrasekharovyryimmmy a vahovou
funkci danou vztahem (5.24), dostaneme [1]

V

i R n (V)gm(v) —21(x—x0)/vdv

jv(\bf v)dv= i j v+v v)dv+j M) y e

M (5.26)

IJ(V v, ) (V.

Po pouziti vlastnosti Diracovy delta funkce dostaae

+1

le(v)f (=] Mv(v) gn(v)vgm(v) e Sty g, 4 i'\;_j[f b))+ 1] (5.27)

=1

-V -1

a podle vztahu (5.21)

jw(v v)dv —Zw f(v.), (5.28)

-1

kde v jsou kadeny Chandrasekharova polynomw,atislusné vahy dostaneme

| Mv(v) 90090 0) g1 sl = Yow f(y,)+ il\;—j[f () + (v, )] (5.29)

v i=1 j=1 IVl

kdef(v) je dana vztahem (5.25).

Jeden problém ovSem staléstava. Ve vztahu (5.1) pebujeme vypéitat integral na intervalu
[0,+1]. Toho lze dos&hnout wi@nim numericky vypéitané hodnoty pomoci vztahu (5.29)
dvéma. Tento postup je ale pouZzitelny jen pokud jekdarf(v) suda. Ta je bdi suda, nebo licha
v zavislosti na parametrean a n. Jestlize je funkcd(V) licha, je integral na intervalu [-1,+1]
z definice nulovy a Gauss-Chandrasekharovu kvadrataelze pouzit. V takovémiipact je pak
pii vypoctu nutné pouZit obecné rutiny [11].
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5.4 Odhad chyby Gaussovy kvadratury

Dirk P. Laurie [7] navrhl zpsob, jakym Ize odhadnout chybu numerické integr&Se
pomoci tzv. anti-Gaussovy kvadraturni formule.

Anti-Gaussova kvadraturni formule je ¢ 1)-bodova formule stugrn - 1, ktera integruje
polynomy vyssiho stugnnez 2 + 1 s chybou o stejné velikosti, ale dpého znaménka, jako
n-bodova Gaussova kvadratura. Plati tedy

[ FN() =S wA £x?)+ RA,(F), (5.30)
R i=1

RA,(f)=0 Ofop>™, (5.31)

RY(f)=-Rn(f). (5.32)

Chybu Gaussovy numerické integrace lze poté odhadjako polovinu z rozdilu vysledk
Gaussovy numerické integraceiésfusné anti-Gaussovy numerické integrace.
Oznaime-li

G =3 A%t (:8) a A =S wr(x), (5.33)
v=1

i=1
muzZeme pro odhad chyby psét

(A(n+l)f _ G(n) f ) |

, (5.34)

RnA+1(f)=

Pri vypostu uzlovych bod x* a vahw? anti-Gaussovy kvadraturpd™?f je pouzit ténst stejny

postup, jako P vypoctu ) , krome posledniho koeficienty,., v Jacobiho maticl,.;(dA),
ktery je zde nasoben &wa

3.(dh)= (5.35)
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6 Numerické experimenty

V této kapitole provedeme porovnaregnosti Gaussovy kvadratury a slozeného Simpsonova
pravidla, pedvedeme i@snost odhadu chyby Gaussovy kvadratury pomoci-@atissovy
kvadratury a nastinime mysSlenku fepréni vypaitu pomoci sloZzené Gaussovy kvadratury.
Numerické experimenty byly provéay v prostedi MATLAB [8].

6.1 Porovnani Gaussovy kvadratury a slozeného Simpsonov
pravidla

Porovnani bylo provedeno s vysledky tejegnymi v [3, str. 59]. Zde jsou pomoci
sloZzeného Simpsonova pravidla vypmy hodnoty uiitych integréi

11 1 1 3
f,(})dx= [ x2dx, i. [ f,(x)dx=[x2dx,
0

0 0

O —

1. X)ax= | ——dXx, V. X)ax= X,
0 ’ o1+ X 0 ) o€ -1

S pesnosti na osm desetinnych mist. Budeme porovndesnost vypétu pro stejny peet
vyhodnoceni integrované funkde tzn. u sloZzeného Simpsnova pravidédu n (ozn. S(”)f)
musime integrovanou funkci vyhodnotit-Rrat, na rozdil od Gaussovy kvadratua?”)f fadun,
kde se integrovana funkce vyhodnotrat. Ri vypoctu pouzijeme Gauss-Legendrovu kvadraturni
formuli.

Vysledky numerickych vypiia pro jednotlivé utité integraly jsou uvedeny v tabulkach 6.1,
6.2, 6.3, 6.4.Proiphlednost je na obrazcich 6.1, 6.2, 6.3 a 6.4 zn&zwyvoj chyb v zavislosti na
zvySujicim sefadu n. Chyby jsou zde deny jako odchylky od analyticky vyptené hodnoty,
kterou ozn&ime EVf.

Tabulka 6.1 - Porovnani Gauss-Legendrovy kvadraturya slozeného Simpsonova pravidla i.

1 1 1 ozn.
[ f.(¥)dx= [ x2dx=0,66666667= EVf,
0 0
n s f, ‘S(”) f, - EVfl‘ G2 f, G2 f, - EVf,
1 0,63807119 0,02859548 0,67388734 0,00722067
2 0,65652627 0,01014040 0,66782765 0,0011609¢
4 0,66307925 0,00358742 0,66683558 0,00016891
8 0,66539813 0,00126854 0,66668963 0,0000229¢
16 0,66621804 0,00044863 0,66666967 0,0000030(
32 0,66650782 0,00015885 0,66666705 0,0000003¢
64 0,66661024 0,00005643 0,66666672 0,00000004
128)  0,66664641 0,00002026 0,66666667 0,0000000d
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6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Obréazek 6.1 - Vyvoj chyby Gauss-Legendrovy kvadratty a slozeného Simpsonova pravidla i.

—— | §™ - EvA |

2
—— 6@z - B, |

2.5
logim
Tabulka 6.2 - Porovnani Gauss-Legendrovy kvadraturya slozeného Simpsonova pravidla ii.
1 1 3 ozn.
[ f,(x)dx= [ x2dx=0,40000000= EVf,
0 0
n S(n) f2 ‘S(n) f2 _ Esz‘ G(Zn) f2 G(Zn) f2 _ EVf2
1 0,40236892 0,00236892 0,39877398 0,00122604
2 0,40043191 0,00043191 0,39995039 0,00004961
4 0,40007723 0,00007723 0,39999809 0,00000191
8 0,40001368 0,00001368 0,39999993 0,00000007
16 0,40000235 0,00000235 0,40000000 0,0000000(
32 0,40000033 0,00000033 0,40000000 0,0000000(
64 0,39999984 0,00000016 0,40000000 0,0000000(
128 0,39999973 0,00000027 0,40000000 0,0000000(¢

Obrazek 6.2 - Vyvoj chyby Gauss-Legendrovy kvadratry a sloZzeného Simpsonova pravidla ii.

(x)
|""':‘“I fz_EVfgl

I o= I
|Gz - BV |
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6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Tabulka 6.3 - Porovnani Gauss-Legendrovy kvadraturya slozeného Simpsonova pravidla iii.

1 11 ozn.
[ f5(xdx=[——dx=0,69314718= EVf,
0 o1+ X
n s f ‘S(n) f, - EVf3‘ G2n) f, G2n) f, - EVA,
1 0,69444444 0,00129726 0,69230769 0,00083944
2 0,69325395 0,00010677 0,69314642 0,00000074
4 0,69315450 0,00000732 0,69314718 0,0000000(
8 0,69314759 0,00000041 0,69314718 0,0000000(
16 0,69314708 0,00000010 0,69314718 0,0000000¢
32 0,69314683 0,00000035 0,69314718 0,0000000(
64 0,69314670 0,00000048 0,69314718 0,0000000¢
128 0,69314664 0,00000054 0,69314718 0,0000000(4

Obrazek 6.3 - Vyvoj chyby Gauss-Legendrovy kvadratty a slozeného Simpsonova pravidla iii.

(n) o _
| 5% 7, - BV, |

I - R
|G 7, - BV |

j e
1.5 2 2.5 3 35 4 4.5
logim)
Tabulka 6.4 - Porovnani Gauss-Legendrovy kvadratunya sloZzeného Simpsonova pravidla iv.
1 1 X ozn.
[ f(¥dx=[———dx=0,77750463= EVf,
o e -1
n s f, ‘S(”) f, - EVf4‘ G2 f, G f, - EVA,
1 0,77749413 0,00001050 0,77751164 0,00000701
2 0,77750400 0,00000063 0,77750463 0,0000000(
4 0,77750446 0,00000017 0,77750463 0,0000000(
8 0,77750450 0,00000013 0,77750463 0,0000000(
16 0,77750438 0,00000025 0,77750463 0,0000000(
32 0,77750416 0,00000047 0,77750463 0,0000000(
64 0,77750411 0,00000052 0,77750463 0,0000000(
128 0,77750407 0,00000056 0,77750463 0,0000000d
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6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Obrazek 6.4 - Vyvoj chyby Gauss-Legendrovy kvadratty a sloZzeného Simpsonova pravidla iv.
(n)
| oy fq_ - EVJ":‘_ |

I - R
|Gz, - BV, |

1.5 2 2.5 3 35 4 4.5
logim

Z uvedenych vysledkje zetelnd az dvojnasobvyssi gesnost Gauss-Legendrovy kvadratury. To
je nejlépe patrnéipnizSimiadun, kdy chyba vypétu jeSg neni nulova.

6.2 Presnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury

Presnost odhadu chyby Gaussovy kvadratuengého vztahem (5.34) byla testovana na
nasledujicich witych integralech

1 1 3 1 19
. —[y2 . _
I. !;fz(x)dx !;x dx, il. J(;f3(x)dx 0—1+de,
_— ! . !
i £f4(x)dx:_|(;1+x4 dx, iv. !1‘5(x)dx:£1+eX dx,

S presnosti na patnact desetinnych mist. V tabulkabh @6, 6.7 a 6.8 jsou uvedeny vysledky
odhadu chybanﬁl(f) pomoci Anti-Gaussovy kvadratury, v poslednim stoupbulek je uveden
rozdil skuténé chyby a odhadu chyby. Pro nazornost je tentoilrarndzorin na obrazcich 6.5,
6.6, 6.7 a 6.8 v zavislosti na zvySujicimiadu kvadraturyn. Fi vypoctu je pouZita, stephjako

v predchozi kapitole, Gauss-Legendrova kvadratura.
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6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Tabulka 6.5 - Fresnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury i.

1
jf
0

ozn.

dX Ixzdx 0,40000000000000= EVf,

n G, G f, - Evi,| IR2,(f,) |61, —Ev,|-|R(1,)
2 | 0,3987739846980850,0012260153019150,001232969884315  0,000006954582400
3 | 0,3998124119437900,0001875880562100,000188751044763 0,000001162988553
4 | 0,39995038501177/90,0000496149882210,000049929869224  0,000000314881003
10| 0,3999993424028030,00000065759719} 0,00000066184292F  0,000000004245730
16| 0,39999993214345p0,0000000678565480,000000068295174  0,000000000438626
32 0,3999999977241910,0000000022758090,00000000229052)7  0,000000000014718
48 | 0,3999999996928330,00000000030716) 0,000000000309154  0,000000000001987
Obrazek 6.5 - Fresnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury i.
ﬁ —1c™y, - Ev |- R )]
z 10
o e T S
= : : ' E ' '
by ] 1 1 1 1 1 1
i ' ' : ! ! !
% 4 L ImTTTTTss= i D T-~===°=°==°=- 'r """"" r-===-=====" (e hl
o 0 0 0 0 0 0
m 1 1 1 1 1 1
"'D 1 1 1 1 1 1
B
=
L s s A Fommmeaee- Femmmmee Femmmmmee - .
1) R b 1o T i o
1 1.5 2 2.5 3 35 4
logim
Tabulka 6.6 - Fresnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury ii.
ozn.
j fo(x)dx= j —dx 0,69314718559945= EVf,
n G0, (RIS SVA IR24 (1) |61, —EVE| =[R2 (1)
2 | 0,6923076923076920,0008394882522580,000840689365280 0,000001201113027
3 | 0,6931216931216930,00002548743825P0,000025498820680 0,000000011382428
4 | 0,6931464174454830,0000007631144620,00000076326468[L  0,000000000150219
10| 0,6931471805599450,0000000000000000,000000000000000  0,000000000000000
16| 0,69314718055994£0,000000000000001L0,000000000000001  0,000000000000000
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Obréazek 6.6 - Resnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury ii.

—Ie™y, - B - R )]

L e it Rb e s e S e “'
= ' ' ' ' '
- 1 1 1 1 1
o | | | | | | | | |
. : : : : :
= : : : : :
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e 0 HE G HE G . T G . D
‘_i:.' 1 1 1 1 1 1 1 1 1
© A
0 T4 i i i —t—t ——ti -
1.2 14 1a 13 2 22 24 26 I8
logim)
Tabulka 6.7 - Fresnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury iii.
1 1 ozn.
[ fa(xdx=] ! - dx=0,86697298339911= EVf,
o ol+X
n G fy ‘G(n) fa— EVf4‘ ‘RnAJrl(f4)‘ HG(n) fa— EVf4‘ _‘RnAﬂ(fJ‘
2 | 0,85952248750694000,00745049983297(10,007435004397415  0,000015495435556
3 | 0,86751846593831/60,0005454785984050,000545392067768  0,000000086530642
4 | 0,8669556574543690,0000173298855420,000017329938823  0,000000000053281
10| 0,8669729873731000,0000000000331880,000000000033189  0,000000000000000
16| 0,8669729873399120,00000000000000{0,000000000000001L  0,000000000000000

Obrazek 6.7 - Fesnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury iii.

Chyba odhadu

— ™y, - Evr, |- | B

)

n+l
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Tabulka 6.8 - Bresnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury pomoci iv.

1 11 ozn.

[ fs(¥dx=] dx=0,37988549041722= EVf,

0 o 1+e
n G(n) fs ‘G(n) fs = Est‘ ‘RnAﬂ(fs)‘ HG(n) fs - Est‘ _‘RnAﬂ(fs)ﬂ
2 | 0,3799088681443090,000023375102580,000023368726275  0,000000006376312
3 | 0,3798853082227930,0000001848189200,00000018480354F  0,000000000015383
4 | 0,3798854943146480,0000000012729260,000000001272882  0,000000000000044
10| 0,3798854930417220,0000000000000000,000000000000000  0,000000000000000
16 | 0,3798854930417280,00000000000000/10,000000000000000  0,000000000000001

Obrazek 6.8 - Fesnost odhadu chyby Gaussovy kvadratury iv.

——Ie™ s, - B - R ()]

Chyba odhadu

1.8
logim)

Na uvedenych obrazcich je ¥tdzpresiovani odhadu chyby s rostoucim Pro fad kvadratury
n> 16 je chyba odhadi@dow mensi nez 16°.

6.3 Slozena Gaussova kvadratura

Protoze ma Anti-Gaussova kvadratubd*? f chybu vypd@tu o stejné velikosti, ale ofaého
znaménka nez Gaussova kvadrat@® f , nabizi se myslenka, jestli bude v¥pb provedeny
podle vztahu

ozn A(”*l) f + G(”) f

AGE™) § — , (6.1)

piesr¥jsi, nez Gaussova kvadratu@i™? f , kde je nutné znat rekurentni koeficiemtya S az do
fadun + 1 steji jako uUAG™f | nebo dokonceipsrejsi nez G2 f | kde je pateba stejny
pocet vigisleni integrované funkde AG®™I§ nazveme slozenou Gaussovou kvadraturou.
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6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Tyto mySlenky byly testovany na nasledujicich fuokc

|f1

iii. jf

O —

1
dx szdx

X)d 1—1o|
X= £1+x X,

1

i. [f,(%)

iv. [ f,(x)dx=|

ol+X

0

1 3

dx:_[xgdx,

1

4dx,

pomoci Gauss-Legendrovy kvadratury a na 15 degetmmmist. Vysledky jsou uvedeny
v tabulkach 6.9 aZ 6.16 a prét$i prehlednost znazoény na obrazcich 6.9 az 6.16.

Tabulka 6.9 - Fresnost slozené Gaussovy kvadratury i.

I

1

ozn.

f dx szdx 0,66666666666667= EVf;

n G(n+1) fl ‘G(nﬂ) fl _ EVfl‘ AG(2n+1) fl AG(2n+1) fl _ EVfl

1 | 0,6738873386790490,0072206720123820,66753490569305L 0,000868239026384
2 | 0,6691796338994720,0025129672328050,666860721247155 0,000194054580488
4 | 0,6678276453748430,0011609787081760,666738463670618 0,000071797003951
8 | 0,6667560429365090,0000893762698420,666670317058202 0,000003650391535
16| 0,66668963149948]70,0000229648328200,666667508640679 0,000000841974012
32| 0,666669667367850,0000030007011900,666666767064530 0,000000100397863
48| 0,66666756932805|70,0000009026613900,666666695951348 0,000000029284681

Obrazek 6.9 - Fesnost sloZzené Gaussovy kvadratury i.

n+l
— | " g - B

log(n)
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Tabulka 6.10 - Rresnost sloZzené Gaussovy kvadratury ii.

[t

0

T
»(¥)dx= [ x?dx=0,4000000000000
0

ozn.

0= EVf,

n G, G, — BV AGZ g, AG U f, — EVA,
1 | 0,3987739846980850,0012260153019150,400119554264703 0,000119554264703
2 | 0,3998124119437900,0001875880562100,400006954582400 0,000006954582400
4 | 0,3999503850117790,0000496149882210,400001162988553 0,000001162988553
8 | 0,3999993424028030,00000065759719}70,40000000702897) 0,000000007028977
16| 0,39999993214345p0,0000000678565480,400000000600145 0,000000000600145
32| 0,3999999977241910,0000000022758090,400000000017208 0,000000000017209
48| 0,3999999996928330,00000000030716{ 0,400000000002205 0,000000000002205
Obrazek 6.10 - Resnost slozené Gaussovy kvadratury ii.
. [n+])
| = fz - Esz |
-+
i — o 4 & -
2.5 3 35 4
logim
Tabulka 6.11 - Rresnost sloZzené Gaussovy kvadratury iii.

1 11 ozn.

[ f5(¥dx=[——dx=0,69314718559945= EVf,

0 o1+ X
n G(n+1) fy ‘G(n+1) fy - Evfg‘ AG(2n+1) fy AG(2n+l) f, — EVA,
1 | 0,6923076923076920,0008394882522580,693333333333333 0,000186152773388
2 | 0,6931216931216930,00002548743825P0,693148381672972 0,000001201113027
4 | 0,6931464174454830,0000007631144620,693147191942373 0,000000011382428
8 | 0,6931471805599450,0000000000000000,693147180559945 0,000000000000000
16 | 0,6931471805599460,00000000000000110,693147180559946 0,000000000000001
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Obrazek 6.11 - Resnost slozené Gaussovy kvadratury iii.

| pelmel) o
|GV, - By, |

. (2n+1) o
| 4GP 1 - By, |

logim)

—— -
1.8 2 22 24 248 238

Tabulka 6.12 - F‘esnost slozené Gaussovy kvadratury iv.

1 1 1 ozn.

[ fa(¥dx=[—— dx=0,86697298339911= EVf,

o ol+X
n G(n+1) f4 ‘G(n+l) f4 _ Evf4‘ AG(2n+1) f4 AG(2n+l) f4 _ EVf4
1 | 0,85952248750694/00,00745049983297[10,869337123354033 0,002364136014122
2 | 0,8675184659383160,0005454785984050,866957491904356 0,000015495435555
4 | 0,8669556574543690,0000173298855420,866973073870553 0,000000086530642
8 | 0,8669729873731000,00000000003318p0,866972987339893 0,000000000000018
16 | 0,8669729873399120,00000000000000/L0,866972987339911L 0,000000000000000

Obrazek 6.12 - Fesnost slozené Gaussovy kvadratury iv.

— | 4G

| lmely o
|G™V, - Bvy, |

2n+l
@y, - BV, |
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Z uvedenych vysledkyv tabulkach 6.9 az 6.12 a obrazcich 6.9 az 6.12¢jena az dvojnasoksn
vySSi [fesnost sloZzené Gauss-Legendrovy kvadratury praeg(,4. To by mohlo byt vyuZitelné

zejména v fipadech, kdy je sloZiSi ukit rekurentni koeficienty vysSidiada.

Tabulka 6.13 - Hesnost sloZzené Gaussovy kvadratury v.

1 1 1 ozn.
[ f.(¥)dx= [ x2dx=0,66666666666667= EVf,
0 0
n G(2n+l) fl ‘G(2n+1) fl _ Evfl‘ AG(2n+1) fl AG(2n+l) fj_ _ EVfl
1 | 0,6691796338994720,0025129672328050,667534905693051 0,000868239026384
2 | 0,66729678969456[80,00063012302790[10,666860721247155 0,000194054580488
4 | 0,6667874745671240,00012080790045[0,666700691401362 0,000034024734695
8 | 0,6666859110868350,0000192444201680,666671759330800 0,000005092664133
16 | 0,6666694065073340,00000273984066}/0,666667364734998 0,000000698068331
32| 0,6666670330882120,0000003664215450,66666675808074)f 0,000000091414080
48| 0,6666667777530860,00000011108641P0,666666694177149 0,000000027510482
Obrazek 6.13 - Fesnost sloZzené Gaussovy kvadratury v.
—— | Ag@W s - By |
3
e
0 0.5 | 1.5 P 2.5 3 35 4
logim)
Tabulka 6.14 - Rresnost sloZzené Gaussovy kvadratury vi.
1 1 3 ozn.
j f,(x)dx= j x2dx=0,40000000000000= EVf,
0 0
n Gy, Gmt, ~ BV, AG £, AG>I £, — EVE,
1| 0,3998124119437900,0001875880562100,400119554264703 0,000119554264703
2 | 0,3999824489419360,0000175510580640,400006954582400 0,000006954582400
4 | 0,3999989107668980,0000010892331020,400000314881008 0,000000314881003
8 | 0,3999999494812160,0000000505187840,400000012319968 0,000000012319968
16| 0,3999999980444060,0000000019555940,400000000438626 0,000000000438626
32| 0,3999999999316550,0000000000683450,400000000014718 0,000000000014718
48| 0,39999999999065(0,0000000000093490,40000000000198¢ 0,000000000001987
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Obrazek 6.14 - Resnost slozené Gaussovy kvadratury vi.

— | 4G

| pelEael)
|G D r By, |

2n+l
@l z, - BV, |

Tabulka 6.15 - F‘esnost sloZzené Gaussovy kvadratury vii.

1

0

1

0

1 ozn.
fo(X)dx= [——dx=0,69314718559945= EVf
_[ 3 1+ X 3

n G, Gt — BV AGE ) f, AG™Vf, - EVA,

1 | 0,6931216931216930,00002548743825P0,693333333333338 0,000186152773388
2 | 0,6931471578530400,0000000227069050,693148381672972 0,000001201113027
4 | 0,6931471805599280,0000000000000170,693147180710164 0,000000000150219
8 | 0,6931471805599450,0000000000000000,693147180559945 0,000000000000000
16 | 0,6931471805599450,0000000000000000,693147180559946 _0,000000000000001

Obrazek 6.15 - Fesnost sloZzené Gaussovy kvadratury vii.

| eiZerl) o
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Tabulka 6.16 - Fresnost slozené Gaussovy kvadratury viii.

1 11 ozn.

[ fa(¥dx=[—— dx=0,86697298339911= EVf,

o ol+X
n Glmig, clmt, ~EVe,| AG £, AG™ £, — EVF,
1 | 0,86751846593831/60,0005454785984050,869337123354038  0,002364136014122
2 | 0,8669710174742980,0000019698656130,866957491904356 0,000015495435555
4 | 0,8669729867622380,00000000057767B80,86697298739319 0,000000000053280
8 | 0,86697298733991/10,0000000000000000,866972987340278 0,000000000000367
16 | 0,86697298733991/10,0000000000000000,866972987339912 0,000000000000001

Z vysledki uvedenych v tabulkach 6.13 az 6.16 se neda objektircit, jestli je slozena Gaussova

Obréazek 6.16 - Fesnost slozené Gaussovy kvadratury viii.

| pelEmel) o
|G r By, |

2n+l
—— | 4G6"%* V7, - By, |

----------------------------------------------------------------------

1.5 2

log(n}

kvadraturaAG®™Vf presrjsi nez Gaussova kvadratu@®™ f . Pro funkcef, af, je slozena
Gaussova kvadraturdgsrejSi pro log(n) < 1,4, zatimco pro funkfeaf, je tomu naopak.
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7 ZAVER

7 Zawr

Metoda hrartinich zdrofi umoziuje feSit Ulohy neutronovych transportnich rovnic s kgao
piesnosti, je vSak vygetre velmi nar@&nd, protoze je nutné vyhodnotit velkyged Legendrovych
Uhlovych momenit pridruZzené Greenovy funkce, které jsou integrdlem gewinu
Chandrasekharovych polyndra slozité vahové funkce, ktera zahrnuijené singularity.

V této praci byl dany integrand prozkouman a byhalgzovany singularity, vyskytujici se
v koncovych bodech integmiho intervalu. Déale byly prostudovany moZnosti euického
vypaitu daného integrandu pomoci kvadraturnich formuiusdova typu a odhadnuta chyba
numerického vyp&tu pomoci Anti-Gaussovych kvadraturnich formuli. YBymplementovany
vybrané kvadraturni formule a vysledky modelovytdhibyly porovnany v zavislosti na dosazené
piesnosti a p&tu vyhodnoceni integrované funkce. V poslethsti byla testovanargsnost odhadu
chyby numerického vypiu.

Dal8im krokem tohoto projektu bude rag$ii stavajiciho kédu do 2D a poté do 3D sférické
geometrie s anisotropnim rozptylem. Cilem celéhameftu je vytvdit casow zavisly transportni
kod pro modelovani chovani MYRRHY, ktery dokaZe hfaet s podkritickym a externim
zdrojem.
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