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Abstrakt

Tato préce se zabyva efektivnhim nalezeni SVD pro velké problémy. Tyto problémy jsou
znamé svou vypocetni ndrocnosti, kterd mtZe byt sniZzena vyuZitim paralelnich pocitaci.
Pravé vyuZitim paralelnich algoritmii bylo dosaZeno nejen potfebného urychleni, ale i
zvyseni dostupné dimenze problému. Algoritmus zde predstaveny je rozdélen na tfi lo-
gické casti - bidiagonalizace, vypocet singuldrnich ¢isel a singuldrnich vektorti. V druhé
¢asti prace je ukdzana aplikace SVD na zpracovani biometrickych dat, konkrétné duho-
vek. Tyto data jsou vhodnou aplikaci, protoZe generuji velké dimenze problému, které je
tfeba fesit s malou relativni chybou. Je pfedstaven zptisob, jak duhovky pfedzpracovat a
jak je pomoci SVD porovnévat.

Kliéova slova: SVD, LS], paralelni, duhovka, Gabor wavelet

Abstract

This thesis deals with efficient parallel implementation of SVD. It describes methods for
implementation of parallel code on clusters and how to minimize communication be-
tween parallel processes. In second part, there is a general description of SVD application
to biometric data processing. It describes method for image preprocessing that is vital for
successful data comparison using LSI.

Keywords: SVD, LSI, parallel, iris, Gabor wavelet
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1 Uvod

Singularni rozklad (SVD) nachazi v posledni dobé celou fadu aplikaci. Mezi ty klasické
patfi feSeni soustav rovnic se singuldrni matici v fadé aplikaci numerické matematiky
nebo analyza rozptylu ve statistice. Mezi nové aplikace patfi naptiklad filtrovéani signéla,
komprese dat nebo méfeni podobnosti.

Pravé problematikou méfeni podobnosti se zabyva Latentni sémanticka analyza (LSI),
ktera vyuziva SVD jako jeji hlavni néstroj. LSI je metoda hleddni podobnych slov ve
velkych dokumentech, a jako takova nasla uplatnéni v mnoha vyhledavacich systémech
[35].

V8e mé bohuZel svoji cenu a pro SVD je to jeji vypocetni narocnost. Po dlouhou
dobu byla sloZitost tohoto algoritmu brzdou brénici jeho pInému nasazeni pro velké
problémy. Tyto problémy byly feSeny stochaicky, nebo rozloZenim problému na mensi
podproblémy za cenu niz$i pfesnosti, coZ ovSéem neni vZdy moZné, pfipadné byla pouZita
upravena verze SVD. Tyto upravené verze byly ,usity na miru” danému problému, diky
¢emuz bylo dosazeno rozumného urychleni.

V dnesni dobé chyta SVD ,druhy dech”. Rozvoj paralelnich pocita¢ti umoZznil novy
pohled na problém a jeho novou implementaci.

Tato diplomova prace se vénuje urychleni vypoctu SVD pro zpracovani obrazu. Zaméfime
se na problém rychlého vyhleddvéni v databdzi biometrickych dat. Paralelizace byla
zvolena, protoZe pii zpracovani biometrickych dat nemiazeme dovolit zmensit pfesnost
vysledku a zaroven data mohou byt dosti velka.

V kapitole 2 vysvétlime stru¢né SVD a definujeme LSI a jeho zakladni princip. Nasledujici
¢ast predstavi algoritmy pro samotny vypocet SVD a moZnosti jejich paralelizace. V kapi-
tole 4 definujeme potfebny aparét pro zpracovani biometrickych dat a jejich normalizaci
pro korektni srovnani. Kapitola 5 navazuje na pfedchozi text a dopliiuje jej 0 mozné pa-
ralelismy v procesu analyzy a zpracovani vstupnich obrazkd.



2 SVDalsl

Pro spravné pochopeni vyhleddvani pomoci latentni sémantiky je potieba znat dikladné
vlastnosti singuldrniho rozkladu. Proto si v této ¢ésti pfedstavime SVD spolu s jeho vlast-
nostmi, diky ¢emuZ budeme moci definovat LSI a ukazat souvislost s SVD.

21 SVD

V maticovém poctu existuje celd fada maticovych rozkladd. Napiiklad jmenujme LU,
Choleského rozklad, LDLT. Oviem nejvyznamnéj$im z nich je singuldrni rozklad, zkracené
SVD. Vlastnosti tohoto rozkladu 1ze najit v [3]. Abychom mohli SVD definovat, musime si
nejdfive fict co jsou unitdrni matice a pfipomenout co je ortogonalni doplnék. Matice @) €
R™*™ se nazyva unitarni pokud plati QQ = QQ = I ajeji sloupce Q = [q1, - -, ¢m]
tvofi ortonormalni bazi. Takova baze se vzdy da rozsifit na iplnou ortonormalni bazi dle
véty:

Véta 2.1 Nechf Vi € C™*" md ortonormdlni sloupce, existuje Vs € Cnx(n=r) gk ze plati
V = [V, Vs
je unitdrni. Ddle plati im(V1)*+ = im(V3).

Dtikaz. Véta vyplyva ze zakladnich poznatki tivodu do linedrni algebry a dikaz 1ze najit
tieba v [2] nebo [3]. m

Véta 2.2 Méjme pevné dané m a n a matici A € C™*". Pak existuji matice U € C"™*™ a
V e ©"*", které jsou unitdrni a diagondlni matice ¥ € R™*"™, pro které plati

A=UxVH, (1)

Pro diagondlni proky matice ¥ navic plati oy > 02 > ... > Opin(mm) > 0. Soucin USVT
budeme nazyvat singuldrnim rozkladem (SVD) matice A.

Diikaz.! Nechf » € C" ay € C" jsou jednotkové vektory v euklidovské normé pro
které plati Az = oy, kde 0 = ||Al|2. Podle véty 2.1 vime, Ze existuje Vo € C"*(»~1) a
Uy € C™*(m=Dtak, ze V = [z, V3] € C™a U = [y, Us] € C™*™ jsou ortogondlni matice.
Matice UH AV ma4 nésledujici strukturu

g wT

H —
U AV_{O 5

[ ([2])

| =

ProtoZze plati
2

> (0_2 + wT’LU)Q,
2

'Dtikaz ptejat z [3].



dostaneme [|A1[|2 > (02 + wlw)?. Ale protoze 0% = ||A||3 = ||A1]]3, dostaneme w = 0.
Odtud je ziejmé, Ze pro dokonceni diikazu staci postupovat indukci pro zbylé B. c.b.d.
]

Cisla o; se nazyvaji singuldrni ¢isla matice A a sloupce matice U (resp. V) jsou tzv.
levé (resp. pravé) singularni vektory. Matice ¥ ma tvar

[?],promZnnebo[E 0],prom<n,

kde ¥ je diagondlni matice.

Nékdy miizeme chtit jenom nékolik nejvyznamnéjsich singuldrnich &isel a k nim
patiici vektory. V takovém piipadé lze vypocitat ¢dstecné SVD, které je popsdno vzta-
hem

A= U, Vil k < min(m,n). (2)

Pro matice plati A € C™*", U, € C™*7", %, € C™*7,V}, € C77™

Pro ilustraci je na obrazku 1 ukdzéno, co udéla ¢aste¢ny SVD s origindlnimi daty. Jed-
notlivé obrazce vznikly jako zpétné pifendsobeni matic U, X, V' z SVD rozkladu ptivodniho
obrazku, ktery je vidét iplné v levé ¢asti. P¥i zpétném piendsobeni matic byla postupné
nulovana nejmensi singuldrni c¢isla. Je vidét, Ze sniZovanim k (pocet nenulovych sin-
guldrnich ¢isel) dosahujeme jistého druhu komprese (filtru) ptivodni informace. Jinymi
slovy, zachovéva se jen podstatna ¢ast informace a zbytek je vyfiltrovan. Zajimavé je, Ze i
pfi vynulovéni prvnich tfi singuldrnich ¢isel zacne jako prvni mizet kiiZ uvniti ¢tverce a
zachovaji se vodorovné a svislé informace. AZ pfi vymazéani 16 nejmensich singuldrnich
¢isel za¢nou mizet také vodorovné a svislé cary.

Priklad 2.1
SVD Toeplitzovy matice o rozmérech 3 x 3 je
1 23 -0.61 0.71  0.36 570 0 0 —0.61 —0.71 —0.36]"
21 2| =1(-052 00 -08)|-(0 20 0 |-[-052 0.00 0.86
3 2 1 -0.61 —-0.71 0.36 0 0 0.70 -0.61 0.71 -0.31
u

Obrézek 1: Ukdzka aproximace obrazu pomoci SVD. Zleva k = 36 (plna hodnost), & = 20
ak=10.

S SVD také souvisi Frobéniova norma.



Véta 2.3 Nechf A € C™*™, pak pro jeji Frobéniovu normu || A|| r plati

(©)
trace(A) je takzvand stopa matice A a je definovand jako
min(m,n)
trace(A) := Z @i,
i=1
kde o;,i = 1,...,min(m,n), jsou singuldrni ¢isla matice A.
Dtikaz. Dtikaz 1ze najit v [3]. |

Nyni zndme v8e potiebné pro definici aproximace matice A pomoci SVD.

Definice 2.1 Méjme matici A € C™*". Matici A, € C™*"™ budeme nazyvat nejlepsi aproxi-
mact matice A ve smyslu Frobéniovy normy, jestliZe pro k plati

k= argmkin(HA — AillF), kE < min(m,n). 4)

Obrazek 2: Aproximace s minimalizaci chyby. Zleva k = 33 (pfesnost nastavena na 0.1),
k = 35 (pfesnost nastavena na 0.01).

Prakticky vysledek takovéto aproximace je na obrdzku 2. Obrazek je stejny jako na
obrdzku 1, ale pro aproximaci je pouZita rovnice 4.

2.2 LSI

,Latent semantic indexing” je metoda vyhleddvani ve velkém mnozstvi dokumentti podle
urcitych klicovych slov. Pro nas tcel se omezime na zjednoduSenou variantu, ve které
jsou vstupni data pouze ve formé jednoznaénych vyrazt. Uvod k této problematice 1ze
najit v [33] a vysvétleni z pohledu pravdépodobnostniho poctu v [34].



Jednotlivé dokumenty lze pfedzpracovat podle vyskytu kli¢ovych slov a sestavit z
nich matici D, kterd ma tvar

Radky d!' = [d; 1, ...,d;n] pfedstavuji jednotlivé dokumenty a jejich vazbu ke klicovym
sloviim. Sloupce t; = [d1j, ..., dm,j] reprezentuji vybrana klicova slova a jejich vyskyt v
dokumentech?.
Zavislost mezi jednotlivymi fadky (resp. sloupci) miZeme popsat pomoci korelace,
tedy
by = didy (resp. ¢ = tyth).

V maticovém zépisu vyjadfime vztah mezi viemi fadky jako DDT a mezi vemi sloupci
jako DT D. Z ptedchozi ¢asti vime, Ze SVD existuje pro kazdou matici, tedy i pro matice
vyskyth

D = Uxv7T,
DDt = Ux?UT,
DD = vy?vT,

Vztah téchto rovnic a LSI 1ze najit v [32]. Vazbu mezi timto rozkladem a dokumenty si
ukdZeme v nésledujici rovnosti

tj tj
! !
di1 .. din Uil ... Uln o1 v1,1 Vi,n
ar - = el
dm,l dm,n Um,1 ce. Umyn Om Um,1 Um,n
D U b 1%

Vektor d! ukazuje, Ze z celé matice U ptispiva do ptivodniho vektoru dokumentu d7
pouze i-ty fadek. Pro vektor klicovych slov t; je situace podobnd, jedna se vsak o j-ty
sloupec matice V, oznaéme jej ;. Je zfejmé, Ze se nejednd o singuldrni vektory, ale o
vektory z4vislé na nich.

Budeme-li chtit zjistit podobnost vektort #; a %, (resp. d;T a d;r) v prostoru genero-
vaném singuldrnim rozkladem, vypocitdme mezi nimi tihel (5). Pfirozené, je-li thel maly,
je maly i rozdil v informaci nesené témito daty.

~

tij> (5)

1£51 I

2Vektory jsou zapsany do fadku kvtili uspofe mista. Vektory bez transpozice jsou mysleny sloupcové.

6 = arccos <




Vime tedy jakym zptisobem zjistit podobnost dvou vektort ve vypocteném vekto-
rovém prostoru tvofeném bazi U (resp. V). Otazkou je, jak porovnat vektor ¢4, ktery
pfedstavuje ,mini dokument” pro nalezeni. Je zfejmé, Ze nejdiive jej budeme muset
promitnout do prostoru s bazi V. Toto Ize provést ortogonalni projekci (7) a pomoci (5)
lze nalézt podobny dokument v bazi V.

g = USdy, (6)
di = Y 'UTq. 7)

Budeme-li hledat vektor ¢; obsahujici kli¢ova slova, plati analogicky vztah

o = ¢'zvt, (8)
(jtT = thVE_la (9)
g = W, (10)

VysSe uvedené vztahy jsou ovSem vypocetné ndrocné a jejich pfimé pouziti by vedlo k
nemalym finanénim nédrokéim na hardware. Z toho dtvodu se pfi praktické implementaci
vyuziva aproximace matice pomoci definice 2.1. Vztahy (6) a (7) pfejdou na

@ = UrXida, (11)
(jd = E];IUEQda (12)

kde X, a Uy, jsou matice z definice 2.1.
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3 Paralelizace numerického vypoctu

V této casti se sezndmime s moZnostmi urychleni vypoctu SVD. Tohoto se pokusime
dosahnout modifikaci stavajicich algoritm@i do podoby vhodné pro feSeni na paralelnich
pocitacich. Postupné si rozebereme jednotlivé faze vypoctu, ukdzeme jakym zptisobem
se daji paralelizovat a ukdZeme jakého urychleni jsme dosdhli. Vysledné algoritmy jsou
optimalizovany pro cluster vykonnych pocitaca. Tato ¢dst do zna¢né miry cerpé z ba-
kalarské prace [1] a dale rozviji metody v ni uvedené.

3.1 Bidiagonalizace

Vétsina algoritmt pocitajicich SVD zacina redukci plné matice na matici bidiagondlni.
Timto krokem se zrychli celkovéa konvergence algoritmu a snizi celkova vypocetni ndro¢nost.
Pfipomenime, Ze bidiagondIni matice ma pouze diagondlu a superdiagonélu (resp. sub-
diagonélu).

Bidiagondlni matici mtizeme ziskat pomoci Householderova zrcadleni.

Definice 3.1 Nechf v € C", v # 0a |lv|| = 1. Pak
H=1-2vv" (13)

Matice H je matice Householderova zrcadleni a v Householderiiv vektor, ktery je defnovin vzta-
hem

v=1x+ze, (14)
kde x € C" je vektor, kterému chceme vynulovat vSechny proky az na proni a e je bazovy vektor

prislusné délky.

Véta 3.1 Pro matici H plati:

H = HY,
H' = HY
H> = I
Dtikaz. Po rozepsani vztahti dle definice 3.1 je dlikaz zfejmy. u

Matici A mGZeme zredukovat na matici B pomoci Householderovych transformaci
tak, aby platilo
B = H,AH,, (15)

kde H; je levd Householderova transformace a H, je prava Householderova transfor-
mace. Pro tyto matice plati

H = [[H.i=135,...
i

H. = [[Hii=24,6,...
)
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Postup bidiagonalizace nejlépe ilustrujeme na pfikladu 3.1. Algoritmus implementovany
pro Matlab je na vypisu 1.

Piklad 3.1 ;
Transformace H; = I — 2 - Ji vytvéreji z A € R™*" bidiagonalu nasledovné:
Vi Vi y ] g

r T T T X r T x k%
* r T T T r T T X
H{A= *x xr T x x |, H{AH; = r z = x |,
x T T T X r x x x
L*x = x x x J L rx T T x |
[ « 1 fr « b
r T T T x ok %
H3H1AH2 = * x xT x s H3H1AH2H4 = x xT x s
*x T T T r T
L * xr x x | L x x x ]
o« « 1 o« « b
r x r x
HsHsH1AHoHy = r x x |, HsHsH1AHxH4Hg = x T % ,
* T T T T
L L A L r xz |
[ « T [ « b
r x r x
H7H5H3H1AH2H4H6 = x T s B = x T s
T T T T
L * x L x |

kde symbol * reprezentuje vynulovany prvek a x pfedstavuje modifikovany prvek.
Priklad pfevzat z [1]. |

Piiklad 3.2
Ukézka bidiagonalni matice vznikla Householderovymi transformacemi:

big bi2
bao b3
B = b33 034
bya bas
b5 5
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1 % m,n dimenze matice
2 for j = 1:min(m,n)
3 % nulujeme sloupce zleva
4 X = A(j:m,j);
5 v = lxsign(x(1))xnorm(x) + x;
6 nv=norm(v);
7 P=1 —2%xvxv’;
8 A(j:m,j:n) = PxA(j:m,j:n);
9 % nulujeme radky zprava
10 if j <=n-2
11 x =A(, j+1:n)’;
12 v = lxsign(x(1))xnorm(x) + Xx;
13 nv = norm(v);
14 P =1 — 2xvxv’;
15 A(j:m,j+1:n) = A(j:m,j+1:n)«P;
16 end
17 end

Vypis 1: Bidiagonalizace

Pro velké matice je tento algoritmus diky své fadové sloZitosti O(n?) zna¢né po-
maly. Z tohoto dfivodu se jej pokusime paralelizovat®. Pro paralelni algoritmus je vzdy
problémem komunikace mezi jednotlivymi uzly. Tato generuje zpozdéni, které zpoma-
luje celkovy béh vysledného algoritmu. Z tohoto divodu se vZdy snaZime tuto komuni-
kaci minimalizovat a zrychlit tak celkovy béh programu.

Prohlédnéme si nyni algoritmus 1 z pohledu paralelizace. Neni téZké si povSimnout,
Ze ndsobeni matic na faddcich 8 a 15 bude vyZadovat zna¢né mnoZzstvi komunikace napti¢
vsemi uzly*. Tato komunikace by vyslednou implementaci znaéné brzdila, proto je nutné
ji omezit. Tohoto lze docilit pomoci pfeusporadani operaci a spravného rozloZeni matice
mezi uzly.

*Veskery kod v této préci je paralelizovan pro potitace s distibuovanou paméti. Z tohoto hlediska je
pfedpoklddana zakladni znalost paralelniho programovani.
“Matice bude rozdélena mezi jednotlivé uzly, které spolu budou muset komunikovat.
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1 % vstupuje plna matice A,

2 % vystup je horni trojuhelnikova matice v A
3 % a doini trojuhelnikova matice s koefienty L
4 for k =1:(n—1)

5 % vypocet koeficientu

6 for i = (k+1):n

7 L(i,k) = A(i,k)/A(k,k)

8 end

9 % eliminace radku

10 for j = (k+1):n

11 for i = (k+1):n
12 A(i,j) =A@,j) — L(i,k)*A(k,])

13 end

14 end
15 end

Vypis 2: Gaussova eliminace

Jako pomticka ndm poslouzi kéd pro trojihelnikovy rozklad matice’, jehoZ matla-
bovska implementace je na vypisu 2. Neni tézké si vSimnout, Ze oba algoritmy, jak bidia-
gonalizace tak trojihelnikovy rozklad, maji stejnou myslenku. Zkusme ji tedy podrobnéji

popsat.

Algorithm 1 Bidiagonalizace

1: fori = 1tomin(m,n) do
2: provddi se nulovini sloupci

o= —Sign(@ii)\/ D ke aii

V; = [OOa”aml]T — ey
B = UZ-TW
if 3 = 0 then
continue to next ¢
end if
for j = iton do
10: v =vla;
11: a; = a; — (2v/B)v;
12: end for
13: ifi < (n —2) then

> vypocet koeficientti

> eliminace
> nasobi se j-ty sloupec A
> nuluje se j-ty sloupec A

14: provddi se nulovini ¥adku, operace jsou zcela symetrické k nulovini sloupcii
15: end if
16: end for

Oba algoritmy eliminuji prvky pod diagonalou. Rozdil mezi nimi je v tom, Ze trojahel-
nikovy rozklad pouZiva fddkové operace a bidiagonalizace pouziva ortogondlni trans-
formace pro postoupnou eliminaci sloupcti. Pfi bliz§im zkoumadni pak zjistime, Ze lze

>Trojuhelnikovy rozklad je definovan pozdéji v textu na strané 24 pfipadné v [3].
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Obréazek 3: RozloZeni matice.
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Obrézek 4: Typy déleni fine-grain : (a) po blocich (b) po fadcich, (c) po sloupcich.

nésobeni ortogondlni matici chapat jako ,fddkovou operaci”. Algoritmus rozdélime na
dvé faze. Prvni bude vypocet Householderova vektoru, ktery budeme brat jako vypocet
elimina¢nich koeficenti. Druhd bude samotnd eliminace sloupcti pomoci ortogonalni
matice sestavené z vypoctenych koeficient(i. Na pseudokédu 3.1 je vidét, jakym zptisobem
se tyto ipravy provedou a neni obtizné uvédomit si, Ze je 1ze vyuZzit ve prospéch parale-
lizace.

Pro efektivni paralelni algoritmus je dtileZité dobie rozdélit data na jednotlivé uzly.
Na obrazku 3 je rozdéleni typu fine-grain. Toto rozdéleni pfedpoklddd segmentaci na
rovnomérné bloky rozloZené na jednotlivé uzly. Zbyva rozhodnout, jakym zptisobem
data rozdélime. Existuji tfi moZnosti, pficemz vSechny jsou na obrazku 4. S ohledem na
implementaci a ndro¢nost na komunikaci byla v této praci zvolena distribuce po fadcich.

PopiSme si nyni paralelni verzi algoritmu 3.1. Je patrné, Ze algoritmus 3.1 je velmi po-
dobny své sekven¢ni verzi. Navic byly pfidany tfi globdlni komunikace pro vyménu ne-
zbytnych dat. Podivejme se nyni na efektivnost této paralelni verze a na pfipadna urych-
leni.
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Algorithm 2 Bidiagonalizace

1. for k = 1 to min(m,n) do

2: gatherAll(lokalni kousky sloupcii) — a > sesbirani kousk vektort
3: a— v > sestaveni Householderova vektoru
4: beta = v'v
5: for all j € mycolumns do
6: v = vla; > ndsobi se j-ty sloupec A, ale pro lokalni kousek
7: end for
8: reduceAll(y;) — v; > secteni vSech v vysledek na kazdy proces
9: for j = ktondo > eliminace
10: a; = a; — (2v;/08)vx > nuluje se j-ty sloupec A
11 end for
12: ifi < (n —2) then
13: broadcast(a) > rozeslani aktudlniho fadku
14: provddi se nulovini ¥adku, operace jsou zcela symetrické k nulovint sloupcii
15: end if
16: end for

4 Soubor na HDD N e Proces 1 ™
[a b ¢ d | ’—' ? b (l;( (i'j
e f g h modulo pocet \ L J ] /
procesl
ij ko (" Proces2 )
m n O p e f g h

Obrazek 5: Distribuce fddkii mezi procesy.
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Pocet procesti | Cas béhu (s) | Urychleni (%)

1 1365.3 0
2 1260.16 7
4 662.580 51.5
8 362.485 73.5
16 194.356 85.8
32 113.694 91.7
64 89.4507 93.4

128 128.537 90.6

Tabulka 1: Doba béhu algoritmu pro réizné poéty procesort (tloha béZela na matici 4096 x
4096).

Algoritmus 3.1 pracuje s fddkovou distribuci dat a tedy je lehké si povSimnout, Ze
pro sekvenc¢ni rozdéleni fadk (viz obrdzek 5) bude vykon na jednotlivé procesy rozlozen
nerovnomérné. Z tohoto diivodu rozloZime fadky cyklickym zptisobem, jak je naznaceno
na obrdzku 5. Timto docilime rovhomérného rozloZeni zatéZze mezi ztastnéné procesy.
Na obréazku 6 je diagram béhu algoritmu pro 4 procesy s vyznacenou komunikaci.

Zbyva ukézat, jakd je vypocetni sloZitost paralelni verze oproti sekven¢ni verzi. Sek-
venéni verze algoritmu ma fadovou slozitost O(n?), pficemz pocet nasobeni pfi vypoctu
Householderova vektoru je ptiblizné 2 - n? a pocet operaci ndsobeni a s¢itani pti eli-
minaé¢ni fazi je p¥iblizné 4 - n3. Paralelni verze algoritmu méa celkovou ¢asovou naro¢nost

3 2
Ty = tom— + 2tgn + ty—,
3p VD

kde t., ts a t,, jsou postupné ¢asy pro vypocet, odeslani a ¢ekdni na zpravu. n je dimenze
matice a p je pocet procesul.

(16)

t. 6ty 3
E — 142w 17
(n,p) +tcn2 + to Vb 17)

3.2 Vypocet singularnich cisel

Mame-li k dispozici bidiagonalni matici mtiZeme pfistoupit k vypoctu singularnich ¢isel
ptavodni matice A.

Véta 3.2 Nechf bidiagondlni matice B vznikla ortogondlni transformaci z matice A, tj. B =

7 w2

QAQT. Pak matice B md stejnd singuldrni ¢isla jako matice A.

Dikaz. Z véty 2.2 vime, Ze existuje singularni rozklad A = UsX 4V, A € C™*" a roz-
klad B = UBZBVé{, B € C™",r = min(m,n). Déle plati B = QUAQ{}’, kde Qu a Qv jsou
unitarni. Pro A# A € ¢m>m, plati

AT A = QI B Qu)(QI BQv) = QBT BQy, (18)
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20 40 0 &in] 100

Obrazek 7: Graf paralelni $kdlovatelnosti paralelni bidiagonalizace.
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nasli jsme tedy zobrazeni transformujici matici A A na matici B¥ B. P¥ipometime, Ze
matice X a Y, pro které plati

X=Q7'YQ,

se nazyvaji podobné a je o nich zndmo, Ze majf stejna vlastni ¢isla. Z (18) plati BB =
Qu A AQ{} a protoZe Qv je unitarni plati Q(/l = Q{f, z toho vyplyva, Zze matice A7 A
a BB jsou podobné a tudiZ maiji stejnd vlastni &isla. Zbyva dokéazat souvislost mezi
vlastnimi a singularnimi &isly. Tato je pfimym dtisledkem vztahu

AT A = (U VINE(US AV = VS B UR U8,V = VASES ) VE = VA,V
Analogicky plati pro B
BHEB = (UpSpVE)YH(UpSpVE) = VS RBUH Uy pVE = VS gVE = VpApVEL.
Z poznatku prvni ¢asti dtikazu vyplyva
Ap=Ap=3X4=3%5.

c.b.d. -

s ¥z

Diky tomuto faktu mtiZzeme nalézt singularni ¢isla matice B a zdroveri tak vypocist
singuldrni ¢isla matice A. Budeme se tedy snazit redukovat B do diagondlni formy. V
této praci byla zvolena diagonalizace pomoci implicitniho QR bez posunu spektra.

3.2.1 Implicitni QR

Tato metoda umoznuje aplikovat ortogonélni transformace pfimo na matici B bez nut-
nosti sestavovat kompletni QR viz. [1]. Mé&me singularni rozklad matice B = USV .
ProtoZe matice U a V' jsou unitarni, miizeme provést zpétnou transformaci

»=UHBV. (19)

Diky tomuto mtizeme pouZit podobnou metodu jako u bidiagonalizace. Rozdil ovsem je
v druhu transformace, Householderovo zrcadleni nahradime Givensovou rotaci. Given-
sova rotace je rovinnd transformace, ktera provadi otoc¢eni kolem jedné z hlavnich os. Pro
dvojrozmérny piipad je Givensova rotace definovdna ndsledovné.

Definice 3.2 Nechf ¢ je tihel, o ktery chceme rotovat vektor x € ©? kolem pocitku soutadné
soustavy. Pak matici

_ | cos(p) sin(p)
G(*‘”‘[—sm(w 003(90)}’ 20)

nazyvdame Givensovou matici rovinné rotace.

Prvky matice G(yp) miiZzeme explicitné vyjadfit. Pro implicitni QR poZadujeme, aby

platila rovnost
C S a o T
-5 ¢ b| |0
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musi platit podminky —sa + ¢b = 0, ¢ + s* = 1. Z tohoto pak p¥imo vyjadiime
a

c= Tr = (21)
b

Obecna matice Givensovy rotace, kterd nuluje prvek vektoru na pozici j pomoci hod-
noty prvku na pozici 7, i < j, vypada nasledovné

1

[cos(@)]ii -+ [sin(p)]i;
Gij (p) = : : : (23)
[—sin(p)]ji .. [cos(¢)lj,

1

Budeme tedy chtit pomoci (23) postupné vynulovat vSechny prvky mimo hlavni di-
agondlu matice B jak je naznaleno na nasledujici ilustraci, kde G; = Gia(p1), G2 =
Gi2(p2), G3 = Gaa(p3), G4 = Ga3(pa), G5 = G34(ps) a G = G3a(s)-

z 0 r x —+
BGy = + z x 7 GoBGy = 0 =z =« ’
T x T T
. '1: - L "E -
[z 2 O i [z =z i
- r T . r T —+
G9BG1G3 = I G4G9BG1G3 = 0+ =z |
L T i T |
[z i T T i
z x 0 T x
G4GoBG1G3Gs = x| GeG4GoBG1G3Gs = R
i + T | 0 =

(24)
Zbyva tedy rozhodnout o tthlu ¢; tak, aby vnesl nulu do prvni rotace G12(¢1), tohoto
docilime volbou
(BTB)12
02— (BTB)y;’
kde o je nejmensi vlastni ¢islo submatice o rozmérech 2 x 2, umisténé na konci matice
BT B (,Wilkinsonovo posunuti”).
Jak bylo feceno vyse, v této praci byl zvolen nulovy posun spektra, vypustime tedy o
ze vztahu (25) a dostaneme

tan o = (25)

—b12
bi1

tan o1 =
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Potom aplikace prvni rotace na ptivodni matici B vypada ndsledovné
1
bgll; 0
BWY = BG, = bél byy b3

b33 b34
baa

)

kde horni index u B oznacuje, Ze na ni byla aplikovdna matice G;. Porovndme-li tento
vysledek s prvni rotaci pfi posunu spektra, vidime, Ze se na superdiagondle objevila nula
navic. Tato nula pak prochazi celym procesem a je kli¢cem k jeho efektivité. Po aplikaci G

vypadd B takto
ng) p(2) b%)

1 big
2 L
B® =BG, = | O b%) by
b3z b3
baa

Je dobré si uvédomit, Ze

by 05 | [ sineaty) sin(pa)bas
by by | [ cos(ea)bly) cos(ea)bm |
protoZe tato matice md fddkovou hodnost rovnu 1, pfendsobeni matici 3 zprava proto

vynuluje nejen prvek (1, 3), ale i prvek (2, 3)

@
B® =G,BGiGs=| O P O
byg b3z b3

Pfi porovndni s druhou rotaci z (24), zjistime, Ze na superdiagonale je jedna nula navic.
Pfi rotaci G4 se opakuje stejnd situace jako pfi rotaci G2. Implementace pro Matlab je na
vypisu 3.
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1 % B —> bidiagonalni matice

2 % s <— singularni cisla matice B

3 while norm(e,’inf’) >= tolxref

4 % aplikace algoritmy "QR step”

5 cs=1; sn=0;

6 oldcs = 1; oldsn = 1;

7 fori =1:n-1

8 % givensova rotace zprava

9 ta =s(i) * cs;

10 [cs, sn, r] =givens( s(i) = cs, e(i) );
11 if i =1

12 e(i—1) =oldsn x r;

13 end

14 % givensova rotace zleva

15 ta = oldcs « r; tb =s(i+1) * sn;
16 [oldcs, oldsn, s(i)] = givens( oldcs * r, s(i+1) % sn);
17 end

18 h =s(n) = cs;

19 e(n—1) = h * oldsn;

20 s(n) = h x oldcs;

21 end

Vypis 3: Implicitni QR s nulovym posunem spektra

Pro spravnou funkénost algoritmu 3 je tfeba zvolit konvergenéni kritéria, kterd urychli
samotny proces nulovani mimodiagonalnich prvki. Zdkladni myslenka je vynulovat
vSechny dostatecné malé prvky. Zbyvéa tedy rozhodnout, co jsou dostate¢né malé prvky,
které mtizeme zanedbat a které ne. Tohoto bylo dosaZeno volbou nasledujicich podminek

Si+siy1+e = si+siy1, t=12,....n (26)
eit+er1+s; = e+ev1, 1=1,2,....n—1 (27)

kde s;, Vi (resp.e;, Vi) je diagonala (resp. superdiagonala) matice B. Je-li splnéna podminka
(26), mizeme prohlésit prvek e; za dostate¢né blizky epsilon® a tedy jej vynulovat. Podminka
(27) funguje stejné, ale slouZzi pro kontrolu s;.

3.2.2 Paralelizace impicitniho QR

Nyni, kdyZ zndme implicitni QR mtZeme diskutovat moZnosti jeho paralelizace. Diago-
nalizace pomoci QR je velmi obtiZné paralelizovatelnd tloha, protoZe neni mozné zvo-
lit takovou dekompozici dat, kterda by minimalizovala komunikaci. Pro ndzornost si na
obrazku 8 ilustrujeme mnozZstvi potfebné komunikace. Na obrazku je ukdzano rozdéleni
na bloky. KaZzdy proces dostane ¢4st matice, na které bude provadét diagonalizaci. Jak je
vidét, kazdy proces potfebuje pro svou praci vysledek pfedchoziho procesu. Stejné tak
potiebuje pro posledni krok Givensovy rotace data z nésledujiciho procesu. Je zfejmé, Ze
pomoci paralelizace by k urychleni nedoslo, proto se paralelizaci implicitniho QR nebu-
deme zabyvat.

®epsilon - potitatova nula, tedy nejmensi mozné &islo, které je potitat schopny rozligit.



23

—— komunikace e - superdigonala

—— Givensonova rotace s - diagonala

P B B

{ Al Al Al A Al A

S \._/ \v \\_// \v/ \\//
F

Obrazek 8: Komunikaci pfi paralelnim QR algoritmu.

3.3 Vypocet singularnich vektort

Pouze znalost singuladrnich ¢isel neni dostate¢na. Pro nékteré aplikace potitebujeme znét
jak singuldrni ¢isla, tak singuldrni vektory. UkaZzme nyni metodu, jak vypocitat vSechny
singularni vektory, zndme-li vS8echna singuldrni ¢isla. Abychom mohli nésledujici vétu
dokézat, musime Fict, co je spektrdlni rozklad matice.

Véta 3.3 Nechf A € C™*" je symetrickd matice. Pak existuji pravé jedna unitirni matice U €
C™*" a pravé jedna diagondlni matice A € R™*" tak, Ze plati

A=UAU". (28)
Plati A = diag(A1, ..., ) kde N\i,i = 1,...,n jsou vlastni ¢isla matice A. Navic plati
AU = \NUf proi=1,...,n,
kde U je i-ty adek matice U.
Diuikaz. Dtikaz 1ze najit v [3]. [
Véta 3.4 Nechf Ty € C™™ (resp. Ty € C™*") je komplexni t¥idiagondlni matice pro kterou
plati Ty = BB (resp. Ty = BYB). B € C™ " je bidiagondlni matice ziskand jako B =

U AVp, kde A € C™*" a Ug € C™*™, Vg € C™*" jsou unitdrni matice. Dile af A = X2 €
R"™ jsou vlastni ¢isla matice T. Pak pro singuldrni vektory u;,v;, © = 1...n, matice B plati

(Ty — I\)u; = 0, (29)
(TV — I)\i)vi 0, (30)

kdei=1...n.

Dikaz. Vétu dokazeme pro (T —I\;)u; = 0, pro druhy pfipad je diikaz zcela analogicky.
Na zékladé véty 2.2 vime, Ze existuje singularni rozklad B = UpX 5V} a podle véty 3.3
existuje spektralni rozklad Ty; = UpArUH . Matice Ty je definovana jako

Ty = BB = (UpxpVE)(UpEpVEN T = UpSpVE VpXBUH = UpspxBUl = UgApUE.
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Plati tedy
Ty = UpArUH = UgAgUE.

Dle véty 3.3 exituje praveé jediny spektrdlni rozklad, musi tedy platit také rovnost Uy = Upg.
cb.d. [

Diky vété 3.4 miiZeme spocitat pravé i levé singularni vektory. Problém ovSem nastava
pfi pocitacové implementaci, pti které nikdy nedosdhneme pfesné nuly. Jinymi slovy
soustava rovnic (29) (resp. (30)) je v pfesné aritmetice singularni, ale z dtivodu zaokrouh-
lovaci chyby na pocitaci se tato soustava mtiZe stat nesinguldrni, dtisledkem ¢ehoZ nebu-
dou vysledné vektory ortogonalni.

Z tohoto faktu vyplyva, Ze pro pocitacovou implementaci musime vymyslet zptisob,

ktery bude numericky stabilngjsi.
K tomu ndm poslouzi tzv. LU rozklad.

Véta 3.5 Nechf A € C™"*" je requldrni. Pak existuje dolni trojithelnikovd matice L, horni trojithelnikovd
matice U a permutacni matice P tak, Ze plati

AP = LU. 31)
Dtikaz. Dtikaz 1ze najit v [2]. [
Pi¥iklad 3.3
LU rozklad matice A € R3*3 je
ail a2 ais 1 0 O] [unn w2 ui3
a1 az azs| = |lo1 1 O 0 wox w3
az| azz ass 31 I32 1 0 0 a3

O LU rozkladu je obecné zndmo, Ze jej 1ze ziskat jak pro matice reguldrni tak pro
matice singuldrni. Otdzkou zlstdva jednoznacnost. Ukazuje se, Ze pokud budeme volit
LU faktorizaci jako na pfikladu 3.3, bude existovat pouze jeden unikatni rozklad matice
A. Podrobné vysvétleni a diikaz 1ze najit tfeba v [3].

Budeme-li znat LU rozklad matice A reprezentujici soustavu rovnic (32), miiZzeme po-
moci tohoto rozkladu danou soustavu efektivné vyfesit. Tomuto procesu se fikd dopfedna
a zpétnd substituce a provadi se takto

Az = b, (32)
(LU)z = b,— L(Uz) =0, (33)
Ly = bUx=y. (34)

Matici soustavy rozloZime na soucin matic L a U a pifeusporaddame potadi ndsobeni
jak je vidét na rovnici (33). Nyni mtGZeme Ux nahradit y a vyfesit soustavu Ly = b
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(dopfedna substituce). Vypoctené y pak dosadime do rovnice Uz = y (zpétnd substi-
tuce) — viz rovnice (34). Timto jsme tedy ziskali feSeni = ptivodni soustavy (32). Blizsi
vysvétleni 1ze najit v [3].

Vzpomerime, Ze matice soustavy (29) (resp. (30)) je singularni a tfidiagondlni. O LU
vime, Ze ho Ize najit i pro tyto matice. Popisme tedy jakym zptlisobem lze tento rozklad
vypocitat a vyuzit k stabilizaci a feSeni téchto soustav.

Nalézt LU dekompozici tfidiagondlni matice je vypocetné jednoduchy proces. Staci si
uvédomit, jakym zptisobem funguje algoritmus na vypisu 2 a vyuzit struktury tfidiagonalni
matice, jejiz LU rozklad je naznacen na rovnici (35).

Tiy Tia O 0 1 0 0 0] [Uw Uis 0 0
Tip Top Toz 0 | _ |L2g 1 0 0 0 Uz2 Uz O (35)
0 Tos T33 T34 0 L3 1 O 0 0 Ussz Usy
0 0 T374 T474 0 0 Lys 1 0 0 0 U4,4

)

Je vidét, Ze dekompozice zachovava strukturu a tudiz vysledkem je horni a dolni
bidiagonala. Faktorizace tfidiagonalni matice je ,algoritmicky levna zalezitost”, protoze
nemusime pocitat prvky pod subdiagonalou a nad superdiagondlou. Tyto prvky jsou nu-
lové a diky zachovani struktury nulové ziistanou. MiZzeme je tedy pfi vypoctu vynechat
a zmensit tak potfebny pocet operaci.

Ztstava tedy problém se singularitou v matici soustavy. Existence LU pro singuldrni
matice je diskutovédna v [7]. Zde si kvili stru¢nosti pouze ukdZeme praktické feSeni a
implementaci.

Singularita v matici 7" se p¥i faktorizaci projevi na diagondle matice U jako ¢islo blizké
e. V takovém piipadé feSime rovnici

te =1,
pro parametry ¢t € R ar € R, ktery zvolime roven 1. Tim docilime eliminace problema-

tického fadku z matice a umoznime dokonéeni rozkladu.
Vysledny algoritmus je na vypisu 4. Ten uz nema slozitost O(n?), ale pouze O(n).

1 for k = 1:(n—-1)

2 if T(k,k) < eps

3 T(k,k) =1

4 end

5 % vypocet koeficientu

6 T(k+1,k) = T(k,k+1)/T(k,k)

7 % eliminace radku

8 T(k+1,k+1) = T(k+1,k+1) — L(k+1,k)*T(k,k+1)
9 end

Vypis 4: LU rozklad tfidiagonalni matice

ProtoZe tento algoritmus potfebuje na vstupu tfidiagondlni matici a nevypocita po-
sunuti spektra, budeme jej ddle modifikovat.

Pro ndzornost rozepiSeme do maticové podoby soustavy rovnic (29) a (30). Z nichz
snadno vysledujeme pravidla, podle nichz jsou tyto matice vytvofeny.
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P¥iklad 3.4
Matice soustavy rovnic (29).

b%,1 =i bi,1-b12

bi,1-bi2 (b%g + biz) Y b - ba 3
bao-bas (b§73 + b%13) -\ b33 b3 (36)
b33 - b3a (b4 +Db34) — A baa-bas
baa-bas (B35 +bis) — N
Matice soustavy rovnic (30).
(071 +b75) — N bi,2 - b2 2
bi,2 - b2 (b35+Db33) — A b3 - b33
b2,3 . b373 (b§,3 + b§74) -\ b3,4 . b474 (37)
b3,4 - by (b34+bis) —Ai Dbas-bss
bys - bs5 b2s5— i

Pfi bliz§im zkoumdni téchto matic si Ize povSimnout, Ze jejich diagondlni a mimo-
diagondlni prvky lze vyjadrit pfedpisem. Diky tomuto poznatku miiZeme upravit algo-
ritmus 4 tak, Ze nebude potiebovat na vstupu tfidiagondlni matici a zaroven vypocita
posunuti spektra.

Vztahy, které plati pro diagonélni prvky jsou v nasledujicich rovnicich.

T, = b -\ (38)
U 2 2 .

Tpy = bjj+bj ;- j=23,...,n (39)
1% 2 2 .

Ti; = bjj+bja—X, j=12...,n-1 (40)

Ty, = bZ,—\ (41)

Superdiagonéla a subdiagondla jsou stejné. Pro algoritmus tedy staci vyjadrit superdia-
gonélu.
le,]jﬂ = by bjjs1, J=1L2,...,n (42)

T/ = bjjri-bipige, j=12,....n (43)

Dosadime-li pfedchozi rovnice do algoritmu 4, dostaneme algoritmus 5. Vysledkem
jsou LU rozklady matic (36) a (37), ze kterych déle pomoci zpétné a dopiedné substituce
ziskame feSeni soustav (29) a (30), tedy prislusné singularni vektory.
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Up(1,1)
Up(1,2)

1) =a(1)2+b(1)2 —s;
2)

a(2)+b(1);

for k = 1:(n—2)
if abs(Up(k )) < myEps
9 Up(k,k) = 1
10 end
11 if abs(Um(k,k)) < myEps
12 Um(k,k) = 1.0;
13 end
14 Lp(k+1,k) = (a(k)*b(k))/Up(k,k);
15 Lm(k+1,k) = (a(k+1)*b(k))/Um(k,k);

Um(1
Um(1

OO T WN =

17 Up(k+1,k+1) = (a(k+1)2 + b(k)'2 — s) — Lp(k+1,k)Up(k,k+1);
18 Um(k+1,k+1) = (a(k+1)2 + b(k+1)2 — s) — Lm(k+1,k)xUm(k,k+1);

20 Up(k+1,k+2) = a(k+1)*b(k+1);
21 Um(k+1,k+2) = a(k+2)+b(k+1);
22 end

24 if abs(Up(n—1,n—1)) < myEps
25 Up(n,n) = 1.0;

26 end

27 if abs(Um(n—1,n—1)) < myEps
28 Um(n,n) = 1.0;

29 end

30

31 Lp(n,n—1) = (a(n—1)*b(n—1))/Up(n—1,n—1);
32 Lm(n,n—1) = (a(n)xb(n—1))/Um(n—1,n—1);

n
33 Up(n,n) = (a(n)"2 + b(n—1)"2 — s) — Lp(n,n—1)xUp(n—1,n);
34 Um(n,n) =(a(n)’2 —s) — Lm(n,n—1)«*Um(n—1,n);

36 if abs(Up(n,n)) < myEps
37 Up(n,n) = 1.0;

38 end

39 if abs(Um(n,n)) < myEps
40 Um(n,n) = 1.0;

41 end

Vypis 5: LU s posunutim spektra na bidiagonalni matici

3.3.1 Paralelizace vypoctu singularnich vektoru

Postup uvedeny v piedchozi ¢ésti patii mezi dobfe paralelizovatelné tlohy. To znamen4,
Ze pro vypocet nepotfebuje kromé inicializace Zzddnou komunikaci nap¥i¢ procesy, a tudiz
je dobfe skalovatelny. Paralelni verze algoritmu je nejlépe ilustrovédna na obrazku 9.
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B : bidiagonalni matice

s : singularni Cisla

n-singularnich Cisel

Kazdy proces dostane
stejny pocet singularnich Cisel
a celou matici B

Rozdéleni
na procesy

Vypocet
singularnich vektoru

Vypocet
singularnich vektort

Vypocet
singularnich vektort

Vypocet
singularnich vektoru

Obrazek 9: Distribuce a paralelni vypocet levych a pravych singularnich vektort.

Jak obrézek 9 naznacuje, kazdy tcastnici se proces dostane svoji ¢ast singuldrnich
¢isel, pro kterd vypocitd pfislusné singularni vektory. ProtoZe paralelni algoritmus je
prakticky totozny s algoritmem popsanym dfive, nebudeme jej zde uvadét.

Rédovd sloZitost sekvenéni verze algoritmu je O(n?), potet operaci je p¥iblizne 6 - n?.
Paralelni verze mé fadovou slozitost O(”Tf), kde p je pocet procest. P¥i tloze vypoctu
singuldrnich vektorti bidiagonalni matice o dimenzi 5000 x 5000 dokoncil sekvencni al-
goritmus vypocet za 10.83 sekund. Paralelni verze na 8 procesorech vysledek vypocetla
prakticky okamzité.
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4 Zpracovani biometrickych dat

V této casti ukdZeme, jakym zpuisobem aplikovat SVD na obrazova biometricka data,
konkrétné duhovky. ProtoZe neni cilem této prace vytvorit funkéni databazi duhovek,
ale pouze aparat pro nalezeni shody, nebudeme fesit konkrétni implementaci.

Cely proces analyzy a porovndni bude sestdvat ze ti'i krokti. Lokalizace duhovky, kdy
najdeme v daném snimku oblast, kterd nds zajima a transformujeme ji do normalizo-
vaného formétu. Pfedzpracovéni bude druhy krok a bude slouZit jak pro filtrovani Sumu
a pfebyte¢nych informaci, tak jako druhy stuperi normalizace dat. Posledni ¢asti bude
sestaveni matice vyskytu, se kterou jsme se seznamili v kapitole 2.2 a aplikace SVD na
nalezeni podobnosti mezi jednotlivymi duhovkami.

Na obrazku 10 jsou vybrany 4 duhovky ze série vyuZité v této praci.

Obrézek 10: Ukdzka nasnimanych duhovek

4.1 Lokalizace duhovky

Lokalizace duhovky tvofi nejvice problematickou ¢ast celého procesu. Toto je dano fak-
tem, Ze duhovka nema na snimcich pevny rozmér ani polohu. Velky problém také predsta-
vuje riznd drover jasu, kterd ztézuje korektni detekci hran’.

"Hrana je oznaceni ostré zmény jasové funkce obrazu.
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Jak jiz bylo naznaceno, prvnim krokem lokalizace je detekce hran. Hrany se detekuji
pomoci konvoluc¢nich operatorti jako je tfeba Prewitttiv operator

1 1 1 -1 -1
G.=|-10 1|, G,=0 0 o0
-1 0 1 1 1 1

Podrobné vysvétleni jak funguje detekce hran 1ze najit v [15] nebo v [17]. V této praci
byl zvolen, vzhledem k povaze dat, Cannyho detektor hran, ktery lze najit v [15]. Na
obrdzku 11 jsou nalezené hrany v duhovkéach.

Obrézek 11: Nalezené hrany v duhovkach z obrazku 10

Druhym krokem je detekovani kruZnic v obraze a jejich vyfiltrovani tak, Ze zlistanou
pouze hranice duhovek. Toto je ilustrovdno na obrdzku 12, kde jsou ukdzéany jiz nalezené
hranice duhovek.

Poté, co jsme nalezli hranice duhovky, je tieba provést preprocessing a normalizaci.
Tento krok je dilezity, protoze kazdd duhovka ma zpravidla jinou velikost. Proto byla
zvolena pruzna polédrni transformace, ktera je ilustrovdna na obrazku 13. Duhovky jsou
v kartézskych soufadnicich a my je pfepocitime do polarnich takovym zptisobem, Ze
pevné stanovime rozmér obrazku v polarnich soufadnicich a tento bude slouZit jako ome-
zujici faktor poldrni transformace. Tato transformace se také nazyva model gumového
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Obrazek 12: Vnitni a vnéjsi okraje duhovek (pouze ilustra¢ni obrazky).

pésu, a to proto, Ze vezmeme-li gumovy pds spojeny tak, Ze tvofi kruh a rozstfihneme
jej, mtZeme ho natdhnout do poZzadovanych rozmért tplné stejné jako to déla pruzna
polarni transformace.

Y A90°
120°
;
150, 30° 5
) /x a r2 |
180°| | | /& 0
( \\/H 4 L X
A 7
210°
330°
240° 0° 60" 120" 180° 240°_ 300° «
300° 30°  90° 150" 210 270° 330
270°

Obrazek 13: Prevedenti kartézskych soutfadnic do polarnich soufadnic

Na obrazku 14 je ukazka transformovanych duhovek piipravenych k dalsi fazi pro-
cesu.

4.2 Waveletovy filtr

Pro pfesnéjsi porovndvani je tfeba provést filtrovani ,rozbalené” duhovky. Filtrem od-
stranime prebytecny Sum a vytvorime otisku podobnou matrici duhovky, kterou mtizeme
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Obrézek 14: Transformované duhovky.

porovnavat vici databazi. Rozsahly tvod do problematiky filtrti, waveletovych bank a
waveletové transformace lze najit tfeba v [13], [14] nebo v [16].

V této préci byl zvolen, pro své dobré vlastnosti p¥i zpracovani obrazovych dat, Ga-
bortiv wavelet. Jedna se vlastné o okenni Fourierovu transformaci se specidlné zvolenym
jadrem, které umoznuje skdlovatelnost frekvenci i rozméru. Toto jaddro je popsdno v na-
sledujicim vztahu,

N2 2
1 . G w20) (¥—y0)

G(z,y) = 3o e - 52 ei(&oz-ﬁ-voy)’ (44)

kde (z0, yo) je pocatek soustavy, (o, vo) jsou optimdlni prostorové frekvence filtru ve frek-
venéni doméné, o a (3 jsou vychylky eliptického Gausidnu podle z a y. Z (44) je vidét, Ze
2D Gabortiv filtr je vysledkem soucinu eliptického Gausidnu a rovinné vlny na kom-
plexni mnoZziné. Na obrazku 15 je ukazka, jak vypadd redlnd a imagindrni ¢ast Gaborova
waveletu.

Obrazek 15: Redlnd a imaginarni slozka Gaborova filtru.
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Obrazek 16: Banka Gaborovych wavelet

Otédzkou zlistava, jakym zptisobem budeme filtr aplikovat pro nejlepsi vysledek. Touto
problematikou se zabyvé fada praci pokryvajicich Siroké spektrum aplikaci, jako jsou
otisky prstil, segmentace textur, pfipadné detekce vyrazt na tvari ([20], [21], [22], [23],
[24]).

V této prdci byl volen adaptivni filtr v kombinaci s waveletovou bankou. Tedy byla
vytvofena banka (tato banka je zobrazena na obrazku 16) pro rizné tthly otoc¢eni Gabo-
rova waveletu.

Pted filtrovanim se transformovand duhovka rozdéli na jednotlivé bloky, pro které
se vypocita gradient. Tento gradient pak bude urcovat, ktery tihel Gaborova waveletu se
zvoli tak, aby rozdil byl minimélni. Pro kazdy blok duhovky se pak provede konvoluce
s waveletem

It =1%Gy, (45)

kde Iy je filtrovana ¢ast duhovky, I je vstupujici blok duhovky a G4 je Gaboriv wavelet
pro thel ¢.
Duhovky po waveletové transformaci jsou na obrazku 17.

4.3 Vyhledavani

V této casti si ukaZeme, jak sestavit matici D (pfedstavenou v kapitole 2.2) z pfipravenych
obrazku. Déle tuto matici rozloZime na singularni rozklad, ktery pouzijeme k nalezeni
shody. Tato metoda je pro obrazové data pfedstavena v [36] a [37].

Na jednotlivé duhovky budeme nahliZet jako na samostatné dokumenty, které do-
sadime jako fadky matice D. Tyto fddky pak budou tvofit bazi prostoru s referen¢nimi
duhovkami. Na obrazku 18 je ukdzano jakym zptsobem jsou tyto fddky tvofeny. Tyto
pak dosadime do matice D a vypocitdme jeji singuldrni rozklad.

Mame-li nalezeno SVD matice D a vektor s dotazem (ozna¢me jej ¢), mtZeme lehce
zjistit, jestli se tento vektor nachazi (nebo podobd vektoru) v ptivodni bazi. Cely postup
1ze tedy shrnout do tf{ krok :
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Obrazek 17: Duhovky po aplikaci Gaborova filtru.

i

Obrézek 18: Sestaveni jednoho fadku matice D z transformované duhovky.

1. Nalezneme SVD matice D: D = UXV¥H,

2. Transformujeme vektor ¢ do baze generované sloupci matice V: ¢ = ©~1U* g,

V'rT

3. Projdeme vSechny fadky matice V a porovndme s vektorem ¢: a;; = VTl

Pfirozené, pokud vektor ¢ patfi do baze, bude jeho skaldrni soucin s nékterym z fadkt
matice V' roven 1. Pokud se bude pouze podobat, bude vysledek ¢islo blizké 1.

4.3.1 Numerické experimenty

Jako testovaci dotaz jsme pouZili dvé duhovky, obé ve tfech variantdch. Originalni -
pouze transformovand duhovka, zaSuména - duhovka byla transformovéna a byl do ni
pfidan Gausstiv Sum [15] s parametry ;1 = 0 a 0 = 0.01, rozmazana - duhovka byla trans-

1 =1,...,
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formovéana a byla nasledné rozmazéna Gaussovym filtrem [15] s parametrem o = 10 a
velikost filtru byla zvolena 10. Ukazky téchto duhovek jsou na obrazcich 19 a 20.

Obrézek 19: Transformavé duhovky pro prvni testovaci dotaz.

Obrézek 20: Transformavé duhovky pro druhy testovaci dotaz.

Vysledky nalezneme v pfiloze A. Jedna se o prvnich 10 nejlepsich shod.

Z nalezenych duhovek lze vidét, Ze metoda zde uvedend nalezla ve vSech pfipadech
(aZ na jeden) na prvnim misté spravnou duhovku. Mazeme tedy usoudit, Ze postup zde
uvedeny je dobrym zdkladem robustni metody pro porovndvani duhovek.
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5 Zaver

V této praci jsem predstavil jednu z moznosti jak urychlit vypocet SVD. Zvolenou me-
todou bylo vyuziti clusteru vykonnych pocitacli, ¢imZ jsem vysledny algoritmus nejen
urychlil, ale také umoznil feSit mnohem vétsi tlohy.

Nejdiive byla ukdzana metoda, jak pievést matici A do bidiagondlni formy B pomoci
Householderovych transformaci. Tento postup se ukdzal jako rozumné paralelizovatelny
pfi vhodné zvolené dekompozici dat na vypocetni uzly. Pro implementaci zde uvedenou
byla zvolena dekompozice po fadcich, kterd umoZnila pro 64 procesii (8 vypocetnich
uzlt, kazdy s 8 procesory) patnécti ndsobné urychleni vypoctu.

Kdyz zndme bidigondlni matici B, mizeme vypocitat jeji singuldrni ¢isla. K tomu
nam poslouzi implicitni QR metoda, ktera byla pfedstavena v [1]. Tato metoda byla z
[1] pfevzata pouze se zménou konvergencnich kritérii, které se ukazaly jako vhodnéjsi
pro efektivni implementaci. ProtoZe se jedna o silné sekvencni algoritmus, jen obtizné
paralelizovatelny bez velkého pifinosu, ztlistal i v této praci vyuZit jako sekvencni kod.

Posledni fazi SVD je vypocet levych a pravych singuldrnich vektort. Pti vypoétu
singuldrnich vektorti je potfeba feSit soustavy rovnic, které jsou blizké singuldrnim ale
z pohledu pocitacové aritmetiky singuldrni nejsou. Tento problém byl vyfeSen pomoci
LU rozkladu, ktery umozZnil lokalizaci téchto singularit. Vypoc¢itany LU rozklad byl také
vyuZit pro dopfednou a zpétnou substituci. Tyto umoznili efektivné vyfesit ptivodni sou-
stavu. Z nasledné analyzy tohoto kédu vyplynulo, Ze algoritmus je perfektné paralelné
Skalovatelny. Tedy jej 1ze rozloZit na jednotlivé vypocetni uzly tak, Ze pfi vypoctu nebude
probihat zddna komunikace.

Zde piedstaveny algoritmus ukdzal dobré vysledky jak z pohledu rychlosti, tak v
oblasti pfesnosti. Pro dalsi praci se pocitd s nalezenim nové metody pro vypocet sin-
guldrnich ¢isel, kterd by umoznila p¥imou paralelizaci.

V druhé ¢ésti této diplomové prace bylo pfedstaveno latentni sémantické indexovani
(LSI), jako metoda porovnavani biometrickych dat. LSI vyuZziv4 jako hlavni néstroj praveé
SVD pro nalezeni bdze prostoru tvoreného biometrickymi daty. Pro dostupnost byly jako
biometrickd data voleny duhovky.

Pti zpracovani duhovek bylo potteba pfijit s metodou robustni viiéi rozmazdani a vici
Sumu, protoZe to jsou nejcast&jsi defekty obrazovych dat. Za timto ticelem byla navrhnuta
podle [19] waveletova transformace. Tato je aplikovana na transformovand data a vytvoii
matrici ptivodnich dat. Vysledna matrice jiz netrpi Sumem ani rozmazanim a Ize ji tedy
piimo pouZit pro vytvofeni baze prostoru.

Jak bylo zminéno, data musi byt nejdfive transformovéna, protoZe v ptivodnich snimcich
nemd duhovka vzdy stejnou pozici a rozmér. Proto byla pfedstavena metoda transfor-
mace ptvodni duhovky do duhovky ,rozbalené”. Tedy duhovky transformované z me-
zikruZi na pds. Tato metoda je zatim nédvrh, tedy se predpokladé dalsi zdokonaleni.

Pfi numerickych experimentech prokézala zde navrZzend metoda odolnost na Sum a
na rozmazani.
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A Vysledky srovnani duhovek

Vysledky porovnavani duhovek z kapitoly 4.3.1. Pro vyhleddvaci dotazy byly voleny
duhovky na obrdzku A a jejich modifikace.

(a) 001L-1,jpg (b) 004L_3.jpg

Obréazek 21: Duhovky zvolené pro dotazy.

(a) 1.0000 (b) 0.6371 () 0.6220 (d) 0.6204

(f) 0.5220 (g) 0.4836 (h) 0.4531 (i) 0.4499 () 0.4173

Obréazek 22: Vysledky porovnéni pro prvni dotaz.
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(f) 0.6164 (g) 0.6088 (h) 0.5401 (i) 0.5239

Obrazek 23: Vysledky porovnéni pro druhy dotaz.

-

(a) 0.9776 (b) 0.6419 (c) 0.6379 (d) 0.6363 (e) 0.5099

OIOIIC)
e

(f) 0.4634 (g) 0.4615 (h) 0.4612 (i) 0.4532 (j) 0.4456

Obréazek 24: Vysledky porovnéni pro tfeti dotaz.

(f) 0.3909 (g) -0.3861 (h) -0.3790 (i) 0.3652 () 0.3651

Obrézek 25: Vysledky porovnani pro ¢tvrty dotaz.
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(c) 0.4552 (d) 0.4271 (e) -0.4163

@

(f) 0.3884 (g) 0.3673 (h) -0.3662 (i) -0.3656 () -0.3471

Obrazek 26: Vysledky porovnani pro paty dotaz.

(b) 0.4521

/)

(f) 0.4054 (g) 0.3875 (h) 0.3779 (i) 0.3768 () -0.3754

Obrazek 27: Vysledky porovnani pro Sesty dotaz.



