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V Ostravě 16. dubna 2009 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Abstrakt

Tato práce se zabývá efektivnı́m nalezenı́ SVD pro velké problémy. Tyto problémy jsou
známé svou výpočetnı́ náročnostı́, která může být snı́žena využitı́m paralelnı́ch počı́tačů.
Právě využitı́m paralelnı́ch algoritmů bylo dosaženo nejen potřebného urychlenı́, ale i
zvýšenı́ dostupné dimenze problému. Algoritmus zde představený je rozdělen na tři lo-
gické části - bidiagonalizace, výpočet singulárnı́ch čı́sel a singulárnı́ch vektorů. V druhé
části práce je ukázána aplikace SVD na zpracovánı́ biometrických dat, konkrétně duho-
vek. Tyto data jsou vhodnou aplikacı́, protože generujı́ velké dimenze problému, které je
třeba řešit s malou relativnı́ chybou. Je představen způsob, jak duhovky předzpracovat a
jak je pomocı́ SVD porovnávat.

Klı́čová slova: SVD, LSI, paralelnı́, duhovka, Gabor wavelet

Abstract

This thesis deals with efficient parallel implementation of SVD. It describes methods for
implementation of parallel code on clusters and how to minimize communication be-
tween parallel processes. In second part, there is a general description of SVD application
to biometric data processing. It describes method for image preprocessing that is vital for
successful data comparison using LSI.

Keywords: SVD, LSI, parallel, iris, Gabor wavelet



Seznam použitých zkratek a symbolů

R – množina reálných čı́sel
C – množina komplexnı́ch čı́sel
A – matice
AH – hermitovsky sdružená matice
T – třı́diagonálnı́ matice
B – bidiagonálnı́ matice vzniklá transformacı́ z matice A
I – jednotková matice
x – vektor
rank(A) – hodnost matice
diag(A) – diagonála z A
SVD – singulárnı́ rozklad
superdiagonála – diagonála nad hlavnı́ diagonálou
subdiagonála – diagonála pod hlavnı́ diagonálou
f ∗ g – konvoluce funkcı́ f a g
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1 Úvod 4

2 SVD a LSI 5
2.1 SVD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 LSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Paralelizace numerického výpočtu 10
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15 Reálná a imaginárnı́ složka Gaborova filtru. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1 Úvod

Singulárnı́ rozklad (SVD) nacházı́ v poslednı́ době celou řadu aplikacı́. Mezi ty klasické
patřı́ řešenı́ soustav rovnic se singulárnı́ maticı́ v řadě aplikacı́ numerické matematiky
nebo analýza rozptylu ve statistice. Mezi nové aplikace patřı́ napřı́klad filtrovánı́ signálů,
komprese dat nebo měřenı́ podobnosti.

Právě problematikou měřenı́ podobnostı́ se zabývá Latentnı́ sémantická analýza (LSI),
která využı́vá SVD jako jejı́ hlavnı́ nástroj. LSI je metoda hledánı́ podobných slov ve
velkých dokumentech, a jako taková našla uplatněnı́ v mnoha vyhledávacı́ch systémech
[35].

Vše má bohužel svoji cenu a pro SVD je to jejı́ výpočetnı́ náročnost. Po dlouhou
dobu byla složitost tohoto algoritmu brzdou bránı́cı́ jeho plnému nasazenı́ pro velké
problémy. Tyto problémy byly řešeny stochaicky, nebo rozloženı́m problému na menšı́
podproblémy za cenu nı́žšı́ přesnosti, což ovšem nenı́ vždy možné, přı́padně byla použita
upravená verze SVD. Tyto upravené verze byly ”ušity na mı́ru“ danému problému, dı́ky
čemuž bylo dosaženo rozumného urychlenı́.

V dnešnı́ době chytá SVD ”druhý dech“. Rozvoj paralelnı́ch počı́tačů umožnil nový
pohled na problém a jeho novou implementaci.

Tato diplomová práce se věnuje urychlenı́ výpočtu SVD pro zpracovánı́ obrazu. Zaměřı́me
se na problém rychlého vyhledávánı́ v databázi biometrických dat. Paralelizace byla
zvolena, protože při zpracovánı́ biometrických dat nemůžeme dovolit zmenšit přesnost
výsledku a zároveň data mohou být dosti velká.

V kapitole 2 vysvětlı́me stručně SVD a definujeme LSI a jeho základnı́ princip. Následujı́cı́
část představı́ algoritmy pro samotný výpočet SVD a možnosti jejich paralelizace. V kapi-
tole 4 definujeme potřebný aparát pro zpracovánı́ biometrických dat a jejich normalizaci
pro korektnı́ srovnánı́. Kapitola 5 navazuje na předchozı́ text a doplňuje jej o možné pa-
ralelismy v procesu analýzy a zpracovánı́ vstupnı́ch obrázků.
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2 SVD a LSI

Pro správné pochopenı́ vyhledávánı́ pomocı́ latentnı́ sémantiky je potřeba znát důkladně
vlastnosti singulárnı́ho rozkladu. Proto si v této části představı́me SVD spolu s jeho vlast-
nostmi, dı́ky čemuž budeme moci definovat LSI a ukázat souvislost s SVD.

2.1 SVD

V maticovém počtu existuje celá řada maticových rozkladů. Napřı́klad jmenujme LU,
Choleského rozklad,LDLT . Ovšem nejvýznamnějšı́m z nich je singulárnı́ rozklad, zkráceně
SVD. Vlastnosti tohoto rozkladu lze najı́t v [3]. Abychom mohli SVD definovat, musı́me si
nejdřı́ve řı́ct co jsou unitárnı́ matice a připomenout co je ortogonálnı́ doplněk. MaticeQ ∈
Rm×m se nazývá unitárnı́ pokud platı́ QQH = QHQ = I a jejı́ sloupce Q = [q1, . . . , qm]
tvořı́ ortonormálnı́ bázi. Taková báze se vždy dá rozšı́řit na úplnou ortonormálnı́ bázi dle
věty:

Věta 2.1 Necht’ V1 ∈ Cn×r má ortonormálnı́ sloupce, existuje V2 ∈ Cn×(n−r) tak, že platı́

V = [V1, V2]

je unitárnı́. Dále platı́ im(V1)⊥ = im(V2).

Důkaz. Věta vyplývá ze základnı́ch poznatků úvodu do lineárnı́ algebry a důkaz lze najı́t
třeba v [2] nebo [3].

Věta 2.2 Mějme pevně dané m a n a matici A ∈ Cm×n. Pak existujı́ matice U ∈ Cm×m a
V ∈ Cn×n, které jsou unitárnı́ a diagonálnı́ matice Σ ∈ Rm×n, pro které platı́

A = UΣV H . (1)

Pro diagonálnı́ prvky matice Σ navı́c platı́ σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σmin(m,n) ≥ 0. Součin UΣV T

budeme nazývat singulárnı́m rozkladem (SVD) matice A.

Důkaz.1 Necht’ x ∈ Cn a y ∈ Cn jsou jednotkové vektory v euklidovské normě pro
které platı́ Ax = σy, kde σ = ‖A‖2. Podle věty 2.1 vı́me, že existuje V2 ∈ Cn×(n−1) a
U2 ∈ Cm×(m−1) tak, že V = [x, V2] ∈ Cn×n a U = [y, U2] ∈ Cm×m jsou ortogonálnı́ matice.
Matice UHAV má následujı́cı́ strukturu

UHAV =
[
σ wT

0 B

]
≡ A1.

Protože platı́ ∥∥∥∥A1

([
σ
w

])∥∥∥∥2

2

≥ (σ2 + wTw)2,

1Důkaz přejat z [3].
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dostaneme ‖A1‖22 ≥ (σ2 + wTw)2. Ale protože σ2 = ‖A‖22 = ‖A1‖22, dostaneme w = 0.
Odtud je zřejmé, že pro dokončenı́ důkazu stačı́ postupovat indukcı́ pro zbylé B. c.b.d.

Čı́sla σi se nazývajı́ singulárnı́ čı́sla matice A a sloupce matice U (resp. V ) jsou tzv.
levé (resp. pravé) singulárnı́ vektory. Matice Σ má tvar[

Σ
0

]
, pro m ≥ n nebo

[
Σ 0

]
, pro m < n,

kde Σ je diagonálnı́ matice.
Někdy můžeme chtı́t jenom několik nejvýznamnějšı́ch singulárnı́ch čı́sel a k nim

patřı́cı́ vektory. V takovém přı́padě lze vypočı́tat částečné SVD, které je popsáno vzta-
hem

A = UkΣkV
T
k , k < min(m,n). (2)

Pro matice platı́ A ∈ Cm×n, Uk ∈ Cm×r,Σk ∈ Cr×r, Vk ∈ Cr×n.
Pro ilustraci je na obrázku 1 ukázáno, co udělá částečný SVD s originálnı́mi daty. Jed-

notlivé obrazce vznikly jako zpětné přenásobenı́ maticU,Σ, V z SVD rozkladu původnı́ho
obrázku, který je vidět úplně v levé části. Při zpětném přenásobenı́ matic byla postupně
nulována nejmenšı́ singulárnı́ čı́sla. Je vidět, že snižovánı́m k (počet nenulových sin-
gulárnı́ch čı́sel) dosahujeme jistého druhu komprese (filtru) původnı́ informace. Jinými
slovy, zachovává se jen podstatná část informace a zbytek je vyfiltrován. Zajı́mavé je, že i
při vynulovánı́ prvnı́ch třı́ singulárnı́ch čı́sel začne jako prvnı́ mizet křı́ž uvnitř čtverce a
zachovajı́ se vodorovné a svislé informace. Až při vymazánı́ 16 nejmenšı́ch singulárnı́ch
čı́sel začnou mizet také vodorovné a svislé čáry.

Přı́klad 2.1
SVD Toeplitzovy matice o rozměrech 3× 3 je1 2 3

2 1 2
3 2 1

 =

−0.61 0.71 0.36
−0.52 0.00 −0.86
−0.61 −0.71 0.36

 ·
5.70 0 0

0 2.0 0
0 0 0.70

 ·
−0.61 −0.71 −0.36
−0.52 0.00 0.86
−0.61 0.71 −0.31

T

Obrázek 1: Ukázka aproximace obrazu pomocı́ SVD. Zleva k = 36 (plná hodnost), k = 20
a k = 10.

S SVD také souvisı́ Frobéniova norma.
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Věta 2.3 Necht’ A ∈ Cm×n, pak pro jejı́ Frobéniovu normu ‖A‖F platı́

‖A‖F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|a|2ij =
√
trace(AHA) =

√√√√min(m,n)∑
i=1

σ2
i (3)

trace(A) je takzvaná stopa matice A a je definovaná jako

trace(A) :=
min(m,n)∑

i=1

aii,

kde σi, i = 1, . . . ,min(m,n), jsou singulárnı́ čı́sla matice A.

Důkaz. Důkaz lze najı́t v [3].

Nynı́ známe vše potřebné pro definici aproximace matice A pomocı́ SVD.

Definice 2.1 Mějme matici A ∈ Cm×n. Matici Ak ∈ Cm×n budeme nazývat nejlepšı́ aproxi-
macı́ matice A ve smyslu Frobéniovy normy, jestliže pro k platı́

k = arg min
k

(‖A−Ak‖F ), k < min(m,n). (4)

Obrázek 2: Aproximace s minimalizacı́ chyby. Zleva k = 33 (přesnost nastavena na 0.1),
k = 35 (přesnost nastavena na 0.01).

Praktický výsledek takovéto aproximace je na obrázku 2. Obrázek je stejný jako na
obrázku 1, ale pro aproximaci je použita rovnice 4.

2.2 LSI

”Latent semantic indexing“ je metoda vyhledávánı́ ve velkém množstvı́ dokumentů podle
určitých klı́čových slov. Pro náš účel se omezı́me na zjednodušenou variantu, ve které
jsou vstupnı́ data pouze ve formě jednoznačných výrazů. Úvod k této problematice lze
najı́t v [33] a vysvětlenı́ z pohledu pravděpodobnostnı́ho počtu v [34].
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Jednotlivé dokumenty lze předzpracovat podle výskytu klı́čových slov a sestavit z
nich matici D, která má tvar

tj
↓

dTi →

d1,1 . . . d1,n
...

. . .
...

dm,1 . . . dm,n

 = D.

Řádky dTi = [di,1, . . . , di,n] představujı́ jednotlivé dokumenty a jejich vazbu ke klı́čovým
slovům. Sloupce tj = [d1,j , . . . , dm,j ] reprezentujı́ vybraná klı́čová slova a jejich výskyt v
dokumentech2.

Závislost mezi jednotlivými řádky (resp. sloupci) můžeme popsat pomocı́ korelace,
tedy

crkl = dTk dl (resp. cckl = tkt
T
l ).

V maticovém zápisu vyjádřı́me vztah mezi všemi řádky jako DDT a mezi všemi sloupci
jako DTD. Z předchozı́ části vı́me, že SVD existuje pro každou matici, tedy i pro matice
výskytů

D = UΣV T ,

DDT = UΣ2UT ,

DTD = V Σ2V T .

Vztah těchto rovnic a LSI lze najı́t v [32]. Vazbu mezi tı́mto rozkladem a dokumenty si
ukážeme v následujı́cı́ rovnosti

tj t̂j
↓ ↓

dTi →

264 d1,1 . . . d1,n
...

. . .
...

dm,1 . . . dm,n

375 = d̂Ti →

264u1,1 . . . u1,n

...
...

...
um,1 . . . um,n

375
264σ1

. . .
σm

375
264 v1,1 . . . v1,n

... . . .
...

vm,1 . . . vm,n

375 .
D U Σ V

Vektor d̂Ti ukazuje, že z celé matice U přispı́vá do původnı́ho vektoru dokumentu dTi
pouze i-tý řádek. Pro vektor klı́čových slov tj je situace podobná, jedná se však o j-tý
sloupec matice V , označme jej t̂j . Je zřejmé, že se nejedná o singulárnı́ vektory, ale o
vektory závislé na nich.

Budeme-li chtı́t zjistit podobnost vektorů t̂j a t̂q (resp. d̂Ti a d̂Tq ) v prostoru genero-
vaném singulárnı́m rozkladem, vypočı́táme mezi nimi úhel (5). Přirozeně, je-li úhel malý,
je malý i rozdı́l v informaci nesené těmito daty.

θ = arccos
(

t̂j · t̂q
|t̂j | · |t̂q|

)
(5)

2Vektory jsou zapsány do řádku kvůli úspoře mı́sta. Vektory bez transpozice jsou myšleny sloupcové.
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Vı́me tedy jakým způsobem zjistit podobnost dvou vektorů ve vypočteném vekto-
rovém prostoru tvořeném bázı́ U (resp. V ). Otázkou je, jak porovnat vektor qd, který
představuje ”mini dokument“ pro nalezenı́. Je zřejmé, že nejdřı́ve jej budeme muset
promı́tnout do prostoru s bázı́ V . Toto lze provést ortogonálnı́ projekcı́ (7) a pomocı́ (5)
lze nalézt podobný dokument v bázi V .

qd = UΣq̂d, (6)
q̂d = Σ−1UT qd. (7)

Budeme-li hledat vektor qt obsahujı́cı́ klı́čová slova, platı́ analogický vztah

qTt = q̂t
TΣV T , (8)

q̂t
T = qTt V Σ−1, (9)
q̂t = Σ−1V T qt. (10)

Výše uvedené vztahy jsou ovšem výpočetně náročné a jejich přı́mé použitı́ by vedlo k
nemalým finančnı́m nárokům na hardware. Z toho důvodu se při praktické implementaci
využı́vá aproximace matice pomocı́ definice 2.1. Vztahy (6) a (7) přejdou na

qd = UkΣkq̂d, (11)
q̂d = Σ−1

k UTk qd, (12)

kde Σk a Uk jsou matice z definice 2.1.
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3 Paralelizace numerického výpočtu

V této části se seznámı́me s možnostmi urychlenı́ výpočtu SVD. Tohoto se pokusı́me
dosáhnout modifikacı́ stávajı́cı́ch algoritmů do podoby vhodné pro řešenı́ na paralelnı́ch
počı́tačı́ch. Postupně si rozebereme jednotlivé fáze výpočtu, ukážeme jakým způsobem
se dajı́ paralelizovat a ukážeme jakého urychlenı́ jsme dosáhli. Výsledné algoritmy jsou
optimalizovány pro cluster výkonných počı́tačů. Tato část do značné mı́ry čerpá z ba-
kalářské práce [1] a dále rozvı́jı́ metody v nı́ uvedené.

3.1 Bidiagonalizace

Většina algoritmů počı́tajı́cı́ch SVD začı́ná redukcı́ plné matice na matici bidiagonálnı́.
Tı́mto krokem se zrychlı́ celková konvergence algoritmu a snı́žı́ celková výpočetnı́ náročnost.
Připomeňme, že bidiagonálnı́ matice má pouze diagonálu a superdiagonálu (resp. sub-
diagonálu).

Bidiagonálnı́ matici můžeme zı́skat pomocı́ Householderova zrcadlenı́.

Definice 3.1 Necht’ v ∈ Cn, v 6= 0 a ‖v‖ = 1. Pak

H = I − 2vv∗. (13)

Matice H je matice Householderova zrcadlenı́ a v Householderův vektor, který je defnován vzta-
hem

v = x+ ‖x‖e, (14)

kde x ∈ Cn je vektor, kterému chceme vynulovat všechny prvky až na prvnı́ a e je bázový vektor
přı́slušné délky.

Věta 3.1 Pro matici H platı́:

H = HH ,

H−1 = HH ,

H2 = I.

Důkaz. Po rozepsánı́ vztahů dle definice 3.1 je důkaz zřejmý.

Matici A můžeme zredukovat na matici B pomocı́ Householderových transformacı́
tak, aby platilo

B = HlAHr, (15)

kde Hl je levá Householderova transformace a Hr je pravá Householderova transfor-
mace. Pro tyto matice platı́

Hl =
∏
i

Hi, i = 1, 3, 5, . . .

Hr =
∏
i

Hi, i = 2, 4, 6, . . .
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Postup bidiagonalizace nejlépe ilustrujeme na přı́kladu 3.1. Algoritmus implementovaný
pro Matlab je na výpisu 1.

Přı́klad 3.1
Transformace Hi = I − 2 · viv

T
i

vTi vi
vytvářejı́ z A ∈ Rm×n bidiagonálu následovně:

H1A =

26664
x x x x x
∗ x x x x
∗ x x x x
∗ x x x x
∗ x x x x

37775 , H1AH2 =

26664
x x ∗ ∗ ∗

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

37775 ,

H3H1AH2 =

26664
x x

x x x x
∗ x x x
∗ x x x
∗ x x x

37775 , H3H1AH2H4 =

26664
x x

x x ∗ ∗
x x x
x x x
x x x

37775 ,

H5H3H1AH2H4 =

26664
x x

x x
x x x
∗ x x
∗ x x

37775 , H5H3H1AH2H4H6 =

26664
x x

x x
x x ∗

x x
x x

37775 ,

H7H5H3H1AH2H4H6 =

26664
x x

x x
x x

x x
∗ x

37775 , B =

26664
x x

x x
x x

x x
x

37775 ,

kde symbol ∗ reprezentuje vynulovaný prvek a x představuje modifikovaný prvek.
Přı́klad převzat z [1].

Přı́klad 3.2
Ukázka bidiagonálnı́ matice vzniklá Householderovými transformacemi:

B =


b1,1 b1,2

b2,2 b2,3
b3,3 b3,4

b4,4 b4,5
b5,5

 .
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1 % m,n dimenze matice
2 for j = 1:min(m,n)
3 % nulujeme sloupce zleva
4 x = A(j :m,j) ;
5 v = I∗sign(x(1))∗norm(x) + x;
6 nv=norm(v);
7 P = I − 2∗v∗v’;
8 A(j :m,j :n) = P∗A(j:m,j :n);
9 % nulujeme radky zprava

10 if j <= n−2
11 x = A(j , j+1:n) ’;
12 v = I∗sign(x(1))∗norm(x) + x;
13 nv = norm(v);
14 P = I − 2∗v∗v’;
15 A(j :m,j+1:n) = A(j :m,j+1:n)∗P;
16 end
17 end

Výpis 1: Bidiagonalizace

Pro velké matice je tento algoritmus dı́ky své řádové složitosti O(n3) značně po-
malý. Z tohoto důvodu se jej pokusı́me paralelizovat3. Pro paralelnı́ algoritmus je vždy
problémem komunikace mezi jednotlivými uzly. Tato generuje zpožděnı́, které zpoma-
luje celkový běh výsledného algoritmu. Z tohoto důvodu se vždy snažı́me tuto komuni-
kaci minimalizovat a zrychlit tak celkový běh programu.

Prohlédněme si nynı́ algoritmus 1 z pohledu paralelizace. Nenı́ těžké si povšimnout,
že násobenı́ matic na řádcı́ch 8 a 15 bude vyžadovat značné množstvı́ komunikace napřı́č
všemi uzly4. Tato komunikace by výslednou implementaci značně brzdila, proto je nutné
ji omezit. Tohoto lze docı́lit pomocı́ přeuspořádánı́ operacı́ a správného rozloženı́ matice
mezi uzly.

3Veškerý kód v této práci je paralelizován pro počı́tače s distibuovanou pamětı́. Z tohoto hlediska je
předpokládána základnı́ znalost paralelnı́ho programovánı́.

4Matice bude rozdělena mezi jednotlivé uzly, které spolu budou muset komunikovat.
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1 % vstupuje plná matice A,
2 % výstup je hornı́ trojuhelnı́ková matice v A
3 % a dolnı́ trojuhelnı́ková matice s koefienty L
4 for k = 1:(n−1)
5 % výpocet koeficientu
6 for i = (k+1):n
7 L( i ,k) = A(i ,k) /A(k,k)
8 end
9 % eliminace rádku

10 for j = (k+1):n
11 for i = (k+1):n
12 A(i , j ) = A(i , j ) − L(i ,k)∗A(k, j )
13 end
14 end
15 end

Výpis 2: Gaussova eliminace

Jako pomůcka nám posloužı́ kód pro trojúhelnı́kový rozklad matice5, jehož matla-
bovská implementace je na výpisu 2. Nenı́ těžké si všimnout, že oba algoritmy, jak bidia-
gonalizace tak trojúhelnı́kový rozklad, majı́ stejnou myšlenku. Zkusme ji tedy podrobněji
popsat.

Algorithm 1 Bidiagonalizace
1: for i = 1 to min(m,n) do
2: provádı́ se nulovánı́ sloupců

3: α = −sign(aii)
√∑m

k=i a
2
ki . výpočet koeficientů

4: vi = [0 . . . 0aii . . . ami]
T − αei

5: β = vTi vi
6: if β = 0 then
7: continue to next i
8: end if
9: for j = i to n do . eliminace

10: γ = vTi aj . násobı́ se j-tý sloupec A
11: aj = aj − (2γ/β)vi . nuluje se j-tý sloupec A
12: end for
13: if i < (n− 2) then
14: provádı́ se nulovánı́ řádku, operace jsou zcela symetrické k nulovánı́ sloupců
15: end if
16: end for

Oba algoritmy eliminujı́ prvky pod diagonálou. Rozdı́l mezi nimi je v tom, že trojúhel-
nı́kový rozklad použı́vá řádkové operace a bidiagonalizace použı́vá ortogonálnı́ trans-
formace pro postoupnou eliminaci sloupců. Při bližšı́m zkoumánı́ pak zjistı́me, že lze

5Trojúhelnı́kový rozklad je definován později v textu na straně 24 přı́padně v [3].
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a b c d

hgfe

i j k l

ponm

m

n

Obrázek 3: Rozloženı́ matice.

a b c d

hgfe

i j k l

ponm

a b c d

hgfe

i j k l

ponm

a b c d

hgfe

i j k l

ponm

a) b) c)

Obrázek 4: Typy dělenı́ fine-grain : (a) po blocı́ch (b) po řádcı́ch, (c) po sloupcı́ch.

násobenı́ ortogonálnı́ maticı́ chápat jako ”řádkovou operaci“. Algoritmus rozdělı́me na
dvě fáze. Prvnı́ bude výpočet Householderova vektoru, který budeme brát jako výpočet
eliminačnı́ch koeficentů. Druhá bude samotná eliminace sloupců pomocı́ ortogonálnı́
matice sestavené z vypočtených koeficientů. Na pseudokódu 3.1 je vidět, jakým způsobem
se tyto úpravy provedou a nenı́ obtı́žné uvědomit si, že je lze využı́t ve prospěch parale-
lizace.

Pro efektivnı́ paralelnı́ algoritmus je důležité dobře rozdělit data na jednotlivé uzly.
Na obrázku 3 je rozdělenı́ typu fine-grain. Toto rozdělenı́ předpokládá segmentaci na
rovnoměrné bloky rozložené na jednotlivé uzly. Zbývá rozhodnout, jakým způsobem
data rozdělı́me. Existujı́ tři možnosti, přičemž všechny jsou na obrázku 4. S ohledem na
implementaci a náročnost na komunikaci byla v této práci zvolena distribuce po řádcı́ch.

Popišme si nynı́ paralelnı́ verzi algoritmu 3.1. Je patrné, že algoritmus 3.1 je velmi po-
dobný své sekvenčnı́ verzi. Navı́c byly přidány tři globálnı́ komunikace pro výměnu ne-
zbytných dat. Podı́vejme se nynı́ na efektivnost této paralelnı́ verze a na přı́padná urych-
lenı́.
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Algorithm 2 Bidiagonalizace
1: for k = 1 to min(m,n) do
2: gatherAll(lokálnı́ kousky sloupců)→ a . sesbı́ránı́ kousků vektorů
3: a→ v . sestavenı́ Householderova vektoru
4: beta = vT v
5: for all j ∈ mycolumns do
6: γj = vTi aj . násobı́ se j-tý sloupec A, ale pro lokálnı́ kousek
7: end for
8: reduceAll(γj)→ γj . sečtenı́ všech γ výsledek na každý proces
9: for j = k to n do . eliminace

10: aj = aj − (2γj/β)vk . nuluje se j-tý sloupec A
11: end for
12: if i < (n− 2) then
13: broadcast(a) . rozeslánı́ aktuálnı́ho řádku
14: provádı́ se nulovánı́ řádku, operace jsou zcela symetrické k nulovánı́ sloupců
15: end if
16: end for

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

Soubor na HDD

a b c d
i j k l

Proces 1

e f g h
m n o p

Proces 2

modulo počet
procesů

Obrázek 5: Distribuce řádků mezi procesy.
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Počet procesů Čas běhu (s) Urychlenı́ (%)
1 1365.3 0
2 1260.16 7
4 662.580 51.5
8 362.485 73.5

16 194.356 85.8
32 113.694 91.7
64 89.4507 93.4
128 128.537 90.6

Tabulka 1: Doba běhu algoritmu pro různé počty procesorů (úloha běžela na matici 4096×
4096).

Algoritmus 3.1 pracuje s řádkovou distribucı́ dat a tedy je lehké si povšimnout, že
pro sekvenčnı́ rozdělenı́ řádků (viz obrázek 5) bude výkon na jednotlivé procesy rozložen
nerovnoměrně. Z tohoto důvodu rozložı́me řádky cyklickým způsobem, jak je naznačeno
na obrázku 5. Tı́mto docı́lı́me rovnoměrného rozloženı́ zátěže mezi zúčastněné procesy.
Na obrázku 6 je diagram běhu algoritmu pro 4 procesy s vyznačenou komunikacı́.

Zbývá ukázat, jaká je výpočetnı́ složitost paralelnı́ verze oproti sekvenčnı́ verzi. Sek-
venčnı́ verze algoritmu má řádovou složitost O(n3), přičemž počet násobenı́ při výpočtu
Householderova vektoru je přibližně 2 · n2 a počet operacı́ násobenı́ a sčı́tánı́ při eli-
minačnı́ fázi je přibližně 4 ·n3. Paralelnı́ verze algoritmu má celkovou časovou náročnost

Tp = tc
n3

3p
+ 2tsn+ tw

n2

√
p
, (16)

kde tc, ts a tw jsou postupně časy pro výpočet, odeslánı́ a čekánı́ na zprávu. n je dimenze
matice a p je počet procesů.

E(n, p) = 1 +
ts
tc

6
n2

+
tw
tc

3
√
p

(17)

3.2 Výpočet singulárnı́ch čı́sel

Máme-li k dispozici bidiagonálnı́ matici můžeme přistoupit k výpočtu singulárnı́ch čı́sel
původnı́ matice A.

Věta 3.2 Necht’ bidiagonálnı́ matice B vznikla ortogonálnı́ transformacı́ z matice A, tj. B =
QAQT . Pak matice B má stejná singulárnı́ čı́sla jako matice A.

Důkaz. Z věty 2.2 vı́me, že existuje singulárnı́ rozklad A = UAΣAV
H
A , A ∈ Cm×n a roz-

kladB = UBΣBV
H
B , B ∈ Cr×r, r = min(m,n). Dále platı́B = QUAQ

H
V , kdeQU aQV jsou

unitárnı́. Pro AHA ∈ Cm×m, platı́

AHA = (QHV B
HQU )(QHUBQV ) = QHV B

HBQV , (18)
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Obrázek 7: Graf paralelnı́ škálovatelnosti paralelnı́ bidiagonalizace.
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našli jsme tedy zobrazenı́ transformujı́cı́ matici AHA na matici BHB. Připomeňme, že
matice X a Y , pro které platı́

X = Q−1Y Q,

se nazývajı́ podobné a je o nich známo, že majı́ stejná vlastnı́ čı́sla. Z (18) platı́ BHB =
QVA

HAQHV a protože QV je unitárnı́ platı́ Q−1
V = QHV , z toho vyplývá, že matice AHA

a BHB jsou podobné a tudı́ž majı́ stejná vlastnı́ čı́sla. Zbývá dokázat souvislost mezi
vlastnı́mi a singulárnı́mi čı́sly. Tato je přı́mým důsledkem vztahu

AHA = (UAΣAV
H
A )H(UAΣAV

H
A ) = VAΣH

AU
H
A UAΣAV

H
A = VAΣH

AΣAV
H
A = VAΛAV H

A .

Analogicky platı́ pro B

BHB = (UBΣBV
H
B )H(UBΣBV

H
B ) = VBΣH

BU
H
B UBΣBV

H
B = VBΣH

BΣBV
H
B = VBΛBV H

B .

Z poznatku prvnı́ části důkazu vyplývá

ΛA = ΛB ⇒ ΣA = ΣB.

c.b.d.

Dı́ky tomuto faktu můžeme nalézt singulárnı́ čı́sla matice B a zároveň tak vypočı́st
singulárnı́ čı́sla matice A. Budeme se tedy snažit redukovat B do diagonálnı́ formy. V
této práci byla zvolena diagonalizace pomocı́ implicitnı́ho QR bez posunu spektra.

3.2.1 Implicitnı́ QR

Tato metoda umožnuje aplikovat ortogonálnı́ transformace přı́mo na matici B bez nut-
nosti sestavovat kompletnı́ QR viz. [1]. Mějme singulárnı́ rozklad matice B = UΣV H .
Protože matice U a V jsou unitárnı́, můžeme provést zpětnou transformaci

Σ = UHBV. (19)

Dı́ky tomuto můžeme použı́t podobnou metodu jako u bidiagonalizace. Rozdı́l ovšem je
v druhu transformace, Householderovo zrcadlenı́ nahradı́me Givensovou rotacı́. Given-
sova rotace je rovinná transformace, která provádı́ otočenı́ kolem jedné z hlavnı́ch os. Pro
dvojrozměrný přı́pad je Givensova rotace definována následovně.

Definice 3.2 Necht’ ϕ je úhel, o který chceme rotovat vektor x ∈ C2 kolem počátku souřadné
soustavy. Pak matici

G(ϕ) =
[

cos(ϕ) sin(ϕ)
−sin(ϕ) cos(ϕ)

]
, (20)

nazýváme Givensovou maticı́ rovinné rotace.

Prvky matice G(ϕ) můžeme explicitně vyjádřit. Pro implicitnı́ QR požadujeme, aby
platila rovnost [

c s
−s c

] [
a
b

]
=
[
r
0

]
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musı́ platit podmı́nky −sa+ cb = 0, c2 + s2 = 1. Z tohoto pak přı́mo vyjádřı́me

c =
a√

a2 + b2
, (21)

s =
b√

a2 + b2
. (22)

Obecná matice Givensovy rotace, která nuluje prvek vektoru na pozici j pomocı́ hod-
noty prvku na pozici i, i < j, vypadá následovně

Gij (ϕ) =



1
. . .

[cos(ϕ)]i,i . . . [sin(ϕ)]i,j
...

. . .
...

[− sin(ϕ)]j,i . . . [cos(ϕ)]j,j
. . .

1


. (23)

Budeme tedy chtı́t pomocı́ (23) postupně vynulovat všechny prvky mimo hlavnı́ di-
agonálu matice B jak je naznačeno na následujı́cı́ ilustraci, kde G1 = G12(ϕ1), G2 =
G12(ϕ2), G3 = G22(ϕ3), G4 = G23(ϕ4), G5 = G34(ϕ5) a G6 = G34(ϕ6).

BG1 =


x 0
+ x x

x x
x

 , G2BG1 =


x x +
0 x x

x x
x

 ,

G2BG1G3 =


x x 0

x x
+ x x

x

 , G4G2BG1G3 =


x x

x x +
0 x x

x

 ,

G4G2BG1G3G5 =


x x

x x 0
x x
+ x

 , G6G4G2BG1G3G5 =


x x

x x
x x
0 x

 .
(24)

Zbývá tedy rozhodnout o úhlu ϕ1 tak, aby vnesl nulu do prvnı́ rotace G12(ϕ1), tohoto
docı́lı́me volbou

tanϕ1 =
(BTB)12

σ2 − (BTB)11
, (25)

kde σ je nejmenšı́ vlastnı́ čı́slo submatice o rozměrech 2 × 2, umı́stěné na konci matice
BTB (”Wilkinsonovo posunutı́“).

Jak bylo řečeno výše, v této práci byl zvolen nulový posun spektra, vypustı́me tedy σ
ze vztahu (25) a dostaneme

tanϕ1 =
−b12

b11
.
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Potom aplikace prvnı́ rotace na původnı́ matici B vypadá následovně

B(1) = BG1 =


b
(1)
11 0
b
(1)
21 b

(1)
22 b23

b33 b34

b44

 ,
kde hornı́ index u B označuje, že na ni byla aplikována matice G1. Porovnáme-li tento
výsledek s prvnı́ rotacı́ při posunu spektra, vidı́me, že se na superdiagonále objevila nula
navı́c. Tato nula pak procházı́ celým procesem a je klı́čem k jeho efektivitě. Po aplikaciG2

vypadá B takto

B(2) = G2BG1 =


b
(2)
11 b

(2)
12 b

(2)
13

0 b
(2)
22 b

(2)
23

b33 b34

b44

 .
Je dobré si uvědomit, že[

b
(2)
12 b

(2)
13

b
(2)
22 b

(2)
23

]
=

[
sin(ϕ2)b(1)

22 sin(ϕ2)b23

cos(ϕ2)b(1)
22 cos(ϕ2)b23

]
,

protože tato matice má řádkovou hodnost rovnu 1, přenásobenı́ maticı́ G3 zprava proto
vynuluje nejen prvek (1, 3), ale i prvek (2, 3)

B(3) = G2BG1G3 =


b
(2)
11 b

(3)
12 0

0 b
(3)
22 0
b
(3)
32 b

(3)
33 b34

b44

 .
Při porovnánı́ s druhou rotacı́ z (24), zjistı́me, že na superdiagonále je jedna nula navı́c.
Při rotaci G4 se opakuje stejná situace jako při rotaci G2. Implementace pro Matlab je na
výpisu 3.
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1 % B −> bidiagonalni matice
2 % s <− singularni cisla matice B
3 while norm(e,’inf’ ) >= tol∗ref
4 % aplikace algoritmy ”QR step”
5 cs = 1; sn = 0;
6 oldcs = 1; oldsn = 1;
7 for i = 1 : n−1
8 % givensova rotace zprava
9 ta = s( i ) ∗ cs;

10 [cs, sn, r ] = givens( s( i ) ∗ cs, e( i ) ) ;
11 if i ˜= 1
12 e( i−1) = oldsn ∗ r ;
13 end
14 % givensova rotace zleva
15 ta = oldcs ∗ r ; tb = s( i+1) ∗ sn;
16 [oldcs, oldsn, s( i ) ] = givens( oldcs ∗ r , s( i+1) ∗ sn ) ;
17 end
18 h = s(n) ∗ cs;
19 e(n−1) = h ∗ oldsn;
20 s(n) = h ∗ oldcs;
21 end

Výpis 3: Implicitnı́ QR s nulovým posunem spektra

Pro správnou funkčnost algoritmu 3 je třeba zvolit konvergenčnı́ kritéria, která urychlı́
samotný proces nulovánı́ mimodiagonálnı́ch prvků. Základnı́ myšlenka je vynulovat
všechny dostatečně malé prvky. Zbývá tedy rozhodnout, co jsou dostatečně malé prvky,
které můžeme zanedbat a které ne. Tohoto bylo dosaženo volbou následujı́cı́ch podmı́nek

si + si+1 + ei = si + si+1, i = 1, 2, . . . , n (26)
ei + ei+1 + si = ei + ei+1, i = 1, 2, . . . , n− 1 (27)

kde si,∀i (resp.ei,∀i) je diagonála (resp. superdiagonála) maticeB. Je-li splněna podmı́nka
(26), můžeme prohlásit prvek ei za dostatečně blı́zký epsilon6 a tedy jej vynulovat. Podmı́nka
(27) funguje stejně, ale sloužı́ pro kontrolu si.

3.2.2 Paralelizace impicitnı́ho QR

Nynı́, když známe implicitnı́ QR můžeme diskutovat možnosti jeho paralelizace. Diago-
nalizace pomocı́ QR je velmi obtı́žně paralelizovatelná úloha, protože nenı́ možné zvo-
lit takovou dekompozici dat, která by minimalizovala komunikaci. Pro názornost si na
obrázku 8 ilustrujeme množstvı́ potřebné komunikace. Na obrázku je ukázáno rozdělenı́
na bloky. Každý proces dostane část matice, na které bude provádět diagonalizaci. Jak je
vidět, každý proces potřebuje pro svou práci výsledek předchozı́ho procesu. Stejně tak
potřebuje pro poslednı́ krok Givensovy rotace data z následujı́cı́ho procesu. Je zřejmé, že
pomocı́ paralelizace by k urychlenı́ nedošlo, proto se paralelizacı́ implicitnı́ho QR nebu-
deme zabývat.

6epsilon - počı́tačová nula, tedy nejmenšı́ možné čı́slo, které je počı́tač schopný rozlišit.
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Obrázek 8: Komunikaci při paralelnı́m QR algoritmu.

3.3 Výpočet singulárnı́ch vektorů

Pouze znalost singulárnı́ch čı́sel nenı́ dostatečná. Pro některé aplikace potřebujeme znát
jak singulárnı́ čı́sla, tak singulárnı́ vektory. Ukažme nynı́ metodu, jak vypočı́tat všechny
singulárnı́ vektory, známe-li všechna singulárnı́ čı́sla. Abychom mohli následujı́cı́ větu
dokázat, musı́me řı́ct, co je spektrálnı́ rozklad matice.

Věta 3.3 Necht’ A ∈ Cn×n je symetrická matice. Pak existujı́ právě jedna unitárnı́ matice U ∈
Cn×n a právě jedna diagonálnı́ matice Λ ∈ Rn×n tak, že platı́

A = UΛUH . (28)

Platı́ Λ = diag(λ1, . . . , λn) kde λi, i = 1, . . . , n jsou vlastnı́ čı́sla matice A. Navı́c platı́

AU ri = λiU
r
i pro i = 1, . . . , n,

kde U ri je i-tý řádek matice U .

Důkaz. Důkaz lze najı́t v [3].

Věta 3.4 Necht’ TU ∈ Cn×n (resp. TV ∈ Cn×n) je komplexnı́ třı́diagonálnı́ matice pro kterou
platı́ TU = BBH (resp. TV = BHB). B ∈ Cn×n je bidiagonálnı́ matice zı́skaná jako B =
UHB AVB , kde A ∈ Cm×n a UB ∈ Cm×m, VB ∈ Cn×n jsou unitárnı́ matice. Dále at’ Λ = Σ2 ∈
Rn jsou vlastnı́ čı́sla matice T . Pak pro singulárnı́ vektory ui, vi, i = 1 . . . n, matice B platı́

(TU − Iλi)ui = 0, (29)
(TV − Iλi)vi = 0, (30)

kde i = 1 . . . n.

Důkaz. Větu dokážeme pro (TU−Iλi)ui = 0, pro druhý přı́pad je důkaz zcela analogický.
Na základě věty 2.2 vı́me, že existuje singulárnı́ rozklad B = UBΣBV

H
B a podle věty 3.3

existuje spektrálnı́ rozklad TU = UTΛTUHT . Matice TU je definována jako

TU = BBH = (UBΣBV
H
B )(UBΣBV

H
B )H = UBΣBV

H
B VBΣH

BU
H
B = UBΣBΣH

BU
H
B = UBΛBUHB .
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Platı́ tedy
TU = UTΛTUHT = UBΛBUHB .

Dle věty 3.3 exituje právě jediný spektrálnı́ rozklad, musı́ tedy platit také rovnostUT = UB .
c.b.d.

Dı́ky větě 3.4 můžeme spočı́tat pravé i levé singulárnı́ vektory. Problém ovšem nastává
při počı́tačové implementaci, při které nikdy nedosáhneme přesné nuly. Jinými slovy
soustava rovnic (29) (resp. (30)) je v přesné aritmetice singulárnı́, ale z důvodu zaokrouh-
lovacı́ chyby na počı́tači se tato soustava může stát nesingulárnı́, důsledkem čehož nebu-
dou výsledné vektory ortogonálnı́.

Z tohoto faktu vyplývá, že pro počı́tačovou implementaci musı́me vymyslet způsob,
který bude numericky stabilnějšı́.

K tomu nám posloužı́ tzv. LU rozklad.

Věta 3.5 Necht’A ∈ Cn×n je regulárnı́. Pak existuje dolnı́ trojúhelnı́ková maticeL, hornı́ trojúhelnı́ková
matice U a permutačnı́ matice P tak, že platı́

AP = LU. (31)

Důkaz. Důkaz lze najı́t v [2].

Přı́klad 3.3
LU rozklad matice A ∈ R3×3 jea11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1

u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 a33

 .

O LU rozkladu je obecně známo, že jej lze zı́skat jak pro matice regulárnı́ tak pro
matice singulárnı́. Otázkou zůstává jednoznačnost. Ukazuje se, že pokud budeme volit
LU faktorizaci jako na přı́kladu 3.3, bude existovat pouze jeden unikátnı́ rozklad matice
A. Podrobné vysvětlenı́ a důkaz lze najı́t třeba v [3].

Budeme-li znát LU rozklad maticeA reprezentujı́cı́ soustavu rovnic (32), můžeme po-
mocı́ tohoto rozkladu danou soustavu efektivně vyřešit. Tomuto procesu se řı́ká dopředná
a zpětná substituce a provádı́ se takto

Ax = b, (32)
(LU)x = b,→ L(Ux) = b, (33)

Ly = b, Ux = y. (34)

Matici soustavy rozložı́me na součin matic L a U a přeuspořádáme pořadı́ násobenı́
jak je vidět na rovnici (33). Nynı́ můžeme Ux nahradit y a vyřešit soustavu Ly = b
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(dopředná substituce). Vypočtené y pak dosadı́me do rovnice Ux = y (zpětná substi-
tuce) – viz rovnice (34). Tı́mto jsme tedy zı́skali řešenı́ x původnı́ soustavy (32). Bližšı́
vysvětlenı́ lze najı́t v [3].

Vzpomeňme, že matice soustavy (29) (resp. (30)) je singulárnı́ a třı́diagonálnı́. O LU
vı́me, že ho lze najı́t i pro tyto matice. Popišme tedy jakým způsobem lze tento rozklad
vypočı́tat a využı́t k stabilizaci a řešenı́ těchto soustav.

Nalézt LU dekompozici třı́diagonálnı́ matice je výpočetně jednoduchý proces. Stačı́ si
uvědomit, jakým způsobem funguje algoritmus na výpisu 2 a využı́t struktury třı́diagonálnı́
matice, jejı́ž LU rozklad je naznačen na rovnici (35).


T1,1 T1,2 0 0
T1,2 T2,2 T2,3 0

0 T2,3 T3,3 T3,4

0 0 T3,4 T4,4

 =


1 0 0 0
L2,1 1 0 0

0 L3,2 1 0
0 0 L4,3 1

 ·

U1,1 U1,2 0 0

0 U2,2 U2,3 0
0 0 U3,3 U3,4

0 0 0 U4,4

 . (35)

Je vidět, že dekompozice zachovává strukturu a tudı́ž výsledkem je hornı́ a dolnı́
bidiagonála. Faktorizace třı́diagonálnı́ matice je ”algoritmicky levná záležitost“, protože
nemusı́me počı́tat prvky pod subdiagonálou a nad superdiagonálou. Tyto prvky jsou nu-
lové a dı́ky zachovánı́ struktury nulové zůstanou. Můžeme je tedy při výpočtu vynechat
a zmenšit tak potřebný počet operacı́.

Zůstává tedy problém se singularitou v matici soustavy. Existence LU pro singulárnı́
matice je diskutována v [7]. Zde si kvůli stručnosti pouze ukážeme praktické řešenı́ a
implementaci.

Singularita v matici T se při faktorizaci projevı́ na diagonále matice U jako čı́slo blı́zké
ε. V takovém přı́padě řešı́me rovnici

tx = r,

pro parametry t ∈ R a r ∈ R, který zvolı́me roven 1. Tı́m docı́lı́me eliminace problema-
tického řádku z matice a umožnı́me dokončenı́ rozkladu.

Výsledný algoritmus je na výpisu 4. Ten už nemá složitost O(n3), ale pouze O(n).

1 for k = 1:(n−1)
2 if T(k,k) < eps
3 T(k,k) = 1
4 end
5 % výpocet koeficientu
6 T(k+1,k) = T(k,k+1)/T(k,k)
7 % eliminace rádku
8 T(k+1,k+1) = T(k+1,k+1) − L(k+1,k)∗T(k,k+1)
9 end

Výpis 4: LU rozklad třı́diagonálnı́ matice

Protože tento algoritmus potřebuje na vstupu třı́diagonálnı́ matici a nevypočı́tá po-
sunutı́ spektra, budeme jej dále modifikovat.

Pro názornost rozepı́šeme do maticové podoby soustavy rovnic (29) a (30). Z nichž
snadno vysledujeme pravidla, podle nichž jsou tyto matice vytvořeny.
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Přı́klad 3.4
Matice soustavy rovnic (29).

b21,1 − λi b1,1 · b1,2

b1,1 · b1,2 (b22,2 + b21,2)− λi b2,2 · b2,3

b2,2 · b2,3 (b23,3 + b22,3)− λi b3,3 · b3,4

b3,3 · b3,4 (b24,4 + b23,4)− λi b4,4 · b4,5

b4,4 · b4,5 (b25,5 + b24,5)− λi

 (36)

Matice soustavy rovnic (30).
(b21,1 + b21,2)− λi b1,2 · b2,2

b1,2 · b2,2 (b22,2 + b22,3)− λi b2,3 · b3,3

b2,3 · b3,3 (b23,3 + b23,4)− λi b3,4 · b4,4

b3,4 · b4,4 (b24,4 + b24,5)− λi b4,5 · b5,5

b4,5 · b5,5 b25,5 − λi

 (37)

Při bližšı́m zkoumánı́ těchto matic si lze povšimnout, že jejich diagonálnı́ a mimo-
diagonálnı́ prvky lze vyjádřit předpisem. Dı́ky tomuto poznatku můžeme upravit algo-
ritmus 4 tak, že nebude potřebovat na vstupu třı́diagonálnı́ matici a zároveň vypočı́tá
posunutı́ spektra.

Vztahy, které platı́ pro diagonálnı́ prvky jsou v následujı́cı́ch rovnicı́ch.

TU1,1 = b21,1 − λi (38)

TUj,j = b2j,j + b2j−1,j − λi, j = 2, 3, . . . , n (39)

T Vj,j = b2j,j + b2j,j+1 − λi, j = 1, 2, . . . , n− 1 (40)

T Vn,n = b2n,n − λi (41)

Superdiagonála a subdiagonála jsou stejné. Pro algoritmus tedy stačı́ vyjádřit superdia-
gonálu.

TUj,j+1 = bj,j · bj,j+1, j = 1, 2, . . . , n (42)

T Vj,j+1 = bj,j+1 · bj+1,j+1, j = 1, 2, . . . , n (43)

Dosadı́me-li předchozı́ rovnice do algoritmu 4, dostaneme algoritmus 5. Výsledkem
jsou LU rozklady matic (36) a (37), ze kterých dále pomocı́ zpětné a dopředné substituce
zı́skame řešenı́ soustav (29) a (30), tedy přı́slušné singulárnı́ vektory.
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1 Up(1,1) = a(1)ˆ2−s;
2 Up(1,2) = a(1)∗b(1);
3
4 Um(1,1) = a(1)ˆ2 + b(1)ˆ2 −s;
5 Um(1,2) = a(2)∗b(1);
6
7 for k = 1:(n−2)
8 if abs(Up(k,k)) < myEps
9 Up(k,k) = 1.0;

10 end
11 if abs(Um(k,k)) < myEps
12 Um(k,k) = 1.0;
13 end
14 Lp(k+1,k) = (a(k)∗b(k)) /Up(k,k);
15 Lm(k+1,k) = (a(k+1)∗b(k))/Um(k,k);
16
17 Up(k+1,k+1) = (a(k+1)ˆ2 + b(k)ˆ2 − s) − Lp(k+1,k)∗Up(k,k+1);
18 Um(k+1,k+1) = (a(k+1)ˆ2 + b(k+1)ˆ2 − s) − Lm(k+1,k)∗Um(k,k+1);
19
20 Up(k+1,k+2) = a(k+1)∗b(k+1);
21 Um(k+1,k+2) = a(k+2)∗b(k+1);
22 end
23
24 if abs(Up(n−1,n−1)) < myEps
25 Up(n,n) = 1.0;
26 end
27 if abs(Um(n−1,n−1)) < myEps
28 Um(n,n) = 1.0;
29 end
30
31 Lp(n,n−1) = (a(n−1)∗b(n−1))/Up(n−1,n−1);
32 Lm(n,n−1) = (a(n)∗b(n−1))/Um(n−1,n−1);
33 Up(n,n) = (a(n)ˆ2 + b(n−1)ˆ2 − s) − Lp(n,n−1)∗Up(n−1,n);
34 Um(n,n) = (a(n)ˆ2 − s) − Lm(n,n−1)∗Um(n−1,n);
35
36 if abs(Up(n,n)) < myEps
37 Up(n,n) = 1.0;
38 end
39 if abs(Um(n,n)) < myEps
40 Um(n,n) = 1.0;
41 end

Výpis 5: LU s posunutı́m spektra na bidiagonálnı́ matici

3.3.1 Paralelizace výpočtu singulárnı́ch vektorů

Postup uvedený v předchozı́ části patřı́ mezi dobře paralelizovatelné úlohy. To znamená,
že pro výpočet nepotřebuje kromě inicializace žádnou komunikaci napřı́č procesy, a tudı́ž
je dobře škálovatelný. Paralelnı́ verze algoritmu je nejlépe ilustrována na obrázku 9.
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B : bidiagonální matice

s : singulární čísla

Rozdělení 
na procesy

Výpočet
singulárních vektorů

Výpočet
singulárních vektorů

Výpočet
singulárních vektorů

Výpočet
singulárních vektorů

n-singulárních čísel

n/p-singulárních čísel

n/
p-

si
ng

ul
ár

ní
ch

 č
ís

el n/p-singulárních čísel

n/p-singulárních čísel

Každý proces dostane 
stejný počet singulárních čísel

a celou matici B

Obrázek 9: Distribuce a paralelnı́ výpočet levých a pravých singulárnı́ch vektorů.

Jak obrázek 9 naznačuje, každý účastnı́cı́ se proces dostane svoji část singulárnı́ch
čı́sel, pro která vypočı́tá přı́slušné singulárnı́ vektory. Protože paralelnı́ algoritmus je
prakticky totožný s algoritmem popsaným dřı́ve, nebudeme jej zde uvádět.

Řádová složitost sekvenčnı́ verze algoritmu je O(n2), počet operacı́ je přibližne 6 · n2.
Paralelnı́ verze má řádovou složitost O(n

2

p ), kde p je počet procesů. Při úloze výpočtu
singulárnı́ch vektorů bidiagonálnı́ matice o dimenzi 5000 × 5000 dokončil sekvenčnı́ al-
goritmus výpočet za 10.83 sekund. Paralelnı́ verze na 8 procesorech výsledek vypočetla
prakticky okamžitě.
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4 Zpracovánı́ biometrických dat

V této části ukážeme, jakým způsobem aplikovat SVD na obrazová biometrická data,
konkrétně duhovky. Protože nenı́ cı́lem této práce vytvořit funkčnı́ databázi duhovek,
ale pouze aparát pro nalezenı́ shody, nebudeme řešit konkrétnı́ implementaci.

Celý proces analýzy a porovnánı́ bude sestávat ze třı́ kroků. Lokalizace duhovky, kdy
najdeme v daném snı́mku oblast, která nás zajı́má a transformujeme ji do normalizo-
vaného formátu. Předzpracovánı́ bude druhý krok a bude sloužit jak pro filtrovánı́ šumu
a přebytečných informacı́, tak jako druhý stupeň normalizace dat. Poslednı́ částı́ bude
sestavenı́ matice výskytu, se kterou jsme se seznámili v kapitole 2.2 a aplikace SVD na
nalezenı́ podobnosti mezi jednotlivými duhovkami.

Na obrázku 10 jsou vybrány 4 duhovky ze série využité v této práci.

Obrázek 10: Ukázka nasnı́maných duhovek

4.1 Lokalizace duhovky

Lokalizace duhovky tvořı́ nejvı́ce problematickou část celého procesu. Toto je dáno fak-
tem, že duhovka nemá na snı́mcı́ch pevný rozměr ani polohu. Velký problém také předsta-
vuje různá úroveň jasu, která ztěžuje korektnı́ detekci hran7.

7Hrana je označenı́ ostré změny jasové funkce obrazu.
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Jak již bylo naznačeno, prvnı́m krokem lokalizace je detekce hran. Hrany se detekujı́
pomocı́ konvolučnı́ch operátorů jako je třeba Prewittův operátor

Gx =

−1 0 1
−1 0 1
−1 0 1

 , Gy =

−1 −1 −1
0 0 0
1 1 1

 .
Podrobné vysvětlenı́ jak funguje detekce hran lze najı́t v [15] nebo v [17]. V této práci

byl zvolen, vzhledem k povaze dat, Cannyho detektor hran, který lze najı́t v [15]. Na
obrázku 11 jsou nalezené hrany v duhovkách.

Obrázek 11: Nalezené hrany v duhovkách z obrázku 10

Druhým krokem je detekovánı́ kružnic v obraze a jejich vyfiltrovánı́ tak, že zůstanou
pouze hranice duhovek. Toto je ilustrováno na obrázku 12, kde jsou ukázány již nalezené
hranice duhovek.

Poté, co jsme nalezli hranice duhovky, je třeba provést preprocessing a normalizaci.
Tento krok je důležitý, protože každá duhovka má zpravidla jinou velikost. Proto byla
zvolena pružná polárnı́ transformace, která je ilustrována na obrázku 13. Duhovky jsou
v kartézských souřadnicı́ch a my je přepočı́táme do polárnı́ch takovým způsobem, že
pevně stanovı́me rozměr obrázku v polárnı́ch souřadnicı́ch a tento bude sloužit jako ome-
zujı́cı́ faktor polárnı́ transformace. Tato transformace se také nazývá model gumového
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Obrázek 12: Vnitřnı́ a vnějšı́ okraje duhovek (pouze ilustračnı́ obrázky).

pásu, a to proto, že vezmeme-li gumový pás spojený tak, že tvořı́ kruh a rozstřihneme
jej, můžeme ho natáhnout do požadovaných rozměrů úplně stejně jako to dělá pružná
polárnı́ transformace.
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Obrázek 13: Převedenı́ kartézských souřadnic do polárnı́ch souřadnic

Na obrázku 14 je ukázka transformovaných duhovek připravených k dalšı́ fázi pro-
cesu.

4.2 Waveletový filtr

Pro přesnějšı́ porovnávánı́ je třeba provést filtrovánı́ ”rozbalené“ duhovky. Filtrem od-
stranı́me přebytečný šum a vytvořı́me otisku podobnou matrici duhovky, kterou můžeme
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Obrázek 14: Transformované duhovky.

porovnávat vůči databázi. Rozsáhlý úvod do problematiky filtrů, waveletových bank a
waveletové transformace lze najı́t třeba v [13], [14] nebo v [16].

V této práci byl zvolen, pro své dobré vlastnosti při zpracovánı́ obrazových dat, Ga-
borův wavelet. Jedná se vlastně o okennı́ Fourierovu transformaci se speciálně zvoleným
jádrem, které umožňuje škálovatelnost frekvencı́ i rozměru. Toto jádro je popsáno v ná-
sledujı́cı́m vztahu,

G(x, y) =
1

2πσβ
e
−π
»

(x−x0)2

σ2
(y−y0)2

β2

–
ei(ξ0x+υ0y), (44)

kde (x0, y0) je počátek soustavy, (ξ0, υ0) jsou optimálnı́ prostorové frekvence filtru ve frek-
venčnı́ doméně, σ a β jsou výchylky eliptického Gausiánu podle x a y. Z (44) je vidět, že
2D Gaborův filtr je výsledkem součinu eliptického Gausiánu a rovinné vlny na kom-
plexnı́ množině. Na obrázku 15 je ukázka, jak vypadá reálná a imaginárnı́ část Gaborova
waveletu.

Obrázek 15: Reálná a imaginárnı́ složka Gaborova filtru.
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Obrázek 16: Banka Gaborových waveletů

Otázkou zůstává, jakým způsobem budeme filtr aplikovat pro nejlepšı́ výsledek. Touto
problematikou se zabývá řada pracı́ pokrývajı́cı́ch široké spektrum aplikacı́, jako jsou
otisky prstů, segmentace textur, přı́padně detekce výrazů na tváři ([20], [21], [22], [23],
[24]).

V této práci byl volen adaptivnı́ filtr v kombinaci s waveletovou bankou. Tedy byla
vytvořena banka (tato banka je zobrazena na obrázku 16) pro různé úhly otočenı́ Gabo-
rova waveletu.

Před filtrovánı́m se transformovaná duhovka rozdělı́ na jednotlivé bloky, pro které
se vypočı́tá gradient. Tento gradient pak bude určovat, který úhel Gaborova waveletu se
zvolı́ tak, aby rozdı́l byl minimálnı́. Pro každý blok duhovky se pak provede konvoluce
s waveletem

If = I ∗Gφ, (45)

kde If je filtrovaná část duhovky, I je vstupujı́cı́ blok duhovky a Gφ je Gaborův wavelet
pro úhel φ.

Duhovky po waveletové transformaci jsou na obrázku 17.

4.3 Vyhledávánı́

V této části si ukážeme, jak sestavit maticiD (představenou v kapitole 2.2) z připravených
obrázků. Dále tuto matici rozložı́me na singulárnı́ rozklad, který použijeme k nalezenı́
shody. Tato metoda je pro obrazová data představena v [36] a [37].

Na jednotlivé duhovky budeme nahlı́žet jako na samostatné dokumenty, které do-
sadı́me jako řádky matice D. Tyto řádky pak budou tvořit bázi prostoru s referenčnı́mi
duhovkami. Na obrázku 18 je ukázáno jakým způsobem jsou tyto řádky tvořeny. Tyto
pak dosadı́me do matice D a vypočı́táme jejı́ singulárnı́ rozklad.

Máme-li nalezeno SVD matice D a vektor s dotazem (označme jej q), můžeme lehce
zjistit, jestli se tento vektor nacházı́ (nebo podobá vektoru) v původnı́ bázi. Celý postup
lze tedy shrnout do třı́ kroků :
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Obrázek 17: Duhovky po aplikaci Gaborova filtru.

m

n

mn

Obrázek 18: Sestavenı́ jednoho řádku matice D z transformované duhovky.

1. Nalezneme SVD matice D: D = UΣV H ,

2. Transformujeme vektor q do báze generované sloupci matice V : q̂ = Σ−1UHq,

3. Projdeme všechny řádky matice V a porovnáme s vektorem q̂:αi = V ri ·q̂T
‖V ri ‖·‖q̂‖

, i = 1, . . . ,m.

Přirozeně, pokud vektor q patřı́ do báze, bude jeho skalárnı́ součin s některým z řádků
matice V roven 1. Pokud se bude pouze podobat, bude výsledek čı́slo blı́zké 1.

4.3.1 Numerické experimenty

Jako testovacı́ dotaz jsme použili dvě duhovky, obě ve třech variantách. Originálnı́ -
pouze transformovaná duhovka, zašuměná - duhovka byla transformována a byl do nı́
přidán Gaussův šum [15] s parametry µ = 0 a σ = 0.01, rozmazaná - duhovka byla trans-
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formována a byla následně rozmazána Gaussovým filtrem [15] s parametrem σ = 10 a
velikost filtru byla zvolena 10. Ukázky těchto duhovek jsou na obrázcı́ch 19 a 20.

Obrázek 19: Transformavé duhovky pro prvnı́ testovacı́ dotaz.

Obrázek 20: Transformavé duhovky pro druhý testovacı́ dotaz.

Výsledky nalezneme v přı́loze A. Jedná se o prvnı́ch 10 nejlepšı́ch shod.
Z nalezených duhovek lze vidět, že metoda zde uvedená nalezla ve všech přı́padech

(až na jeden) na prvnı́m mı́stě správnou duhovku. Můžeme tedy usoudit, že postup zde
uvedený je dobrým základem robustnı́ metody pro porovnávánı́ duhovek.
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5 Závěr

V této práci jsem představil jednu z možnostı́ jak urychlit výpočet SVD. Zvolenou me-
todou bylo využitı́ clusteru výkonných počı́tačů, čı́mž jsem výsledný algoritmus nejen
urychlil, ale také umožnil řešit mnohem většı́ úlohy.

Nejdřı́ve byla ukázána metoda, jak převést maticiA do bidiagonálnı́ formyB pomocı́
Householderových transformacı́. Tento postup se ukázal jako rozumně paralelizovatelný
při vhodně zvolené dekompozici dat na výpočetnı́ uzly. Pro implementaci zde uvedenou
byla zvolena dekompozice po řádcı́ch, která umožnila pro 64 procesů (8 výpočetnı́ch
uzlů, každý s 8 procesory) patnácti násobné urychlenı́ výpočtu.

Když známe bidigonálnı́ matici B, můžeme vypočı́tat jejı́ singulárnı́ čı́sla. K tomu
nám posloužı́ implicitnı́ QR metoda, která byla představena v [1]. Tato metoda byla z
[1] převzata pouze se změnou konvergenčnı́ch kritériı́, které se ukázaly jako vhodnějšı́
pro efektivnı́ implementaci. Protože se jedná o silně sekvenčnı́ algoritmus, jen obtı́žně
paralelizovatelný bez velkého přı́nosu, zůstal i v této práci využit jako sekvenčnı́ kód.

Poslednı́ fázı́ SVD je výpočet levých a pravých singulárnı́ch vektorů. Při výpočtu
singulárnı́ch vektorů je potřeba řešit soustavy rovnic, které jsou blı́zké singulárnı́m ale
z pohledu počı́tačové aritmetiky singulárnı́ nejsou. Tento problém byl vyřešen pomocı́
LU rozkladu, který umožnil lokalizaci těchto singularit. Vypočı́taný LU rozklad byl také
využit pro dopřednou a zpětnou substituci. Tyto umožnili efektivně vyřešit původnı́ sou-
stavu. Z následné analýzy tohoto kódu vyplynulo, že algoritmus je perfektně paralelně
škálovatelný. Tedy jej lze rozložit na jednotlivé výpočetnı́ uzly tak, že při výpočtu nebude
probı́hat žádná komunikace.

Zde představený algoritmus ukázal dobré výsledky jak z pohledu rychlosti, tak v
oblasti přesnosti. Pro dalšı́ práci se počı́tá s nalezenı́m nové metody pro výpočet sin-
gulárnı́ch čı́sel, která by umožnila přı́mou paralelizaci.

V druhé části této diplomové práce bylo představeno latentnı́ sémantické indexovánı́
(LSI), jako metoda porovnávánı́ biometrických dat. LSI využı́vá jako hlavnı́ nástroj právě
SVD pro nalezenı́ báze prostoru tvořeného biometrickými daty. Pro dostupnost byly jako
biometrická data voleny duhovky.

Při zpracovánı́ duhovek bylo potřeba přijı́t s metodou robustnı́ vůči rozmazánı́ a vůči
šumu, protože to jsou nejčastějšı́ defekty obrazových dat. Za tı́mto účelem byla navrhnuta
podle [19] waveletová transformace. Tato je aplikována na transformovaná data a vytvořı́
matrici původnı́ch dat. Výsledná matrice již netrpı́ šumem ani rozmazánı́m a lze ji tedy
přı́mo použı́t pro vytvořenı́ báze prostoru.

Jak bylo zmı́něno, data musı́ být nejdřı́ve transformována, protože v původnı́ch snı́mcı́ch
nemá duhovka vždy stejnou pozici a rozměr. Proto byla představena metoda transfor-
mace původnı́ duhovky do duhovky ”rozbalené“. Tedy duhovky transformované z me-
zikružı́ na pás. Tato metoda je zatı́m návrh, tedy se předpokládá dalšı́ zdokonalenı́.

Při numerických experimentech prokázala zde navržená metoda odolnost na šum a
na rozmazánı́.
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A Výsledky srovnánı́ duhovek

Výsledky porovnávánı́ duhovek z kapitoly 4.3.1. Pro vyhledávacı́ dotazy byly voleny
duhovky na obrázku A a jejich modifikace.

(a) 001L 1.jpg (b) 004L 3.jpg

Obrázek 21: Duhovky zvolené pro dotazy.

(a) 1.0000 (b) 0.6371 (c) 0.6220 (d) 0.6204 (e) 0.5445

(f) 0.5220 (g) 0.4836 (h) 0.4531 (i) 0.4499 (j) 0.4173

Obrázek 22: Výsledky porovnánı́ pro prvnı́ dotaz.



41

(a) 0.8355 (b) 0.8198 (c) 0.7316 (d) 0.6681 (e) 0.6223

(f) 0.6164 (g) 0.6088 (h) 0.5401 (i) 0.5239 (j) 0.5107

Obrázek 23: Výsledky porovnánı́ pro druhý dotaz.

(a) 0.9776 (b) 0.6419 (c) 0.6379 (d) 0.6363 (e) 0.5099

(f) 0.4634 (g) 0.4615 (h) 0.4612 (i) 0.4532 (j) 0.4456

Obrázek 24: Výsledky porovnánı́ pro třetı́ dotaz.

(a) 1.0000 (b) 0.4385 (c) 0.4174 (d) 0.4046 (e) -0.3976

(f) 0.3909 (g) -0.3861 (h) -0.3790 (i) 0.3652 (j) 0.3651

Obrázek 25: Výsledky porovnánı́ pro čtvrtý dotaz.
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(a) 0.8417 (b) 0.4868 (c) 0.4552 (d) 0.4271 (e) -0.4163

(f) 0.3884 (g) 0.3673 (h) -0.3662 (i) -0.3656 (j) -0.3471

Obrázek 26: Výsledky porovnánı́ pro pátý dotaz.

(a) 0.9386 (b) 0.4521 (c) 0.4452 (d) 0.4253 (e) 0.4084

(f) 0.4054 (g) 0.3875 (h) 0.3779 (i) 0.3768 (j) -0.3754

Obrázek 27: Výsledky porovnánı́ pro šestý dotaz.


