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ZnaèeníR 2 R � R , kde R je mno¾ina v¹ech reálných èíselNech» ! � R 2 je oblast s Lipschitzovskou hranicí, pak oznaèíme:@! hranice oblasti !! uzávìr oblasti !j!j míra oblasti !u j! zú¾ení funkce u na oblast !L2(!) prostor mìøitelných funkcí na ! lebesgueovskyintegrovatelných s kvadrátemk:kL2(!) norma v prostoru L2(!) 1(:; :)0;! skalární souèin funkcí z L2(!) (nebo (L2(!))2) 1Hk(!) (k je celé, prostor funkcí, je¾ jsou spoleènì se svýminezáporné èíslo) zobecnìnými derivacemi a¾ do øádu k integro-vatelné s kvadrátem, t.j. jsou prvky L2(!).H10 (!) podprostor funkcí z H1(!) s nulovou stopou na @!k:kH1(!) (� k:k1;!) norma v prostoru H1(!), kdekukH1(!) = qkuk2L2(!) + k jruj k2L2(!) 1U¾ité zkratky:BLM metoda hranièních Lagrangeových multiplikátorù(boundary Lagrange multiplier method)CG metoda sdru¾ených gradientù(conjugate gradient method)DLM metoda distribuovaných Lagrangeových multiplikátorù(distributed Lagrange multiplier method)LBB podmínka Lady¾enská-Babu¹ka-Brezzi podmínkaMFO metoda �ktivních oblastíMFO øe¹ièe øe¹ièe u¾ívající k numerické realizaci stavovéhoproblému metodu �ktivních oblastío.p. okrajové podmínky
1Pokud zde vystupuje funkce de�novaná na oblasti 
, rozumíme zde její zú¾ení na ! � 
,i kdy¾ ho neznaèíme. 3



ÚvodCílem této práce byla praktická realizace nìkolika variant metody �ktivních ob-lastí zalo¾ených na dualitì a pou¾itých k øe¹ení úloh tvarové optimalizace.Klasický pøístup k øe¹ení úloh tvarové optimalizace je zalo¾en na principu po-stupné deformace hranice oblasti, pøièem¾ v ka¾dém kroku musíme znovu zkon-struovat dìlení dané oblasti pro MKP, pøepoèítat matici tuhosti a vektor pravýchstran a teprve poté mù¾eme vyøe¹it pøíslu¹nou soustavu rovnic.Je zøejmé, ¾e vý¹e uvedený postup je neefektivní. Jednou z mo¾ných cest, jakzvý¹it efektivnost, je u¾ití metody �ktivních oblastí. Její princip spoèívá v zá-mìnì dané úlohy na oblasti se slo¾itou geometrií (!) za problém formulovaný naoblasti s pravidelnou geometrií (
) (napø. obdélník, kvádr) obsahující pùvodníoblast a je¾ je s pùvodní úlohou nìjakým zpùsobem svázán. A sice jeho øe¹enízú¾ené na pùvodní oblast je øe¹ením pùvodní úlohy, pøièem¾ informace o geome-trii pùvodní oblasti v na¹em pøípadì bude "zakódována" pomocí Lagrangeovýchmultiplikátorù.Výhody tohoto postupu jsou zøejmé: pro øe¹ení okrajových úloh na oblastechjako jsou obdélníky, kvádry ap., je mo¾no pou¾ít speciální dìlení a výslednousoustavu rovnic øe¹it pomocí nìjaké rychlé iteraèní metody. Dal¹í výhodou jenezávislost triangulace oblasti 
 na tvaru oblasti !, z èeho¾ vyplývá, ¾e nenínutno v ka¾dém kroku pøepoèítávat matici tuhosti.Stavovou úlohou v na¹em pøípadì bude eliptická úloha 2. øádu s homogennímiDirichletovými okrajovými podmínkami. V první kapitole se budeme zabývatpouze øe¹ením této stavové úlohy s vyu¾itím metody �ktivních oblastí, zatímcodruhá kapitola ji¾ bude vìnována vlastní tvarové optimalizaci.Z teoretických úvah se ukázalo, ¾e výsledná úloha matematického progra-mování je nehladká a minimizovaná funkce je èasto témìø nespojitá. Z tohotodùvodu je nutné u¾ít algoritmy globální optimalizace jako jsou GA (Genetic Al-gorithm), BGA (Breeder Genetic Algorithm), SA (Simulated Annealing), CRS(Controlled Random Search) ap. Popis a srovnání zmiòovaných optimalizaèníchalgoritmù vyjma SA mù¾eme nalézt ve druhé kapitole, èásti 9{11.U¾ití metody �ktivních oblastí v rámci úloh tvarové optimalizace bylo te-oreticky studováno v pracech J. Haslingera, K. H. Ho�manna, M. Koèvary,A. Klarbringa aj. Tato problematika stojí v popøedí zájmu øady zahranièníchpracovi¹» jako jsou Houston, Graz, Lyon atd. Praktické zku¹enosti s touto me-todou jsou prozatím malé, výzkum je teprve na zaèátku. Tato práce a na ninavazující dizertaèní práce by mìly pomoci k systematickému studiu této pro-blematiky.
4



Kapitola I - Øe¹ení stavového problému1 Zadání úlohyNech» ! je oblast s Lipschitzovskou hranicí @!. Na této oblasti uva¾ujme násle-dující eliptickou okrajovou úlohu:(P) 8<: Au(!) = f v !;+ o.p. na @!;kde A je eliptický operátor 2. øádu, u(!) je øe¹ení (P) a f 2 L2(!). Na¹ím cílembude numericky øe¹it úlohu (P) u¾itím metody �ktivních oblastí.2 Metoda �ktivních oblastíZákladní my¹lenkou metody �ktivních oblastí je vnoøit oblast se slo¾itou geome-trií ! do oblasti s pravidelnou geometrií 
 � � [ ! (viz. obr. 1) a úlohu (P)
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Obrázek 1: Vnoøení oblasti ! do 
.nahradit za úlohu (P̂) vypadající následovnì:(P̂) 8<: Â û = f̂ v 
;+ o. p. na @
;5



kde Â je opìt eliptický operátor 2. øádu podobného typu jako A, û je øe¹ení (P̂)a f̂ 2 L2(
) je vhodné roz¹íøení f z oblasti ! na 
. Nová úloha (P̂) pøitommusí být zvolena tak, aby zú¾ení û j! bylo øe¹ením (P). Dùvod, proè to dìláme,je snadno vidìt: úlohu (P̂) je mo¾né øe¹it rychlými øe¹ièi, je¾ vyu¾ívají toho, ¾eoblast 
 má jednoduchou geometrii a mù¾eme jí tedy vhodnì rozdìlit na koneènéelementy.V následující èásti uvedeme dvì varianty metody �ktivních oblastí zalo¾enéna dualitì. Pro lep¹í popis jednotlivých variant se omezíme na homogenní Di-richletùv problém v rovinì:(P) 8<: �4u(!) = f v ! � R 2;u(!) = 0 na @!nebo ve slabé formulaci(P) 8<: Najdi u(!) 2 H10 (!) takové, ¾e(ru(!);r')0;! = (f; ')0;! 8' 2 H10 (!);kde f 2 L2(!).3 Varianty metody �ktivních oblastí zalo¾enéna dualitìV této èásti uvádíme dvì varianty metody �ktivních oblastí zalo¾ené na dualitì.První z nich u¾ívá Lagrangeovy multiplikátory de�nované na hranici oblasti !(BLM-technika) a druhá je zalo¾ena na distribuovaných Lagrangeových multipli-kátorech de�novaných v � � 
 n ! (DLM-technika).3.1 BLM-technikaNech» 
 � ! je obdélníková oblast, V (!) = H10(!) a V (
) = H10 (
). Dálede�nujme prostor V0(!;
) následovnì:V0(!;
) = fv 2 V (
) j v = 0 na @!g:Je snadno vidìt, ¾e úloha(P̂)0 8<: Najdi û 2 V0(!;
) takové, ¾e(rû;r')0;
 = ( ~f; ')0;
 8' 2 V0(!;
);kde ~f 2 L2(
) je vhodné roz¹íøení f z oblasti ! na 
, má jediné øe¹ení û, pøièem¾û j! øe¹í pùvodní homogenní Dirichletovu úlohu (P).6



Na podmínku v = 0 na @! mù¾eme pohlí¾et jako na omezení, které budemev dal¹ím zpracovávat pomocí Lagrangeových multiplikátorù de�novaných na @!.Oznaème �(@!) � H�1=2(@!) jako prostor, je¾ je duální k prostoru H1=2(@!)de�novaného následovnì:H1=2(@!) = f' : @! 7! R 1 j 9v 2 H1(!) : v = ' na @!g:Ekvivalentní vyjádøení k (P̂)0 vyu¾ívající Lagrangeových multiplikátorù je(P̂) 8>>>>>><>>>>>>: Najdi (û; �) 2 V (
)� �(@!) takové, ¾e(rû;r')0;
 = ( ~f; ')0;
+ < �; ' >@!8' 2 V (
);< �; û >@!= 0 8� 2 �(@!);kde < ; >@! oznaèuje dualitu mezi �(@!) a H1=2(@!). Je jednoduché ukázatplatnost následující vìty:Vìta 3.1 Úloha (P̂) má jediné øe¹ení (û; �), pøièem¾ û j! øe¹í (P) a � = �@û@� �je skok normálové derivace û na @!.Dùkaz mo¾no nalézt v [Haslinger, Klarbring, 1995]. Tuto variantu metody �k-tivních oblastí dále oznaèujeme jako BLM var. I.Poznámka 3.1 Jestli¾e polo¾íme f = 0 vnì oblasti !, t.j.~f = * f v !0 v � = 
 n !;potom û j� � 0 a � = @@� (û j!) (viz. [Peichl, Kunisch, 1995]).Variantu metody �ktivních oblastí s tímto výbìrem ~f budeme v dal¹ím znaèitjako BLM var. II.Nyní popí¹eme aproximaci úlohy (P̂) pomocí metody koneèných prvkù. Nech»fT̂hg, h! 0+ je regulární systém triangulací na oblasti 
. Ka¾dému T̂h pøiøadímeprostor V̂h v¹ech po èástech lineárních funkcí nad T̂h a nulových na @
:V̂h = fvh 2 C(
) j vh jT 2 P1(T ) 8T 2 T̂h; vh = 0 na @
g:Symbolem !H oznaème polygonální aproximaci oblasti ! s hranicí@!H = M(H)Si=1 AiAi+1; (AM(H)+1 � A1);7
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Obrázek 2: Pøíklad oblasti s po èástech polygonální hranicí.pøièem¾ délka libovolné strany jAiAi+1j je men¹í nebo rovna H > 0. Pro lep¹ípøedstavu viz. obr. 2.De�nujme prostor �H po èástech konstantních funkcí de�novaných na @!H :�H = f�H 2 L2(@!H) j �H jAiAi+1 2 P0(AiAi+1)8i = 1; : : : ;M(H)g:Dále pøedpokládejme, ¾e h! 0 + , H ! 0 + :Aproximace úlohy (P̂) je de�novaná následovnì:(P̂)Hh 8>>>>>><>>>>>>: Najdi (ûh; �H) 2 V̂h � �H takové, ¾eR
 grad ûh � grad'h dx = R
 ~f'h dx+ R@!H �H'h ds8'h 2 V̂h;R@!H ûh�H ds = 0 8�H 2 �H ;pøièem¾ úloha (P̂)Hh odpovídá tzv. smí¹ené metodì koneèných prvkù, kdyjedním prostorem aproximujeme primární velièinu ûh a druhým pak veli-èinu duální �H . Potom mù¾eme dokázat (viz. [Haslinger, Klarbring, 1995] a[Haslinger, Neittaanmäki, 1996])Vìta 3.2 Nech» je splnìna následující podmínka stability:(3.1) R@!H vh�H ds = 0 8vh 2 V̂h =) �H = 0 na @!H :8



Potom (P̂)Hh má jediné øe¹ení (ûh; �H) a navíc pro h;H ! 0+ konverguje ûh ! ûv H10 (
), pøièem¾ û je øe¹ení úlohy (P̂).Poznámka 3.2 Postaèující podmínka platnosti (3.1) je, ¾e pomìr H=h je do-stateènì velký, t.j. dìlení T̂h de�nující V̂h je jemnìj¹í ne¾ dìlení u¾ité ke kon-strukci �H . V pøípadì, ¾e pomìr H=h je vìt¹í nebo roven 3, pak je splnìnanejen podmínka (3.1), ale i tzv. Lady¾enská-Babu¹ka-Brezzi (LBB) podmínka(viz [Girault, Glowinski, 1995]):(3.2) inf�H(@!H) supV h(!) (�H ; vh)0;@!Hk�Hk�1=2;@!H kvhk1;! � �;kde � > 0 nezávisí na h;H > 0 a symbol k:k�1=2;@!H oznaèuje duální normu vprostoru H�1=2(@!H).Maticová formulace (P̂)Hh vypadá následovnì:( ~P) 8>>><>>>: Najdi (u;�) 2 Rn(h) � RM(H) takové, ¾eA u+ B T � = F;B u = 0;kde A je matice tuhosti, B je tzv. matice transformace, F je vektor zatí¾ení au, resp. � jsou vektory uzlových hodnot ûh, resp. �H . Dodejme je¹tì, ¾e prvkymatic A , B a vektoru zatí¾ení F se spoètou následovnì:A = faijg; aij = R
 r'ir'j dx; i; j = 1; : : : ; n(h);B = fbkjg; bkj = RAkAk+1 'j ds; j = 1; : : : ; n(h); k = 1; : : : ;M(H);F = C ~f ; C = fcijg; cij = RD 'i'j dx; i; j = 1; : : : ; n(h);kde f'jgn(h)j=1 jsou bázové funkce V̂h, fAkAk+1gM(H)k=1 je systém jednotlivých èástíhranice @!H , ~f je vektor uzlových hodnot ~f a D � 
, resp. D � !H pro BLMvar. I., resp. II.Poznamenejme, ¾e informace o geometrii oblasti ! je obsa¾ena v matici B , vevektoru zatí¾ení F (pouze pro BLM var. II.), ale ne v matici tuhosti A .Poznámka 3.3 Homogenní Dirichletova okrajová podmínka ûh(!) = 0 na hra-nici @! je splnìna ve velmi slabém smyslu. Konkrétnì: integrální prùmìr øe¹eníûh(!) nad ka¾dým úsekem hranice AiAi+1 je roven nule, co¾ vyplývá z druhérovnice v úloze (P̂)Hh . Toto mù¾e vést k velkým chybám øe¹ení ûh(!) v okolíhranice @!. 9



3.2 DLM-technikaStejnì jako pøedtím oznaèíme V (
) = H10 (
) a de�nujeme prostor V0(�;
) ná-sledovnì: V0(�;
) = fv 2 V (
) j v � 0 v � � 
 n !g:Opìt je velmi jednoduché ovìøit, ¾e úloha(P̂)0 8<: Najdi û 2 V0(�;
) takové, ¾e(rû;r')0;
 = ( ~f; ')0;
 8' 2 V0(�;
);kde ~f 2 L2(
) je vhodné roz¹íøení f z oblasti ! na 
, má jediné øe¹ení û a û j!øe¹í (P).Podmínku v � 0 v � zpracujeme u¾itím distribuovaných Lagrangeových mul-tiplikátorù de�novaných v �. Nech» �(�) � (V (
) j�)0, t.j. �(�) je duální kprostoru funkcí z V (
) zú¾ených na �. Potom ekvivalentní vyjádøení k (P̂)0 je(P̂) 8>>>>>><>>>>>>: Najdi (û; �) 2 V (
)� �(�) takové, ¾e(rû;r')0;
 = ( ~f; ')0;
+ < �; ' >�8' 2 V (
);< �; û >�= 0 8� 2 �(�);kde < ; >� oznaèuje pøíslu¹nou dualitu. Tato forma úlohy (P̂) a dùkaz následu-jící vìty jsou prezentovány v [Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998] a [Tomas, 1997].Vìta 3.3 Úloha (P̂) má jediné øe¹ení (û; �) a û j! øe¹í (P).Tuto variantu metody �ktivních oblastí dále oznaèujeme jako DLM.Dále uvádíme popis aproximace úlohy (P̂) opìt pomocí smí¹ené metody ko-neèných prvkù. Nech» fT̂hg, fT̂Hg pro h;H ! 0+ jsou dva regulární systémytriangulací oblasti 
 splòující následující:(j) h! 0 + , H ! 0+;(jj) T̂h � T̂H pro libovolné h;H ! 0+,t.j. libovolný element T 0 2 T̂H je tvoøen sjednocením koneèného poètu trojúhel-níkù T 2 T̂h. Ka¾dému T̂h, resp. T̂H pøiøadíme prostor V̂h, resp. V̂H v¹ech poèástech lineárních funkcí nad T̂h, resp. T̂H a nulových na @
:V̂� = fv� 2 C(
) j v� jT 2 P1(T ) 8T 2 T̂�; v� = 0 na @
g;kde � = h, resp. H. Dále de�nujmeVH(�) � V̂H j� :10



Potom aproximace úlohy (P̂) je de�novaná následovnì:(P̂)Hh 8>>>>>><>>>>>>: Najdi (ûh; �H) 2 V̂h � VH(�) takové, ¾eR
 grad ûh � grad'h dx = R
 ~f'h dx+ R� �H'h dx8'h 2 V̂h;R� �H ûh dx = 0 8�H 2 VH(�):Z dùvodu platnosti (jj) vidíme, ¾e podmínka stability(3.3) R� �H v̂h dx = 0 8v̂h 2 V̂h =) �H � 0 v �je splnìna a proto lze dokázat (viz. [Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998])Vìta 3.4 Úloha (P̂)Hh má jediné øe¹ení (ûh; �H) a navícûh ! û v V (
); h! 0+;pøièem¾ û je øe¹ení (P̂).Poznámka 3.4 LBB podmínka má v tomto pøípadì následující vyjádøení:(3.4) inf�H(�) supVh(!) (�H ; vh)0;�k�Hk�;� kvhk1;! � �;kde konstanta � > 0 nezávisí na h;H > 0 a symbol k:k�;� oznaèuje du-ální normu v prostoru �(�). V pøípadì, ¾e dìlení oblasti 
 nerespektujegeometrii oblasti !, mù¾e být konstanta � zavislá na H (podrobnìji viz.[Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998] a [Tomas, 1997]).Maticová formulace je stejná jako v pøedchozím pøípadì s tím rozdílem, ¾eelementy bij matice B se nyní vypoèítávají dle následujícího vztahu:bij = R�  i'j dx;kde f'jgn(h)j=1 , resp. f ign(H)i=1 jsou bázové funkce V̂h, resp. VH(�). Prvky maticeC se spoèítají stejnì jako u BLM var. II. Informace o geometrii oblasti ! jeobsa¾ena v matici B , ve vektoru zatí¾ení F, ale ne v matici tuhosti A .4 Konkrétní realizace øe¹ení stavové úlohyV této èásti popí¹eme jednu z mo¾ných realizací øe¹ení stavového problému po-mocí metody �ktivních oblastí. 11



Zatímco v teoretické èásti pou¾íváme triangulaci oblasti 
, v praktické rea-lizaci jsou z dùvodu jednoduchosti implementace pou¾ity obdélníkové elementy(rektangulace oblasti 
) s bilineárními funkcemi. Za �ktivní oblast 
 vezmìmeobdélník (0; Lx) � (0; Ly), je¾ je rozdìlen na ètvercové elementy s krokem h,resp. H de�nujícím rektangulaci R̂h, resp. R̂H oblasti 
. Ke konstrukci V̂h, resp.VH(�) jsou u¾ity po èástech bilineární funkce nad R̂h, resp. R̂H .V dal¹ím budeme pøedpokládat, ¾e hranice @! oblasti ! je tvoøena po èástechBezierovými køivkami 2. øádu. Poèet tìchto èástí oznaème jako nc. Jedna takováhranice je vidìt na obrázku 3.
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Obrázek 3: Pøíklad oblasti s hranicí tvoøenou po èástech Bezierovou køivkou 2.øádu.Ka¾dá Bezierova køivka 2. øádu je tvoøena poèáteèním (Ii), koncovým (Ii+1)a øídícím (Bi) bodem. Poèet øídících i poèáteèních, resp. koncových bodù je tedystejný jako poèet èástí hranice @!. Pokud máme zadanou podmínku na hladkosthranice @!, pak je køivka tvoøící tuto hranici jednoznaènì dána pouze øídícímibody B1; : : : ; Bnc a poèáteèní, resp. koncové body jsou dopoèteny následovnì:Ii = Bi�1 +Bi2 ; i = 1; : : : ; nc; B0 � Bnc;v opaèném pøípadì musí být poèáteèní, resp. koncové body I1; : : : ; Inc stejnìjako øídící body B1; : : : ; Bnc zadány. Trojice bodù (Ii; Bi; Ii+1), i = 1; : : : ; nc,Inc+1 � I1 jednoznaènì urèuje Bezierovu køivku �i, i = 1; : : : ; nc. Ii je tedypoèáteèním bodem Bezierovy køivky �i a zároveò koncovým bodem Bezierovykøivky �i�1.Diskretizace hranice @! pro Lagrangeovy multiplikátory na hranici je urèenapoèáteèními body Ik, k = 1; : : : ; nc. Z tohoto dùvodu budou prvky matice B v12



tomto pøípadì poèítány následovnì:B = fbkjg; bkj = R�k 'j ds; j = 1; : : : ; n(h); k = 1; : : : ; nc;kde f'jgn(h)j=1 jsou bázové funkce V̂h a f�kgnck=1 je systém jednotlivých èástí hranice@!.Vylouèení promìnné u v maticové formulaci ( ~P) vede na øe¹ení soustavylineárních rovnic(4.1) A� = b;kde A = B A �1 B T ;b = � B A �1F:Matice A je v na¹em pøípadì symetrická, pozitivnì de�nitní a proto mù¾emeprovést Choleského rozklad A = L LT . K øe¹ení rovnice (4.1) s výhodou pou¾i-jeme metodu sdru¾ených gradientù.Metoda sdru¾ených gradientùInicializace: �0 = 0 (libovolné);r0 = b�A�0;v0 = r0;n = dim(A);i := 0;" > 0:Iteraèní cyklus:(#) (krik2 � kbk2" nebo i � n) =) ukonèení cyklu;di = Avi;�i = rTi rivTi di ;�i+1 = �i + �ivi;ri+1 = ri � �idi;�i = rTi+1ri+1rTi ri ;vi+1 = ri+1 + �ivi;13



i := i + 1 a vracíme se k (#):Pomocný vektor di je tvoøen následujícím souèinem matic a vektoru vi:di = Avi = B A �1 B T vi= B (L LT )�1 B T vi= B L�T L�1 B T vi;kde B je pøíslu¹ná matice transformace, L je dolní trojúhelníková matice vznikláCholeského rozkladem matice tuhosti A a vektor vi reprezentuje smìr postupuzískaný A-ortogonalizací vektorù reziduí ri. Souèin B L�T L�1 B T vi se vypoètenásledovnì:y = B T vi;z = L�1 y , (øe¹ení soustavy L z = y pøímým chodem);u = L�T z , (øe¹ení soustavy LT u = z zpìtným chodem);di = B u:Kritérium na ukonèení cyklu v tìle metody sdru¾ených gradientù (#) je slo-¾eno ze dvou èástí. První z nich odpovídá podmínce na relativní chybu rezidua adruhá je omezení poètu provádìných iterací metody sdru¾ených gradientù (ome-zení poètu prùchodù cyklem) dimenzí matice A.5 Numerické pøíkladyV této èásti jsou vyhodnocovány výsledky dvou ní¾e uvedených úloh, které bylyzvoleny tak, aby jejich øe¹ení bylo snadno vyjádøitelné v analytickém tvaru. Proka¾dou zmiòovanou variantu metody �ktivních oblastí a pro oba zadané pøíkladyje grafem, popø. tabulkou znázornìno:� vypoètené øe¹ení stavové úlohy;� odpovídající Lagrangeùv multiplikátor;� chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!);� poèet iterací metody sdru¾ených gradientù potøebných k výpoètu ûh(!);� øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!);� èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.14



V pøípadì potøeby objasnìní nìkterých dosa¾ených výsledkù jsou uvedeny nì-které tabulky a obrázky navíc.Pøíklad 1 Nech» rozmìry �ktivní oblasti jsou Lx = Ly = 3, krok diskretizacestavového problému h = 332 a parametr ukonèení metody sdru¾ených gradientù" = 10�5. Stavová úloha je de�nována následovnì:(P)1 8<: �4u = f v !;u = 0 na @!;kde f = �4uz;pøièem¾ uz = �x� Lx2 + c� ��(y)� x� �y � Ly2 + c��Ly2 + c� y� ;�(y) = 38 sin��y2c �+ Lx2 + c;y = y � Ly2 + c; c = 0:5625:Pro lep¹í pøedstavu o geometrii úlohy uvádíme obrázek 4, kde hranice vý-raznì vyznaèené oblasti odpovídá mno¾inì bodù, v ní¾ funkce uz nabývá nulovéhodnoty. Funkce uz je tedy øe¹ením úlohy (P)1 na této oblasti.
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Obrázek 4: Znázornìní oblasti ! a diskretizace 
.Krok diskretizace H pro distribuované Lagrangeovy multiplikátory se rovnáh, resp. 2h a diskretizace @! pro Lagrangeovy multiplikátory na hranici je dána15



poèáteèními, resp. koncovými body Ii, i = 1; : : : ; nc(= 4) znázornìnými koleèkyna obr. 4.Pøíklad 2 Nech» rozmìry �ktivní oblasti 
 jsou Lx = Ly = 8, krok diskretizacestavového problému h = 14 a parametr ukonèení metody sdru¾ených gradientù" = 10�5. Stavová úloha je v tomto pøípadì de�novaná následovnì:(P)2 8<: �4u = f v !;u = 0 na @!;kde f = �4uz;pøièem¾ uz = 4� �x� Lx2 �2 � 4�y � Ly2 �2 :Geometrie úlohy je dobøe patrná z obrázku 5, kde opìt výraznì vyznaèenákøivka odpovídá mno¾inì bodù, v ní¾ funkce uz nabývá hodnoty nula.
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Obrázek 5: Znázornìní oblasti ! a diskretizace 
.Krok diskretizace H pro distribuované Lagrangeovy multiplikátory se rovnáh, resp. 2h a diskretizace @! pro Lagrangeovy multiplikátory na hranici je dánapoèáteèními, resp. koncovými body Ii, i = 1; : : : ; nc(= 8) znázornìnými koleèkyna obr. 5.
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5.1 Vyhodnocení výsledkù numerických pøíkladùV této èásti srovnáváme výsledky dosa¾ené jednotlivými zmiòovanými varian-tami MFO aplikovanými na pøíklady 1 a 2 (viz. Výsledky numerických pøíkladùke kapitole I).Vyhodnocení výslekù pøíkladu 1Vypoètená øe¹ení stavové úlohy (P)1 pro jednotlivé varianty MFO jsou znázor-nìna na obrázcích 11, 13, 15 a 18. Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor je pak vpøípadì BLM metody uveden v tabulkách 3 a 8 a pro DLM metodu je znázornìngra�cky na obrázcích 16 a 19.Porovnáním chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) získaného u¾itímnìkteré z variant MFO zjistíme, ¾e nejmen¹ích chyb je dosa¾eno v pøípadì u¾itídistribuovaných Lagrangeových multiplikátorù s H � 2h a nejvìt¹ích, pou¾ijeme-li Lagrangeovy multiplikátory na hranici var. I. Chyba øe¹ení ûh(!) v normìprostoru L2(!) naproti tomu vychází nejlépe pro DLM s H � h a nejhùøe opìtpro BLM var. I. Zmiòované chyby øe¹ení ûh(!) jsou uvedeny v tabulkách 4, 9,13 a 16.Nejlep¹í, resp. nejhor¹í øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) vnormì prostoru H1(!) vychází pro DLM s H � 2h, resp. BLM var. I. U metodyDLM bylo dokázáno, ¾e øád konvergence � = 1=2� ", kde " je vìt¹í ne¾ 0 (viz.[Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998] a [Tomas, 1997]). Obdobný vztah pro øád kon-vergence v pøípadì u¾ití BLM metody byl dokázán v [Girault, Glowinski, 1995],ale s tím rozdílem, ¾e byla uva¾ována chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoruH1(
).Z øádu konvergence vypoèteného pro jednotlivé varianty MFO je vidìt, ¾e v pøí-padì u¾ití DLM metody je hodnota � kolem 0.5, kde¾to u BLM metody je toøádovì pouze 10�2. Tato velmi nízká hodnota � je zpùsobena tím, ¾e podmínkau = 0 na @! je splnìna ve velmi slabém smyslu (viz. Pozn. 3.3). Chyba øe¹eníûh(!) mù¾e tedy být v okolí hranice veliká a proto následnì provádíme zji¹»ováníchyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(�) (viz. tabulky 7 a 12), kde � je ob-délníková podoblast oblasti ! znázornìná na obrázcích 12 a 14 ¹rafovanì. Ihnedje vidìt, ¾e u BLM var. II vzrostl øád konvergence z 0.07439 na 0.44633, zatímcov pøípadì BLM var. I vy¹el øád konvergence � dokonce záporný. Toto je obvyklezpùsobeno nevhodnou diskretizací hranice @! pro Lagrangeovy multiplikátory.Nyní se podíváme na èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na kroku huvedeném pro jednotlivé varianty MFO v tabulkách 6, 11, 15 a 18. V pøípadìBLM metody je èíslo podmínìnosti maticeA øádovì v jednotkách, kde¾to u DLMmetody je øádovì 1018 � 1021. Tato vysoká hodnota èísla podmínìnosti nemusímít je¹tì negativní vliv na pou¾ití metody sdru¾ených gradientù k øe¹ení rovnice(4.1), pokud by se ukázalo, ¾e spektrum maticeAmá skokovité rozlo¾ení, t.j. jsoutam díry. Obrázky 17 a 20 potvrzují, ¾e rozlo¾ení spektra je opravdu skokovité.Dále je velmi zajímavé, ¾e v pøípadì u¾ití metody BLM se èíslo podmínìnostimatice A se zmen¹ujícím se krokem diskretizace stavové úlohy h rovnì¾ zmen-17



¹uje. Ke stejnému jevu dochází i vpøípadì DLM metody, pokud za�xujeme krokdiskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikátory H a mìníme pouzekrok diskretizace stavové úlohy h. Tento efekt je zpùsoben tím, ¾e se pomìr H=hse zmen¹ujícím h (H je pevné) zvìt¹uje, co¾ má za následek silnìj¹í splnìní pod-mínek (3.1), (3.2) v pøípadì BLM metody, resp. (3.3), (3.4) u DLM metody (viz.[Girault, Glowinski, 1995], resp. [Tomas, 1997]).Poèet iterací metody sdru¾ených gradientù potøebných k výpoètu ûh(!) jezávislý na velikosti èísla podmínìnosti matice A a také na rozlo¾ení spektra. Ztabulek 5, 10, 14 a 17 odpovídajícím jednotlivým variantám MFO je vidìt, ¾epoèet iterací je v pøípadì BLM metody øádovì v jednotkách, kde¾to u DLMmetody v desítkách. Je tøeba je¹tì upozornit, ¾e dimenze matice A je pro BLMmetodu nezávislá na h a je øádovì v jednotkách, zatímco u DLM metody jedimenze matice A na h závislá a konkrétnì pro ná¹ pøíklad je øádovì 102 � 103.Vyhodnocení výslekù pøíkladu 2Vypoètená øe¹ení stavové úlohy (P)2 pro jednotlivé varianty MFO jsou znázor-nìna tentokrát na obrázcích 21, 22, 23 a 26. Odpovídající Lagrangeùv multipli-kátor je pak v pøípadì BLM metody uveden v tabulkách 19 a 23 a pro DLMmetodu je znázornìn gra�cky na obrázcích 24 a 27.Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) vychází v tomto pøípadì opìtnejlépe pro DLM s H � 2h a nejhùøe pro BLM var. I. Co se týèe chyby øe¹eníûh(!) v normì prostoru L2(!), nejlep¹ích výsledkù bylo dosa¾eno v pøípadì u¾itíBLM var. II a nejhor¹ích u BLM var. I. Zmiòované chyby øe¹ení ûh(!) jsouuvedeny v tabulkách 20, 24, 27 a 30.Porovnáním øádù konvergence vypoètených pro jednotlivé varianty MFO zchyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) zji¹»ujeme, ¾e nejlep¹í konvergencebylo dosa¾eno v pøípadì DLM s H � h a nejhor¹í pro BLM var. II. V tomtopøípadì vy¹el tedy øád konvergence pro BLM var. I lep¹í, ne¾ pro BLM var. II,ale chyba øe¹ení ûh(!) je jak v normì prostoru H1(!), tak L2(!) podstatnì hor¹í.Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na kroku diskretizace stavové úlohyh je pro jednotlivé varianty MFO uvedené v tabulkách 22, 26, 29 a 32. V pøípadìu¾ití BLMmetody vychází èíslo podmínìnosti maticeA øádovì v desítkách a opìtse zmen¹ujícím se krokem h se zmen¹uje i èíslo podmínìnosti matice A, naprotitomu u DLM metody je stejnì jako u pøedchozího pøíkladu øádovì 1018 � 1021 az obrázkù 25 a 28 je vidìt, ¾e spektrum matice A je opìt rozdìleno skokovitì.Navíc u DLM s H � h v pøíkladech 1 i 2 neplatí, ¾e by se se zmen¹ujícím krokemh èíslo podmínìnosti zvìt¹ovalo. Konkrétnì pro h = 1=3 je èíslo podmínìnostimatice A vìt¹í, ne¾ pro h = 1=4. Toto mù¾e být zpùsobeno:1. Rektangulace R̂1=4 je zjemnìním R̂1=2, kde¾to rektangulace R̂1=3 nikoli.2. V pøípadì protnutí obdélníkového elementu diskretizace stavové úlohy hra-nicí @! je tento element rozdìlen na dvì èásti. Pokud by plocha èásti ele-18



mentu patøící doplòkové oblasti � byla velmi malá, pak rozdíl mezi mi-nimální a maximální hodnotou prvkù matice B by byl obrovský. Toto bymìlo za následek zanesení chyby do výpoètu matice A = B L�T L�1 B T(viz. [Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998]).Poèty iterací metody sdru¾ených gradientù pro jednotlivé varianty MFO jsouznázornìné v tabulkách 21, 25, 28 a 31. Opìt v pøípadì u¾ití BLM metody jsouøádovì v jednotkách a u DLM metody v desítkách. Dimenze matice A je proBLM metodu také øádovì v jednotkách (nezávislá na h) a pro DLM metoduøádovì 102 � 103.
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Kapitola II - Tvarová optimalizace6 Zadání úlohyV praxi se setkáváme s celou øadou úloh, v nich¾ tvar souèásti má podstatnývliv na kvalitu výsledného produktu (strojírenství, hornictví atd.). Matematickádisciplína zabývající se hledáním optimálního tvaru struktury se nazývá tvarováoptimalizace.Tvarová optimalizace je èást teorie optimálního øízení, ve které kontrolnívelièina souvisí s geometrií problému. Velká tøída úloh tvarové optimalizace mánásledující schéma:(P) 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ(!�; u(!�)) = min!2O J(!; u(!));kde ! je oblast hrající roli øídící velièiny, O je mno¾ina pøípustných oblastí,u(!) je øe¹ení stavového problému (P) a J je cenový funkcionál, jeho¾ výbìrje závislý na tom, co chceme optimalizovat. Existence øe¹ení (P) je rozebrána v[Pironneau, 1984] a [Haslinger, Neittaanmäki, 1996].Na¹ím cílem bude øe¹it úlohu (P) prostøednictvím nìkolika optimalizaèníchalgoritmù, jejich¾ úèinnost testujeme na celé øadì úloh tvarové optimalizace. Knumerické realizaci stavového problému (P) pou¾ijeme jednotlivé varianty MFOzmiòované v první kapitole, èásti 3.7 Klasický pøístup k úlohám tvarové optimali-zaceNejdøíve popí¹eme aproximaci úlohy (P). Mno¾inu pøípustných oblastí O nahra-díme mno¾inou Oh, její¾ v¹echny prvky (oblasti) jsou urèeny koneèným, stejnìvelkým poètem parametrù (Oh mù¾e být napø. mno¾ina oblastí s po èástechpolygonální hranicí). Z vý¹e uvedeného vyplývá, ¾e libovolná oblast !h 2 Ohmù¾e být jednoznaènì popsána vektorem � = (�1; : : : ; �q) 2 U � R q, kterýnazveme vektorem diskrétních návrhových promìnných. Nyní mù¾eme de�novatizomor�smus TD mezi mno¾inami Oh a U následovnì:TD(!h) = �; !h 2 Oh;TD(Oh) = U :Stavový problém (P) bude aproximován u¾itím metody koneèných prvkù. Tutoaproximaci (P) oznaèíme jako (P)h a odpovídající øe¹ení uh(!h).20



Aproximací úlohy (P) je úloha(P)h 8><>: Najdi !�h 2 Oh takové, ¾eJh(!�h; uh(!�h)) = min!h2Oh Jh(!h; uh(!h)):Vztah mezi (P) a (P)h je podrobnì rozebrán v [Haslinger, Neittaanmäki, 1996].Klasický zpùsob numerické realizace (P)h je zalo¾en na postupné deformacihranice oblasti, pøièem¾ nový tvar !(k+1)h je zkonstruován z pøedchozího tvaru!(k)h vhodnou deformací:!(k+1)h = F (k)h (!(k)h ); k = 0; 1; : : : ;kde F (k)h je spojité prosté zobrazení takové, ¾eJh(!(k+1)h ; uh(!(k+1)h )) � Jh(!(k)h ; uh(!(k)h )); k = 0; 1; : : : :Pøedpokládejme, ¾e úloha (P) je lineární a k její numerické realizaci je pou¾itaklasická metoda koneèných prvkù. Potom maticová forma (P)h je následující:(7.1) A (�)u(�) = F(�);kde A (�) je matice tuhosti, F(�) je vektor zatí¾ení a u(�) je vektor uzlovýchhodnot uh(!h). V tomto pøípadì matice tuhosti A a vektor zatí¾ení F jsou závisléna geometrii oblasti !h. Obvyklým zpùsobem de�nujeme izomor�smus TS meziprostory Vh(!h) a Rn: TS(uh(!h)) = u(�);pøièem¾ u(�) je vektor uzlových hodnot uh(!h) øe¹ící (7.1). Algebraický tvar(P)h vede na následující úlohu nelineárního matematického programování:(~P) 8<: Najdi �� 2 U takové, ¾eJ (��;u(��)) = min�2U J (�;u(�));kde J (�;u(�)) � Jh(T �1D �; T �1S u(�)), pøièem¾ symboly T �1D , resp. T �1S znaèíinverzní zobrazení k TD, resp. TS. Nevýhody takto zformulované úlohy jsouzøejmé: pro ka¾dou novou oblast !(k+1)h musíme znovu zkonstruovat její dìlenípro MKP, pøepoèítat matici tuhosti a vektor zatí¾ení a teprve poté øe¹it rov-nici (7.1). Toto se bìhem optimalizaèního procesu opakuje mnohokrát, z èeho¾vyplývá neefektivnost tohoto postupu.
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8 Metoda �ktivních oblastí v tvarové optimali-zaciK odstranìní vý¹e zmiòovaných nedostatkù nebo alespoò k jejich potlaèení pou-¾ijeme metodu �ktivních oblastí k numerické realizaci (P)h. Tento pøístup námumo¾ní provádìt v¹echny výpoèty na pevné oblasti 
 a na pevném dìlení T̂hoblasti 
, je¾ jsou zcela nezávislé na geometrii oblasti !. Dùsledkem toho je, ¾ematice tuhosti je nezávislá na vektoru diskrétních návrhových promìnných.Abstraktní schéma úloh tvarové optimalizace, je¾ u¾ívají k øe¹ení stavovéhoproblému metodu �ktivních oblastí, vypadá následovnì:(P)h 8><>: Najdi !�h 2 Oh takové, ¾eJh(!�h; ûh(!�h) j!�h) = min!h2Oh Jh(!h; ûh(!h) j!h);kde ûh(!h) 2 Vh(
) je øe¹ením (P̂)Hh získané jednou z variant metody �ktivníchoblastí uvedených v kapitole I, èásti 3. Pøipomeòme, ¾e algebraická forma (P̂)Hhje následující:( ~P) 8>>><>>>: Najdi (u(�);�(�)) 2 Rn(h) � R d(H) takové, ¾eA u(�) + B T (�)�(�) = F(�);B (�)u(�) = 0;kde u(�), resp. �(�) je vektor uzlových hodnot funkce ûh(!h), resp. �H(!h),� 2 U je vektor diskrétních návrhových promìnných popisujících !h 2 Oha d(H) = M(H), resp. d(H) = n(H) v pøípadì u¾ití BLM metody, resp.DLM metody. Znovu opakujeme, ¾e pouze matice B , eventuálnì vektor zatí-¾ení F jsou závislé na �, nikoli v¹ak matice tuhosti A . To znamená, ¾e ma-tice A mù¾e být spoètena pouze jednou na zaèátku optimalizaèního procesu apak ji¾ zùstává nezmìnìna. Tvarová optimalizace spoleènì s MFO øe¹ièi zalo¾e-nými na BLM-technice je studována v [Glowinski, Kearsley, Pan, Periaux, 1995],[Haslinger, Klarbring, 1995], [Peichl, Kunisch, 1995] aj. DLM-technika v tvarovéoptimalizaci byla pou¾ita v [Haslinger, Tomas, Ma��tre, 1998], [Tomas, 1997] adal¹ích.Nedílnou souèástí optimalizaèního procesu je analýza citlivosti, to jest stu-dium diferencovatelnosti zobrazení: øídící promìnná 7! øe¹ení stavové úlohy. Vnásledujícím se budeme proto zabývat diferencovatelností zobrazení � 7! u(�),kde u(�) je èást øe¹ení (~P). Z formulace ( ~P) je vidìt, ¾e(8.1) u(�) = (I� A �1 B T (�)(B (�) A �1 B T (�))�1 B (�)) A �1F(�):Pøedpokládáme-li, ¾e zobrazení � 7! F(�) je dostateènì hladké, diferencovatel-nost� 7! u(�) závisí pouze na diferencovatelnosti zobrazení� 7! B (�); B �1(�).22



V pøípadì Lagrangeových multiplikátorù na hranici (BLM-technika) jsou zob-razení � 7! B (�) i � 7! B �1(�) nediferencovatelné, proto¾e prvek bij(�) maticeB je dán výrazem bij(�) = RAiAi+1 'j ds;kde f'jgn(h)j=1 jsou bázové funkce Vh(
). Pokud tedy èást hranice AiAi+1 má ne-prázdný prùnik s vnitøní hranicí mezi dvìmi sousedními trojúhelníkovými ele-menty patøícími do T̂h a zároveò jednorozmìrná Lebesgueova míra tohoto prùnikuje kladná, potom zobrazení � 7! bij(�) není spojitì diferencovatelné z dùvodunespojitosti první derivace bázové funkce 'j (viz. [Da�nková, Haslinger, 1996] a[Tomas, 1997]). Minimalizaèní úloha (P)h je tedy obecnì nehladká. Z tohoto dù-vodu je nevhodné pou¾ívat na její øe¹ení klasických gradientních metod.V pøípadì u¾ití distribuovaných Lagrangeových multiplikátorù (DLM-technika) je sice � 7! B (�) spojitì diferencovatelné, ale mù¾e se stát, ¾e naopakzobrazení � 7! B �1(�) spojité není. To nastane tehdy, kdy¾ plocha prùnikuT \ �h je malá. Navíc se projeví vliv tzv. locking e�ectu, který nyní vysvìtlíme.Pøedpokládejme, ¾e T̂h � T̂H . Pak z toho, ¾e(�h; ûh)0;�h = 0 8�h 2 �h(�h)plyne, ¾e ûh � 0 nejen v �h, ale ¹ir¹í mno¾inì �0h, kde�0h = SfT j int(T ) \ �h 6= ;g;t.j. �0h je sjednocení v¹ech trojúhelníkových elementù patøících T̂h, jejich¾ vnitøekmá neprázdný prùnik s �h. Mno¾ina �0h je ilustrována obrázkem 6 pro pøípad, ¾eu¾íváme rektangulaci oblasti 
. Pokud se nyní oblast !h zmìní tak, ¾e mno¾ina�0h zùstane stejná, nezmìní se ani øe¹ení ûh, dùsledkem èeho¾ je necitlivost funkce!h 7! Jh(!h; ûh(!h) j!h) na zmìnu oblasti !h. Tato necitlivost cílové funkce nazmìnu oblasti !h zpùsobuje její patologické chování (napø. nespojitost) (viz. obr.8). Tento fenomén opìt vyluèuje u¾ití klasických gradientních metod. Vliv lockinge�ectu mù¾eme omezit tím, ¾e vezmeme dìlení T̂H øid¹í, ne¾ T̂h. Dal¹í mo¾nostpotlaèení locking e�ectu spoèívá v u¾ití Lagrangeových multiplikátorù na hranici,nebo» homogenní Dirichletova okrajová podmínka je v tomto pøípadì splnìna veslabém smyslu (viz. Pozn. 3.3), co¾ má za následek ochranu øe¹ení ûh v okolí @!hpøed uzamèením. V ka¾dém pøípadì v¹ak dostaneme úlohu nediferencovatelnou.
23
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Obrázek 6: Znázornìní mno¾iny �0h � 
 n !0h, kde oblast !0h je tvoøená vy¹rafo-vanými obdélníkovými elementy.9 Algoritmy globální optimalizaceShrneme-li dosavadní poznatky, mù¾eme øíci, ¾e metoda �ktivních oblastí u¾itá køe¹ení úloh tvarové optimalizace zvy¹uje efektivnost vnitøní úrovnì optimalizaè-ního procesu (øe¹ení stavového problému), ale pøiná¹í urèité komplikace na vnìj¹íúrovni (optimalizaèní algoritmus musí vzít v úvahu mo¾nou nediferencovatelnostcenové funkce a locking e�ect).Jednou z mo¾ností, jak odstranit tyto komplikace, je u¾ití algoritmù globálníoptimalizace jako jsou GA (Genetic Algorithm), BGA (Breeder Genetic Algo-rithm), CRS (Controlled Random Search), SA (Simulated Annealing) a dal¹í,které jsou zalo¾eny pouze na vyhodnocování cenové funkce.V této èásti popí¹eme struènì algoritmy GA, BGA a MCRS (Modi�ed CRS),je¾ jsou typickými pøedstaviteli tzv. evoluèních algoritmù. Evoluèní algoritmyjsou algoritmy pravdìpodobnostní, které øe¹í úlohy globální optimalizace na zá-kladì modelování organického vývoje.9.1 Formulace optimalizaèní úlohyTypické schéma úloh globální optimalizace je následující:(P)GO 8<: Najdi x� 2 � takové, ¾ef(x�) � f(x) 8x 2 �;kde � � �1 � : : : � �n je pøípustný vyhledávací prostor o n parametrech,24



f : � 7! R je zvolená cenová funkce a x� je bod z �, v nìm¾ funkce f na-bývá globálního minima. Prostor parametrù v praktických úlohách je zpravidlavymezen intervalem jejich pøípustných hodnot, co¾ vede na optimalizaèní úlohu stzv. box constraints. Vyhledávací prostor � tedy mù¾eme de�novat následovnì:� = fx 2 �1 � : : :� �n j hj(x) � 0; j = 1; : : : ; mg;kde hj(x); j = 1; : : : ; m jsou nerovnostní omezení a �i se obvykle volí jakointerval < ai; bi >� R .9.2 Genetic Algorithm - GAGenetické algoritmy jsou vyhledávací algoritmy zalo¾ené na mechanismu pøiro-zeného výbìru a principech genetiky. Prvky z prostoru � jsou reprezentoványbinárními øetìzci (chromozómy) a jednotlivé pozice v øetìzci se oznaèují jakogeny. V pøípadì binárních øetìzcù tyto geny nabývají hodnot daných symboly0 a 1. Obecnì v¹ak mohou nabývat libovolných hodnot v závislosti na øe¹enéproblematice. Ka¾dému chromozómu je pøiøazena hodnota daná jeho kriteriální(�tness) funkcí, která vyjadøuje jeho vhodnost. Mno¾ina chromozómù pak tvoøípopulaci.Vlastní GA spoèívá v opakované aplikaci následujících operátorù:� selekce;� køí¾ení;� mutace.Populace, na ní¾ jsou vý¹e zmiòované operátory aplikované, se nazývá rodièovskáa populace se vytváøející nová.Operátor selekce pouze kopíruje chromozómy z rodièovské populace do nové sohledem na jejich hodnotu kriteriální funkce. Rozli¹ujeme nìkolik variant tohotooperátoru:roulete-wheel selection - chromozómy s vy¹¹í hodnotou �tness funkce jsoukopírovány do nové populace s vìt¹í pravdìpodobností, pøièem¾ pravdìpo-dobnost výbìru i-tého chromozómu (pi) v populaci o velikosti N se spoètenásledovnì: pi = fiPNj=1 fj ;kde fj, j = 1; : : : ; N je hodnota kriteriální funkce j-tého chromozómu.Tato varianta je omezena tím, ¾e mù¾eme hledat pouze maximum a navíchodnoty �tness funkce musí být kladné.25



exponential selection - provádí se stejnì jako v pøedchozím pøípadì, ale ne-pracujeme zde s pùvodními hodnotami kriteriální funkce, ale s transfor-movanými spojitou exponenciální transformací, která mapuje minimum nanulu, maximum na jednièku a prùmìr na 0.5. Tato varianta ji¾ nemá ne-dostatky zmiòované ve variantì pøedchozí. Navíc umo¾òuje potlaèit velkérozdíly mezi hodnotami �tness funkce nejlep¹ího a nejhor¹ího jedince po-pulace.truncation selection - z ka¾dé populace oN prvcích vybíráme T �N nejlep¹ích,pøièem¾ T 2< 0:1; 0:5 > je tzv. truncation rate.Dal¹ím operátorem GA je køí¾ení, které spoèívá ve dvou krocích. V prvnímkroku náhodnì vybereme dvojici chromozómù S1, S2 a ve druhém provedemevlastní proces výmìny informací køí¾ením, èím¾ dostaneme dva nové chromozómy(jedince, potomky). Je mnoho zpùsobù, jak tento operátor zrealizovat. Nìkteréz nich jsou následující:one point crossover - náhodnì podle rovnomìrného rozlo¾ení se stanoví pozicek v chromozómu a následnì se pøehodí geny k + 1; : : : ;M chromozómuS1 se sobì si odpovídajícími geny chromozómu S2, pøièem¾ M je délkachromozómu (poèet genù).two point crossover - v tomto pøípadì stanovíme náhodnì podle rovnomìr-ného rozlo¾ení pozice k, l (1 � k < l � M) a v chromozómech S1 a S2pøehodíme navzájem sobì si odpovídající geny k; : : : ; l.uniform crossover - ka¾dý gen 1; : : : ;M chromozómu S1 pøehodíme se sobìsi odpovídajícím genem chromozómu S2 s pravdìpodobností 0.5.Posledním zmiòovaným operátorem GA je mutace. Tato prochází jednotlivégeny chromozómu a s urèitou (obvykle velmi malou) pravdìpodobností pm mìníjejich hodnotu z 0 na 1 a naopak. Význam mutace spoèívá v potlaèení mo¾néztráty genetické informace obsa¾ené v chromozómech s ni¾¹í hodnotou �tnessfunkce, co¾ mù¾e mít za následek zhor¹ení prùbìhu hodnot kriteriální funkcenejhor¹ího jedince v populaci. Tento negativní vliv je ov¹em ihned potlaèen ná-sledující selekcí a køí¾ením.Celý proces opakované aplikace operátorù genetického algoritmu je zalo¾enna postupném vylep¹ování populace a konvergenci do stavu, kdy celá populace jeji¾ tvoøena jen tìmi nejlep¹ími jedinci. Bli¾¹í informace o GA se mù¾eme dozvìdìtv [Mühlenbein, Schlierkamp-Voosen, 1992; 1993] a [Vondrák, 1995].9.3 Breeder Genetic Algorithm - BGAAlgoritmus BGA je zalo¾en na stejných principech jako genetický algoritmus.Hlavní rozdíl mezi GA a BGA spoèívá v tom, ¾e prvky z prostoru � jsou re-26



prezentovány vektory reálných èísel namísto binárními øetìzci. Tento rozdíl vedenutnì na modi�kaci operátorù køí¾ení a mutace.Chromozómy budou tedy tvoøeny reálnými vektory (body) x = (x1; : : : ; xn) 2� a jednotlivé slo¾ky tìchto vektorù budou geny. Nech» u a v jsou rodièovskéchromozómy a w je chromozóm potomka, pak mù¾eme de�novat následující va-rianty operátorù zobecnìného køí¾ení (recombination) a mutace:Recombination(a) Discrete recombination - DRwi = ui nebo vi;kde pravdìpodobnost výbìru ui nebo vi je 0:5.(b) Extended line recombination - ELRwi = ui + �(vi � ui);kde koe�cient � vybíráme náhodnì z intervalu < ��; 1 + � >.(c) Extended intermediate recombination - EIRwi = ui + �i(vi � ui);kde koe�cient �i je zvolen náhodnì v rozsahu < ��; 1 + � >. Koe�cientroz¹íøení � se volí v obou pøípadech obvykle 0:25.Geometrický význam uvedených variant operátoru køí¾ení je následující: DRpouze náhodnì prohazuje geny na sobì si odpovídajících pozicích rodièovskýchchromozómù (rodièù), èím¾ se generuje nový chromozóm odpovídající nìkterémuz vrcholù n-rozmìrné krychle de�nované tìmito rodièovskými chromozómy. ELRa EIR generují nové chromozómy lineární kombinací rodièovských, pøièem¾ ELRgeneruje body na úseèce rodièi urèené, zatímco EIR generuje body uvnitø n-rozmìrné krychle rodièi de�nované. Koe�cient � zpùsobuje roz¹íøení prostoru(úseèky, resp. n-rozmìrné krychle), v nìm¾ se nové body generují.MutaceKa¾dý gen ui øetìzce u je mutován s pravdìpodobností pm. Obvyklá hodnota pmje 1n . Ke ka¾dému genu ui 2< ai; bi > je de�nován koe�cient rangei, je¾ je vevìt¹inì pøípadù roven 0:1(bi � ai). Rozli¹ujeme dvì varianty operátoru mutace:
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(a) Discrete mutation scheme - DMSwi = ui � rangei k�1Pj=1 �j2�j;kde �j 2 f0; 1g nabývá hodnoty 1 s pravdìpodobností 1k , pøièem¾ k je celéèíslo oznaèované jako konstanta pøesnosti.(b) Continuous mutation scheme - CMSwi = ui � rangei 2�k�;kde � je náhodné èíslo z intervalu < 0; 1 > a k je opìt konstanta pøesnosti.Geometrický význam obou variant operátoru mutace spoèívá v generováníbodu v n-rozmìrné krychli se støedem v u de�nované body (u1�range1; : : : ; un�rangen) a (u1+ range1; : : : ; un+ rangen), pøièem¾ s dosti vysokou pravdìpodob-ností se budou generovat body v blízkosti u.Dodejme je¹tì pár poznámek k mechanismu výbìru: z ka¾dé generace o Nprvcích vybíráme T � N nejlep¹ích, pøièem¾ T 2< 0:1; 0:5 > je tzv. truncationrate. U¾íváme tedy variantu operátoru selekce truncation selection zmiòovanou vpøedchozí èásti. Podrobnìj¹í popis algoritmu BGAmù¾eme nalézt v [Mühlenbein,Schlierkamp-Voosen, 1992; 1993].9.4 Modi�ed Controlled Random Search Algorithm -MCRSAlgoritmus MCRS je modi�kací algoritmu CRS (viz. [Price, 1976]). Tato mo-di�kace spoèívá ve znáhodnìní operátoru reexe. Prvek x = (x1; : : : ; xn) 2 �oznaème jako individum (jedinec, bod z �) a mno¾inu individuí jako populaci P .Velikost populace je po celou dobu bìhu algoritmu konstantní a je rovna N � n.Algoritmus MCRS zaèíná s populací P o N náhodnì vygenerovaných bodechz �. Tato populace je neustále mìnìna nahrazováním nejhor¹ích jedincù lep¹ími,pøièem¾ kvalita ka¾dého jedince je dána cenovou funkcí f (kriteriální funkce,�tness funkce). Nového jedince w získáme aplikací operátoru reexe na simplexS (mno¾ina n+1 rùzných, náhodnì vybraných bodù z populace P ) následovnì:w = g � �(u� g);kde u je jeden (náhodnì vybraný) vrchol simplexu S, g je tì¾i¹tì urèené n zbylýmivrcholy a � je náhodný multiplikativní koe�cient.Podstata modi�kace pùvodního Priceova operátoru reexe spoèívá ve zná-hodnìní multiplikativního koe�cientu �. Nìkolik rozdìlení koe�cientu � bylotestováno na celé øadì slo¾itých úloh odhadování parametrù nelineární regrese.Ukázalo se, ¾e nejlep¹ích výsledkù bylo dosa¾eno pro koe�cient � s rozdìlenímrovnomìrným na intervalu < 0; �), kde � je v rozsahu od 4 do 8.Uva¾ujme proceduru Reexe, která vypadá následovnì:28



procedure Reexe(P , var w)beginrepeatS := mno¾ina n + 1 rùzných, náhodnì vybraných bodù z P ;u := náhodnì vybraný vrchol simplexu S;g := P8x2S; x6=uxn ;� := náhodné èíslo z intervalu < 0; �);w := g � �(u� g);until w 2 �;end,potom ji¾ mù¾eme velice snadno popsat algoritmus MCRS:procedure MCRSbegin P := populace N náhodnì vygenerovaných bodù z �;repeatReexe(P,w);if f(w) < f(wmax) then wmax := w;until splnìna podmínka ukonèení;end,kde wmax je bod z P s nejvìt¹í hodnotou cenové funkce.Prvky v populaci P je vhodné z dùvodu efektivnosti udr¾ovat setøídìné podlejejich hodnot kriteriální funkce. Nového jedince s lep¹í hodnotou �tness funkcene¾ má nejhor¹í prvek populace potom vlo¾íme do P napø. prostøednictvím algo-ritmu binárního vkládání (binary insert) a onen zmiòovaný nejhor¹í prvek sou-èasnì z populace odstraníme.®ádná speciální podmínka na ukonèení algoritmu MCRS není de�nována.Nejèastìji pou¾ívané ukonèovací kritérium ve vìt¹inì optimalizaèních úloh jef(wmax)� f(wmin) � ";pøièem¾ wmin je bod z P s nejni¾¹í hodnotou cenové funkce a " je vstupní para-metr.Vstupní parametry tohoto algoritmu jsou:� velikost populace N ;� hodnota koe�cientu � z rozdìlení �;� hodnota koe�cientu " v podmínce ukonèení;29



� speci�kace vyhledávacího prostoru �.Nastavení vstupních parametrù je ovlivnìno úlohou, která je øe¹ena. Je zøejmé,¾e pro vìt¹í hodnoty � a N bude hledání dùkladnìj¹í. Empiricky zji¹tìné hodnotyvhodné pro vìt¹inu optimalizaèních úloh jsou � = 8 a N = max(5n; n2). Ov¹empro na¹i tøídu úloh, ve kterých je jedno vyhodnocení cenové funkce velmi drahé, seukázala tato volba koe�cientu � nevhodná. Lep¹ích, popø. srovnatelných výsledkùs podstatnì men¹ím poètem funkèních vyhodnocení bylo dosa¾eno pro volbukoe�cientu � = 4.®ádný dùkaz konvergence algoritmu MCRS nebyl doposud proveden. Pøed-pokládá se, ¾e algoritmus MCRS je nejménì tak dobrý jako algoritmus uniformrandom search, u nìho¾ byla konvergence dokázána (viz. [Bäck, 1992]) pp. 48{49. Experimentálnì na nìkolika problémech bylo ukázáno, ¾e øád konvergenceMCRS je mnohem vy¹¹í ne¾ u algoritmu uniform random search.Bli¾¹í informace o algoritmu MCRS mù¾eme nalézt v [Køivý, Tvrdík, 1995] a[Køivý, Tvrdík, 1996].9.5 Obecné srovnání zmiòovaných algoritmùAlgoritmus MCRS je velmi blízký genetickému algoritmu, pøitom reexe pøe-bírá v tomto algoritmu úlohu køí¾ení z GA, resp. úlohu zobecnìného køí¾ení zBGA, pro nì¾ je typická párová reprodukce, zatímco v algoritmu MCRS se novébody (potomci) generují aplikací operátoru reexe na mno¾inu n + 1 náhodnìvybraných simplexových bodù (rodièù). Jedná se tedy o jakousi zobecnìnou ví-cenásobnou reprodukci.Pravdìpodobnost selekce v MCRS není závislá na cenové funkci vybíranéhoindividua, ale díky odstraòování nejhor¹ích jedincù a jejich nahrazování lep¹ími,se projevuje v populaci tendence samoorganizace.Operátor mutace není v algoritmu MCRS explicitnì zahrnut, ale i tentokrok byl ji¾ udìlán a vede na tzv. evolution strategy (ES2) algoritmus (viz.[Køivý, Tvrdík, 1996] a [Køivý, Tvrdík, 1997]). Experimentálnì se ukázalo, ¾e al-goritmus ES2 je spolehlivìj¹í v hledání "pravého" globálního minima, ale máni¾¹í øád konvergence ve srovnání s MCRS.Z optimální volby parametrù algoritmu MCRS pro vìt¹inu optimalizaèníchúloh (� = 8 a N = max(5n; n2)) plyne, ¾e pro poèet optimalizaèních para-metrù n � 5 roste velikost populace kvadraticky v závislosti na n. Èím vìt¹ítedy bude velikost populace, tím pomalej¹í bude ji¾ zmiòovaná tendence samo-organizace. Naproti tomu u genetických algoritmù z dùvodu implementovanéhooperátoru mutace je velikost populace takøka nezávislá na poètu optimalizaèníchparametrù. Dále je známo, ¾e algoritmus CRS dává lep¹í výsledky ne¾ genetickéalgoritmy, je-li aplikován na hladké funkce a právì toto tvrzení ovìøujeme vedruhé kapitole, èásti 11.1 pro algoritmus MCRS.30



Zmiòované algoritmy pracují s celou populací bodù (nikoli s jediným bodem),vyu¾ívají pouze hodnot optimalizované funkce f (nikoli jejích derivací) a respek-tují stochastické principy reprodukce (selekce a køí¾ení).10 Realizace optimalizaèního procesuV této èásti navá¾eme na kapitolu I, èást 4, kde �ktivní oblast 
 je obdélník(0; Lx)�(0; Ly) rozdìlený na ètvercové elementy s krokem h, resp. H de�nujícímrektangulaci R̂h, resp. R̂H oblasti 
, pøièem¾ po èástech bilineární funkce sestro-jené nad tìmito rektangulacemi slou¾í ke konstrukci prostoru V̂h, resp. VH(�).Aproximace Oh mno¾iny pøípustných oblastí O bude urèena oblastmi !h, je-jich¾ hranice je tvoøena po èástech Bezierovou køivkou 2. øádu. Víme ji¾, ¾e ka¾dáBezierova køivka 2. øádu je jednoznaènì urèena svým poèáteèním, koncovým aøídícím bodem, pøièem¾ poèet øídících bodù je stejný jako poèet poèáteèních,resp. koncových bodù a je roven nc.Dovnitø �ktivní oblasti 
 vlo¾íme pomyslnou rù¾ici tvoøenou paprsky vychá-zejícími ze støedu S = �Lx2 ; Ly2 � oblasti 
 (viz. obrázek 7). Na tìchto paprscích
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Obrázek 7: Znázornìní rù¾ice tvoøené paprsky, na nich¾ se pohybují øídící body.se budou pohybovat v pøípadì zadání podmínky na hladkost hranice @! pouzeøídící body. Pokud oblast ! obsahuje "rohy", budou se na tìchto paprscích pohy-bovat jak body øídící, tak i poèáteèní (tedy i koncové). Pohyb bodù na paprscíchje omezen reálnými konstantami C0 a C1 znázornìnými na obrázku 7. ètvereèky,t.j. C0 � kZ � Sk � C1;kde Z je pøíslu¹ný øídící, resp. poèáteèní bod a 0 � C0 < C1.31



Mno¾inu pøípustných oblastí O mù¾eme nyní zapsat následovnì:O �M(C0; C1) = f! � 
 j C0 � kX � Sk � C1 8X 2 @!g;t.j. O je mno¾ina v¹ech podoblastí oblasti 
, jejich¾ celá hranice se nachází uvnitømezikru¾í urèeného støedem S a polomìry C0 a C1.11 Numerické pøíkladyZde uvádíme výsledky nìkolika modelových úloh tvarové optimalizace, u nich¾byla vyu¾ita k numerické realizaci stavového problému nìkterá ze zmiòovanýchvariant metody �ktivních oblastí. K vlastní minimalizaci jsou pou¾ity algoritmyglobální optimalizace uvedené ve druhé kapitole, èásti 9.Pøíklad 1 Nech» rozmìry �ktivní oblasti 
 jsou Lx = Ly = 8, krok diskretizacestavového problému h = 12, parametr ukonèení metody sdru¾ených gradientù" = 10�4 a O = f! 2 M(1:4; 2:9) j j!j = 4�gje mno¾ina pøípustných oblastí. Na libovolné oblasti ! 2 O uva¾ujeme následujícístavovou úlohu:(P) 8<: �4u = 4 v !; ! 2 O;u = 0 na @!:Dále oznaème J1(!) = �4 R! u(!) dxcenový funkcionál nazývaný compliance. Potom mù¾eme de�novat úlohu tvarovéoptimalizace(P)1 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ1(!�) � J1(!) 8! 2 O;je¾ mù¾e být interpretována jako hledání prùøezu homogenní tyèe mající maxi-mální pevnost pøi kroucení. Optimální tvar je známý a není to nic jiného ne¾kru¾nice.V tomto pøípadì po¾adujeme hladkost hranice @! a proto pøedmìtem op-timalizace budou pouze øídící body, jejich¾ poèet je nc = 6. Vektor uzlovýchhodnot reprezentující Lagrangeùv multiplikátor na hranici bude mít tedy 6 kom-ponent. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikátory zvolmeH = 2h = 1:0.Z nutných podmínek optimality a v dùsledku vazby na míru oblasti ! 2 Oje mo¾no ukázat, ¾e normálová derivace @u@� podél optimální oblasti !� 2 O je32



konstantní. V na¹em konkrétním pøípadì Cn � @@� (u(!�)) = �4. Tato informaceje u¾iteèná, nebo» mù¾e zpìtnì slou¾it k ovìøení, jak námi (numericky) objevenáoblast je optimální. V pøípadì BLM techniky pou¾íváme variantu II, nebo» vtomto pøípadì odpovídající Lagrangeùv multiplikátor je pøímo roven Cn (viz.Pozn. 3.1).Pøíklad 2 Uva¾ujme stejné zadání jako v pøíkladì 1, ale s tím rozdílem, ¾emísto compliance vezmeme následující cenový funkcionál:J2(!) = R@!(�� Cn)2 ds;kde � = @u@� je pøíslu¹ný vypoètený Lagrangeùv multiplikátor z BLM var. II.Mìli bychom opìt dostat stejný výsledek, jako u pøíkladu 1. Tento pøíklad mi-mochodem ukazuje, ¾e BLM techniku + variantu II mù¾eme pou¾ít tehdy, kdy¾cenový funkcionál obsahuje normálové derivace øe¹ení u.Pøíklad 3 Rozmìry �ktivní oblasti 
 jsou Lx = Ly = 8, krok diskretizacestavového problému h = 12, parametr ukonèení metody sdru¾ených gradientù" = 10�5 a O = f! 2 M(1:0; 2:5) j j!j = 2�gje mno¾ina pøípustných oblastí. Stavová úloha je de�novaná následovnì:(P) 8<: �4u = f v !; ! 2 O;u = 0 na @!;kde f = �4uz;pøièem¾ uz = 4� �x� Lx2 �2 � 4�y � Ly2 �2 :De�nujme úlohu tvarové optimalizace(P)3 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ3(!�) � J3(!) 8! 2 O;kde J3(!) = R! (u(!)� uz)2 dx:Je snadno vidìt, ¾e jedno z øe¹ení úlohy (P)3 je oblast!z : �x� Lx2 �24 + �y� Ly2 �2 < 1:33



V tomto pøípadì opìt po¾adujeme hladkost hranice @! a proto pøedmìtemoptimalizace budou pouze øídící body, jejich¾ poèet je nyní nc = 8. Vektor uzlo-vých hodnot reprezentující Lagrangeùv multiplikátor na hranici bude mít tedy8 komponent. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikátoryzvolme H = 2h = 1:0.Pøíklad 4 Uva¾ujme stejné zadání jako v pøíkladì 3, ale zamìòme daný cenovýfunkcionál za následující: J4(!) = R�(u(!)� uz)2 dx;kde � je libovolná pevnì daná obdélníková podoblast oblasti !z.Cílem tohoto pøíkladu bylo ovìøit, jak malá mù¾e být cílová oblast �, pomocíní¾ mù¾eme identi�kovat oblast !z. Oblast � je na obrázcích vy¹rafována.Pøíklad 5 Nech» O = f! 2 M(0:5; 1:5) j j!j = 1:5342gje mno¾ina pøípustných oblastí, rozmìry �ktivní oblasti 
 jsou Lx = Ly = 3, krokdiskretizace stavového problému h = 316 a parametr ukonèení metody sdru¾enýchgradientù " = 10�5. Na libovolné oblasti ! 2 O de�nujme stavovou úlohu(P) 8<: �4u = f v !; ! 2 O;u = 0 na @!;kde f = �4uz;pøièem¾ uz = �x� Lx2 + c� ��(y)� x� �y � Ly2 + c��Ly2 + c� y� ;�(y) = 38 sin��y2c �+ Lx2 + c;y = y � Ly2 + c; c = 0:5625:Je jednoduché ovìøit, ¾e øe¹ení uz stavového problému (P) odpovídá oblasti!z, která je tvoøena vnitøní èástí "køivoèarého obdélníka", jeho¾ køivá strana jedána grafem funkce x = �(y) (viz. obr. 4).Dále de�nujme úlohu tvarové optimalizace34



(P)5 8<: Najdi !� 2 O takové, ¾eJ5(!�) � J5(!) 8! 2 O;kde J5(!) = R! (u(!)� uz)2 dx:Je vidìt, ¾e jedno z øe¹ení úlohy (P)5 je právì oblast !z.Podmínka na hladkost hranice @! v tomto pøípadì není po¾adována, proto¾ehranice oblasti !z, která je jedním z øe¹ení (P)5, obsahuje rohy, t.j. je nehladkáa proto pøedmìtem optimalizace budou jak body øídící, tak i poèáteèní. Po-èet øídících i poèáteèních bodù je stejný a je roven nc = 4. Vektor uzlovýchhodnot reprezentující Lagrangeùv multiplikátor na hranici bude mít tedy 4 kom-ponenty. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikátory volímeH = 2h = 38.Poznámka 11.1 Ve druhé kapitole, èásti 8 jsme se zmiòovali o vlivu lockinge�ectu projevujícím se v pøípadì distribuovaných Lagrangeových multiplikátorù,pokud triangulace T̂H � T̂h (v praktické realizaci rektangulace R̂H � R̂h). Ob-rázek 8 znázoròuje tento fenomén prostøednictvím grafu cenového funkcionáluJ5(!) z pøíkladu 5, který je v tomto pøípadì funkcí dvou optimalizaèních para-metrù (øídícího bodu B2 a poèáteèního, resp. koncového bodu I3, je¾ se pohybujína zadaných paprscích), pøièem¾ ostatní parametry jsou �xovány.
0.6

0.8

1

0.6

0.8

1

0

2

4

6

0

2

4

Obrázek 8: Znázornìní vlivu locking e�ectu na chování cílové funkce.
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11.1 Porovnání zmiòovaných algoritmù globální optima-lizace prostøednictvím dosa¾ených výsledkùV této èásti porovnáváme navzájem optimalizaèní algoritmy uvedené ve druhékapitole, èásti 9. Konkrétní pøehled srovnávaných algoritmù vypadá následovnì:MCRS | modi�ed controlled random search algorithm (popsaný v kapitoledruhé, èásti 9.4);BGA | breeder genetic algorithm (popsaný v kapitole druhé, èásti 9.3);GAtu | GA s tzv. truncation selection a uniform crossover;GAt2 | GA s tzv. truncation selection a two point crossover;GAeu | GA s tzv. exponential selection a uniform crossover;GAe2 | GA s tzv. exponential selection a two point crossover.Optimalizaèní proces realizovaný postupnì jednotlivými vý¹e uvedenými al-goritmy jsme nechali probìhnout nìkolikrát za sebou pro pøíklady 1 a 5. Nasta-vení parametrù optimalizaèních algoritmù bylo následující:MCRS� velikost populace N byla n2, pøièem¾ n je poèet optimalizovaných parame-trù;� hodnota koe�cientu � z rozdìlení � byla rovna 4;� hodnota koe�cientu " není zadaná z dùvodu u¾ití jiné ukonèovací pod-mínky;BGA� velikost populace byla 20;� pravdìpodobnost køí¾ení pc = 0:8;� pravdìpodobnost mutace pm = 1=n, kde n je opìt poèet optimalizovanýchparametrù;� truncation rate T = 0:3;� koe�cient roz¹íøení � = 0:25;� konstanta pøesnosti k = 20;� rangei = 1:0. 36



GA (v¹echny modi�kace)� pravdìpodobnost køí¾ení pc = 0:6;� pravdìpodobnost mutace pm = 0:004;� truncation rate T = 0:3 (byl-li u¾it);� elitism = 1 (poèet nejlep¹ích jedincù automaticky kopírovaných do dal¹ípopulace).Podmínka ukonèení optimalizaèního procesu byla ve v¹ech pøípadech stejná aspoèívalala v omezení poètu vyhodnocení cenové funkce (iterací) èíslem 1000. Naobrázku 9 jsou vidìt typické prùbìhy hodnot cenové funkce nejlep¹ího individuav závislosti na poètu iterací pro BGA. Obrázek 10 pak ukazuje prùmìr z tìchtoprùbìhù.
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0 Obrázek 10: Prùmìr z prùbìhù znázornìných na obr. 9.mean - poèet funkèních vyhodnocení potøebných k dosa¾ení po¾adované úrovnìu prùmìru ze v¹ech bìhù optimalizaèního algoritmu.Tabulka 1:MCRS BGA GAtu�J1 min max mean min max mean min max mean88.20 480 730 560 291 | 465 349 | 75588.25 500 830 680 320 | 552 465 | |88.30 680 | 920 320 | 784 465 | |GAt2 GAe2 GAeu�J1 min max mean min max mean min max mean88.20 153 | 590 204 | | 59 | |88.25 153 | 590 262 | | 59 | |88.30 153 | | | | | 59 | |Jestli¾e po¾adovaná úroveò nebyla dosa¾ena po 1000 funkèních vyhodnoce-ních, potom je odpovídající políèko tabulky vyplnìno vodorovnou èarou. Èíselnáhodnota v libovolném políèku tabulky oznaèeném max vyjadøuje fakt, ¾e po¾a-dované úrovnì bylo dosa¾eno ve v¹ech bìzích optimalizaèního algoritmu. Naprotitomu èíslo v libovolném místì sloupce min vyjadøuje skuteènost, ¾e alespoò jedenz bìhù optimalizaèního algoritmu se dostal na po¾adovanou úroveò.V kapitole II, èásti 9.5 jsme se zmiòovali o tom, ¾e algoritmus CRS dáválep¹í výsledky ve srovnání s genetickými algoritmy, je-li aplikován na hladké38



Tabulka 2:MCRS BGA GAtuJ5 � (10�6) min max mean min max mean min max mean10 290 740 540 134 324 210 286 780 5717 410 900 740 172 894 324 419 | |5 770 | | 495 | 894 | | |GAt2 GAe2 GAeuJ5 � (10�6) min max mean min max mean min max mean10 77 | | 457 | | 134 | 4957 229 | | 571 | | 229 | 6855 | | | 799 | | 438 | |funkce. Prùbìhy cenových funkcionálù J1 a J5 nejsou v na¹em pøípadì pøíli¹komplikované a pøesto BGA dosahuje srovnatelných výsledkù pøi výraznì ni¾-¹ím poètu potøebných funkèních vyhodnocení ne¾ MCRS a zároveò je mnohemspolehlivìj¹í ne¾ v¹echny ostatní modi�kace GA. Ov¹em, je tøeba upozornit, ¾ealgoritmus MCRS dosáhl ve v¹ech bìzích optimalizaèního procesu uspokojivéhovýsledku (dosáhl alespoò jedné ze sledovaných funkèních úrovní), kde¾to BGAse v nìkterých bìzích nedostal na ¾ádnou z nich (viz. tabulka 1).Shrneme-li pøedchozí odstavec, pak mù¾eme prohlásit, ¾e co se týèe rychlosti(poètu funkèních vyhodnocení), je pro na¹i tøídu úloh nejlep¹í z testovaných op-timalizaèních algoritmù BGA a co se týèe spolehlivosti MCRS. Z tohoto dùvoduuvádíme dále výsledky (gra�cké znázornìní nalezeného optimálního tvaru oblastia odpovídající hodnotu cenového funkcionálu) pøíkladù 1{5 pouze pro tyto dvaposlednì zmiòované algoritmy (viz. Výsledky numerických pøíkladù ke kapitoleII).
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ZávìrZhodnocení výsledkù numerických pøíkladù je uvedeno v¾dy na závìr dané ka-pitoly. V první kapitole jsme ukázali výhody i nevýhody u¾ití metody �ktivníchoblastí k numerické realizaci stavové úlohy a ve druhé pak klady a zápory u¾itímetody �ktivních oblastí pro øe¹ení úloh tvarové optimalizace. Dále jsme v kapi-tole II prezentovali nìkteré algoritmy globální optimalizace, jejich¾ úèinnost jsmenáslednì porovnali na nìkolika modelových úlohách.Velká èást dosa¾ených výsledkù bude v brzké dobì publikována v renomova-ném èasopise Journal of Global Optimization (viz. [Haslinger, Jedelský, Kozubek,Tvrdík, 1998]). V tomto èlánku je je¹tì navíc oproti této práci popsána jedna va-rianta metody �ktivních oblastí zalo¾ená na metodì optimálního øízení. Tatovarianta je následnì u¾ita k øe¹ení Neumannovy okrajové úlohy následujícíhotvaru:(P) 8<: �4u+ u = f v !;@u@� = g na @!:Jak jsme se ji¾ zmiòovali v úvodu, tak na tuto práci bude navazovat prácedoktorandská. Její náplní bude v¹e, co bylo doposud zrealizováno ve 2D, zreali-zovat ve 3D a poté to modi�kovat pro potøeby øe¹ení úloh elasticity.
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Výsledky numerických pøíkladù kekapitole ISeznamVýsledky pøíkladu 1 44� BLM var. I 44� BLM var. II 47� DLM s H � h 50� DLM s H � 2h 53Výsledky pøíkladu 2 56� BLM var. I 56� BLM var. II 58� DLM s H � h 60� DLM s H � 2h 63
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Výsledky pøíkladu 1BLM var: I
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Obrázek 11: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.8.4103e-0015.3274e-0011.0007e-0015.3274e-001Tabulka 3: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)3/64 1.62260e-1 2.21591e-23/32 1.64708e-1 2.19362e-23/16 1.65582e-1 2.08942e-2Tabulka 4: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG3/64 33/32 33/16 3Tabulka 5: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:01462:
Krok h Èíslo podmínìnosti A3/64 4.73653/32 4.78133/16 4.9395Tabulka 6: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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Obrázek 12: Znázornìní obdélníkové oblasti � � ! (¹rafovanì).Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(�) Chyba kûh(!)� uzkL2(�)3/64 1.70191e-2 2.73366e-33/32 1.65671e-2 2.70522e-33/16 1.51853e-2 2.15631e-3Tabulka 7: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(�) a L2(�).
Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(�) je� = �0:08225:
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BLM var: II
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Obrázek 13: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.-3.3915e-001-2.2020e-001-3.1044e-001-2.2020e-001Tabulka 8: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)3/64 4.43628e-2 5.56793e-33/32 4.58941e-2 5.46078e-33/16 4.91823e-2 6.69719e-3Tabulka 9: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG3/64 33/32 33/16 3Tabulka 10: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:07439:
Krok h Èíslo podmínìnosti A3/64 4.73653/32 4.78133/16 4.9395Tabulka 11: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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Obrázek 14: Znázornìní obdélníkové oblasti � � ! (¹rafovanì).Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(�) Chyba kûh(!)� uzkL2(�)3/64 3.71132e-3 1.03108e-33/32 4.12682e-3 8.15202e-43/16 6.89044e-3 2.59317e-3Tabulka 12: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(�) a L2(�).
Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(�) je� = 0:44633:
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DLM s H � h

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

0

1

2

3

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

Obrázek 15: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.
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Obrázek 16: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkH1(!)3/64 1.24575e-2 1.30630e-33/32 1.55829e-2 1.52819e-33/16 2.57354e-2 2.62394e-3Tabulka 13: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG3/64 443/32 293/16 25Tabulka 14: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:52337:
Krok h Èíslo podmínìnosti A3/32 3.3450e+203/24 3.1727e+213/16 2.1165e+20Tabulka 15: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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Obrázek 17: Typické rozlo¾ení spektra matice A (h = 332).
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DLM s H � 2h
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Obrázek 18: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.
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Obrázek 19: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)3/64 1.14967e-2 3.47413e-33/32 1.56575e-2 5.16695e-33/16 2.38412e-2 2.36958e-3Tabulka 16: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG3/64 283/32 243/16 28Tabulka 17: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:52613:
Krok h Èíslo podmínìnosti A3/32 4.6853e+193/24 2.9243e+193/16 8.6601e+18Tabulka 18: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.

54



50 100 150 200 250

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

Obrázek 20: Typické rozlo¾ení spektra matice A (h = 332).
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Výsledky pøíkladu 2BLM var: I
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Obrázek 21: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.-2.4504e+001-2.7291e+001-2.3773e+001-2.6972e+001-2.4504e+001-2.7291e+001-2.3773e+001-2.6972e+001Tabulka 19: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)1/8 4.92740 5.32992e-11/4 6.19366 9.92941e-11/2 8.49551 1.81997e+0Tabulka 20: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG1/8 21/4 31/2 3Tabulka 21: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:39293:
Krok h Èíslo podmínìnosti A1/8 1.09841e+11/4 1.25030e+11/2 1.62683e+1Tabulka 22: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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BLM var: II
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Obrázek 22: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.-4.4127e+000-7.7350e+000-7.8035e+000-7.2677e+000-4.4127e+000-7.7350e+000-7.8035e+000-7.2677e+000Tabulka 23: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)1/8 1.47938 1.86054e-11/4 1.81662 2.18254e-11/2 2.47081 3.53163e-1Tabulka 24: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG1/8 21/4 31/2 3Tabulka 25: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:37000:
Krok h Èíslo podmínìnosti A1/8 1.09841e+11/4 1.25030e+11/2 1.62683e+1Tabulka 26: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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DLM s H � h
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Obrázek 23: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.
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Obrázek 24: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkH1(!)1/8 1.19578 3.28811e-11/4 1.52806 3.71053e-11/2 3.12248 4.79800e-1Tabulka 27: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG1/8 391/4 281/2 27Tabulka 28: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:69237:
Krok h Èíslo podmínìnosti A1/4 1.57448e+201/3 3.05936e+211/2 1.47708e+19Tabulka 29: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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Obrázek 25: Typické rozlo¾ení spektra matice A (h = 332).
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DLM s H � 2h
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Obrázek 26: Vypoètené øe¹ení stavové úlohy.
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Obrázek 27: Odpovídající Lagrangeùv multiplikátor.
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Krok h Chyba kûh(!)� uzkH1(!) Chyba kûh(!)� uzkL2(!)1/8 1.06489 6.26734e-11/4 1.50345 8.81204e-11/2 2.14318 1.66618e+0Tabulka 30: Chyba øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) a L2(!).
Krok h Poèet iterací metody CG1/8 241/4 261/2 9Tabulka 31: Poèet iterací metody CG potøebných k výpoètu ûh(!).

Øád konvergence vypoètený z chyby øe¹ení ûh(!) v normì prostoru H1(!) je� = 0:50453:
Krok h Èíslo podmínìnosti A1/4 3.66150e+191/3 5.57695e+181/2 1.90952e+09Tabulka 32: Èíslo podmínìnosti matice A v závislosti na h.
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Obrázek 28: Typické rozlo¾ení spektra matice A (h = 332).
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