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Znaceni

R? R x R, kde R je mnozina vSech realnych cisel

Necht w C R? je oblast s Lipschitzovskou hranici, pak oznaéime:

ow hranice oblasti w

w uzavér oblasti w

|w| mira oblasti w

wl, zazeni funkce u na oblast w

L?(w) prostor méfitelnych funkci na w lebesgueovsky
integrovatelnych s kvadratem

|11 22 (w) norma v prostoru L?(w) !

(., )ow skalarni soucin funkei z L2(w) (nebo (L*(w))?) !

H*(w) (k je celé, prostor funkci, jez jsou spoleéné se svymi

nezaporné ¢islo) zobecnénymi derivacemi az do fadu k integro-

vatelné s kvadritem, t.j. jsou prvky L?(w).

Hj(w) podprostor funkei z H'(w) s nulovou stopou na dw

|- E I1w) norma v prostoru H'(w), kde

lull i) = ylulZay + VUl e,

Uzité zkratky:
BLM metoda hrani¢nich Lagrangeovych multiplikatort
(boundary Lagrange multiplier method)

CG metoda sdruzenych gradientt
(conjugate gradient method)

DLM metoda distribuovanych Lagrangeovych multiplikatori
(distributed Lagrange multiplier method)

LBB podminka Ladyzenska-Babuska-Brezzi podminka

MFO metoda fiktivnich oblasti

MFO fesice feSice uzivajici k numerické realizaci stavového

problému metodu fiktivnich oblasti

0.p. okrajové podminky

'Pokud zde vystupuje funkce definovana na oblasti Q, rozumime zde jeji zGZeni na w C €,
i kdyz ho neznacime.



Uvod

Cilem této préace byla prakticka realizace nékolika variant metody fiktivnich ob-
lasti zalozenych na dualité a pouzitych k teseni tiloh tvarové optimalizace.

Klasicky pristup k reseni tiloh tvarové optimalizace je zalozen na principu po-
stupné deformace hranice oblasti, pricemz v kazdém kroku musime znovu zkon-
struovat déleni dané oblasti pro MKP, prepocitat matici tuhosti a vektor pravych
stran a teprve poté mizeme vyfeSit prislusnou soustavu rovnic.

Je ziejmé, ze vySe uvedeny postup je neefektivni. Jednou z moznych cest, jak
zvysit efektivnost, je uziti metody fiktivnich oblasti. Jeji princip spociva v zé-
méné dané ilohy na oblasti se sloZitou geometrii (w) za problém formulovany na
oblasti s pravidelnou geometrii (2) (napt. obdélnik, kvadr) obsahujici ptivodni
oblast a jez je s ptvodni tlohou néjakym zptsobem svazan. A sice jeho feSeni
zuzené na puvodni oblast je feSenim ptivodni lohy, pficemz informace o geome-
trii piivodni oblasti v nasem pripadé bude ”zakdédovana” pomoci Lagrangeovych
multiplikator.

Vyhody tohoto postupu jsou ziejmé: pro feseni okrajovych tloh na oblastech
jako jsou obdélniky, kvadry ap., je mozno pouzit specialni déleni a vyslednou
soustavu rovnic fesit pomoci néjaké rychlé iteracni metody. Dalsi vyhodou je
nezavislost triangulace oblasti €2 na tvaru oblasti w, z ¢ehoz vyplyva, Ze neni
nutno v kazdém kroku prepocitavat matici tuhosti.

Stavovou ulohou v nasem pripadé bude elipticka tloha 2. fddu s homogennimi
Dirichletovymi okrajovymi podminkami. V prvni kapitole se budeme zabyvat
pouze feSenim této stavové tlohy s vyuzitim metody fiktivnich oblasti, zatimco
druha kapitola jiz bude vénovana vlastni tvarové optimalizaci.

Z teoretickych tvah se ukézalo, ze vysledna tloha matematického progra-
movani je nehladkd a minimizovana funkce je c¢asto témér nespojita. Z tohoto
divodu je nutné uzit algoritmy globalni optimalizace jako jsou GA (Genetic Al-
gorithm), BGA (Breeder Genetic Algorithm), SA (Simulated Annealing), CRS
(Controlled Random Search) ap. Popis a srovnani zmifiovanych optimaliza¢nich
algoritmi vyjma SA miizeme nalézt ve druhé kapitole, ¢asti 9-11.

Uziti metody fiktivnich oblasti v ramci tloh tvarové optimalizace bylo te-
oreticky studovano v pracech J. Haslingera, K. H. Hoffmanna, M. Kocvary,
A. Klarbringa aj. Tato problematika stoji v popfedi zajmu tady zahrani¢nich
pracovist jako jsou Houston, Graz, Lyon atd. Praktické zkuSenosti s touto me-
todou jsou prozatim malé, vyzkum je teprve na zacatku. Tato prace a na ni
navazujici dizerta¢ni prace by mély pomoci k systematickému studiu této pro-
blematiky.



Kapitola I - Regeni stavového problému

1 Zadani tlohy

Necht w je oblast s Lipschitzovskou hranici dw. Na této oblasti uvazujme néasle-
dujici eliptickou okrajovou tulohu:

{Au(w):f Voow,

(P)
+ o.p. na Ow,

kde A je elipticky operator 2. fadu, u(w) je feSeni (P) a f € L*(w). Nasim cilem
bude numericky Fesit lohu (P) uzitim metody fiktivnich oblasti.

2 Metoda fiktivnich oblasti

Zakladni myslenkou metody fiktivnich oblasti je vnorit oblast se slozitou geome-
trii w do oblasti s pravidelnou geometrii @ = ZU @ (viz. obr. 1) a alohu (P)
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Obrazek 1: Vnoreni oblasti w do §).

nahradit za @lohu (P) vypadajici nasledovné:
. A :f v €,
(P) {
+ 0. p. na 09,



kde A je opét elipticky operdtor 2. fadu podobného typu jako A, @ je feseni (75)
a f e L%(Q) je vhodné roziffeni f z oblasti w na Q. Nova aloha (P) pFitom
musi byt zvolena tak, aby zazeni 4 | bylo FeSenim (P). Dtivod, pro¢ to délame,
je snadno vidét: tlohu (P) je moiné Fedit rychlymi Fesici, je7 vyuzivaji toho, 7e
oblast 2 ma jednoduchou geometrii a miizeme ji tedy vhodné rozdélit na koneéné
elementy.

V nésledujici ¢asti uvedeme dvé varianty metody fiktivnich oblasti zalozené
na dualité. Pro lepsi popis jednotlivych variant se omezime na homogenni Di-

richletiv problém v roviné:

—Au(w)
P
P) { o

f v wCR?
0

na OJw

nebo ve slabé formulaci
) Najdi u(w) € Hy(w) takové, ze
(Vu(w), Vo), = (fi¢)y, Ve € Hy(w),

kde f € L*(w).

3 Varianty metody fiktivnich oblasti zalozené
na dualité

V této ¢asti uvadime dvé varianty metody fiktivnich oblasti zalozené na dualité.
Prvni z nich uzivd Lagrangeovy multiplikdtory definované na hranici oblasti w
(BLM-technika) a druhé je zalozena na distribuovanych Lagrangeovych multipli-
katorech definovanych v == Q \ @ (DLM-technika).

3.1 BLM-technika

Necht Q D @ je obdélnikova oblast, V(w) = Hy(w) a V() = Hy(Q2). Dale
definujme prostor Vy(w, ©2) nasledovné:

Vow,Q)={v e V(Q) | v=0nadw}.

Je snadno vidét, ze tloha

(P

Najdi u € Vj(w, Q) takové, 7e
(V@, V@)O,Q = (f: QO)U,Q VQO € ‘/0((")7 Q):

kde f € L*(Q) je vhodné rozsifeni f z oblasti w na Q, m4 jediné feseni @, pficemz
], Tesi ptivodni homogenni Dirichletovu tlohu (P).
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Na podminku v = 0 na dw mizeme pohlizet jako na omezeni, které budeme
v dal§im zpracovavat pomoci Lagrangeovych multiplikdtort definovanych na dw.
Ozna¢me A(0w) = H~Y?(0w) jako prostor, jez je dudlni k prostoru H'/?(dw)
definovaného nasledovné:

H'Y?(0w) ={p: Ow—R'| IveH (w): v=g¢nadw}
Ekvivalentni vyjadfeni k (P)" vyuzivajici Lagrangeovych multiplikatort je

Najdi (a,A) € V() x A(0w) takové, ze

(75) (Vz}, V(P)O,Q - (f~a @)U,Q"‘ < )\, © >ow
Vo € V(Q),
<0 >p,=0 Y e A(Ow),

kde < , >, oznacuje dualitu mezi A(Ow) a H'/?(0w). Je jednoduché ukizat
platnost nasledujici véty:

ou

Véta 3.1 Uloha (P) mad jediné feseni (i, \), pficem? |, 7esi (P) a A = oD

je skok normalové derivace i na Ow.

Diikaz mozno nalézt v [Haslinger, Klarbring, 1995|. Tuto variantu metody fik-
tivnich oblasti dale oznacujeme jako BLM var. 1.

Poznamka 3.1 Jestlize polozime f = 0 vné oblasti w, t.j.

potom @ |- =0a A = a@l/(ﬂ |,) (viz. [Peichl, Kunisch, 1995]).

Variantu metody fiktivnich oblasti s timto vybérem f budeme v dalg{im znaéit
jako BLM var. II.

Nyni popiseme aproximaci tilohy (P) pomoci metody konec¢nych prvku Necht
{72} h — 0+ je reguldrni systém triangulaci na oblasti Q. Kazdému 7}, prifadime
prostor V,, viech po castech linearnich funkci nad T, a nulovych na 0€:

Vi={oa e CQ) | wp|p€P(T) YT €Th, wvp=0nad},

Symbolem wy ozna¢me polygondalni aproximaci oblasti w s hranici

MMH)___
Owy = !1 AiAiv,  (Avmn+ = A1),
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Obrazek 2: Ptiklad oblasti s po ¢astech polygonalni hranici.

pticemz délka libovolné strany |A;A;+1| je mensi nebo rovna H > 0. Pro lepsi
predstavu viz. obr. 2.
Definujme prostor Ay po ¢astech konstantnich funkei definovanych na dwpg:

Ag = {pn € L*(Own) | pu bz € Po(Aidinn)
Vi=1,. .. M(H)}.

Dale predpokladejme, ze
h—0+ & H-—=0+.
Aproximace tlohy (75) je definovana nasledovné:

Najdi (i, Ar) € Vi, X A takové, 7e

Jo gradiy, - grad gy, dz = [o fondz + [y, Auonds

P .
( )h V(Ph € Vha

Jowy Unptrds =0 Vug € A,
piicemz tloha (ﬁ)hH odpovidd tzv. smiSené metodé koneénych prvki, kdy
jednim prostorem aproximujeme primarni veli¢inu 4, a druhym pak veli-

¢inu dudlni Ay. Potom miZzeme dokazat (viz. [Haslinger, Klarbring, 1995] a
[Haslinger, Neittaanmiki, 1996])

Véta 3.2 Necht je splnéna nasledugici podminka stability:

(3.1) Jowy Vnptrds =0 Vv, € Vi = pum =0 nadwy.
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Potom (75)hH ma jedin€ feseni (an, Ay) a navic pro h, H — 0+ konvergugje 4y — 4
v HY(Q), pricemZ a je feseni ulohy (P).

Pozndmka 3.2 Postacujici podminka platnosti (3.1) je, Ze pomér H/h je do-
statecné velky, t.j. déleni T definujici 1 je jemnéjsi nez déleni uzité ke kon-
strukci Ay. V piipadé, ze pomér H/h je vétsi nebo roven 3, pak je splnéna
nejen podminka (3.1), ale i tzv. Ladyzenska-Babuska-Brezzi (LBB) podminka
(viz [Girault, Glowinski, 1995]):

. (MH Uh)(] Ow
3.2 inf  sup : - > b,
(32 sulben) oy TRl 2 TonTis =7
kde 3 > 0 nezavisi na h, H > 0 a symbol ||.|[_1/2,6.,, 0znacuje dudlni normu v

prostoru H =2 (dwy).

Maticova formulace (75),? vypadé nésledovné:
Najdi (u, A) € R"™ x RMUH) takové, 7e
(P) Au+B"A=F,
Bu=0,

kde A je matice tuhosti, B je tzv. matice transformace, F je vektor zatizeni a
u, resp. A jsou vektory uzlovych hodnot uy, resp. Ag. Dodejme jesté, ze prvky
matic A, B a vektoru zatizeni F se spoc¢tou nasledovné:

A= {aij}, g5 :S{V%Vgo] dl‘, Z,j = 1, .. .,n(h),

B:{bkj}, bkj: f (pde, ]:1,,77,(]7,), kzl,,M(H),
ApAgs

F:C?, C:{Ci]‘}, Cij:f(pi(pjdfb, Z,]ZI,,n(h),

kde {cp]}J Y jsou bazové funkce Vj, {AkAkH}k 1 ) je systém jednotlivych &astf

hranice dwy, f je vektor uzlovych hodnot f a D = Q, resp. D = wy pro BLM
var. 1., resp. II.

Poznamenejme, ze informace o geometrii oblasti w je obsazena v matici B, ve
vektoru zatizeni F (pouze pro BLM var. I1.), ale ne v matici tuhosti A.

Poznamka 3.3 Homogenni Dirichletova okrajovd podminka 4, (w) = 0 na hra-
nici dw je splnéna ve velmi slabém smyslu. Konkrétné: integralni priimér feseni
tp(w) nad kazdym tsekem hranice A;A;,; je roven nule, coz vyplyva z druhé
rovnice v iloze (P)Y. Toto miize vést k velkym chybam feSeni @y (w) v okoli
hranice Ow.



3.2 DLM-technika

Stejné jako predtim oznac¢ime V(Q) = H} () a definujeme prostor Vy(=Z, Q) na-
sledovné:
VWEQ ={veV( Q)| v=0v Z=0Q\w}.
Opét je velmi jednoduché ovérit, ze uloha
Py { Najdi @ € V4(Z, Q) takové, 7e
P -
(V@, V‘P)O,Q - (f’ QO)O,Q vSO € %(Ea Q)a

kde f € L*(Q) je vhodné rozsifeni f z oblasti w na €2, ma jediné feSeni @ a @ |,
resi (P).

Podminku v = 0 v = zpracujeme uzitim distribuovanych Lagrangeovych mul-
tiplikatori definovanych v Z. Necht A(Z) = (V(Q)|5), t.j. A(Z) je dudlni k
prostoru funkei z V(Q) ztzenych na =. Potom ekvivalentni vyjadieni k (75)' je

Najdi (u,A) € V(Q2) x A(Z) takové, ze

(Va, V@)O,Q = (f; 80)0,94- <A >z

) Vo € V(Q),

< >==0 Yu e AE),

kde < , >z oznacuje piislusnou dualitu. Tato forma tlohy (P) a dikaz nésledu-
jici véty jsou prezentovany v [Haslinger, Tomas, Maitre, 1998] a [Tomas, 1997].

Véta 3.3 Uloha (P) md jediné feseni (i1, \) a @ |, 7esi (P).

Tuto variantu metody fiktivnich oblasti dale oznacujeme jako DLM.

Dale uvadime popis aproximace Glohy (75) opét pomoci smigené metody ko-
ne¢nych prvki. Necht {7,}, {Tu} pro h, H — 0+ jsou dva regularni systémy
triangulaci oblasti Q spliujici nasledujici:

() h=04+ < H— 0+
(i) Tn > Tu pro libovolné h, H = 0+,

t.j. libovolny element T € Ty je tvofen sjednocenim konec¢ného poctu trojihel-
niktt 7 € 7;,. Kazdému 7y, resp. Tu prifadime prostor Vi, resp. Vi viech po
¢4stech linedrnich funkei nad 7y, resp. Ty a nulovych na 99:

Vei={v.€CQ) | wvelp€P(T) YT €T, ve=0nadQ},
kde k = h, resp. H. Dale definujme
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Potom aproximace tlohy (P) je definovana nasledovné:

Najdi (i, Aiy) € Vi x Vi (Z) takové, ze

Jo grady, - grad ¢, dz = [ fondz + [z Ay do

)y .
P Vn € Vi,
Z diivodu platnosti (jj) vidime, ze podminka stability
(3.3) Jeprtpde =0 Vi, eV, = pugp=0vE

je splnéna a proto lze dokazat (viz. [Haslinger, Tomas, Maitre, 1998])
Véta 3.4 Uloha (P)) md jediné feseni (i, \yy) a navic
ap—>u v V(Q), h— 0+,

pricemz U je teseni (P).

Poznamka 3.4 LBB podminka ma v tomto pripadé nasledujici vyjadieni:

. (MH;Uh)UE
3.4 inf su : > 3,
(34) A S Tz Tenlis =

kde konstanta [ > 0 nezavisi na h,H > 0 a symbol |.||,= oznacuje du-
Alni normu v prostoru A(Z). V piipadé, ze déleni oblasti Q nerespektuje
geometrii oblasti w, muze byt konstanta [ zavislda na H (podrobnéji viz.
[Haslinger, Tomas, Maitre, 1998] a [Tomas, 1997]).

Maticova formulace je stejna jako v predchozim pripadé s tim rozdilem, 7e
elementy b;; matice B se nyni vypocitavaji dle nasledujiciho vztahu:

bij = :f?/)i%' dx,

kde {goj};ihl), resp. {z/)l};l:(?) jsou bazové funkce Vj, resp. Vi (2). Prvky matice
C se spocitaji stejné jako u BLM var. II. Informace o geometrii oblasti w je
obsazena v matici B, ve vektoru zatizeni F, ale ne v matici tuhosti A.

4 Konkrétni realizace reseni stavové ulohy

V této c¢asti popiSeme jednu z moznych realizaci feSeni stavového problému po-
moci metody fiktivnich oblasti.
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Zatimco v teoretické ¢asti pouzivame triangulaci oblasti €2, v praktické rea-
lizaci jsou z diivodu jednoduchosti implementace pouzity obdélnikové elementy
(rektangulace oblasti Q) s bilinedrnimi funkcemi. Za fiktivni oblast {2 vezméme
obdélnik (0, Lz) x (0, Ly), je7 je rozdélen na ctvercové elementy s krokem h,
resp. H definujicim rektangulaci Rh, resp. Ry oblasti . Ke konstrukei Vh, resp.
Vi (Z) jsou uzity po ¢astech bilinearni funkce nad Ry, resp. Ry.

V dal$im budeme predpokladat, ze hranice dw oblasti w je tvofena po ¢astech
Bezierovymi kiivkami 2. fadu. Pocet téchto ¢asti oznacme jako n.. Jedna takova
hranice je vidét na obrazku 3.

Obrazek 3: Priklad oblasti s hranici tvorenou po ¢astech Bezierovou ktivkou 2.
radu.

Kazda Bezierova kfivka 2. fadu je tvorena pocateénim (I;), koncovym (I;11)
a ¥idicim (B;) bodem. Pocet Fidicich i po¢atecénich, resp. koncovych bodi je tedy
stejny jako pocet ¢asti hranice dw. Pokud mame zadanou podminku na hladkost
hranice dw, pak je kiivka tvorici tuto hranici jednoznacné dana pouze ridicimi

body B, ..., B, a pocatecni, resp. koncové body jsou dopocteny nasledovneé:
=Pt oy n., By=B..

v opacném piipadé musi byt pocatecni, resp. koncové body I,..., 1, stejné

jako tidici body By,..., B, zadéany. Trojice bodu (I;, B;, I;11), i = 1,...,n,,

I,.+1 = I jednoznacné urcuje Bezierovu kiivku ;, 1 = 1,...,n.. [; je tedy

pocatecnim bodem Bezierovy kiivky 3; a zaroven koncovym bodem Bezierovy
krivky (5;_1.

Diskretizace hranice dw pro Lagrangeovy multiplikdtory na hranici je urcena
pocatecnimi body I, k = 1,...,n.. Z tohoto divodu budou prvky matice B v

12



tomto pripadé pocitany nasledovneé:

B:{bkj}, bkj :ﬁf(pjds, 7:1,,n(h), kzl,...,nc,
k

kde {cpj}?ihl) jsou bazové funkce Vj, a {8k }re, je systém jednotlivych ¢asti hranice
ow.

Vylouceni proménné u v maticové formulaci (P) vede na Fedeni soustavy
linedrnich rovnic

(4.1) AX = b,

kde
A = BA'BT,
b = —BA'F.

Matice A je v nasem piipadé symetrickd, pozitivné definitni a proto mtizeme
provést Choleského rozklad A = LIL". K fegeni rovnice (4.1) s vihodou pouzi-
jeme metodu sdruzenych gradientii.

Metoda sdruzenych gradientti

Inicializace:
Ao = 0 (libovolné),
rp, = b— A,
Vo = T,
n = dim(A),
1 = 0,
e > 0.
Iteracni cyklus:
(#) (Jlrs||* < ||b||?¢ nebo i >n) == ukoneni cyklu,
d, = Av,,
0 — r;ri ,
v, d;
Ait1 = A+ vy,
rig = r;—ad;,
g = I
r,r;
Viel = Tip + Givi,

13



i = i+1 avracime se k (#).

Pomocny vektor d; je tvofen nasledujicim sou¢inem matic a vektoru v;:
d;, = Av; =BA 'B’v;
— B(LL") 'B"v;
= BL "L 'B"v,,
kde B je prislusna matice transformace, IL je dolni trojuhelnikova matice vznikla
Choleského rozkladem matice tuhosti A a vektor v; reprezentuje smér postupu

ziskany A-ortogonalizaci vektort rezidui r;. Sou¢in BL- 7L~ 'B” v; se vypocte
nasledovné:

y = BT Vi,
z = L'y & (feSeni soustavy Lz = y piimym chodem),
= L "z & (feSeni soustavy L' u =z zpétnym chodem),

dz' = Bu.

Kritérium na ukonceni cyklu v téle metody sdruzenych gradientii (#) je slo-
zeno ze dvou c¢asti. Prvni z nich odpovida podmince na relativni chybu rezidua a
druhd je omezeni po¢tu provadénych iteraci metody sdruzenych gradient (ome-
zeni po¢tu prichodt cyklem) dimenzi matice A.

5 Numerické priklady

V této ¢asti jsou vyhodnocovany vysledky dvou nize uvedenych tloh, které byly
zvoleny tak, aby jejich feseni bylo snadno vyjadritelné v analytickém tvaru. Pro
kazdou zminovanou variantu metody fiktivnich oblasti a pro oba zadané ptiklady
je grafem, popt. tabulkou znazornéno:

e vypoctené feSeni stavové tlohy;

e odpovidajici Lagrangeiv multiplikator;

e chyba feseni 7y, (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w);

e pocet iteraci metody sdruzenych gradientii potfebnych k vypoctu u,(w);
e tad konvergence vypoéteny z chyby feSeni 4, (w) v normé prostoru H'(w);

e (Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.
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V pripadé pottfeby objasnéni nékterych dosazenych vysledkt jsou uvedeny né-
které tabulky a obrazky navic.

Piiklad 1 Necht rozméry fiktivni oblasti jsou Lx = Ly = 3, krok diskretizace
stavového problému h = 3?—2 a parametr ukonceni metody sdruzenych gradienti

e = 107°. Stavova tloha je definovdna nasledovné:

P) —Nu=f v w,
! u=0 na Ow,
kde
f=—-Au,,
pricemz

aly) = %sin (g—g) +Lz c,

g=y e c=0562
Pro lepsi predstavu o geometrii ilohy uvaddime obrazek 4, kde hranice vy-
razné vyznacené oblasti odpovidda mnoziné bodi, v niz funkce u, nabyva nulové

hodnoty. Funkce u, je tedy fesenim tlohy (P), na této oblasti.

3

2.5F

151

05

Obréazek 4: Znazornéni oblasti w a diskretizace €.

Krok diskretizace H pro distribuované Lagrangeovy multiplikdtory se rovna
h, resp. 2h a diskretizace 0w pro Lagrangeovy multiplikdtory na hranici je dana
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pocateénimi, resp. koncovymi body I;, i = 1,...,n.(= 4) znazornénymi kolecky
na obr. 4.

Piiklad 2 Necht rozméry fiktivni oblasti €2 jsou Lx = Ly = 8, krok diskretizace
stavového problému h = % a parametr ukonceni metody sdruzenych gradienti
e = 107°. Stavova tloha je v tomto piipadé definovana nasledovné:

P) —Nu=f v w,
2 u=0 na Ow,
kde
f = 7Auza
pricemz

i A e (o )

Geometrie ulohy je dobfe patrna z obrazku 5, kde opét vyrazné vyznacena
krivka odpovidda mnoziné bodi, v niz funkce u, nabyva hodnoty nula.

Obrazek 5: Znazornéni oblasti w a diskretizace €.

Krok diskretizace H pro distribuované Lagrangeovy multiplikatory se rovna
h, resp. 2h a diskretizace Ow pro Lagrangeovy multiplikdtory na hranici je ddna
pocate¢nimi, resp. koncovymi body I;, i = 1,...,n.(= 8) zndzornénymi kolecky
na obr. 5.
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5.1 Vyhodnoceni vysledkii numerickych priklad

V této casti srovnavame vysledky dosazené jednotlivymi zmihovanymi varian-
tami MFO aplikovanymi na piiklady 1 a 2 (viz. Vysledky numerickych ptikladi
ke kapitole I).

Vyhodnoceni vysleka prikladu 1

Vypoctena feseni stavové tlohy (P), pro jednotlivé varianty MFO jsou znézor-
néna na obrazcich 11, 13, 15 a 18. Odpovidajici Lagrangetv multiplikator je pak v
pripadé BLM metody uveden v tabulkich 3 a 8 a pro DLM metodu je znazornén
graficky na obrézcich 16 a 19.

Porovnanim chyby feseni i,(w) v normé prostoru H'(w) ziskaného uzitim
nékteré z variant MFO zjistime, 7e nejmensich chyb je dosazeno v pripadé uziti
distribuovanych Lagrangeovych multiplikdtortis H = 2h a nejvétsich, pouzijeme-
li Lagrangeovy multiplikdtory na hranici var. I. Chyba feSeni u,(w) v normé
prostoru L?(w) naproti tomu vychézi nejlépe pro DLM s H = h a nejhiife opét
pro BLM var. 1. Zmitované chyby feSeni u,(w) jsou uvedeny v tabulkich 4, 9,
13 a 16.

Nejlepsi, resp. nejhorsi ¥ad konvergence vypocteny z chyby FeSeni ap(w) v
normé prostoru H'(w) vychazi pro DLM s H = 2h, resp. BLM var. I. U metody
DLM bylo dokézano, ze ¥ad konvergence o = 1/2 — ¢, kde ¢ je vétsi nez 0 (viz.
[Haslinger, Tomas, Maitre, 1998] a [Tomas, 1997]). Obdobny vztah pro fad kon-
vergence v piipadé uziti BLM metody byl dokazan v [Girault, Glowinski, 1995],
ale s tim rozdilem, 7e byla uvazovéna chyba feeni @y, (w) v normé prostoru H'(€2).
Z tadu konvergence vypocteného pro jednotlivé varianty MFO je vidét, ze v pii-
padé uziti DLM metody je hodnota a kolem 0.5, kdezto u BLM metody je to
fadové pouze 10 2. Tato velmi nizka hodnota « je zpiisobena tim, 7ze podminka
v = 0 na dw je splnéna ve velmi slabém smyslu (viz. Pozn. 3.3). Chyba feSeni
Gp(w) mize tedy byt v okoli hranice velikd a proto nasledné provadime zjistovani
chyby feseni 4j(w) v normé prostoru H'(A) (viz. tabulky 7 a 12), kde A je ob-
délnikova podoblast oblasti w znazornéna na obrazcich 12 a 14 Srafované. IThned
je vidét, ze u BLM var. II vzrostl fad konvergence z 0.07439 na 0.44633, zatimco
v ptipadé BLM var. I vysel 7ad konvergence v dokonce zaporny. Toto je obvykle
zpusobeno nevhodnou diskretizaci hranice 0w pro Lagrangeovy multiplikatory.

Nyni se podivame na ¢islo podminénosti matice A v zavislosti na kroku h
uvedeném pro jednotlivé varianty MFO v tabulkach 6, 11, 15 a 18. V pripadé
BLM metody je ¢islo podminénosti matice A fadoveé v jednotkach, kdezto u DLM
metody je fadové 10'® — 102, Tato vysok4a hodnota ¢isla podminénosti nemusi
mit jesté negativni vliv na pouziti metody sdruzenych gradienti k feSeni rovnice
(4.1), pokud by se ukazalo, 7ze spektrum matice A mé skokovité rozlozeni, t.j. jsou
tam diry. Obrazky 17 a 20 potvrzuji, ze rozlozZeni spektra je opravdu skokovité.
Dale je velmi zajimavé, ze v pripadé uziti metody BLM se ¢islo podminénosti
matice A se zmensujicim se krokem diskretizace stavové tlohy h rovnéz zmen-
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Suje. Ke stejnému jevu dochazi i vpripadé DLM metody, pokud zafixujeme krok
diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikdtory H a ménime pouze
krok diskretizace stavové tilohy h. Tento efekt je zptisoben tim, ze se pomér H/h
se zmensujicim h (H je pevné) zvétSuje, coz ma za nasledek silnéjsi splnéni pod-
minek (3.1), (3.2) v pfipadé BLM metody, resp. (3.3), (3.4) u DLM metody (viz.
[Girault, Glowinski, 1995], resp. [Tomas, 1997]).

Pocet iteraci metody sdruzenych gradientii pot¥ebnych k vypocétu i, (w) je
zavisly na velikosti ¢isla podminénosti matice A a také na rozlozeni spektra. Z
tabulek 5, 10, 14 a 17 odpovidajicim jednotlivym variantam MFO je vidét, ze
pocet iteraci je v pripadé BLM metody tfadové v jednotkach, kdezto u DLM
metody v desitkach. Je treba jeSté upozornit, 7Ze dimenze matice A je pro BLM
metodu nezavisla na h a je fadové v jednotkach, zatimco u DLM metody je
dimenze matice A na h zavisla a konkrétné pro nas piiklad je radové 102 — 103,

Vyhodnoceni vysleka prikladu 2

Vypoctena feseni stavové tlohy (P), pro jednotlivé varianty MFO jsou znézor-
néna tentokrat na obrazcich 21, 22, 23 a 26. Odpovidajici Lagrangetv multipli-
kator je pak v pripadé BLM metody uveden v tabulkich 19 a 23 a pro DLM
metodu je zndzornén graficky na obrazcich 24 a 27.

Chyba teSeni 1y, (w) v normé prostoru H'(w) vychézi v tomto piipadé opét
nejlépe pro DLM s H = 2h a nejhtite pro BLM var. 1. Co se tyce chyby feseni
i, (w) v normé prostoru L?(w), nejlepsich vysledki bylo dosazeno v pifpadé uziti
BLM var. II a nejhorsich u BLM var. I. Zminované chyby feSeni u,(w) jsou
uvedeny v tabulkach 20, 24, 27 a 30.

Porovnanim tadi konvergence vypoctenych pro jednotlivé varianty MFO z
chyby feseni @y, (w) v normé prostoru H'(w) zjistujeme, Ze nejlepsi konvergence
bylo dosazeno v pripadé DLM s H = h a nejhorsi pro BLM var. II. V tomto
pripadé vysSel tedy rad konvergence pro BLM var. I lepsi, nez pro BLM var. II,
ale chyba Feeni iy, (w) je jak v normé prostoru H'(w), tak L?(w) podstatné horsi.

Cislo podminénosti matice A v zavislosti na kroku diskretizace stavové tilohy
h je pro jednotlivé varianty MFO uvedené v tabulkach 22, 26, 29 a 32. V pripadé
uziti BLM metody vychézi ¢islo podminénosti matice A fadoveé v desitkach a opét
se zmensSujicim se krokem h se zmensuje i ¢islo podminénosti matice A, naproti
tomu u DLM metody je stejné jako u pfedchoziho piikladu fadoveé 10 — 102! a
z obrazku 25 a 28 je vidét, Ze spektrum matice A je opét rozdéleno skokovité.
Navic u DLM s H = h v ptikladech 11 2 neplati, ze by se se zmensujicim krokem
h ¢islo podminénosti zvétsovalo. Konkrétné pro h = 1/3 je ¢islo podminénosti
matice A vétsi, nez pro h = 1/4. Toto muze byt zptsobeno:

1. Rektangulace 7%1/4 je zjemnénim 7@1/2, kdezto rektangulace 7@1/3 nikoli.

2. V ptipadé protnuti obdélnikového elementu diskretizace stavové tlohy hra-
nici dw je tento element rozdélen na dvé ¢asti. Pokud by plocha ¢asti ele-
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mentu patiici doplikové oblasti = byla velmi malé, pak rozdil mezi mi-
nimalni a maximalni hodnotou prvkii matice B by byl obrovsky. Toto by
mélo za nasledek zaneseni chyby do vypo¢tu matice 4 = BL 7L 'B”
(viz. [Haslinger, Tomas, Maitre, 1998]).

Pocty iteraci metody sdruzenych gradientt pro jednotlivé varianty MFO jsou
znazornéné v tabulkach 21, 25, 28 a 31. Opét v pripadé uziti BLM metody jsou
fadové v jednotkdch a u DLM metody v desitkdch. Dimenze matice A je pro
BLM metodu také ¥adové v jednotkich (nezavisld na h) a pro DLM metodu
fadové 10% — 103,
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Kapitola II - T'varova optimalizace

6 Zadani Glohy

V praxi se setkdvame s celou fadou uloh, v nichz tvar soucasti ma podstatny
vliv na kvalitu vysledného produktu (strojirenstvi, hornictvi atd.). Matematicka
disciplina zabyvajici se hleddnim optimalniho tvaru struktury se nazyva tvarova
optimalizace.

Tvarova optimalizace je c¢ast teorie optimalniho tizeni, ve které kontrolni
veli¢ina souvisi s geometrii problému. Velka tiida tloh tvarové optimalizace ma
nasledujici schéma:

Najdi w* € O takové, ze
(P)

J(w*, u(w*)) = Lnel(gl J(w, u(w)),

kde w je oblast hrajici roli fidici veli¢iny, O je mnozina pfipustnych oblasti,
u(w) je TeSeni stavového problému (P) a J je cenovy funkcionél, jehoZ vybér
je zavisly na tom, co chceme optimalizovat. Existence feSeni (P) je rozebrana v
[Pironneau, 1984] a [Haslinger, Neittaanmiiki, 1996].

Nagim cilem bude fesit tlohu (P) prostfednictvim nékolika optimaliza¢nich
algoritmii, jejichz c¢innost testujeme na celé fadé tloh tvarové optimalizace. K
numerické realizaci stavového problému (P) pouzijeme jednotlivé varianty MFO
zminované v prvni kapitole, ¢asti 3.

7 Klasicky pristup k tloham tvarové optimali-
zace

Nejdfive popiSeme aproximaci lohy (P). MnoZinu ptipustnych oblasti O nahra-
dime mnozinou Oy, jejiz vSechny prvky (oblasti) jsou urfeny koneénym, stejné
velkym poc¢tem parametri (O, muze byt napf. mnozina oblasti s po ¢astech
polygondlni hranici). Z vySe uvedeného vyplyva, 7e libovolna oblast w, € O,
miize byt jednoznané popsana vektorem a = (aq,...,0,) € U C R?, ktery
nazveme vektorem diskrétnich navrhovych proménnych. Nyni mtizeme definovat
izomorfismus 7p mezi mnozinami O;, a Y nasledovné:

TD(wh) =, WwpE Oh,
To(On) =U.

Stavovy problém (P) bude aproximovéan uzitim metody kone¢nych prvkid. Tuto
aproximaci (P) oznac¢ime jako (P), a odpovidajici feseni uy(wp)-
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Aproximaci tlohy (P) je tloha

Najdi wj, € Oy, takové, ze

P .
() Jp (Wi, up(wy)) = min Jy(wp, up(wp)).
wrEeO

Vztah mezi (P) a (P), je podrobné rozebran v [Haslinger, Neittaanméki, 1996].
Klasicky zptisob numerické realizace (P), je zalozen na postupné deformaci

. C e , k+1) . [ . .
hranice oblasti, pficemz novy tvar w,(l 1) je zkonstruovan z ptredchoziho tvaru

w,(lk) vhodnou deformaci:

A = FIE), k=01,
kde f,gk) je spojité prosté zobrazeni takové, ze
I un(@f ) < Tl unl), k=0,1,....

Predpokladejme, Ze lloha (P) je linearni a k jeji numerické realizaci je pouZita
klasickd metoda kone¢nych prvki. Potom maticova forma (P), je nasledujici:

(7.1) Ala)u(a) = F(a),

kde A(a) je matice tuhosti, F(a) je vektor zatiZeni a u(a) je vektor uzlovych
hodnot uy,(wy). V tomto piipadé matice tuhosti A a vektor zatizeni F jsou zavislé
na geometrii oblasti w,. Obvyklym zpiisobem definujeme izomorfismus 7s mezi
prostory Vj(wp) a R™:

Ts(un(wn)) = u(e),

pticem7 u(a) je vektor uzlovych hodnot wy(wp) Fesici (7.1). Algebraicky tvar
(IP), vede na nasledujici tlohu nelinedrniho matematického programovani:

. Najdi a® € U takové, ze
(P) . e —
J(a’ u(a’)) = min J (o, u(a)),

kde J(a,u(e)) = Ju(T) ', Tg 'u(ev)), piidemz symboly T, ', resp. Tg ' znaéci
inverzni zobrazeni k 7Tp, resp. Ts. Nevyhody takto zformulované tulohy jsou
ziejmé: pro kazdou novou oblast w,(lkﬂ) musime znovu zkonstruovat jeji déleni
pro MKP, ptepocitat matici tuhosti a vektor zatizeni a teprve poté tesit rov-
nici (7.1). Toto se béhem optimaliza¢niho procesu opakuje mnohokrat, z ¢ehoz
vyplyva neefektivnost tohoto postupu.
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8 Metoda fiktivnich oblasti v tvarové optimali-
zaci

K odstranéni vyse zminovanych nedostatki nebo alespon k jejich potlaceni pou-
zijeme metodu fiktivnich oblasti k numerické realizaci (P),. Tento pfistup nam
umozni provadét vSechny vypocty na pevné oblasti {2 a na pevném déleni T
oblasti €2, jez jsou zcela nezavislé na geometrii oblasti w. Disledkem toho je, Ze
matice tuhosti je nezavisla na vektoru diskrétnich navrhovych proménnych.

Abstraktni schéma tloh tvarové optimalizace, jez uzivaji k feSeni stavového
problému metodu fiktivnich oblasti, vypada nasledovné:

Najdi wj, € Oy, takové, Ze
(B),

Tn(wi (W) ;) = min Jp(wn, an(wn) |, ).

kde i, (wp) € Vi(Q) je fedenim (P)} ziskané jednou z variant metody fiktivnich

oblasti uvedenych v kapitole I, ¢asti 3. P¥ipomenme, 7e algebraicka forma (P)f
je nasledujici:

Najdi (u(a), M) € R"™ x R takové, ze
(P) Au(a) + B (o) A(et) = F(a),
B(a)u(a) = 0,

kde u(a), resp. A(a) je vektor uzlovych hodnot funkce u,(wy), resp. Ay (wp),
a € U je vektor diskrétnich navrhovych proménnych popisujicich w, € O,
a d(H) = M(H), resp. d(H) = n(H) v piipadé uziti BLM metody, resp.
DLM metody. Znovu opakujeme, 7e pouze matice B, eventualné vektor zati-
zeni F jsou zavislé na «a, nikoli vSak matice tuhosti A. To znamena, Zze ma-
tice A mitize byt spoc¢tena pouze jednou na zacatku optimalizac¢niho procesu a
pak jiz zistava nezménéna. Tvarova optimalizace spole¢né s MFO teSici zaloze-
nymi na BLM-technice je studovdna v [Glowinski, Kearsley, Pan, Periaux, 1995],
[Haslinger, Klarbring, 1995], [Peichl, Kunisch, 1995] aj. DLM-technika v tvarové
optimalizaci byla pouzita v [Haslinger, Tomas, Maitre, 1998], [Tomas, 1997 a
dalsich.

Nedilnou soucasti optimalizacniho procesu je analyza citlivosti, to jest stu-
dium diferencovatelnosti zobrazeni: ridici proménnd — reSeni stavové ulohy. V
nésledujicim se budeme proto zabyvat diferencovatelnosti zobrazeni a — u(a),

— —

kde u(a) je ¢ast feseni (P). Z formulace (P) je vidét, ze
(8.1) u(a) = (T-A "B (a)(B(a)A 'B'(a)) 'B(a)) A ' F(a).

Predpokladame-li, 7Ze zobrazeni e — F(a) je dostate¢né hladké, diferencovatel-
nost o — u(e) zavisi pouze na diferencovatelnosti zobrazeni a — B(e), B~ ' (cv).
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V piipadé Lagrangeovych multiplikdtort na hranici (BLM-technika) jsou zob-
razeni a — B(a) i @ — B~'(a) nediferencovatelné, protoze prvek b;;(a) matice
B je dan vyrazem

bijla) = | pjds,
AjAip

kde {i;}7") jsou bazové funkce V4 (Q2). Pokud tedy ¢ast hranice A4;4;;; ma ne-
prazdny prinik s vnitini hranici mezi dvémi sousednimi trojihelnikovymi ele-
menty patiicimido Ty, a zéroven jednorozmérna Lebesgueova mira tohoto priniku
je kladnd, potom zobrazeni o — b;; () neni spojité diferencovatelné z divodu
nespojitosti prvni derivace bazové funkce ¢; (viz. [Daiikovd4, Haslinger, 1996] a
[Tomas, 1997]). Minimaliza¢ni tloha (PP), je tedy obecné nehladka. Z tohoto dii-
vodu je nevhodné pouzivat na jeji feSeni klasickych gradientnich metod.

V piipadé wuziti distribuovanych Lagrangeovych multiplikitora (DLM-
technika) je sice a — B(a) spojité diferencovatelné, ale mize se stét, 7Ze naopak
zobrazeni a +— B '(a) spojité neni. To nastane tehdy, kdyZ plocha priiniku
T N =, je mala. Navic se projevi vliv tzv. locking effectu, ktery nyni vysvétlime.

Ptredpokladejme, ze '7A71 = 7A'H Pak z toho, ze

(pn, tn)oz, =0 Yup € Ap(En)
plyne, ze 4, = 0 nejen v =, ale §ir$i mnoziné =), kde
S, =U{T | int(T)NnZ, #0},

t.j. =), je sjednoceni vSech trojuhelnikovych elementt patficich 7?, jejichz vnitrek
ma neprazdny prinik s =Z,. Mnozina =}, je ilustrovana obrazkem 6 pro pripad, ze
uzivame rektangulaci oblasti €2. Pokud se nyni oblast wj, zméni tak, ze mnozina
=, zustane stejnd, nezméni se ani feSeni 4y, disledkem ¢ehoz je necitlivost funkce
wp = Jp(wp, Up(wp) |wh) na zménu oblasti wy,. Tato necitlivost cilové funkce na
zménu oblasti wy, zpiisobuje jeji patologické chovani (napf. nespojitost) (viz. obr.
8). Tento fenomén opét vylucuje uziti klasickych gradientnich metod. Vliv locking
effectu mizeme omezit tim, 7e vezmeme déleni 7'H ridsi, nez ﬁ Dalsi moznost
potlaceni locking effectu spociva v uziti Lagrangeovych multiplikatori na hranici,
nebot homogenni Dirichletova okrajova podminka je v tomto pripadé splnéna ve
slabém smyslu (viz. Pozn. 3.3), coz ma za nasledek ochranu FeSeni @, v okoli dwy,
pred uzamcenim. V kazdém piipadé vsak dostaneme tlohu nediferencovatelnou.
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Obrazek 6: Znazornéni mnoziny =, = Q \ @}, kde oblast @), je tvofena vysrafo-
vanymi obdélnikovymi elementy.

9 Algoritmy globalni optimalizace

Shrneme-li dosavadni poznatky, mizeme tici, ze metoda fiktivnich oblasti uzita k
feSeni tloh tvarové optimalizace zvysSuje efektivnost vnitini irovné optimalizac-
niho procesu (feseni stavového problému), ale ptinasi ur¢ité komplikace na vnéjsi
trovni (optimaliza¢ni algoritmus musi vzit v ivahu moZnou nediferencovatelnost
cenové funkce a locking effect).

Jednou z moznosti, jak odstranit tyto komplikace, je uziti algoritmii globalni
optimalizace jako jsou GA (Genetic Algorithm), BGA (Breeder Genetic Algo-
rithm), CRS (Controlled Random Search), SA (Simulated Annealing) a dalsi,
které jsou zalozeny pouze na vyhodnocovani cenové funkce.

V této ¢asti popiseme strucéné algoritmy GA, BGA a MCRS (Modified CRS),
jez jsou typickymi predstaviteli tzv. evoluc¢nich algoritmi. Evolucéni algoritmy
jsou algoritmy pravdépodobnostni, které tesi tlohy globalni optimalizace na za-
kladé modelovani organického vyvoje.

9.1 Formulace optimaliza¢ni alohy

Typické schéma tloh globalni optimalizace je nasledujici:

®) Najdi z* € x takové, ze
“ fla*) < f(z) Vo ey,
kde x € x1 X ... X X, je pripustny vyhledavaci prostor o n parametrech,
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f:  x — R je zvolend cenova funkce a x* je bod z x, v némz funkce f na-
byva globalniho minima. Prostor parametri v praktickych tlohach je zpravidla
vymezen intervalem jejich ptripustnych hodnot, coz vede na optimalizac¢ni tilohu s
tzv. box constraints. Vyhledavaci prostor y tedy mtzeme definovat nasledovneé:

x={rexix...xx, | hj(xr)>0, j=1,...,m},

kde hj(z), j = 1,...,m jsou nerovnostni omezeni a x; se obvykle voli jako
interval < a;, b; >C R.

9.2 Genetic Algorithm - GA

Genetické algoritmy jsou vyhledavaci algoritmy zaloZené na mechanismu ptiro-
zeného vybéru a principech genetiky. Prvky z prostoru x jsou reprezentovany
bindrnimi fetézci (chromozdémy) a jednotlivé pozice v fetézci se oznacuji jako
geny. V piipadé binarnich fetézcii tyto geny nabyvaji hodnot danych symboly
0 a 1. Obecné vsak mohou nabyvat libovolnych hodnot v zéavislosti na fesené
problematice. Kazdému chromozému je pfifazena hodnota dand jeho kriteridlni
(fitness) funkei, kterd vyjadiuje jeho vhodnost. Mnozina chromozémi pak tvoii
populaci.
Vlastni GA spociva v opakované aplikaci nasledujicich operatorii:

e selekce;

e kiizeni;

e mutace.
Populace, na niz jsou vyse zminované operatory aplikované, se nazyva rodicovska
a populace se vytvarejici nova.

Operator selekce pouze kopiruje chromozomy z rodi¢ovské populace do nové s

ohledem na jejich hodnotu kriteridlni funkce. Rozlisujeme nékolik variant tohoto
operatoru:

roulete-wheel selection - chromozémy s vyssi hodnotou fitness funkce jsou
kopirovany do nové populace s vétsi pravdépodobnosti, pricemz pravdépo-
dobnost vybéru i-tého chromozému (p;) v populaci o velikosti N se spocte

nasledovné: ‘
pi = 7 )
Z;'V:I fj
kde f;, 7 = 1,..., N je hodnota kriteridlni funkce j-tého chromozému.

Tato varianta je omezena tim, 7ze mizeme hledat pouze maximum a navic
hodnoty fitness funkce musi byt kladné.
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exponential selection - provadi se stejné jako v predchozim pripadé, ale ne-
pracujeme zde s ptivodnimi hodnotami kriteridlni funkce, ale s transfor-
movanymi spojitou exponencialni transformaci, kterd mapuje minimum na
nulu, maximum na jednicku a primér na 0.5. Tato varianta jiz neméa ne-
dostatky zminované ve varianté predchozi. Navic umoznuje potlacit velké
rozdily mezi hodnotami fitness funkce nejlepsiho a nejhorsiho jedince po-
pulace.

truncation selection - z kazdé populace o N prvcich vybirame 7 - N nejlepSich,
pricemz T €< 0.1,0.5 > je tzv. truncation rate.

Dalsim operatorem GA je kfizeni, které spoc¢iva ve dvou krocich. V prvnim
kroku nadhodné vybereme dvojici chromozémi S;, Sy a ve druhém provedeme
vlastni proces vymeény informaci kiizenim, ¢imz dostaneme dva nové chromozomy
(jedince, potomky). Je mnoho zptsobti, jak tento operator zrealizovat. Nékteré
7z nich jsou nasledujici:

one point crossover - nahodné podle rovnomérného rozlozeni se stanovi pozice
k v chromozému a nasledné se prehodi geny k£ + 1,..., M chromozému
Sy se sobé si odpovidajicimi geny chromozému Sy, pricemz M je délka
chromozému (pocet gent).

two point crossover - v tomto pripadé stanovime nahodné podle rovnomeér-
ného rozlozeni pozice k, | (1 < k <1 < M) a v chromozémech S; a S,
prehodime navzajem sobé si odpovidajici geny k,...,1[.

uniform crossover - kazdy gen 1,..., M chromozému S; prehodime se sobé
si odpovidajicim genem chromozému S, s pravdépodobnosti 0.5.

Poslednim zminovanym operatorem GA je mutace. Tato prochazi jednotlivé
geny chromozému a s ur¢itou (obvykle velmi malou) pravdépodobnosti p,, méni
jejich hodnotu z 0 na 1 a naopak. Vyznam mutace spoc¢iva v potlaceni mozné
ztraty genetické informace obsazené v chromozdémech s nizsi hodnotou fitness
funkce, coz miize mit za nasledek zhorSeni priibéhu hodnot kriterialni funkce
nejhorsiho jedince v populaci. Tento negativni vliv je ovSsem ihned potlacen né-
sledujici selekei a kiizenim.

Cely proces opakované aplikace operatorii genetického algoritmu je zalozen
na postupném vylepSovani populace a konvergenci do stavu, kdy celd populace je
jiz tvofena jen témi nejlepsimi jedinci. Blizsi informace o GA se mizeme dozvédét
v [Miihlenbein, Schlierkamp-Voosen, 1992; 1993] a [Vondrak, 1995].

9.3 Breeder Genetic Algorithm - BGA

Algoritmus BGA je zalozen na stejnych principech jako geneticky algoritmus.
Hlavni rozdil mezi GA a BGA spociva v tom, 7e prvky z prostoru y jsou re-
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prezentovany vektory realnych ¢isel namisto binarnimi fetézci. Tento rozdil vede
nutné na modifikaci operatoru kiizeni a mutace.

Chromoz6émy budou tedy tvoreny redlnymi vektory (body) x = (z1,...,x,) €
x a jednotlivé slozky téchto vektori budou geny. Necht u a v jsou rodicovské
chromozémy a w je chromozém potomka, pak mtzeme definovat nasledujici va-
rianty operatori zobecnéného kiiZeni (recombination) a mutace:

Recombination

(a) Discrete recombination - DR
w; = u; nebo v;,
kde pravdépodobnost vybéru u; nebo v; je 0.5.

(b) Extended line recombination - ELR
W; = U; + CY(UZ' - ui),
kde koeficient o vybirdame ndhodné z intervalu < —4,1 + 6 >.

(c¢) Extended intermediate recombination - EIR
Ww; = U; + CYZ'(UZ' - ui),

kde koeficient «; je zvolen ndhodné v rozsahu < —9,1 + 9 >. Koeficient
rozsifeni § se voli v obou pripadech obvykle 0.25.

Geometricky vyznam uvedenych variant operatoru kiizeni je nésledujici: DR
pouze ndhodné prohazuje geny na sobé si odpovidajicich pozicich rodicovskych
chromoz6émi (rodic¢i), ¢imz se generuje novy chromozém odpovidajici nékterému
7z vrcholi n-rozmérné krychle definované témito rodicovskymi chromozémy. ELR
a EIR generuji nové chromozémy linearni kombinaci rodicovskych, pricemz ELR
generuje body na tsecce rodic¢i urcené, zatimco EIR generuje body uvniti n-
rozmérné krychle rodi¢i definované. Koeficient d zpusobuje rozsifeni prostoru
(asecky, resp. n-rozmérné krychle), v némz se nové body generuji.

Mutace

Kazdy gen u; fetézce u je mutovan s pravdépodobnosti p,,. Obvykla hodnota p,,
je % Ke kazdému genu u; €< a;,b; > je definovan koeficient range;, jez je ve
vétsiné piipadi roven 0.1(b; — a;). RozliSujeme dvé varianty operatoru mutace:
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(a) Discrete mutation scheme - DMS
k-1 ,
w; = u; Erange; Y ;277
j=1

v

, pticemz k je celé

=

kde a; € {0,1} nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti
¢islo oznacované jako konstanta presnosti.

(b) Continuous mutation scheme - CMS

w; = u; £ range; 275,

kde « je ndhodné ¢islo z intervalu < 0,1 > a k je opét konstanta presnosti.

Geometricky vyznam obou variant operdtoru mutace spoc¢iva v generovani
bodu v n-rozmérné krychli se stfedem v u definované body (u; —ranges, . .., u,—
rangey,) a (uj +rangey, ..., u, +range,), pricemz s dosti vysokou pravdépodob-
nosti se budou generovat body v blizkosti u.

Dodejme jesté par poznamek k mechanismu vybéru: z kazdé generace o N
prvcich vybirdme T - N nejlepsich, ptricemz 7 €< 0.1,0.5 > je tzv. truncation
rate. Uzivame tedy variantu operatoru selekce truncation selection zminovanou v
predchozi ¢asti. Podrobnéjsi popis algoritmu BGA mutzeme nalézt v [Miihlenbein,
Schlierkamp-Voosen, 1992; 1993].

9.4 Modified Controlled Random Search Algorithm -

MCRS
Algoritmus MCRS je modifikaci algoritmu CRS (viz. [Price, 1976]). Tato mo-
difikace spo¢iva ve znahodnéni operatoru reflexe. Prvek x = (z1,...,2,) € x

oznafme jako individum (jedinec, bod z x) a mnozinu individui jako populaci P.
Velikost populace je po celou dobu béhu algoritmu konstantni a je rovna N > n.

Algoritmus MCRS zac¢ind s populaci P o N ndhodné vygenerovanych bodech
7 x. Tato populace je neustale ménéna nahrazovanim nejhorsich jedinci lepsimi,
pricemz kvalita kazdého jedince je dédna cenovou funkei f (kriteridlni funkce,
fitness funkce). Nového jedince w ziskdme aplikaci operatoru reflexe na simplex
S (mmnozina n + 1 riznych, ndhodné vybranych bodt z populace P) nasledovné:

W:gir(uig)a

Vv

vrcholy a I' je nahodny multiplikativni koeficient.

Podstata modifikace ptivodniho Priceova operatoru reflexe spociva ve zna-
hodnéni multiplikativniho koeficientu I'. Nékolik rozdéleni koeficientu I' bylo
testovano na celé fadé slozitych tiloh odhadovani parametrii nelinearni regrese.
Ukézalo se, ze nejlepsich vysledki bylo dosazeno pro koeficient I' s rozdélenim
rovnomérnym na intervalu < 0, «), kde « je v rozsahu od 4 do 8.

Uvazujme proceduru Reflexe, ktera vypada nasledovné:
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procedure Reflexe(P, var w)

begin
repeat
S := mnozina n + 1 riiznych, ndhodné vybranych bodi z P;
u := nahodné vybrany vrchol simplexu S;
> oox
g = Vxes,;;#u :
[ := nahodné ¢islo z intervalu < 0, a);
wi=g-I'(u—g)
until w € x;
end,

potom jiz miizeme velice snadno popsat algoritmus MCRS:

procedure MCRS
begin P := populace N ndhodné vygenerovanych bodt z x;
repeat
Reflexe(P,w);
if f(W) < f(Wiae) then W, == W;
until splnéna podminka ukonceni;

end,

kde w,,., je bod z P s nejvétsi hodnotou cenové funkce.

Prvky v populaci P je vhodné z diivodu efektivnosti udrzovat settidéné podle
jejich hodnot kriterialni funkce. Nového jedince s lepsi hodnotou fitness funkce
nez méa nejhorsi prvek populace potom vlozime do P napf. prostiednictvim algo-
ritmu bindrniho vkladani (binary insert) a onen zminovany nejhorsi prvek sou-
¢asné z populace odstranime.

Z4dna specidlni podminka na ukonceni algoritmu MCRS neni definovéana.
Nejcastéji pouzivané ukoncovaci kritérium ve vétsiné optimalizac¢nich tloh je

f(wma:c) - f(wmm) S g,

pricemz w,,;, je bod z P s nejnizsi hodnotou cenové funkce a ¢ je vstupni para-
metr.
Vstupni parametry tohoto algoritmu jsou:

e velikost populace V;
e hodnota koeficientu « z rozdéleni I';

e hodnota koeficientu € v podmince ukoncent;
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e specifikace vyhledavaciho prostoru y.

Nastaveni vstupnich parametrii je ovlivnéno tlohou, ktera je fesena. Je ziejmé,
7e pro vétsi hodnoty a a N bude hledani dikladnéjsi. Empiricky zjisténé hodnoty
vhodné pro vétginu optimaliza¢nich tiloh jsou a = 8 a N = max(5n, n?). Ovsem
pro nasi tfidu tloh, ve kterych je jedno vyhodnoceni cenové funkce velmi drahé, se
ukazala tato volba koeficientu o nevhodna. Lepsich, popt. srovnatelnych vysledki
s podstatné mensim poctem funkénich vyhodnoceni bylo dosazeno pro volbu
koeficientu o = 4.

Zadny dikaz konvergence algoritmu MCRS nebyl doposud proveden. Pted-
poklada se, ze algoritmus MCRS je nejméné tak dobry jako algoritmus uniform
random search, u néhoz byla konvergence dokdzana (viz. [Béck, 1992]) pp. 48
49. Experimentalné na nékolika problémech bylo ukazano, ze tad konvergence
MCRS je mnohem vyssi nez u algoritmu uniform random search.

Blizsi informace o algoritmu MCRS mizeme nalézt v [K¥ivy, Tvrdik, 1995] a
[Kfivy, Tvrdik, 1996].

9.5 Obecné srovnani zminovanych algoritmi

Algoritmus MCRS je velmi blizky genetickému algoritmu, pfitom reflexe pie-
bird v tomto algoritmu tlohu kiizeni z GA, resp. tlohu zobecnéného kiizeni z
BGA, pro néz je typicka parova reprodukce, zatimco v algoritmu MCRS se nové
body (potomci) generuji aplikaci operatoru reflexe na mnozinu n + 1 ndhodné
vybranych simplexovych bodi (rodi¢i). Jedna se tedy o jakousi zobecnénou vi-
cenasobnou reprodukei.

Pravdépodobnost selekce v MCRS neni zavisld na cenové funkci vybiraného
individua, ale diky odstranovani nejhorsich jedincti a jejich nahrazovani lepsimi,
se projevuje v populaci tendence samoorganizace.

Operator mutace neni v algoritmu MCRS explicitné zahrnut, ale i tento
krok byl jiz udélan a vede na tzv. evolution strategy (ES2) algoritmus (viz.
[Kfivy, Tvrdik, 1996] a [Kiivy, Tvrdik, 1997]). Experimentélné se ukazalo, ze al-
goritmus ES2 je spolehlivéjsi v hledani ”pravého” globdlniho minima, ale ma
nizsi fad konvergence ve srovnani s MCRS.

Z optimalni volby parametri algoritmu MCRS pro vétsinu optimalizac¢nich
tloh (« = 8 a N = max(5n,n?)) plyne, Ze pro pocet optimaliza¢nich para-
metrii n > 5 roste velikost populace kvadraticky v zavislosti na n. Cim vétsi
tedy bude velikost populace, tim pomalejsi bude jiz zminovana tendence samo-
organizace. Naproti tomu u genetickych algoritmii z diivodu implementovaného
operatoru mutace je velikost populace takika nezavisla na poc¢tu optimalizac¢nich
parametri. Déle je znamo, 7e algoritmus CRS dava lepsi vysledky nez genetické
algoritmy, je-li aplikovan na hladké funkce a pravé toto tvrzeni ovérujeme ve
druhé kapitole, ¢asti 11.1 pro algoritmus MCRS.
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Zminované algoritmy pracuji s celou populaci bod (nikoli s jedinym bodem),
vyuzivaji pouze hodnot optimalizované funkce f (nikoli jejich derivaci) a respek-
tuji stochastické principy reprodukce (selekce a kiiZeni).

10 Realizace optimaliza¢niho procesu

V této ¢asti navazeme na kapitolu I, ¢ast 4, kde fiktivni oblast €2 je obdélnik
(0, Lz) x (0, Ly) rozdéleny na ¢tvercové elementy s krokem h, resp. H definujicim
rektangulaci 7%}“ resp. Ry oblasti (), pticemz po castech bilinearni funkce sestro-
jené nad témito rektangulacemi slouzi ke konstrukci prostoru Vh, resp. Vg (Z).

Aproximace O, mnoziny pripustnych oblasti O bude urc¢ena oblastmi wy, je-
jichz hranice je tvofena po ¢astech Bezierovou kiivkou 2. radu. Vime jiz, ze kazda
Bezierova krivka 2. fadu je jednoznacné urcena svym pocate¢nim, koncovym a
fidicim bodem, pricemz pocet fidicich bodl je stejny jako pocet pocatec¢nich,
resp. koncovych bodi a je roven n..

Dovniti fiktivni oblasti 2 vlozime pomyslnou riizici tvorenou paprsky vycha-

Lz g) oblasti Q (viz. obrazek 7). Na téchto paprscich

zejicimi ze stfedu S = < 55

Obréazek 7: Znézornéni rizice tvorené paprsky, na nichz se pohybuji fidici body.

se budou pohybovat v pripadé zadani podminky na hladkost hranice dw pouze
fidici body. Pokud oblast w obsahuje "rohy”, budou se na téchto paprscich pohy-
bovat jak body fidici, tak i poc¢atecni (tedy i koncové). Pohyb bodi na paprscich
je omezen redlnymi konstantami Cy a C'; zndzornénymi na obrazku 7. ¢tverecky,
t.j.

Co < [|Z — S| <,

kde Z je prislusny ridici, resp. poc¢ateéni bod a 0 < Cy < (.
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Mnozinu pripustnych oblasti O mizeme nyni zapsat nasledovné:
OCM(Cy,Ch)={wC Q| C<[X-=8|<C VX €ow},

t.j. O je mnozina vSech podoblasti oblasti €2, jejichz cela hranice se nachazi uvnitt
mezikruzi ur¢eného stfedem S a poloméry Cy a .

11 Numerické priklady

Zde uvadime vysledky nékolika modelovych tloh tvarové optimalizace, u nichz
byla vyuzita k numerické realizaci stavového problému néktera ze zminovanych
variant metody fiktivnich oblasti. K vlastni minimalizaci jsou pouzity algoritmy
globalni optimalizace uvedené ve druhé kapitole, ¢asti 9.

Piiklad 1 Necht rozméry fiktivni oblasti €2 jsou Lz = Ly = 8, krok diskretizace
stavového problému h = %,

e=10"%a

parametr ukonceni metody sdruzenych gradientii

O={weM(14,29) | || =dr}

je mnozina pripustnych oblasti. Na libovolné oblasti w € O uvazujeme nasledujici
stavovou tlohu:

—ANu=4 v w, weO,
(P)

u=0 na Jw.

Dale ozna¢me

Ji(w) = —4L{u(w) dx

cenovy funkcional nazyvany compliance. Potom miizeme definovat tilohu tvarové
optimalizace

Najdi w* € O takové, ze
(P),

Ji(w) < Ji(w) Vwe O,

jez mize byt interpretovana jako hledani prifezu homogenni tyce majici maxi-
malni pevnost pri krouceni. Optimalni tvar je znamy a neni to nic jiného nez
kruznice.

V tomto pripadé pozadujeme hladkost hranice dw a proto predmétem op-
timalizace budou pouze fidici body, jejichz pocet je n. = 6. Vektor uzlovych
hodnot reprezentujici Lagrangetiv multiplikdtor na hranici bude mit tedy 6 kom-
ponent. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikdtory zvolme
H =2h=1.0.

Z nutnych podminek optimality a v disledku vazby na miru oblasti w € O

je mozno ukazat, ze normalova derivace % podél optimalni oblasti w* € O je
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konstantni. V nasem konkrétnim ptipadé C,, = %(u(w*)) = —4. Tato informace
je uzitecna, nebot mize zpétné slouzit k ovéreni, jak ndmi (numericky) objevena
oblast je optimalni. V ptipadé BLM techniky pouzivame variantu II, nebot v
tomto piipadé odpovidajici Lagrangetv multiplikdtor je pfimo roven C, (viz.
Pozn. 3.1).

Piiklad 2 Uvazujme stejné zadani jako v prikladé 1, ale s tim rozdilem, ze
misto compliance vezmeme nasledujici cenovy funkcional:

']2((“)) = E)f ()‘ - Cn)2 ds,

kde A\ = % je prislusny vypocteny Lagrangetiv multiplikdtor z BLM var. II.
Meéli bychom opét dostat stejny vysledek, jako u ptikladu 1. Tento ptiklad mi-
mochodem ukazuje, ze BLM techniku + variantu [T mizeme pouzit tehdy, kdyz
cenovy funkcional obsahuje normalové derivace feseni wu.

Piiklad 3 Rozméry fiktivni oblasti €2 jsou Lx = Ly = 8, krok diskretizace
1

stavového problému h = 5, parametr ukonceni metody sdruzenych gradientii

e=10"a
O={weM(1.0,25) | |w|=2r}

je mnozina piipustnych oblasti. Stavova tiloha je definovand nasledovné:

P) —Nu=f v w, weo,
u=0 na Ow,
kde
f=—-Au,,
pficemz

_ L\ Ly’
Definujme tlohu tvarové optimalizace
Najdi w* € O takové, ze
(P)s
J3 (w

J3(w) = [ (u(w) — u,)” da.
Je snadno vidét, Ze jedno z feSeni tlohy (P), je oblast
Lx)?
X — = 2
| 2 ) _ Ly
W, 1 + (y 5 ) < 1.
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V tomto pripadé opét pozadujeme hladkost hranice dw a proto predmétem
optimalizace budou pouze tidici body, jejichz pocet je nyni n. = 8. Vektor uzlo-
vych hodnot reprezentujici Lagrangetiv multiplikdtor na hranici bude mit tedy
8 komponent. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikatory
zvolme H = 2h = 1.0.

Priklad 4 Uvazujme stejné zadani jako v prikladé 3, ale zaménme dany cenovy
funkcional za nasledujici:

Jy(w) = /{(u(w) —u,)?dx,

kde A je libovolna pevné dand obdélnikova podoblast oblasti w,.
Cilem tohoto ptikladu bylo ovérit, jak mala muze byt cilova oblast A, pomoci
niz miizeme identifikovat oblast w,. Oblast A je na obrazcich vysrafovana.

Piiklad 5 Necht
O={weM(05,15) | |o|=15342}

je mnozina ptripustnych oblasti, rozméry fiktivni oblasti €2 jsou Lz = Ly = 3, krok
diskretizace stavového problému h = 13_6 a parametr ukonceni metody sdruzenych

gradienti e = 10~°. Na libovolné oblasti w € O definujme stavovou tilohu

—Nu=f v w, weoO,
(P)

u=0 na Ow,

kde

pricemz

g=y e c=0562

Je jednoduché ovérit, ze feSeni u, stavového problému (P) odpovida oblasti
w,, kterd je tvorena vnitini ¢asti "krivocarého obdélnika”, jehoz kfiva strana je
déna grafem funkce x = a(y) (viz. obr. 4).

Déle definujme tlohu tvarové optimalizace
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Najdi w* € O takové, ze
J5(w*) < Js5(w) Yw € O,

Js(w) = u{ (u(w) —u,)” da.
Je vidét, Ze jedno z FeSeni Glohy (P). je pravé oblast w,.

Podminka na hladkost hranice 0w v tomto piipadé neni pozadovana, protoze
hranice oblasti w,, kterd je jednim z feseni (IP),, obsahuje rohy, t.j. je nehladka
a proto predmétem optimalizace budou jak body fidici, tak i pocatecni. Po-
cet Tidicich i pocatecnich bodi je stejny a je roven n. = 4. Vektor uzlovych
hodnot reprezentujici Lagrangetiv multiplikdtor na hranici bude mit tedy 4 kom-
ponenty. Krok diskretizace pro distribuované Lagrangeovy multiplikatory volime

—9p =3
H—2h—8.

Poznamka 11.1 Ve druhé kapitole, ¢asti 8 jsme se zminovali o vlivu locking
effectu projevujicim se v pripadé distribuovanych Lagrangeovych multiplikatori,
pokud triangulace Ty = 7T, (v praktické realizaci rektangulace Ry = 7A2h) Ob-
rdzek 8 znézornuje tento fenomén prostiednictvim grafu cenového funkciondlu
Js(w) z prikladu 5, ktery je v tomto piipadé funkei dvou optimaliza¢nich para-
metri (Fidictho bodu By a poc¢ateéniho, resp. koncového bodu I3, jez se pohybuji
na zadanych paprscich), pfi¢em7 ostatni parametry jsou fixovany.
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Obrazek 8: Znazornéni vlivu locking effectu na chovani cilové funkce.
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11.1 Porovnani zminovanych algoritmti globalni optima-
lizace prostiednictvim dosazenych vysledki

V této Casti porovnavame navzajem optimalizac¢ni algoritmy uvedené ve druhé
kapitole, ¢asti 9. Konkrétni prehled srovnavanych algoritmi vypada nasledovné:

MCRS modified controlled random search algorithm (popsany v kapitole
druhé, ¢asti 9.4);

BGA — breeder genetic algorithm (popsany v kapitole druhé, ¢asti 9.3);
GA,, GA s tzv. truncation selection a uniform crossover;

GA;; — GA s tzv. truncation selection a two point crossover;

GA,., — GA s tzv. exponential selection a uniform crossover;

GA.» GA s tzv. exponential selection a two point crossover.

Optimaliza¢ni proces realizovany postupné jednotlivymi vySe uvedenymi al-
goritmy jsme nechali probéhnout nékolikrat za sebou pro piiklady 1 a 5. Nasta-
veni parametrii optimalizac¢nich algoritmi bylo nasledujici:

MCRS

e velikost populace N byla n?, pficemz n je pocet optimalizovanych parame-
tra;

e hodnota koeficientu a z rozdéleni I' byla rovna 4;

e hodnota koeficientu € neni zadana z divodu uziti jiné ukoncovaci pod-
minky;

BGA
e velikost populace byla 20;
e pravdépodobnost kiizeni p. = 0.8;

e pravdépodobnost mutace p,, = 1/n, kde n je opét pocet optimalizovanych
parametri;

e truncation rate 7 = 0.3;
e koeficient rozsiteni § = 0.25;
e konstanta presnosti k = 20;

o range; = 1.0.
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GA (viechny modifikace)
e pravdépodobnost kiizeni p. = 0.6;
e pravdépodobnost mutace p,, = 0.004;
e truncation rate 7 = 0.3 (byl-li uzit);

e clitism = 1 (pocet nejlepsich jedinci automaticky kopirovanych do dalsi
populace).

Podminka ukonceni optimalizac¢niho procesu byla ve vSech pripadech stejné a
spocivalala v omezeni po¢tu vyhodnoceni cenové funkce (iteraci) ¢islem 1000. Na
obrazku 9 jsou vidét typické pribéhy hodnot cenové funkce nejlepsiho individua
v zavislosti na poctu iteraci pro BGA. Obrazek 10 pak ukazuje primér z téchto
prubéhi.

1.4+

0.8

2(;0. 460. 60‘0. 860. 1060.
Obrazek 9: Typické pribéhy hodnot cenové funkce nejlepsiho individua pro BGA.

Nyni budeme sledovat konvergenci optimaliza¢nich algoritmi na nejmensim,
nejvétsim a primérnym poctu iteraci potiebnych k dosazeni tiech zvolenych
funk¢nich hodnot (trovni). Vysledky pro vSechny funkéni urovné a kazdy opti-
malizac¢ni algoritmus jsou shrnuty v tabulkdch 1 a 2, které odpovidaji prikladim
1 a b, ptricemz k numerické realizaci stavové tlohy jsme v prikladé 1 uzili Lagran-
geovy multiplikatory na hranici var. Il a v prikladé 5 distribuované Lagrangeovy
multiplikatory s H = 2h. Vyznam jednotlivych sloupcti je nasledujici:

Ji, i € {1,5} - funkéni Groven;

min(max) - minimélni (maximalni) pocet funkénich vyhodnoceni potiebnych k
dosazeni pozadované trovné ze vSech béht optimalizac¢niho algoritmu;
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0.8 -

200. 400. 600. 800. 1000.

Obrazek 10: Primér z pribéhti znazornénych na obr. 9.

mean - pocet funkénich vyhodnoceni potiebnych k dosazeni pozadované tirovné
u primeéru ze vsech béhti optimalizac¢niho algoritmu.

Tabulka 1:
MCRS BGA GA,,

—Ji min | max | mean | min | max | mean | min | max | mean
88.20 | 480 | 730 | 560 | 291 465 | 349 755
88.25 | 500 | 830 | 680 | 320 552 | 465 —
88.30 | 680 | — | 920|320 | — | 784 | 465 —

GAp GA,» GA,,

—Ji min | max | mean | min | max | mean | min | max | mean
88.20 | 153 590 | 204 29
88.25 | 153 090 | 262 29
88.30 | 153 | — — — — | 59 —

Jestlize pozadovanda troven nebyla dosazena po 1000 funkénich vyhodnoce-
nich, potom je odpovidajici poli¢ko tabulky vyplnéno vodorovnou ¢arou. Ciselna
hodnota v libovolném policku tabulky oznac¢eném max vyjadiuje fakt, 7ze poza-
dované urovné bylo dosazeno ve vSech bézich optimalizac¢niho algoritmu. Naproti
tomu ¢islo v libovolném misté sloupce min vyjadiuje skutecnost, ze alespon jeden
z béhit optimalizacniho algoritmu se dostal na pozadovanou troven.

V kapitole II, ¢asti 9.5 jsme se zminovali o tom, ze algoritmus CRS dava
lepsi vysledky ve srovnani s genetickymi algoritmy, je-li aplikovan na hladké
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Tabulka 2:

MCRS BGA GA,,
Js * (1076) min | max | mean | min | max | mean | min | max | mean
10 290 | 740 | 540 | 134 | 324 | 210 | 286 | 780 | 571
7 410 | 900 | 740 | 172 | 894 | 324 | 419
5 770 495 894
GAy GA,, GA,,
J5 * (1076) min | max | mean | min | max | mean | min | max | mean
10 7 — — 1 457 | — — | 134 | — | 495
7 229 | — — | 971 — — 1229 | — | 685
5 799 438

funkce. Pribéhy cenovych funkciondlt J; a Js nejsou v naSem pripadé prilis
komplikované a presto BGA dosahuje srovnatelnych vysledkt pfi vyrazné niz-
sim poctu potiebnych funkénich vyhodnoceni nez MCRS a zaroven je mnohem
spolehlivéjsi nez vsechny ostatni modifikace GA. Ovsem, je tfeba upozornit, ze
algoritmus MCRS dosahl ve vSech bézich optimaliza¢niho procesu uspokojivého
vysledku (dosahl alesponi jedné ze sledovanych funkénich arovni), kdezto BGA
se v nékterych bézich nedostal na zddnou z nich (viz. tabulka 1).

Shrneme-li predchozi odstavec, pak miizeme prohlasit, 7e co se tyce rychlosti
(po¢tu funkénich vyhodnoceni), je pro nasi t¥idu aloh nejlepsi z testovanych op-
timaliza¢nich algoritm BGA a co se tyce spolehlivosti MCRS. Z tohoto duvodu
uvadime dale vysledky (grafické zndzornéni nalezeného optimalniho tvaru oblasti
a odpovidajici hodnotu cenového funkcionalu) pfikladi 1-5 pouze pro tyto dva
posledné zminované algoritmy (viz. Vysledky numerickych piikladi ke kapitole
I1).
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Zavér

Zhodnoceni vysledkii numerickych ptikladi je uvedeno vzdy na zavér dané ka-
pitoly. V prvni kapitole jsme ukéazali vyhody i nevyhody uziti metody fiktivnich
oblasti k numerické realizaci stavové tlohy a ve druhé pak klady a zapory uziti
metody fiktivnich oblasti pro Feseni tloh tvarové optimalizace. Déle jsme v kapi-
tole I prezentovali nékteré algoritmy globalni optimalizace, jejichz i¢innost jsme
nasledné porovnali na nékolika modelovych tlohach.

Velka cast dosazenych vysledkt bude v brzké dobé publikovana v renomova-
ném ¢asopise Journal of Global Optimization (viz. [Haslinger, Jedelsky, Kozubek,
Tvrdik, 1998]). V tomto ¢lanku je jesté navic oproti této praci popsana jedna va-
rianta metody fiktivnich oblasti zalozend na metodé optimalniho fizeni. Tato
varianta je ndasledné uzita k feSeni Neumannovy okrajové tlohy nasledujiciho
tvaru:

(P) ou

—Nu+u=f v w,
gy =49 na ow.

Jak jsme se jiz zminovali v ivodu, tak na tuto praci bude navazovat prace
doktorandska. Jeji naplni bude vSe, co bylo doposud zrealizovano ve 2D, zreali-
zovat ve 3D a poté to modifikovat pro potieby reseni tloh elasticity.
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Vysledky numerickych prikladi ke
kapitole I

Seznam

Vysledky priikladu 1
e BLM var. I

e BLM var. II

e DLMs H=h

e DLM s H =2h

Vysledky prikladu 2
e BLM var. I

e BLM var. II

e DLMs H=h

e DLM s H =2h
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Vysledky prikladu 1

BLM var. 1
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Obréazek 11: Vypoctené feSeni stavové tlohy.

8.4103e-001
5.3274e-001
1.0007e-001
5.3274e-001

Tabulka 3: Odpovidajici Lagrangetiv multiplikator.
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
3/64 1.62260e-1 2.21591e-2
3/32 1.64708e-1 2.19362e-2
3/16 1.65582¢-1 2.08942e-2

Tabulka 4: Chyba feSeni 4y,(w) v normé prostoru H'(w) a L?*(w).

Krok A | Pocet iteraci metody CG
3/64 3
3/32 3
3/16 3

Tabulka 5: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

a = 0.01462.

Krok h | Cislo podminénosti .A
3764 17365
3/32 1.7813
3/16 4.9395

Tabulka 6: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.
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Obrazek 12: Znazornéni obdélnikové oblasti A C w (Srafované).

Krok h | Chyba |l (w) — us|[m(a) | Chyba ||y (w) — u,[r2()
3/64 1.70191e-2 2.73366e-3
3/32 1.65671e-2 2.70522e-3
3/16 1.51853e-2 2.15631e-3

Tabulka 7: Chyba feSeni @j,(w) v normé prostoru H'(A) a L?(A).

R4d konvergence vypocteny z chyby feSeni @ (w) v normé prostoru H'(A) je

a = —0.08225.
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BLM var. 11
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Obrazek 13: Vypoctené teseni stavové tlohy.

-3.3915e-001
-2.2020e-001
-3.1044e-001
-2.2020e-001

Tabulka 8: Odpovidajici Lagrangetv multiplikator.
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
3/64 4.43628e-2 5.56793e-3
3/32 4.58941e-2 5.46078e-3
3/16 4.91823e-2 6.69719e-3

Tabulka 9: Chyba feSeni 4y, (w) v normé prostoru H'(w) a L?*(w).

Tabulka 10: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 11: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
3/64 3
3/32 3
3/16 3

a = 0.07439.

Krok h | Cislo podminénosti .A
3764 17365
3/32 1.7813
3/16 4.9395
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Obrazek 14: Znazornéni obdélnikové oblasti A C w (Srafované).

Krok h | Chyba |[i,(w) — w,||g1(ay | Chyba ||, (w) — w.|[12(a)
3/64 3.71132e-3 1.03108e-3
3/32 4.12682e-3 8.15202e-4
3/16 6.89044e-3 2.59317e-3

Tabulka 12: Chyba feSeni @i (w) v normé prostoru H'(A) a L*(A).

R4d konvergence vypocteny z chyby feSeni @, (w) v normé prostoru H'(A) je

o = 0.44633.
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Obrazek 15: Vypoctené teseni stavové tlohy.
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Obréazek 16: Odpovidajici Lagrangeiv multiplikator.
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Krok h | Chyba |[iy(w) — u.|/#1(w) | Chyba |, (w) — u. || p1w)
3/64 1.24575e-2 1.30630e-3
3/32 1.55829e-2 1.52819e-3
3/16 2.57354e-2 2.62394e-3

Tabulka 13: Chyba Feseni iy (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 14: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 15: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
3/64 44
3/32 29
3/16 25

a = 0.52337.

Krok h | Cislo podminénosti .A
3/32 3.3450e+-20
3/24 3.1727e+21
3/16 2.1165e+-20
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Obréazek 17: Typické rozloZeni spektra matice A (h = %)
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DLM s H = 2h
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Obréazek 19: Odpovidajici Lagrangeiv multiplikator.
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
3/64 1.14967e-2 3.47413e-3
3/32 1.56575e-2 5.16695e-3
3/16 2.38412e-2 2.36958e-3

Tabulka 16: Chyba Feseni iy (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 17: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 18: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
3/64 28
3/32 24
3/16 28

a = 0.52613.

Krok h | Cislo podminénosti .A
3/32 4.6853e+19
3/24 2.9243¢+19
3/16 8.6601e+18
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Obréazek 20: Typické rozloZeni spektra matice A (h = %)
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Vysledky prikladu 2

BLM var. 1

ti‘\\\\\

ZoS\
7re X
RS OIS ANY

‘\ o\\\‘\\\\

Obrézek 21: Vypoctené feSeni stavové tlohy.

-2.4504e+001
-2.7291e+-001
-2.3773e+001
-2.6972e+-001
-2.4504e+-001
-2.7291e+001
-2.3773e+001
-2.6972e+001

Tabulka 19: Odpovidajici Lagrangeiv multiplikator.
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
1/8 4.92740 9.32992e-1
1/4 6.19366 9.92941e-1
1/2 8.49551 1.81997e+0

Tabulka 20: Chyba Feseni iy (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 21: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 22: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
1/8 2
1/4 3
1/2 3

a = 0.39293.

Krok h | Cislo podminénosti .A
1/8 1.0984Te+1
1/4 1.25030¢+ 1
1/2 1.62683¢+ 1
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BLM var. 11
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Obrazek 22: Vypocten

-4.4127e+000
-7.7350e+000
-7.8035e+000
-7.2677e+000
-4.4127e+000
-7.7350e+000
-7.8035e+000
-7.2677e+000

Tabulka 23: Odpovidajici Lagrangeiiv multiplikdtor.
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
1/8 1.47938 1.86054e-1
1/4 1.81662 2.18254e-1
1/2 2.47081 3.53163e-1

Tabulka 24: Chyba Feseni 4y (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 25: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 26: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
1/8 2
1/4 3
1/2 3

a = 0.37000.

Krok h | Cislo podminénosti .A
1/8 1.0984Te+1
1/4 1.25030¢+ 1
1/2 1.62683¢+ 1
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Krok h | Chyba |[iy(w) — u.|/#1(w) | Chyba |, (w) — u. || p1w)
1/8 1.19578 3.28811e-1
1/4 1.52806 3.71053e-1
1/2 3.12248 4.79800e-1

Tabulka 27: Chyba Feseni iy (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 28: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 29: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
1/8 39
1/4 28
1/2 27

a = 0.69237.

Krok h | Cislo podminénosti .A
174 1.57448¢+20
1/3 3.05936e+-21
172 1.47708e+19
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Obréazek 25: Typické rozloZeni spektra matice A (h = i)
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Krok h | Chyba |[[i,(w) — u,|/m1w) | Chyba |[i,(w) — u.| 12w
1/8 1.06489 6.26734e-1
1/4 1.50345 8.81204e-1
1/2 2.14318 1.66618e+0

Tabulka 30: Chyba Feseni iy (w) v normé prostoru H'(w) a L?(w).

Tabulka 31: Pocet iteraci metody CG potiebnych k vypoctu a,(w).

RA4d konvergence vypoéteny z chyby feseni iy, (w) v normé prostoru H'(w) je

Tabulka 32: Cislo podminénosti matice A v zavislosti na h.

Krok A | Pocet iteraci metody CG
1/8 24
1/4 26
1/2 9

a = 0.50453.

Krok h | Cislo podminénosti .A
1/4 3.66150e+19
1/3 2.507695e+18
1/2 1.90952e+09
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Obrazek 28: Typické rozloZeni spektra matice A (h = %)
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