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Abstrakt

Motivaci této préce je feSeni tloh akustiky ve 2D prostoru na neomezené oblasti. Pro-
blémy akustiky jsou popsany Helmholtzovou rovnici, kterou v této praci odvodime. K
feSeni dloh pouZijeme metodu kone¢nych prvki a ukdZeme postup pfi sestavovani ma-
tic tuhosti a hmotnosti. Ddle nastinime odvozeni PML-vrstvy a pomoci ni budeme mode-
lovat hrani¢ni podminku pro neomezenou oblast. V zdvéru prace budeme demonstrovat
vysledky metody kone¢nych prvki na vzorovych ptikladech.

Klicova slova: akustika, Helhmoltzova rovnice, PML vrstva, metoda kone¢nych prvki

Abstract

The motivation of this thesis is solving acoustic problems in two dimensional unbounded
acoustic domain. We will derive Helmholtz equation which describes wave propagation
in space. We will use the Finite element method for solving acoustic problems. In this the-
sis, we will show how to compute stiffness and mass matrices. We will show construction
of Perfectly matched layer which replaces boundary condition for unbounded domains.
At the conclusion we will illustrate the Finite element method on examples.
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1 Uvod

Tato diplomovéa préce svym obsahem navazuje na mou bakaldfskou préci - Akustika
flétny [3]. V této praci se budu zabyvat tlohami akustiky, které jsou fizeny Helmhol-
tzovymi rovnicemi. Ulohy akustiky mohou najit uplatnéni v celé fadé oblasti. Jednou
velikou oblasti aplikaci je hudba, kde mtiZeme pomoci feSeni tloh akustiky optimalizo-
vat tvarové navrhy mistnosti nebo koncertnich hal. Dalsi aplikaci v oblasti hudby miuZe
byt ndvrh materialti na vyrobu hudebnich nastroji. Jinou oblasti, kde se mtiZeme setkat

vy

s tlohami akustiky, je primysl, kde mGZeme modelovat hluk rtznych zazfizeni, Sifeni
hluku v nejbliZ§im okoli a navrhovat protihlukové opatfeni. Dalsi oblast aplikace tloh
akustiky je medicina, kde se m@izeme napfiklad setkat s inverzni tlohou akustiky, kdy
se snazime rekonstruovat objekt od kterého se odrazi zvukové vlny. Na tomto principu
pracuje napfiklad ultrazvuk.

Vétsina téchto tloh se odehrdvéd na neomezenych oblastech, kde se musime vyporia-
dat s problémem okrajovych podminek. V redlném svété dochazi k postupnému tlumeni
zvukovych vln a v matematickych modelech ndm toto zaruc¢uje Sommerfeldova radia¢ni
podminka. ProtoZe numerické feSi¢e nemtizou feSit dlohy na neomezenych oblastech,
musime vypocetni oblast v néjakém misté ,, useknout” a né¢im nahradit Sommerfeldovu
podminku. Vtéto préci jsem zvolil pro feSeni tloh akustiky metodu kone¢nych prvki
a Sommerfeldovu radia¢ni podminku nahrazuji PML - vrstvou (Perfectly matched layer).
Dale se vtéto praci pokusim na nékolika vzorovych tilohdch demonstrovat poziti metody
konec¢nych prvkti a PML - vrstvy v tlohach akustiky.

Diplomové prace mé nasledujici strukturu. V kapitole dvé ukdzeme fyzikalni model
akustiky a odvozeni Helmholtzovy rovnice. V kapitole tfi popiseme metodu kone¢nych
prvkh pro rovnice akustiky a ukdZeme zptisob vypoctu matic tuhosti a hmotnosti. V
kapitole ¢tyfi popiSeme PML - vrstvu a naznacime odvozeni potitebné transformace sou-
fadnic. V kapitole pét demonstrujeme pouziti metody kone¢nych prvki na ukdzkovych
pfikladech.



2 Fyzikalni podstata Helmholtzovy rovnice

V této kapitole ukdZeme matematicko-fyzikalni odvozeni akustickych rovnic [1], popi-
Seme odvozeni Helmholtzovy rovnice pro dvojrozmérny pfipad a ukdZeme vliv Som-
merfeldovy radia¢ni podminky.

Poznamenejme, Ze budeme uvazovat casové-harmonické vlnéni, to znamen4, Ze vSsechny
vlny maji v ¢ase neménnou frekvenci w. Dale budeme v celém textu pfedpoklddat, Ze ska-
larni pole F(x,t) miiZzeme separovat

F(x,t) = f(x)e ™", (2.1

kde f je staciondrni funkce.

2.1 Akustické viny

Akustické viny, nebo-li zvuk, jsou malé oscilace tlaku P(x,t) v akustickém médiu. Za
akustické médium povazujeme idedlni stlacitelnou tekutinu. Tyto oscilace se vzajemné
ovliviiuji a jejich energie se prendsi akustickym médiem. Matematicky popis oscilaci a
Sifeni energie mtizeme ziskat ze zdkona zachovani hmoty, Newtonova pohybového z&-
kona a linearnitho materidlového zdkona.

Linearni konstitutivni (materialovy) zakon

Predpokldadejme, Ze mdme rovnovazny hydrostaticky tlak Py = f(po), ktery je funkeci
hustoty. Malou zménu tlaku P od rovnovaZzného stavu ) miZeme zapsat pomoci odpo-
vidajici malé zmény hustoty p

P+ Py = f(po+p) = f(po) + f'(po)p,

po tpravé dostaneme vztah popisujici zménu tlaku v zdvislosti na zméné hustoty
P(X7 t) = C2p(X7 t)v (22)

kde ¢ = f'(po) je rychlost ifeni viny.

Z&akon zachovani hmoty

Uvazujme tok hmoty o tlaku P.(x,t), hustoty p.(x,t) a rychlosti v(x,t), kde P.(x,t) =
Py + P(x,t) a pe(x,t) = po + p(x,t). Necht mdme objemovy element V' s povrchem 0V a
necht’ n(x), kde x € 9V je jednotkovy normélovy vektor sméfujici ven z elementu V, viz
obrazek 2.1. Potom v(x, t)- n(x) je rychlost jednotkového toku povrchem oV

Zakon zachovani hmoty na jednotkovém ¢asovém intervalu je vyjadien vztahem

_9 / pedV = j'{ pe(v - 1) dS. (2.3)
ot v ov



n(x)

Obrazek 2.1: Jednotkovy objemovy element.

Plo3ny integral na pravé strané rovnice mtizeme upravit pomoci Gaussovy véty

j{ pe(V-n) dS:/ div(p.v) dV. (2.4)
v 1%

Dosazenim vztahu (2.4) do zdkona zachovani hmoty (2.3) dostaneme rovnici

Ope ) B
/V ( 5 + dlv(pcv)> av =0,

kterd vede na diferencidlni rovnici

dpe ) B
T + div(p.v) = 0. (2.5)

Newton(lv pohybovy zakon

Pfedpoklddejme, Ze objemovy element V je vystaven ptisobeni hydrostatického tlaku
P.(x,t). Celkova sila ptsobici na povrch elementu 9V je potom F = — ¢ P.ndS, kde n
oznacuje jednotkovy normélovy vektor sméfujici ven z elementu V. Aplikaci druhého
Newtonova zdkona F = ma dostaneme

d
. 7{ PndS = / e av. (2.6)
oV v dt

Totélni diferencidl na pravé strané rovnice mtiZeme nahradit vyrazem % A % (viz po-

znamka 2.1). Déle z Gaussovy véty dostaneme

- f{ P.ndS = — / VP.dV, 2.7)
oV 1%



kde V = {a%’ a%’ a%} je nabla operator, ktery oznacuje gradient v kartezskych soufadni-

cich. Dosazenim (2.7) do rovnice pohybu (2.6) dostaneme vyraz

ov
pe X v = —/ VP.dv,
/V ot v

ktery vede na diferencialni rovnici

ov

= _VP.
Pey VP,

Pozndmka 2.1 Totalni diferencidl mtizeme rozepsat

vy (x, 1) ov10x1  Ovi0xy  Ov10x3
ot 010t 090t Ox30t
dV(X,t) _ 81}2(x’t) B V20T 62}2 T2 61}28333
dt ot Ox10t 0xo0t Ox30t
Ovs(x, 1) Ovz0r1  Ovgdxe  Ovzdrs
875 axlat (31‘2815 (31‘3815
po dosazeni vy = %, Vg = % avy = % do (2.9) mtZeme psét
82}1 8’01 8’01 (%1 avl
63:1 v 8562 vzt 8:63 vs + ot Ul(v ’ V) T —t
dvixt) _[Ovp  Ovy o Ovy o Ovyf . &
dat | 9y ! Oxo 2 O3 ST | va(V - V) + ot
Ovs . Ovs . Ovs =~ Ovs va(v - V) + 20
dz1 ' Oxy ° | Oxs ° | Of s ot
dv ov

Nahrazenim % ~ 57
predpokladu malych oscilaci tlaku [1].

VInova rovnice

(2.8)

9u

ot
vy

ot |’
Ovy

ot

(2.9)

:E—F(V'V)V

zanedbavame ¢len (v - V)v, toto zanedbani si miizeme dovolit za

K odvozeni vinové rovnice vyjdeme ze vztahu (2.2) popisujici zménu tlaku v zavisloti na
zméné hustoty. Tento vztah dvakrat derivujeme podle ¢asu dostaneme

O p(x,t)
o2

_ 1 &P(xt)
2 o

Za predpokladu, Ze p < po, miizeme rovnici (2.5) pfepsat do tvaru

0 .
E(PO +p) = —div(pov)

a po upravé dostaneme
dp

50 = P div(v).

(2.10)

.11)



Nyni mtiZeme rovnici (2.11) derivovat podle ¢asu a dostaneme

9?p . [Ov
Dosazenim (2.12) do (2.10) dostavame
0P, 9 5. [OV
52 — —Poc div <E> . (2.13)
Predpokladame-li, Ze p < po, miiZeme rovnici (2.8) upravit do tvaru
0
poa—: = V(Py+P)=—-VP. (2.14)

Aplikujeme-li na rovnici (2.14) operéator divergence, dostdvame

po div (%) = —divVP. (2.15)

Dosazenim (2.15) do pravé strany rovnice (2.13) dostdvdme vInovou rovnici

0% P(x,t)

= ¢ div(VP(x,t)),

o v . 2 2 2 . . .
kterou miizeme pomoci tprav 8856 =2 (g‘zj P - %Tf adivVP = AP prepsat do klasic-
kého tvaru

1 0%P
- —=———=0. 2.16
cZ Ot? (2.16)
Poznamenejme, Ze symbolem A = V - V rozumime soucet druhych parcidlnich derivaci

% % - _ 9%P | 9?°P | %P
podle vSech soufadnych os, tzn. AP = 37 + oz t oz

2.2 Odvozeni Helmholtzovy rovnice

K odvozeni Helmholtzovy rovnice vyuZzijeme pfedpokladu, Ze mame ¢asové-harmonické
skalarni pole (2.1). ReSeni vinové rovnice (2.16) potom mtiZzeme zapsat v ndsledujicim
tvaru

P(x,t) = Re {p(x)e ™"} . (2.17)
Derivujeme-li feSeni vlnové rovnice (2.17) dvakrat podle ¢asu, dostaneme
oP ~
i —iwp(x)e” !
) 9’P
o (—iw)?p(x)e™ ™ = —w?p(x)e ™1, (2.18)

Nyni na feSeni vlnové rovnice (2.17) aplikujeme Laplacetiv operdtor A a dostaneme

AP = Ap(x)e~ L. (2.19)



Dosadime-li do vlnové rovnice (2.16) vztahy (2.18) a (2.19) dostaneme rovnici
cQAp(x)e*M + w2p(x)67iwt — 07
kterd vede na Helmholtzovu rovnici

Ap +k?p =0, (2.20)

7 Mz

kde k = % je vlnové &islo, které odpovida poctu vln na intervalu 27.

2.3 Sommerfeldova radia ¢ni podminka

Budeme-li uvaZovat tlohu na neohranicené oblasti, budeme poZadovat, aby hodnota fe-
Seni v nekone¢nu byla nulova a tim bylo zabrdnéno zpétnym odraztm vIn. Toto m{izeme
zajistit Sommerfeldovou radia¢ni podminkou, viz [1].

Sommerfeldovu radia¢ni podminku miizeme zapsat ve tvaru

lim 9 _ ikpl?dS =0, (2.21)
)
n

=0 /5B,



3 Metoda kone ¢énych prvki

V této kapitole ukdZeme souvislost mezi Helmholtzovou rovnici a tilohou vlastnich ¢isel,
popiseme zdkladni myslenku metody kone¢nych prvka (dale jen MKP), ukdzeme jak
diskretizovat vypocetni oblast a jak zvolit bazi tohoto prostoru. Déle popiSeme zptisob
vypoctu matic tuhosti a hmotnosti vzhledem ke zvolené bazi.

3.1 3D uloha vlastnich C¢isel s rota ¢ni symetrii

Méjme vélec o poloméru R a délky [, viz obrdzek 3.1. Pfedpoklddejme, Ze se valcem

YN s 7 Yz

8iff zvuk, ktery mtiZeme popsat Helmholtzovou rovnici (2.20). Uloha nalézt vlastni &isla
odpovida tloze najit vlnova ¢isla k odpovidajicimu homogennimu feseni Helmholtzovy
rovnice.

Ulohu na nalezeni vlastnich ¢isel miizeme zformulovat takto

—Ap(x) = Ap(x), x € Q, (3.1a)
p(x) =0, x € 09, (3.1b)

kde Q je valcovitd oblast, viz obrdzek 3.1. Oznac¢ime-li si pitfez vélcem jako oblast w,
muZeme tuto oblast definovat

w={rcost,rsint}, r € (0,R),t € (—m,m).
Predpoklddame-li, Ze feSeni bude symetrické kolem osy z, mtiZeme feSeni hledat ve tvaru
p(x,y,2) =D(r,2), 1 =/ (2* +?).

Varia¢ni formulaci tlohy (3.1) ziskame, pfendsobime-li rovnici (3.1a) funkci v(x) €
H} () a integrujeme-li ptes oblast

/—Ap(x)v(x) dx = )\/p(x)v(x) dx. (3.2)
Q Q

Upravime-li is levou stranu rovnice (3.2) pomoci Greenovy véty dostaneme

&%p 0%p &%p
—ApvdV = —vdV —vdV —ovdV =
/Q pU /Q 8x2v + /Q 8y2v + /Q 822U

dp Ov Op
= | ——dV — —oundS
anaﬁﬂ o0 &rvn
Op Ov dp
+ | =——dV — —oundS
o Oy Oy 00 0y
Op Ov dp
——dV — —oundS.
+ Qﬁzaz V aQazvn S

Protoze v(x) = 0 pro x € 012, budou integraly pfes hranici 02

@vndS: @-O-ndS:O,
o0 856 o0 63:
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Obrézek 3.1: Véalcova oblast (.

a proto miiZeme psat

dp Ov Op Ov /8])81)
—ApvdV = | ——d ~=_—d =4V =
/Q podV q Ox Ox V+/Qay8y Vi q 0z 0z v

:/Vp-VvdV.
Q

Potom miizeme rovnici (3.2) piepsat do tvaru

/ Vp(x) - Vo(x) dx = )\/ p(x)v(x) dx. (3.3)
Q Q

Levou stranu rovnice (3.3) miZeme upravit pomoci véty o substituci pro viceroz-
mérny integral a dostaneme

l
[ 90t Vol 2) dodydz = [ [ palr0). 9002 F00(r, 1), y(r,0),2)1 (@) deder,
Q w JO

kde J(®) je Jakobidn funkce ®. Funkce ® vyjadiuje pfechod z poldrniho systému soufad-
nic do kartézského a je definovana

O(r,t) = (41(r,t), p2(r,t)) = (rcost,rsint).

Jakobidn funkce ® potom bude

0p1  Op1 .
or ot cost —rsint
d t = d t = .
¢ Opa O ¢ < sint T COS t> "
or ot

Jestlize p(z,y, z) = p(r, z), tak miiZeme levou stranu rovnice pfepsat (3.3) pfepsat do
tvaru

1 _ _ _ __ __ __
Op Or Opdr Op 0v Or O0v Or Ov
. drdydz = - =, = || ==, =——=—, — |rdzdid
/QVp(m,y,z) Volw,y, z) dedydz /w/o (87“8x’87"8y’8z> <87"8m’87"8y’8z>r avar
a protoze plati

or  O/(a2+y?)

1
ox N ox 5,/(x2+y2)

2x x
r
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a protoZe x = rcost, tak

or

(9_3: = cost.
Obdobné pro platl ze

or .

a_y = sint.

Nyni mtiZeme vyraz

L//lQ@%§§@:@§ ovor Gror TN
wJo \Ordx’ ordy’ 0z Or 0z’ Or Oy’ Oz

pfepsat do tvaru

op op ov ov ov
// (—cost — sin t£> <§ cost, — o sint, az>rdzdtdr

a ten upravit
Il prR pm = Yo7 = Yo7 = Yo7
/ / / <(3p 821) cos®t + 8(]; 821) sin?t 4 85 821)) rdtdrdz =
—r T
/ / / < 5,2 (sin? t + cos®t) + (9(;;981)) rdtdrdz =

= / / Vp - Vordtdrdz =
0 JO -7
Il rR
= 27?/ / Vp - Vordrdz.
0 JO

Obdobnym zptisobem upravime pravou stranu rovnice (3.3) a dostaneme

Il rR pm
)\/ p(z,y, z)v(z,y, z)drdydz = )\/ / / p(r, 2)o(r, 2)r dtdrdz =
Q —7

—27T)\// (r,2)v(r, z)r drdz.
Rovnici (3.3) miZeme zapsat

// Vo(r, z) - Vo(r,z)rdrdz = X // (r,2)v(r, z)r drdz. (3.4)

3.2 MKP - diskretizace

Nyni ptistoupime k diskretizaci prostoru H'(Q2) a prostor H!({2) nahradime kone¢né
rozmérnym prostorem V;, € H'(Q). Variaéni formulaci Helmholtzovy rovnice miiZzeme
zapsat

/ —Vp(x) - Vou(x) + E*p(x W—/f x) dx, Yv € Vj,. (3.5)
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Ma-li prostor Vj, bazi {¢;}|, mtzeme feSeni rovnice (3.5) zapsat jako linedrni kombi-
naci bazovych funkci

P(X) =Y pidi(x) (3.6)
i=1

Dosadime-li si nyni feSeni (3.6) do rovnice (3.5) dostaneme

/ -V (sz ¢z’(x)> - Vo(x) + & (sz ¢z‘(x)> v(x) dx = / f(x)v(x) dx. (3.7)
Q i=1 i=1 &

Prvni ¢len rovnice (3.7) miZeme upravit ndsledujicim zptisobem

/Q—v (;pi gbi(x)) - Vo(x) dx = —/Q (;pi Vd)l-(x)) - Vo(x) dx =
= —/QZ(m Vi(x) - Vou(x)) dx =
=1
= _Z-Z:;/Q(pi Vi(x) - Vu(x)) dx =

=— izlpi /Q Vi(x) - Vou(x) dx.

Obdobnym zptisobem mtZeme upravit druhy ¢len v rovnici (3.7) a tuto rovnici pfe-
psat do tvaru

_ ;Pi /Q Vi(x) - Vo(x) dx + k? ;pi /Q bi(X)v(x) dx = /Qf(x)v(x) dx,

a protoZe tato rovnice plati Vv € V,, tak bude také platit, kdyZ za funkce v budeme
postupné dosazovat bazové funkce ¢;, i = 1,2,...,n. Tim dostaneme soustavu n rovnic
o n nezndmych

N, (X)-Vb R o _ | . )
;pz/g)v¢Z(X) v¢j(X) dx+k ;Pz/ﬂ@(X)%(x)dx Af(x)¢](x)dxj i=1,2,...,n.

(3.8)
Soustavu rovnic (3.8) miZeme zapsat maticové

—Ap + k*Mp =1, (3.9)
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Obrazek 3.2: Diskretizace oblasti 2 s krokem k.

kde
A€ RV [ay] = /Qwai Vo, (3.10)
M € R™™ : [myy] = /Q b1 9; (3.11)
beR": [b] = /Q f b (3.12)
PER: D= (p1,p2,- ,pu) - (3.13)

3.3 Diskretizace oblasti

Pfechodem od prostoru H 1 ke kone¢né rozmérnému prostoru Vj, potfebujeme zavést
diskretizaci oblasti §2. Zvolme si konstantni krok Ak a rozdélme oblast €2 na elementy el;
a uzly u;. Pro diskretizovanou oblast (2 musi platit, Ze je celd pokryta elementy, které se
vzajemné nepiekryvaji, to znamend, Ze mohou mit pouze spole¢nou hranici, viz. obrdzek
3.2.

Pro nase vypocty bude oblast Q2 = [u, el] reprezentovana mnozinou uzlt v = {uy, ug, ..
a mnozinou elementti el = {ely,els, ..., el }, kde
T .
w = (x,y;) ,i=1,...,n
elj = [uq, up, ue), J=1,2,...,m, Uq # Up 7 Ue N Uq, Up, Ue € U.

Kazdy uzel u; uchovéva informaci o svych soufadnicich (z;, yi)T a kazdy element infor-
maci o tom, ze které trojice uzli je tvofen.

Sy Un}



14

y
i+1
4
5
6
3 [
3
4
2 ) TS
1 i-1 R4
2 R
1

Obrazek 3.3: Nenulové hodnoty bazové funkce ¢; na pfislusnych elementech.

3.4 Volba bazovych funkci

Soustava (3.9) bude ur¢ité snadnéji a rychleji feSitelnd, jestlize matice tuhosti a hmot-
nosti budou fidké. RovnéZ vypocet matic tuhosti a hmotnosti bude rychlejsi, jestlize
vypocet jejich prvkt bude rychly a o vétsiné z nich budeme moci dopfedu prohlasit,
Ze budou nulové. Téchto poZadavkil lze dosdhnout vhodnou volbou bazovych funkci

¢i, 1 =1,2,...,n. Zvolme si bazové funkce tak, aby platilo
b =4 X (314
i\X) = . .
0, X 75 Uj

Pro takto zvolenou bézi bude platit, Ze bdzova funkce ¢; nabyva nenulové hodnoty pouze
na elementech, které obsahuji uzel «;, viz obrézek 3.3.

Béazové funkce budou po ¢astech linedrni a bazova funkce ¢; bude vypadat jako na
obrazku 3.4. Z obrazku 3.3 je vidét, Ze pro kazdou funkci ¢; budou integraly [, V¢; Vo,
a fQ ¢;¢; nenulové jen v 7 pfipadech a to, kdyZ funkce ¢; je ,sousedni” nebo totoZna s
funkci ¢;. Timto postupem zaru¢ime dostate¢nou fidkost matic tuhosti a hmotnosti.

3.5 Vypo et matice tuhosti

Nyni si popiSeme zphisob sestavovani matice tuhosti A. Mdme-li po ¢astech linedrni ba-
zové funkce ¢;, i = 1,2,...,n definované vztahem (3.14), miZeme prvky matice A
definované vztahem (3.10) pocitat dvéma zptisoby. Bud’ miiZeme postupné prochédzet
vSechny kombinace funkci ¢; a ¢; a pocitat integral 3.10 nebo budeme postupné proché-
zet elementy a pocitat jejich prispévky do uzld, ktreé tvofi dany element.

Prvni zptisob je zna¢ne komplikovany na implementaci a velice téZkopadny. Nao-
pak druhy zptisob je velice vtipny a efektivni, proto popiSeme tento zptisob. Jak uz bylo
feceno, pii volbé druhého zptsobu prochdzime postupné pies vSechny elementy a na
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Obrazek 3.4: Bazova funkce ¢;.
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Obrazek 3.5: Pfechod na referenc¢ni trojihelnik 7. s.

kazdém elementu pocitdme integrdl (3.10). Tady je tfeba poznamenat, Ze na jednom ele-
mentu nemtZeme spocitat celou hodnotu integralu (3.10), ale jenom piispévek tohoto
elementu do vSech okolnich uzléi. Celou hodnotu integralu (3.10) nemiiZzeme spocitat
proto, Ze kazda bazova funkce je nenulové na 6 elementech, viz obrazek 3.3 a my poci-
tdme pouze na jednom.

Nyni pfistoupime k samotnému vypoctu na daném elementu. ProtoZe v obecném
pfipadé muze byt kazdy element jinak natoc¢en, provadime vypocet na tzv. referen¢nim
trojahelniku 7. . Pfedpokladejme, Ze ptivodni trojahelnik 7" je tvofen vrcholy

Ug = (wavya)—r7
Up = (xb7yb)T7

Ue = (xca yc)T
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a referenc¢ni trojihelnik 7.y bude tvofen vrcholy

Pfechod mezi trojihelniky 7" a 7).y, viz obrazek 3.5, miiZeme zapsat pomoci matice R

definované
Tp —Tgq Te— Tqg
R:(ub—ua,uc—ua):< >

Y —Ya  Yc — Ya

Potom pfechod z 7).y na T' zapiSeme

(-5
(- )

Méme-li funkci f(z,y) = g(s, t), potom mtzeme V f(x,y) zapsat

a pfechod z T na T..f

g 89 0s 89 ot
Viwy) =|§F| = gggx gggx . (3.17)
Ay ds ay ot oy

Oznac¢ime-li si prvky matice R 1=

1 _ (Ry Ry
= <R2_11 Ry,

a vyuZzijeme-li vztahu (3.16), mtZeme psat

gi 66 (R + Ry y) = Ry,
g: ; (R =+ Ry y) = Ry,
gat; aa (Ry' z+ Ry y) = Ry,
g; ; (Ryt' z+ Ry y) = Ry
Potom mtizeme rovnici (3.17) zasat ve tvaru
Vf(z,y)=R"T Vg(s,t) (3.18)

Zavedeme-li si na referen¢nim trojahelniku 7.y bazové funkce @1, by a ¢ tak, aby
funkéni hodnoty (ve vrcholech T;..r) bazovych funkci na referenénim trojihelniku 7. ¢
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odpovidaly funkénim hodnotdam (ve vrcholech T') bazovych funkei na ptivodnim troju-
helniku 7', potom budou mit bdzové funkce ¢, ¢, a ¢3 piedpis

51((9,75) = 1_5_t,

¢2(37t)

¢3(87t)

S,
t,

kde s,t €< 0,1 >.
Zname-li pfedpis referen¢nich bazovych funkci, mtiZeme velice snadno ur¢it jejich
gradienty

Vo (s,t) = (=1,-1)T,
V52(S,t) = (_1’0)—'—’
VE?,(SJ) = (07 _1)T'

Vyuzijeme-li vztahu (3.18), miizeme gradient funkci ¢, ¢p, a ¢. zapsat ndsledovné

- - (-1 1 0
B = (Véa, Ve, Vo) = R - (Vo Vy, V) = R T'(-l 0 —1>'

Cely piispévek elementu el potom mtiZeme zapsat

Ay =B" B @, (3.19)

kde MLQ(R)' vyjadfuje obsah plochy ptivodniho trojihelniku. V matici A, jsou pfispévky

elementu el do matice tuhosti A

Qaaq Qgb Aac
Aad = | apa ap  ape

Qcq  Qcp  Occ

Nyni sta¢i prvky z matice A, pfi¢ist na pfislusné misto v matici A a tento postup opako-
vat pro vSechny elementy ely, els, . . ., ely,.

3.6 Vypo Cet matice hmotnosti

Pfi vypoctu matice hmotnosti postupujeme obdobné jako pfi vypoctu matice tuhosti. Vy-
pocet provadime pfes jednotlivé elementy na refere¢nim trojihelniku. Volba referené¢niho
trojuhelniku, referen¢nich bazovych funkci a matice R je stejnd jako v kapitole 3.5.

K vypoctu prvka matice hmoty (3.11) vyuZijeme Gaussovy kvadraturni vzorce. Inte-
gral z funkce f pomoci Gaussovych kvadraturnich vzorct po¢itdme nésledovné. Mame-li
referen¢ni trojihelnik 7. jako na obrdzku 3.5 a mdme-li mnozinu bodt {z;}} C Tres a



18

n
mnozinu vah {v;}], kden € Na Y p; = 1, potom muzeme integral z funkce f na refere¢-
1

nim trojuhelniku 7. pocitat nasledovné

/ FdS=> v f(z:).
Trey 1

S vyuzitim Gaussovych kvadraturnich vzorci mtzeme pocitat prvky matice hmot-
nosti nésledujicim zptisobem. Pfedpokladejme, Ze mdme mnozinu referen¢nich bodt
{wi = (s, ti)T};1 C Tyes ajim ptislusnou mnoZzinu vah {v;}]. Potom p¥ispévek elementu
el = [ugq, up, u.] do matice h,otmosti M bude

n
My => wi Bl B,
i=1

kde B; = (1 — s; — t;, 54, t;) predstavuje hodnoty bazovych funkci @1, ¢2 a ¢3 v bodé ;.
PouZijeme-li vétu o substituci pro vicerozmérny integral, miZeme psat

/ f(,y) dudy = / F(R - (5,))IJ(R)| s,
T Trey

kde J(R) je Jakobian zobrazeni (3.15), které popisuje pfechod z T na T s. Cely piispévek
elementu el mtZeme vyjadrit

Mel = Mel ' ’det(R)’7

kde |det(R)| je Jakobidn J(R). Nyni p¥i¢teme prvky z matice M,; na p¥islusné pozice v
matici M a tento postup budeme opakovat pro vSechny elementy el;, i = 1,2,...,m a
dostaneme kompletni matici hmotnosti M.

3.7 Vypo Cet vektoru pravé strany b

Nyni pfistoupime k vypocu vektoru pravé strany b rovnice (3.9). Postup bude velmi po-
dobny jako v pfedchdzejicich pfipadech. Opét budeme pocitat pfispévky jednotlivych
elementti do vektoru b. Pfedpokladame-li, Ze funkce f je na elementu el konstantni po-
tom muZeme (3.12) vypocitat

|det(R)|
2 )

1

1
bel = gf 1
1

kde m je obsah plochy elementu el. Prvky vektoru b,; pfi¢teme na piislusné misto
do vektoru b a vypocet opakujeme pies vSechny elementy:.
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Poznamka 3.1 Nyni zndme postup jak sestavit pfislusné matice v rovnici (3.9), kterou
miiZzeme vyfesit tteba pomoci softwaru Matlab. Pfedtim, nez se pustime do vypoctu, se
musime vypofadat s poslednim problémem, ktery zde jeSte nebyl popsén, a to s Dirichle-
tovou okrajovou podminkou. Pfi sestavovani lokdlnich matic tuhosti a hmotnosti pfi-
padné vektoru pravé strany nebylo feceno, jak je vypocet upravovdn, jestlize pfislusny
uzel je prvkem Dirichletovy hranice. Tato kontrola se déje pii pfi¢itani prvka z lokalni
matice do celkovych. Je-li pfisludny uzel v Dirichletove hranici tak do celkové matice
pfi¢teme 0. Timto postupem bychom ovsem dostali nulové fddky v maticich tuhosti a

M.

Dirichletovy hranice nebo ne.
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4 Uloha s neomezenou hranici - aplikace PML vrstvy

V této kapitole si popiSeme vlastnosti Perfectly matched layer (dale jen PML-vrstvy), kte-
rou prvné popsal mad’arsky matematik Bérenger. Nazna¢ime odvozeni potfebné trans-
formace soufadnic a ukdZeme si vliv transformace soufadnic na Helmholtzovu vlnovou
rovnici.

4.1 Popis PML-vrstvy

Mame-li tlohu na neomezené oblasti, kde pozZadujeme, aby v nekone¢nu byla hodnota
feSeni Helmhotzovy rovnice rovna 0. Tohoto dosdhneme, splnime-li Sommerfeldovu ra-
dia¢ni podminku (2.21). Bude-li nds zajimat feSeni tilohy pouze na ¢asti oblasti (2, tak
Sommerfeldovu radia¢ni podminku mtZzeme nahradit PML - vrstvou [1]. Vypocetni ob-
last ,,obalime” tenkou vrstvou, kterd nahradi Sommerfeldovu radia¢ni podminku, viz
obrazek 4.1.

Ma-li PML-vrstva nahradit Sommerfeldovu radia¢ni podminku, potom musi spliio-
vat ndsledujici poZzadavky [2]:

N

e absorbovat vSechny viny, které se ifi z oblasti 2
e a tim zabrdnit jejich odraztm zpatky do oblasti 2.

Popi$me myslenku metody v R? [1]. Rozdé&lme oblast Q na dvé &asti O = {z <0}
a QO+ = {z > 0}. Na mnoziné 2_ budeme chtit mit feSeni Helmholtzovy rovnice a na
mnoZiné €2 budeme chtit mit tlumené pokracovani feSeni, viz obrdzek 4.2. Za¢neme
rovnici popisujici zdkon zachovani hmoty v diferencidlnim tvaru (2.5)

0pe )
8pt + div(p.v) = 0.
Jestlize p. = po+ p a pfedpokladdme-li, Ze py > p, miiZeme rovnici (2.5) pfepsat do tvaru
0
9P 4 podiv(v) = 0. (4.1)
ot
Ma-li vektor v slozky v, a v,, miiZeme zapsat rovnici (4.1) jako soustavu a dostaneme
Opr Ovg
ot —Poaa (4.2a)
Opy Ovy
Y 2 4.2b
T PGy (4.2b)
P = pz+ Py, (4.2¢)

kde neznamé p, a p, jsou pouze formélni proménné bez fyzikalniho vyznamu. Zapiseme-
li si rovnici (2.8) po slozkéach, opét dostaneme soustavu rovnic

o, __OF
Por T oz
Ovy _8Pc

pcg - oy
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Obrazek 4.1: Vypocetni oblast €2 obalena PML - vrstvou.

Obrazek 4.2: Tlumené pokracovani feSeni.
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ajestlize P. = P + Py a po > p mGZeme soustavu upravit do tvaru

ov,  10P
ot po Oz’ (433)
ovy,  10P
o oy (4.3b)

Nyni si na intervalu Q2 pfeformulujeme rovnice, které obsahuji derivaci kolmou k hra-
nici, v naSem piipadé jsou to rovnice (4.2a) a (4.3a), které obsahuji derivaci ve sméru z.
Do téchto rovnic pfiddme absropéni ¢len. Potom mitiZeme rovnice (4.2a) a (4.3a) zapsat
ve tvaru

0py B Ovg
ot +o(z)ps = P05, (4.4a)
Ovg 1P

Homogenni feSeni rovnic (4.4a) a (4.4b) mtZeme zapsat ve tvaru Ae @)t 5 pfedstavime-
li si funkci e, tak potfebujeme, aby platilo

(4.5a)
(4.5b)

Podminka (4.5b) ndm zaruci, Ze na intervalu € dojde k utlumeni feSeni.
Predpokladame-li, Ze p, mtizeme separovat podle (2.1), to znameng, Ze
—iwt

Pl t) = pa(a) - e,

potom bude derivace p, podle ¢asu

apm _ a — —twt\ __
twt (46)

= —iwpg(x) - e " =

= —iWpPg-

VyuZzijeme-li vztahu (4.6) a nahradime-li si v rovnici (4.4a) vyraz % vyrazem —iw, dosta-
neme

—iwpy + o(x)py = — vy
Px Pz = —P0 Oz
pz(o(z) —iw) = —Po% 4.7)
—P0o ava}

Pz = o(z) —iw 8z
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Aplikujeme-li na v, (z,t) = v(z) - €™ stejny postup jako v (4.6), miizeme nahrazenim
derivace podle ¢asu ¢lenem —iw prepsat rovnici (4.4b) do tvaru

—q + ( ) — __18_P
iwvy + o(T)vy = o Bz
, —10P
vy (o(x) —iw) = o O (4.8)
o
Ve = o(z) —iw po Oz
Dosadime-li (4.8) do (4.7) dostaneme
___—po vy
Pz = o(r) —iw Or
__ k9 (1 10PN
- o(z) —iw Oz <O‘(£U) — 1w po 6x> B 49)

Zopakujeme-li cely postup pro v,, to znamen4, Ze derivaci podle ¢asu nahradime ¢lenem
—iw, mGZeme rovnici (4.3b) upravit do tvaru

, 1 0P
—WUy = —— ——
Y ooy
a po upravé dostaneme
1 0P
POV = Ty

Pfendsobime-li posledni rovnici —1 a derivujeme-li ji podle y, dostaneme

ovy, —19*P
P05 T T oo
oy w Oy

dosazenim (4.2b) za — pO%Lyy dostaneme

Opy _ —10°P
ot iw Oy?

a ndhradou —iw za derivaci podle ¢asu dostaneme

, ~18°P
—lWpy = ——— -
Py =50 Oy?
Po tpravé mtZeme psat
—-18°P
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PfepiSeme-li si linedrni materidlovy zakon (2.2) do tvaru
1
- =P=0
P 2
a dosadime-li do p = p, + p, rovnice (4.9) a (4.10), dostaneme

1 9 1 9P 19°P 1 P_0
o(z) —iw oz \o(x) —iw Oz w2 oy 2

2 a vyuZijeme-li toho, Ze —1 = 2, mtizeme psat

Pfendsobime-li tuto rovnici —w

w 0 W OP 92P )
9 oP\ PP L, o |
o(z) — iw Oz <J($) i 8x> + gz TP =0 (4.11)

Coz je Helmholtzova rovnice na 2_, kde o(z) = 0.
Zavedeme-li si novou neznamou 2’ tak, aby platilo
Ox —iw
— = 412
or'  o(x) —iw’ “12)
zavedeme-li substituci .
P(2') = P(x),
a dosadime-li (4.12) do (4.11), mGZeme Helmholtzovu rovnici zapsat ve tvaru
PP PP -
m + 8—y2 + kP =0.
Chceme-li ziskat pfedpis pro =/, mtZzeme ho ziskat ze %—g jako derivaci inverzni funkce
o' 1 o(r) —iw
— == 413
oz Oz —iw (4.13)
ox'
Po tpravé dostaneme
a_xlzmzl_@i:pria(x)
Ox —iw w1 w
a po nésledné integraci muzeme z’ vyjadfit jako

=+ —/0 o(&)d¢. (4.14)

w
Provedeme-li vyjadfeni PML vrstvy ve dvou soufadnicich [5], miZzeme Helmholtzovu
rovnici (4.11) vyjadfit v soufadném systému (z’, y')

P 9’P -
072 + W + k*P = 0, (4.15)
kde
o =x+ L / o(&)d¢, (4.16)
wJo

2 Yy
Y =y+ - /0 o(€)de. (4.17)
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4.2 Uloha s PML-vrstvou

Nyni si fformulujeme nyni tlohu, kterd se #fidi Helmholtzovou rovnici (2.20) a Sommer-
feldovou radia¢ni podminkou (2.21). Sommerfeldova podminka je nahrazend transfor-
maci soufadnic (4.16) a (4.16). Helmholtzova rovnice (4.15) bude zapsédna v transformo-
vanych soufadnicich (z/,3’). Budeme-li tilohu fesit na oblasti (2, viz obrdzek 4.1, kde a
(resp. —a) oznacuje hranici PML - vrstvy, miZeme transformaci soufadnic zapsat nésle-
dujicim zptisobem[5].

Transformace soufadnice z’ je

ox' 1—1—20(:6) pro | z |> a,
or

1 pro |z |<a

a transformace soufadnice v’ je

oy [1+7Y propy)za,
oy

1 pro |y |< a.
Zavedeme-li si podle [2] funkci

_ {Uo(\S\—a)2 pro| s[> a,
(s, a) =

o=0 pro | s |< a,
kde oy > 0. Potom miizeme %—"g zapsat
o’ i
e dy(x) =1+ ;0(:{3, a) (4.18)
a %—ZZ/ muiZeme zapsat
oy’ i
) dy(y) =1+ —o(y,a). (4.19)
Dosadime-li do (4.13) pfedpis (4.18) dostaneme
dy () = T~ (4.20)
—ww

a dosadime-li (4.20) do (4.11) a provedeme-li podobné avahy pro soufadnici y/, viz [5],
dostaneme
1 i( 1 8P(x,y)> 1 3( 1 0P(z,y)
dy(z) 0x \dy(x) Oz dy(y) 0y \dy(y) Oy

Po pfandsobeni obou stran rovnice vyrazem d,(x)d,(y) dostaneme

g (el ) + gy (75 ol ) + o)y () Plos) =0

) + k*P(x,y) = 0.

d.(x) Oz
a po upravé muZeme psat

8(%@Wﬂ%w>+ﬁ<%@@ﬂ&2

Or \dy(x) Oz Ay \dy(y) 9y

> + k2d,(z)dy (y)P(z,y) =0.  (4.21)
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4.3 Variacni formulace

Sestavme si varia¢ni formulaci pro Helmholtzovu tlohu s PML - vrstvou. Helmholtzova
uloha je popsana rovnici (4.21) a okrajovou podminkou P(x) = 0, x € 0f2.
Variaéni formulace bude ve tvaru

0 dyﬁP 0 (d; 0P 9
— | 2= 4+ — [ == + P =0.
/ (x >v y<y y)v k*d.d, vdS =0

ProtoZe v = 0 na 02, tak pomoci Greenovy véty upravime varia¢ni formulaci na

dy OP\ Ov d, OP\ Ov ,
a il Uil B PudsS = 0.
/Q<dx 5w>8x+<dy 8y>8yds+/ﬂkd$dy vdS =0
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5 Numerické p fiklady

V této kapitole budeme demonstrovat, jak vyuZit metodu koneénych prvki a popsané
postupy na sestavovani matic tuhosti a hmotnosti pro feseni dloh 2-D akustiky. Pro sa-
motné numerické vypocty budeme pouzivat dvé hlavni funkce, jednu pro diskretizaci
¢tvercové oblasti a druhou pro sestaveni matic tuhosti a hmotnosti a pro sestaveni vek-
toru pravé strany.

Pro diskretizaci oblasti budeme pouZzivat funkci discret.m, ktera diskretizuje zadanou
¢tvrcovou oblast s pevnym krokem a vraci seznam uzlti, elementti a indexy uzld obsaZe-
nych v Dirichletové a Neumannové hranici. V Matlabu voldme funkci pfikazem

[z,el, ID,IN]| = discret(a,b,c,d,h),

kde parametry a, b, ¢, d specifikuji ¢tvercovou oblast (a, b) x (¢, d) a paremetr h je velikost
diskretiza¢niho krok.
Funkce vraci:

e x...seznam uzl@, kde uzel je reprezentovan svymi soufadnicemi
e el...seznam elementt, kde element je reprezentovan tfemi uzly

e ID...indexy uzlt pro nez plati Dirichletova okrajovd podminka

e IN...indexy uzlt pro nez plati Neumannova okrajovd podminka.

Pro sestaveni matic tuhosti, hmotnosti a vektoru pravé strany pouZzijeme funkci as-
semble.m. Funkci v Matlabu zavoldme pfikazem

[A, M,b] = assemble(x,el, ID,IN,k, f,gN),

kde z je seznam uzlt a el je seznam elementti, parametry I.D (I N) jsou index uzlt v Di-
richletové (Neumannoveé) hranici, parametr & je vinové ¢islo (je-li vinové ¢islo konstantni
na celé vypocetni oblasti volime £ jako vektor jedni¢ek), parametr f vyjadiuje zdroj vnéj-
$ich sil a parametr gN hodnotu pro uzly obsaZené v IN.

Funkce vraci:

e A..matice tuhosti (| VpVv)
e M...matice hmotnosti ([ pv)
e b...vektor pravé strany ([ fv)

~vso_ 2

Funkce assemble.m vyuziva k sestaveni matic A, M a vektoru b postupy popsané v kapi-
tolach 3.5,3.6 a 3.7.
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Obrazek 5.1: Vypocetni oblast (2.

5.1 Uloha s 3D rota &ni symetrii

Uvazujme tlohu popsanou v kapitole 3.1. S vyuzitim rotacni symetrie jsme 3D tlohu
pfevedli na 2D dlohu. Formulace tlohy na vlastni ¢isla vypadé nasledovné

Ap(r,z) = Ap(r,z) vQ
p(r,z) =0, (r,z) €T'p
op(r, z
p(ar ) =0, (r,z) € I'y,

kde I'p je ¢ast hranice oblasti 92 s Dirichletovou okrajovou podminku a I' v je ¢ast hra-
nice s Neumannovou okrajovou podminkou, viz obrazek 5.1. . Resme tlohu

~Ap(a) = Mple), € O
p(x) =0, x € 0N

Tatu tlloha vede na soustavu rovnic, které miiZeme zapsat
A= )\M.

Vlastni ¢&isla pro tuto dlohu zjistime pomoci Matlabovské funkce eig(A,M).

Vsechny soubory potfebné pro vypocet jsou v adresarii SireniZvuku a spustime-li si v
Matlabu soubor priklad.m dostaneme ukdzkovy vypocet.

Vysledky pro parametry:

e diskretizatni krok A = 0.05
e velikostioblasti R =0.5,l =5

jsou na obrézcich 5.2, 5.3 a 5.4. Na obrézcich je vidét, Ze amplituda klesa ve sméru
osy ¥, to znamena kdyZ se blizime ke sténdm flétnicky, naopak ve sméru osy = (podélné
vinéni flétnickou) dostdvame vInéni jehoz frekvence je zdvisld na vlastnim ¢islu.
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Obrazek 5.4: Vysledek pro 32. vlastni ¢islo.

5.2 Sifeni zvuku z bodového zdroje

Méjme tlohu, kde budeme modelovat sifeni zvuku na volném prostranstvi z bodového
zdroje. Predpoklddejme, Ze mdme ¢tvercovou oblast 2 = (—a, a) X (—a, a) a zdroj zvuku
bude mit soufadnice (0, 0). Na krajich oblasti bude PML-vrstva o Sifce b, viz obrazek 5.5.

VyuZijeme-li transformaci soufadnic popsané v kapitole 4.2 ,mitiZeme tlohu zformu-
lovat nasledovné

0 (dy, op(x) 0 (dg Op(x) B
o (2750 ) g (3t Ty ) + ) = 09 x € 0

p(x) =0, x € 90N

kde Q = (—a,a) x (—a, a) je ¢tvercova oblast a

N #0, x = (0,0)
f) = { =0, jinak.

Oznac¢ime-li si matici tuhosti A, matici hmotnosti M a vektor pravé strany b, které dosta-
neme z funkce assemble.m, mtiZeme tlohu zapsat jako soustavu linedrnich rovnic

(A—E*M)p=5b
a feSeni mtizeme vypocitat pomoci programu Matlab

p=(A—Kk>M)\b.
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yd PML

BML b

-a

Obrézek 5.5: Bodovy zdroj umistény v oblasti (2.

Soubory pro vypocet tlohy jsou uloZeny v adresafi PML a spusténim souboru priklad.m
dostaneme vzorovy vypocet pro ndsledujici parametry:

e velikost oblasti 2 = (—4,4) x (—4,4)
o Sitka PML vrstvy b =1
e koeficient PML vrstvy o9 = 5

2
o vinové &islo k = 2 = Lf, kde f = 440 a ¢ = 340.
c c

Resenti tlohy je na obréazcich 5.6 a 5.7, kde je krasné vidét t¢inek PML vrstvy, ktera za-
bratiuje zpétnému odrdZeni vin do oblasti 2. Kdybychom nepouZili PML - vrstvu a na
hranici 092 nechali pouze nulovou Dirichletovu podminku, dostali bychom vysledek jako
na obrazku 5.8 a 5.9.
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Obrézek 5.7: Barevna mapa. Sffeni zvuku na volném prostranstvi z bodového zdroje.
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Obrézek 5.9: Barevna mapa. Sifen{ zvuku bez PML - vrstvy.
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RXXXXX

Obrazek 5.10: Bodovy zdroj a piekédZzka-

5.3 Sifeni zvuku kolem p fekazky

Zkusme rozsifit dlohu (5.2) a pfidejme do tlohy pfekdzku a sledujme, jak se zvuk 3ifi
okolo této prekazky.

Méjme ¢tvercovou oblast Q = (—a, a) x (—a, a) a do oblasti {2 umistéme piekdzku a
bodovy zdroj zvuku jako na obrdzku 5.10. PfekdZku mtZzeme modelovat tak, Ze pied-
poklddame, Ze Sifici se zvuk nemd na prekdzku vliv a proto bude na piekdZce nulovy
pfetlak p. Celou tlohu potom muiZeme zapsat nasledujicim zptisobem

0 (d, 0 0 [dg0
% (i%) + 8_y <@g—(yX)> + kzd:cdyp(x) = f(X) x €

p(x) =0, x € NV X € Qprep,

kde Q je ¢tvercova oblast o rozmérech (—a,a) x (—a,a) a mnozina 2,,.; obsahuje uzly
které tvoii prekazku.

Pro numerickou realizaci vypoétu musime upravit funkci discret.m tak, aby do se-
znamu Dirichletovskych uzl ptidaly uzly, které tvoii pfekazku. Tato diskretizace je na-
programovdéna ve funkci discret2.m, kterd jako parametry piebird navic stred x a stred.y,
které urcuji soutadnice sttedu pfekdzky a parametry sirka a vyska, které urcuji rozméry
prekézky.

Soubory nutné pro cely vypocet jsou uloZeny v adresaii PMLprekazka a funkci priklad.m
se spusti vzorovy vypocet pro nédsledujici parametry:

e velikost oblasti 2 = (—4,4) x (—4,4)
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Obréazek 5.11: Siteni zvuku kolem tenké prekazky.

o sitka PML vrstvy b =1
o koeficient PML vrstvy og = 5

2r f

z M7 w
e vinové dislok = — =
c c

, kde f = 440 a ¢ = 340.
e soufadnice stiedu piekdzky (0,0)
o velikost pfekdzky a) 0.2 x 1,b) 1 x 1

Na obrézcich 5.11 a 5.12 je zobrazen vypocet pro uzsi prekaZzku a na obrdzcich 5.13 a 5.14

pro $irsi. Z obrazk je vidét, Ze pfes uzsi prekdzku md vlna tendenci se , prelévat”.
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Obrézek 5.12: Barevna mapa. Siteni zvuku kolem tenké prekazky.
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Obrézek 5.13: Sifen{ zvuku kolem tlusté piekazky.
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Obrézek 5.14: Barevna mapa. Sifeni zvuku kolem tlusté prekazky.
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6 Zaveér

V této préci jsme se zabyvali 2D tlohami akustiky na neomezenych oblastech, které se
fidi Helmholtzovou rovnici. Pro feSeni téchto tloh jsem vyuzili metodu kone¢nych prvka
a PML - vrstvu, kterd nahrazuje Sommerfeldovu radia¢ni podminku. V metodé konec-
nych prvku se nam podaftilo implementovat PML - vrstvu a ukézat jeji vliv pfi feSeni
aloh akustiky na neomezenych oblastech.
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Prilohy

e A: CD se zdrojovymi kédy.



