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Abstrakt:

V této praci pojednavame o problematice diskretizace 2-dimenzionalnich oblasti
pomoci metody level-setd. Vyhodou toho pfistupu je, Ze oblast mame definovanou
implicitné. Cilem je jednak hloubéji vysvétlit principy metody level-setl a také nastinit 2
metody feSeni parcialnich-diferencialnich rovnic: metodu koneénych prvki a metodu
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oblasti.

Abstract:

In this thesis we discuss problems of discretization of 2-Dimensional domains
using the level-set method. The advantage of this approach is that the domain is
defined implicitly. The aim of the thesis is partly to more deeply explain principals of the
level-set methods and to outline 2 methods to solve partial differential equations: the
finite element method and the boundary element method. We will show the results on a
sample of elementary and more complicated domains.
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1. Uvod

Metody level-setll maji dnes celou fadu vyuziti v numerické matematice. Je
mozné je pouzit k modelovani S§ifeni pozarl v lesnich porostech, modelovani
prilivovych vin oceanl, dale také v riznych algoritmech pfi zpracovani obrazu a
v dalSich oblastech matematiky jako napfiklad pfi hledani nejlep$i cesty v grafovych
algoritmech, viz [6]. My jej pouzijeme na generator 2-dimenzionalni sité.

V metodach level-setd mame na vstupu obvykle implicitné zadanou oblast
umisténou ve vektorovém poli, které na ni nechame pUsobit. Bude nas zajimat vyvoj
hranice oblasti v pribéhu ¢asu a jednotlivé ¢asové snimky pak zaznamename. Tento
VyVvoj popisuje tzv. Hamilton-Jacobiho rovnice.

V nasem pfipadé puUsobi vektorové pole ve sméru vnitfni normaly k hranici
oblasti a tim zadanou oblast v kazdém ¢asovém kroku smrstujeme. Je ovSem mozné
mit i jina vektorova pole, ktera oblast napfiklad roztaci, roztahuji nebo se jedna o
kombinaci vSech vlivll. Pro dalSi pfiklady rovnic, které takovato pole popisuiji, viz [5].

Konkrétni implementace nasi metody bude zahrnovat tyto 3 kroky. Nejdfive
vypocteme hranici zadané oblasti a jeji normalu. Druhym krokem bude roz§ifit normalu
z hranice oblasti i mimo tuto hranici. Tento krok provedeme za pomoci dvou metod —
metody konecénych prvkl (MKP) a metody hraniénich prvka (MHP). Vysledky dosazené
obé&ma metodami pak porovname a vyhodnotime, kterd metoda je vyhodnéjsi. Jakmile
zname hodnoty vektorového pole i mimo hranici, mizeme provést posledni krok a urgit
hranici v dalSim ¢asovém okamzZiku.

Samotny text bude rozdélen do téchto &asti: Ve druhé kapitole detailngji
predstavime metodu level-setl a jeji konkrétni formulaci pro nas$i ulohu. Uvedeme
znéni Hamilton-Jacobiho rovnice a jeji numerickou aproximaci, kterou pouZijeme.
V kapitole 3 se pak hloubgji seznamime s matematickym aparatem, ktery je potfeba
znat, abychom mohli dale pouzivat MKP a MHP k rozSifeni vektorového pole i mimo
hranici zadané oblasti.

Kapitola 4 se pak vénuje MKP, nékterym zakladnim matematickym operacim,
které provadime a také implementaci MKP, kterou jsme pouzili v naSem vypoctu.
Kapitola 5 se zabyva MHP. Na rozdil od MKP metodu nepfedstavime az do takovych
detaild. Pro nase vypocty budeme pouzivat jednu z moznych aproximaci MHP -
kolokacni MHP.

V 6. kapitole pak uvedeme konkrétni znéni algoritmu, kterym vypocéteme
jednotlivé Casové iterace hranice (budeme je oznaCovat jako vrstevnice). Nakonec
vyhodnotime vysledky, které daval generator s vyuzitim jak MKP, tak i MHP.



2. Metody typu level-set

Nasledujici kapitoly pojednavaji o tzv. metodach typu level-set. Cerpali jsme z
praci [5] a [6], které ukazuji i jind vyuziti, nez na$ konkrétni pfipad. Nejdfive
nadefinujeme implicitni a distantni funkce a poté ukazeme, jak za pomoci téchto funkci
muzeme sledovat evoluci kfivky ve vektorovém poli.

2.1. Implicitni funkce
Mé&jme v R? kruznici K se stfedem v bodé (0,0) a polomé&rem r. Tato kruznice
nam prostor R? rozdéluje na tfi oblasti - vnitfek kruznice (int K), hranici kruznice (0K) a
vnéjSek kruznice (ext K).

Mame dvé moznosti, jak vyjadfit hranici kruznice - bud explicitni, nebo
implicitni. V pfipadé explicitniho vyjmenujeme vSechny body, které hranice obsahuje.
Pro hranici kruznice je jednou z moznosti explicitniho vyjadfeni:

_fys 2.5 T cos ty 3
0K = {Vx e R*: ¥ it € (—m, ).

r-sin t
Pro vnitfek:

int K = {vx € R?:|x| <7}
a pro vnéjsek:

ext K = {Vx € R?:|x| > r}.

Pro kruznici neni tak velky problém vyjadfit jeji hranici explicitné, ale v pfipadé
komplikovanéjsich kfivek by uz tento ukol nemusel byt tak jednoduchy. Krivku bychom
museli nejdfive diskretizovat na mensi useky, a poté bychom si ji v kazdém uUseku
vyjadfili parametricky.

Druhy pfistup vychazi z toho, Ze vSechny body na hranici Ize vyjadfit pomoci
jednoduché rovnice. Pro kruznici K je rovnice nasledujici:
oX) = x¥ +x% —r2
Funkci ¢ (x) oznaCme jako implicitni funkci.

Pro hranici pak plati:

p(x) =0,
pro vnéjSek K:

p(x) >0,
pro vnitfek K:

o(x) <0.

Implicitni funkce spiSe nez explicitni je vyhodnéjsi pouzivat k vyjadieni oblasti.
Jednodus$e se s nimi daji spoc¢itat mnozinové operace (prunik, sjednoceni, doplnék),
viz [5]. Lze také rychle spocitat normalu n(x) k hranici zadané oblasti.



Pokud zname gradient ¢ (X):

. _ (99 O¢
Vo(x) = <ax1 ’ 6x2)'
pak pro normalu plati:
v Vo)
nx)= —.
O =T

2.2. Distantni funkce
Predstavme si opét nasi kruznici K, pak distantni funkci definujeme jako:

—_min [Xx —Xg|, X €intKUaIK
d(}?) — XKEOK
_min |X¥ — Xg|, X EextK.
XgEOIK

Funkce d(x) vyjadfuje vzdalenost bodu x od kruznice K. Pokud lezi bod uvnitf
kruznice, pak je vzdalenost zaporna. Pokud lezZi ve vnéjsku, je kladna. Je zfetelné, ze
takto definovana funkce patfi i mezi implicitni funkce.

Mé&jme oblast w s polygonalni hranici I'. Ozname si jednotlivé usecCky hranice
postupné I; az I;,. Distantni funkci spocitame:

—min(dist(x,T;)), X€intoUl
d@@) =]
rr}in(dist(f, ), X € ext w.

Oznacenim dist(x, I[;) rozumime vzdalenost bodu x od usecky I;.

Uvedené vzorce jsou zaloZeny na predpokladu, Zze zname polohu bodu ve
vztahu ke kruznici. Tento Ukol neni uplné trivialni, proto uvedeme postup, jak polohu
urcit.

Méjme bod x. Zné& vedme libovolnym smérem polopfimku. Postupné
prochazime jednotlivé useky I; a pocitame, kolikrat je naSe polopfimka protne. Pokud
je pocet prusecikl sudy, pak bod lezi v ext K. Pokud je pocet lichy, pak bod lezi
vint K.



2.3. Hamilton-Jacobiho rovnice
Uz mame nadefinovanou oblast w a jeji hranici I jsme schopni popsat za
pomoci rovnice

@(x) =0.

Nyni se vénujme pfipadu, kdy je oblast viozena do vektorového pole F(X).
Bude nas zajimat, jaky ucinek ma v pribéhu ¢asu toto pole na hranici oblasti w. Do hry
nam vstoupi nova proménna — ¢as. Oznacéime ji t. V kazdém &asovém okamziku pro
body na hranici plati:

@(t,x(t)) = 0.

Jelikoz na jednotlivé body pusobi vektorové pole F(t, x(t)), pak pro jejich pohyb
plati tento vztah:

ox

(D T F(t,x()).
VyZadujeme, aby
do(t, 2(1) _

(2) It

Zderivujeme-li (2) za pomoci pravidla o derivaci sloZzené funkce a dosadime-li
do vysledku (1), pak ¢asovy prubéh hranice se da vyjadfit vztahem, ktery se oznacuje
jako Hamilton-Jacobiho rovnice:

CCll—f(t,a?(t)) + F(t,%(v) - Vo(t, x(t)) = 0.

2.4. Eulerova metoda
Pfistoupime ted k evoluci na$i hranice v Case. Zatneme vCase t = 0 a za
pomoci Hamilton-Jacobiho rovnice spocitame hodnoty ¢(t, x(t)) v dalSich ¢asovych
okamzicich. Pro vétsi pfehlednost uz neuvadime x jako funkci Casu.

Pro vypocCet derivace v €ase pouzijeme dopredné diference. Pro Cas t,,,, a t,
(tp4+1 — t, = At) bude platit:
(p(tn+1:7_c) - (p(tn:f)
At

+ F(tn: X) - Vo(t,, x) = 0.

Derivace podle prostorovych proménnych budeme pocitat pfesnéji nez asové,
a to centralnimi diferencemi. Plati tedy:
Xiv1 — X = Ax
@t X1) — (8% 27)
2Ax ’

op . _
a (t: xl) =



Pokud dosadime za jednotlivé derivace, dostavame:
(P(t’ (2, + Axpxz)) - <P(t, (xq — Ax1,x2))
2Axq

(P(t, (%1, % + sz)) — <P(t» (1, %3 — sz))
2Ax,

(*): @(t, + At, %) = @(t,, X) — At - F(t,, %) -

2.5. Vyhlazeni difuznim ¢lenem
PFi rostoucich Casovych iteracich dochazi k oscilacim funkce ¢(t,x) a tim
padem k relativné velkym nepfesnostem. Vliv téchto oscilaci jsme se rozhodli zmirnit
pfidanim tzv. difuzniho ¢&lenu do Hamilton-Jacobiho rovnice:

Z—f (t, %) + F(t,x) - Vo(t, X) = eAp(t, X).

Od ¢ vyZzadujeme, at e~Ax, aby pro Ax — 0 difuzni ¢len vypadnul a nade
metoda tak zlstala konzistentni. Numerickymi experimenty se nejvice osvédcila

hodnota ¢ = ?—j, ale pro rzné oblasti mGze byt vyhodnéjsi pouzit jinou hodnotu.

2.6. RozSireni normaly z hranice dovniti oblasti
Jiz vime, jak spocitat ¢(t,x), jak odhadnout ¢ a jako posledni nam zbyva
vektorové pole F(t,x). V kazdém asovém okamziku budeme mit nejdfive definované
vektorové pole pouze na hranici I'. Ztéto hranice pak rozSifime pole na celou
sledovanou oblast.

Toto odpovida predpisu:
vt > 0: F(t,%): T(t) » R2.
Rozsifime na:
F(t,): ) » R%:F(,0)Ire = F& D@,
kde Q je oblast, do které je viozena T.

Od F(t,x) otekavame, Ze je dostatecné regularni, alespon spojitd na Q. Ve
skuteénosti, viz (), nam stadi rozsifit F(t,X) pouze do malého Ax — okoli za ugelem
vypoctu F(t, x) - Vo(t, X).

Vybrali jsme si dva zpUsoby, jak vektorové pole rozsifit na celou oblast —
metodu hraniénich prvkd a metodu koneénych prvk(. Podrobnéji je probereme
v nasledujicich kapitolach. Pro tyto potfeby se ale nejdfive hloubéji vénujme nékterym
matematickym pojmuam.



3. Matematicky aparat

Méjme uzavienou &tvercovou oblast Q := (a, b) X (c,d) c R?, uvniti které je
definovana oblast w. Hranici w pak oznadme I'. Na obrazku je hranice Q := (0,0) x
(1,1) znazornéna modre a priklad T je znazornén Cervené.
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Obrazek 1 - Oblast w uvnitf oblasti Q

Dale mé&jme zadanou funkci F(x;,x,):T = R?, pro kterou plati: F(xy,x,) =
7i(xq,x,), kde (x4, x,) je vnéjsi jednotkova normala ke kfivce I' v bodé (x4, x,). Nasim
cilem bude rozsifit funkci F(x;,x,) na celou oblast Q. Re$ime tedy tuto Dirichletovu
ulohu, oznacme ji (o):

—AF(x1,x,) = OnaQ
(o) F(x1,x,) = 0nadQ
F(xy,x,) = —fi(xq,xy) naTl.

Nebudeme hledat klasické feseni nasi ulohy, coZ by mohlo byt vypocetné pfilis
komplikované, ale spokojime se s tzv. slabym fe$enim. Kvuli tomu bude tfeba prepsat
zadani ulohy (e) do slabé formulace. Co pfesné pojem slaba formulace znamena, jaky
bude mit vliv na vysledné reSeni a jaké vlastnosti takového rfeSeni miizeme ocekavat,
probereme v této kapitole.

Pro hlubSi pohled do dané problematiky, dukazy nékterych tvrzeni a dalSi
aplikace viz [1].

3.1. Sobolevovy prostory
Nejprve je tfeba nadefinovat si nékolik druht prostort a jejich vlastnosti, které
nam napomohou s konstrukci slabé formulace. Jako prvni uvedme vlastnost prostoru —
tzv. dplnost.
Metricky prostor (X, @) nazveme uplnym, pokud je v ném kazda cauchyovska
posloupnost konvergentni. Jako pfiklad uplnych prostori nam postadi R, R?. Kazda
cauchyovska posloupnost v nich ma svou limitu.



Jako protipfiklad uvedme prostor R — {3}, kde napfiklad tato posloupnost
3n?-1

—— nema limitu.
n

{xn} =

Nyni k samotnym prostoriim, jako prvni uvedme nasledujici tfidy prostoru:
Méjme 1 <p < o a Q bud podmnozinou systému lebesguovsky méfitelnych mnozin,
pak definujme:

LP(Q) =< f:R* > R":fje méf“itelné,flflpdl < s
Q

Symbolem R* rozumime RU {—o0,+o}. VSechny integraly budeme uvazovat
v Lebesgueové smyslu (viz [1]). Tyto prostory oznacme LP ().

Zadefinujme si také nosi¢ funkce f(x). Znacime supp ¢ a plati pro né;:
supp f = {x¥ € R™: f(x) + 0}.

Prostory C;°(£2) za pomoci nosi¢e definujeme:
Ce°(Q) = {f € C*°(Q):supp f < Q Asupp f je kompakt}.
Symbolem €*(Q) oznadujeme mnozinu t&ch funkci, které maji na oblasti O spojité
v8echny derivace.

Jako posledni uvedeme definici Sobolevovych prostord. Jsou pro nas
nejdulezitéjsi, protoze v nich budeme hledat rfeseni. Bud tedy k e NU {0}, 1<p < x a

a bud multiindex (viz [1]). Definujme na prostoru € (©) normu:
1
P
lulley = Y [ IDouCoPax |,
lalsk
kde D%u je obecny symbol pro parcialni derivace libovolného fadu. Sobolevovym

prostorem W*P (Q) pak rozumime zupInéni (C* (), llully)-

Sobolevovym prostorem Wok’p (Q) oznacime uzavér C{ () v prostoru WP (Q).
Pro naSe potfeby si vystalime s prostory Wol'2 (Q) a W'2?(Q). Budeme je pro
jednoduchost znadit H3 (Q) a H'(Q). Znadeni vychazi z toho, Ze se jedna o Hilbertovy
prostory, tedy uplné prostory v metrice indukované skalarnim souc€inem. Skalarni
soucin na prostorech H}(Q) a H(Q) definujeme:

(u,v) = f u' ()v'(x)dx.

Q



3.2. Stopy funkce
Pokud mame funkci z prostoru H1((), tak se budeme také zajimat o chovani
funkce na hranici mnoziny Q. Objasni nam to nasledujici véty:

Véta o stopach

Existuje pravé jedno spojité, linearni zobrazeni T: H(Q) - L?(9Q) takove, Ze
pro kazdé u € C*(Q) je Tu = u|yq. Kde Tu je stopa funkce wu.

Pro pfesnou definici prostoru LP (0Q) opét odkazeme na [1].

Greenova véta
vu,v € H'(Q):
ov ou _
Ju-—dxz—j—-vdx+ JTu-Tv-nl-ds,
6xl-
Q

Oxi
Q 0

kde n; je i-ta sloZzka jednotkového vektoru vnéjSi normaly k dQ v bodé x; Tu a Tv jsou
stopy funkci u a v. V8echny derivace jsou ve smyslu distribuci (opét [1]).

Greenovu Vvétu pouzijeme k ,pfesunuti“ druhych derivaci na tzv. testovaci
funkce ve slabé formulaci (e).

3.3. Slabé reSeni smisené ulohy
Mé&jme ulohu (e):
—AF(x1,x,) =0naQ
F(x1,x,) = 0na an

F(xl,xz) = _ﬁ(xl,xz) nal.

Definujme tyto prostory:
Vo = Hy (Q) X Hg (),
Q = L2(0Q) X L*(0%).

Prejdéme z klasické formulace na varia¢ni. Pro Vv € V; a Vg € Q necht plati
nasledujici:

(i).[ —AF (xq, x,)0(xq, x,)dS + JZ(xl,xz)f:(xl,xz)ds =0,
o) r

() [ P00, x,)ds = = [ e, 20300, 2)ds,
r r
kde A(x;, x,) jsou tzv. Lagrangeovy multiplikatory (viz napf. [3]).



Pomoci Greenovy véty a faktu, ze F(x;,x,) €V, (jeji stopa na 9Q je rovna 0)
mUzeme rovnici (i) pfepsat do tvaru:

fVF(xl,xz)Vﬁ(xl,xz)dS + fi(xl,xz)ﬁ(xl,xz)ds =0.
r

Dospéli jsme tedy ke slabé formulaci nasi plvodni Ulohy. Budeme hledat
(F,2) € V, X Q. Ozna&ime nasledujici ulohu (#):

f VF (x4, %,)V0(x1, x,)dS + J A(xy, x)0(xq,x,)ds = 0 VD €V,
O r

J F(x1,%2)q(x1,x5)ds = _j n(xq, x2)q(x1, x5)ds vq € Q.

\ r

Dvojici (F(xl,xz),i(xl,xz)) pak nazveme slabym reSenim (#) a pfisluSnymi

Lagrangeovymi multiplikatory.

3.4. Gaussova kvadratura
Béhem nasich vypoctl se budeme setkavat se slozitymi integraly, které neni
jednoduché fesit analyticky. Probereme proto jednu z moznosti, jak takovéto integraly
feSit numericky — Gaussovu kvadraturu.

Mame funkci f(x):(a,b) » R, kterou dokazeme pfiblizné aproximovat za
pomoci polynomialni funkce B, (x):(a, b) —» R, kde n oznacuje stupefi polynomu.
Po(x) =po + p1x + -+ ppx™ Po, D1, -, Pn ER

Hleddme w; a x;, aby platilo nasleduijici:

b k
[reax = wreo,
a i=0

w; jsou vahy prisludné dané kvadrature a x; jsou jeji kofeny.

Uvedme zpusob, jak spocitat w; a x;, pro n = 3. Funkci f(x) tedy odhadneme
polynomem stupné 3. PoloZme:
P3(x) = po + p1x + p2x? + p3x®

Pak plati:
b , b

x x3 x*
f P;(x)dx = |pox + ! + P2 + Ps ,
a

2 3 4

a

-10 -



b
& f Py (0)dx = po(b — @) + py

a

b? —a? b3 —ad b* —a*

Hledame k, aby platilo, ze n = 2k-1, tedy k = 2:

b
jf(x)dx = wyf(xg) + wof(xz).

Za f(x1) a f(x,) dosadime P;(x;) a P;(x,):
b

ff(x)dx = w, (po + P1X1 + P2XT + P3xi) + wyr(po + P1xy + Pax5 + P3x3).
a

Preusporadame pravou stranu:
b

2) Jf(x)dx = po(Wy + wy) + pr(Wixy + wyxy) + Dy (Wixf + wyxd) + pa(wyxd + wyxd).
a

Porovnanim (1) a (2) dostavame tuto soustavu rovnic:
Wl + WZ = b —a
b? — a?
2
b3 —ad
3
b4- _ a4-

4

Wlxl + szz =

wix?Z + wyx? =

Wle + szg =

Jako feSeni pak dostavame:

Jestlize chceme vyjadfit vahy a kofeny pro polynomy vétSiho stupné, pak je
postup obdobny. Spocitdme k, aby n = 2k — 1 a pak uz zbyva jen vyfesSit soustavu
2k-1 rovnic o 2k — 1 neznamych.
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Abychom nemuseli v kazdém kroku pocitat s intervalem (a,b), je vyhodné
provést substituci na integral z intervalu (0,1). Plati totiz:

f fedx =[5 2500 = - fl ft,
a 0

f©) = fla+ (- a)).

Pro vice informaci o Gaussové kvadratufe doporucujeme nahlédnout do prace
[4], ze které jsme také Cerpali pfi sepisovani této kapitoly.
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4. Rozsifeni normaly metodou koneénych prvki (MKP)

4.1. Metoda konec¢nych prvki

MKP je jedna z numerickych technik, jak feSit parcialni diferencialni nebo
integralni rovnice na rlznych oblastech. Jeji podstatou je rozdéleni sledované oblasti,
Casto pfili§ komplikované na provedeni vypoc¢td nebo nepfijemného tvaru, na mensi
podoblasti, na kterych se vypocty zna¢né& zjednoduS$i. V praktickych pfipadech jsou
danymi podoblastmi napfiklad usecCky (v 1D), trojuhelniky, €&i &tverce (ve 2D) nebo
Ctyrstény, pfipadné krychle (ve 3D).

V pribéhu metody nejdfive nalezneme slabou formulace zadané ulohy (coz
jsme provedli v pfedchozi kapitole). V dalSim kroku pak diskretizujeme zadanou oblast
na mens$i podoblasti (nasimi podoblastmi budou ¢&tverce). Cilem této diskretizace je
pfevést ulohu (#) znekonecné dimenzionalniho prostoru V, do jeho konecné
dimenzionalni aproximace V. V této aproximaci pak provedeme nase vypocty.

4.2. Diskretizace oblasti  a aproximace V,
Méjme Ctvercovou oblast Q a jeji diskretizaci na ¢tverce. Na obrazku 2 je vidét
diskretizace oblasti Q := (0,0) x (10,10), s krokem diskretizace 0.5.

Obrazek 2 - Diskretizace oblasti Q

Na oblasti Q definujme spojitou funkci f(x;,x,):Q — R. Nasim cilem bude
aproximovat funkci f(x;,x,) za pomoci uzld naSi diskretizace. llustrujme priklad
obrazkem 3. Je na ném aproximace funkce f(xq,x,) = sin(x;)-cos(x,) na nasi
diskretizaci.

Obrazek 3 — Funkce f(xq, x3) = sin(x,) - cos(x;)
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Vi-tém uzlu (xy;, x,;) diskretizace si predstavme nasledujici po &astech
bilinearni funkci:
1v (qgx20)

P(x1,x2) = { 0 jinde

.ﬂ
L

Obrazek 4 - Funkce ®; (x4, x3)

Neni téZké si rozmyslet, Ze za pomoci linearnich kombinaci podobnych funkci
®,(x;,x,) mizeme aproximovat funkci f(x;,x,) na nasi oblasti Q. Tyto funkce
®;(x,,x,) tvofi bazi prostoru, ktery si oznacime jako Vj,. Prostor V, = (®,,---,®,)) je
tedy linearnim obalem funkci ®; az ®,,.

Aproximaci V,, pak definujme V,, =V, x ;..

Hledanou aproximaci funkce F(xy,x,):Q — R?, F(x;,x,) €V, pak zapiSeme
pomoci funkci ®; (x4, x,):

n n
F(xy,x;) = Z Filq)i(xbxz);z F}Zq)j(xhxz) €Vp
i=1 j=1
4.3. Diskretizace krivky I' a aproximace Q,,

Ocekavame, Ze kfivka T je polygonalni. PoCet Usecek, ze kterych ji Ize sestavit,
oznaéme m. Na obrazku 5 je uveden pfiklad takové kfivky, kde m = 5:

Obrazek 5 - Diskretizace kfivky T
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Useky oznaéme postupné I; aZ I,,,. Dale mame funkce, které jsou po &astech

konstantni na jednotlivych usecich I;. Plati:
! na [
Wiy, xz) = {0 jinde

Obrazek 6 - Bazova funkce W;(xq, x5)

Provedeme podobny postup jako v pfedchozi kapitole. Kazdou funkci, ktera by
byla definovana na kfivce T, vyjadfime pomoci linearni kombinace funkci W;(x, x,).
Funkce W; (x4, x,) tvofi bazi prostoru Q,. Aproximaci prostoru Q,, pak definujme:

Qn = Qn xQy

Po ¢astech konstantni funkci g(xq, x,): T = R?, g(x;,x,) € Qp, pak vyjadiime:
m m
q(xy,xz) = z.“illpi(xl'xz);zlijz'(xl.xz)tpj(xpxz) € Qn
i=1 j=1

4.4. Maticovy zapis ulohy (4)
Uvazujme Ulohu (#). Pfedpokladejme, Ze funkce F(xy,x;) €V, a (xq,x5) € Vg,
pak muzeme nasi Ulohu prepsat do tohoto maticového tvaru:

Ay, 0 B, 071 [ 0

0 A, 0 Bl |[F, 0

T — |~ N )
Bx1 (’)r 0 Axl NX1

0 B X5 sz X2

-15-



Pro prvky matice A € R™" plati:

Q

Pro prvky matice B € R™™ plati:

Bik = J qu lpde = f (Dl'dS.
Q 'y

Pro prvky vektord N, ,N,, € R™ plati:

Ny, =— J Ny, Prds = — jﬁxlkds,

Ty Iy

Ny, = — J Ny, Prds = — jﬁxzkds.
Funkce ®; jsou jiz zmifiované bazové funkce prostoru 7, a ¥; bazové funkce Qj,.

Aby soustava davala jednoznacné a stabilni feSeni, které nezacne oscilovat na
zjemniujicich se sitich, je nutno dodrzet inf-sup podminku, viz [3]. Je totiz nutné, aby

prostor V;, byl ,bohatSi“ nez prostor Q.

4.5. Vypocet jednotlivych integralt
Nejprve se budeme vénovat vyjadreni prvkl v matici A. Jsou dvé moznosti, jak
k tomu to problému pfistupovat. Bud sestavime matici A po jednotlivych uzlech nebo
pujdeme po jednotlivych &tvercich nasi diskretizace.
Prvni pFistup odpovida zhruba tomuto integralu:

m
Ay =jvq>iv¢,- dS:Z J VO, VO, |, dS
Q e=1T7,
Kde T, jsou jednotlivé Ctverce diskretizace. Tento postup je vypocCetné pfilis
zdlouhavy a proto se vénujme druhému postupu.
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Predstavme si referencni Ctverec (0; 1) x (0; 1). Na ném nadefinujme nasledujici
bilinearni funkce:

(7, 5) = (1 -1 - %) P, (%, %) = %(1 - %)

P53 (%1, X3) = X1%; ®,(%, %) = (1 - ¥)%;

Obrazek 7 - Bazové funkce ®, az ®,

V e-tém &tverci, pak definujme podobné funkce ®¢ az ®¢. Od funkci ®; az ®,
se li§i se pouze posunutim a jinym méfitkem. Neni tézké vidét, Zze se jedna o ,Casti”
naSich bazovych funkci ®;(x;, x,).

Prikrocme k vyjadfeni pfispévku Ctverce T, do matice A. Zapsano pomoci
integralu, vypada pfispévek &tverce takto:

4= f VOLVOS ds,
Te
kdei=1,..,4aj=1,..4.
K vypoctu tohoto pfispévku vzdy provedeme substituci z referenéniho &tverce
(0; 1) x {(0; 1) na &tverec T,. Pfevedeme tedy funkce @, az ®, na funkce ®¢ az ®¢.

Na obrazku 8 je zobrazen pfevod referencniho &tverce na obecny rovnobéznik:

EA [0.1] L]

RI - N [0.0] [0

Obrazek 8 - Prevod z referenéniho &tverce
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Muzeme jej popsat za pomoci nasledujici rovnice:

(i;)zR-<g>+F

ZaRvolimeR=(R, —R,R,—R))azar =R,

Nyni vyjadfeme gradient funkci ®{ za pomoci funkce ®,. a souradnic (73, %).
Substituujme tedy:

q)ie(lexZ) = ak(ﬂl @):

aDb¢ 0®, oxy 09, 0%
AT PR
oD¢ 0®, ox; 0P, 0%,

Prvky Z_E’Z_E’Z_z a Z—E odpovidaji matici R~1. Sta¢i zderivovat rovnici, ktera

definuje pfechod na referencni ¢tverec.

Gradienty funkci ®, az ®, vypadaji nasledovné:
= (—A-%;
Vo, (x1,Xx;) = ( g ).
1001, %3) —1-m)
Vo5 = (T2 )

—- X5
Vb, (X1, %3) = (75);

~ —X5
Vo, (X3, %7) = (1 _ %)

Pro i-ty a j-ty uzel diskretizace pak mizeme tedy psat:
11
— T —
A = f VOEVOS dS = f J (R‘TVdJi(y’cI,a’c}) (R_TVCD]-(J’CI,Q’C; )ldetRlda’c}da’c}.
T, 0 0

Spocitat tento dvojny integral je vypocetné pfilis slozité, pouZzijeme proto
Gaussovu kvadraturu.
Oznatme

Sl(fIJ/C;)=R_T[_(1_@) 1_@ @ _@]

1-x) % % 1-X
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Za pomoci Gaussovy kvadratury mizeme vypocitat matici A;:

2 2
T
OWETCES RS
u=1v=1

w je vaha pro danou kvadraturu: w = 0.25
p1 @ p, jsou kofeny a jejich hodnoty jsou:

=5(1-3) m=3(1+ )
P1 = 2 \/§ P2 = 2 \/§ '
Vysledna matice A; bude mit tedy rozméry 4x4.

Pro vypocet lokalniho vektoru B;, na ¢tverci T, pouZijeme jednoduchou

aproximaci funkci v téZisti (x;;) k-té usecky aproximace kfivky I'. Jde ndm o vliv Usecky
na bazové funkce v daném ¢tverci:

By = f olw = f i W = D) (xg) - 1+ |T, N suppWy]
Te TeNsuppWi

j=1,..4, ® je bazova funkce pfisludna j-tému vrcholu i-tého ¢tverce.

Co presné pocita integral, je vidét na dalSim obrazku.

o0s 06 04 e

Obrazek 9 - Intergél pro prvek B,

Zelené je zobrazena funkce CD}, modfe je ohrani¢ena plocha nad k-tou useckou
z aproximace nasi kfivky T'.

Vysledny vektor bude tedy mit rozméry 1x4.
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4.6. Priklady oblasti

Zde uvedme dva pfiklady oblasti, na kterych jsme chtéli rozSifit funkci F(xq, x,).
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a je jiz mno
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Vektorové pole MKP - pf.1

Obrazek 10 -

- pr.

Obrazek 11 - Vektorové pole MKP

ly mimo

7

’

sirenim norma

v rv

Jak je vidét, tak vektorové pole, vzniklé pomoci MKP roz

hranici I', odpovida tomu, co bychom intuitivné oCekavali.
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4.7. Vyhody a nevyhody MKP
V této kapitole se vénujme souhrnu vlastnosti MKP, které se projevily pfi FeSeni
ulohy na vySe uvedenych kfivkach.

Jako hlavni nevyhoda MKP je ¢asova naroc¢nost. Struéné feceno vypocet trva
pFili§ dlouho. Dobu vypoétu nam negativné ovliviiuje pocet uzl(, ve kterych funkci
F(x,,x,) chceme poditat. Musime ji poéitat na celé oblasti Q, coz je v pfili§ mnoho
bodech a docela zbyte¢né, jelikoz nas zajimaiji pouze body blizko kfivky I'. Navic poCet
takovych bodu se s ¢asem sniZuje, jak se nase oblast bude zmensSovat.

Pokud bychom chtéli jeSté pfesnéjSi aproximaci , tak doba vypoctu opét
nékolikanasobné stoupne, nehledé na pamétovou narocnost celé operace.

Naopak hlavni vyhoda MKP v porovnani s kolokacni MHP je jeji pfesnost. Neni
zapotfebi mit az tak prfesnou aproximaci , abychom dosahli i tak uspokojivych
vysledka.

Jako dal$i nevyhoda je fakt, Ze béhem vypoctu muze dochazet k tomu, Ze
matice A se stava singularni.

Rozmysleme si nyni, na jakych maticich pocitame nasi funkci F (x4, x,).

Necht:

A=(gr o)

0 0
m reprezentuje pocet Usecek a n pocet uzlQ.

kde A= (Ax1 AO ) a B= <Bx1 BO ) AERV™, BeRV™ a AeROmxmim)
X X5

Plati, ze h(A) =n, h(B) =min(mn) a h(A) <n+m. Pokud m>n, pak
h(B) = n a z toho plyne, Ze h(&) < 2n < n + m. Cili matice A je singularni.

Mizeme tedy dojit k nepfesnym vysledkim, pokud je nase hranice rozdélena
na pfilis mnoho usec€ek. V praxi se tak ovéem déje az tésné prfed koncem naseho

algoritmu a i tak davaji vypodlty uspokojiva feseni.

Dalsi vyhodou MKP je urcité i to, Ze muzeme jednoduss§im zplsobem
generovat vrstevnice i smérem ven od kfivky I'. Staci jen zménit znaménko u normaly.
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5. Rozsifeni normaly metodou hraniénich prvkt (MHP)

5.1. Metoda hranié¢nich prvki

Cilem této casti neni popsat MHP, ale pouze ji hrubé nastinit. Obsah této
kapitoly jsme Cerpali z prezentace [2], proto pokud mame vétsi zajem pochopit danou
problematiku, doporu€ujeme do ni nahlédnout.

Metoda hrani¢nich prvkd je dal$i z metod, jak FeSit parcialni diferencialni
rovnice. Obrovskou vyhodou, je Ze nam staci znat hodnoty funkce pouze na hranici
sledované oblasti a pak za pomoci harmonickych funkci muzeme urdit, jak se bude
funkce chovat uvnitf oblasti.

Nejprve si nadefinujme harmonickou funkci. (Upozorfiujeme, Ze znaleni
uvadéné v této kapitole nemusi odpovidat tomu z kapitoly o MKP.) Bud w c R?
omezena oblast a na ni méme definovanou funkci F(X) € C?(w), tzn. ma spojité
derivace az do druhého fadu. Funkci F(X) nazveme harmonickou na €, pokud plati:

AF = 0 (tzv. Laplaceova rovnice).

Pro nasi funkci F(x) definujme elementarni feseni Laplaceovy rovnice AF = 0.
Bude jim funkce v(¥, y): R? x R? - R:

V@) = 5] 5 (7= : 1)

Za pomoci elementarniho fe$eni Laplaceovy rovnice si ve vété o trech
potencialech vyjadiime, jak se nase funkce F (¥) bude chovat uvnitf oblasti w.

Véta o trech potencialech:
Bud w c R? omezena oblast s dost hladkou hranici a v(%,y): R? x R? > R
elementarnim feSenim Laplaceovy rovnice a F(x) € C?(®). Pak Vx € w plati:

_ o __O0F __ ov _ ___ _
) = - [ sF @G nds+ [ v@n S @) -5 G DFGs;.
y

w w

DalSi potfebny pojem je tzv. potencial dvojvrstvy. Je jim funkce:

v = [ 00 Gz (7)) 5

dw
Funkci o(¥) pak nazveme hustota potencialu dvojvrstvy. Jeho velmi dulezitou

vlastnosti je, Ze:

Jim w(E) = —%a(i) +f a(y)—(iln (”_ ! _”)) dsy.

T ny
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Pokud o(¥) € L'(dw) a w ma dostate¢né hladkou hranici, pak w(x) je
harmonickou funkci na oblasti w. Tohoto faktu se da velmi dobfe vyuzit k vypoctu
feSeni nasi pavodni ulohy (e).

Definujme tuto Dirichletovu Ulohu (¥¥):
—AF(X) = 0, XEw
() {F(x) =—-f(x), x€l, TI:=0dw,
n(x) je smér vnéjSi normaly k I’ v bodé x. Je snadné uvédomit si, Ze tato uloha je uvnitf
oblasti w ekvivalentni s tlohou (e).

Pak reseni budeme hledat ve tvaru:

1

Fo -] o3 (e () s Feo
—-n(¥), X€T.

Pujde nam o to vyjadfit hodnotu hustoty potencialu nasi dvojvrstvy — a(3).
Chceme, aby byl spojity na hranici, coz vede na:

L 1 d /1 1
—n(x) = —Ea(x) +i[ U(y)d_n}—,<§1n (—lla‘c _}_]”)> dsy.
Hledame o(X) € L' (0w):
1 d /1 1 o
_Ea(x) +J a(y)d—ny<%ln (M» dsy = -n(x) VxerT

a vSimneme si, Zze na levé strané je linearni operator Ag, tedy vhodna
diskretizace povede na soustavu linearnich rovnic.

5.2. Kolokace
V kolokaci si kfivku T, reprezentujici hranici oblasti w, rozdélime na menSi

useky. Oznacime si je postupné I, ...,I}. Budeme predpokladat, Ze ve vSech bodech
useku I je hodnota o (x) = 0; VX €T;.

Soustavu, diky které nalezneme hodnoty o; mizeme prepsat do nasledujiciho
maticového schématu:

-23.



1
——I+K

LG =)
gk )
2

kde I je jednotkova matice o rozmérech [ xl. ny; prvni slozka jednotkové normaly
k Useku T;.

Pro prvky matice K plati (x; je té€zisté I;):

T el Gl i) EESEY
— n(—— So, i
Ki; = 27TF dny l%e, — Il Y J

i

0, i=j.

Proi =j, Je diky volbé tzv. kolokaéniho bodu v téZisti, je integral roven nule ve

Fj\(x]-—e,xj+£)
Nyni prejdéme ke konkrétnimu vyjadfeni prvki matice K. Dulezitym faktem je,

Ze potfebujeme, aby cela nasSe oblast lezela v jednotkové kruznici, jinak se mlze stat,
Ze vysledna matice je singularni. Je proto tfeba zménit méfitko nasi oblasti w.

Prvky K;; vyjadiime:

1 d 1 1 1
K;j =—f (ln( — ))dSy = —f Vyln(T) 'ﬁ]dsy
an dny Iz, — I 27TF I, — ¥II

j j

(X, =) n s,

“2n) Im -l
T

n; je jednotkova normala k useku Ij.

Do integralu provedeme substituci za y = X, — (x']“;'1 - J?])t, kde X, je pocateCni
a X, ¢, je koncovy bod Useku Ij. Pak dostavame:

1
P N G D RN Y G 7t O B
5= g [ Tedsy =5 ||

—— = x+1—f”ﬂ.
17 =3P =22 g -5 - (G-

j

Integral je opét prili§ slozity na analyticky vypocCet, volime proto pro jeho
vypocet jako v pfipadé MKP Gaussovu kvadraturu.
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Oznaéme

(fl_f]_(m_f})t)ﬁ]”

_ _ Y XJ+1_’?J”'
||xl —X = (x1+1 - x])t”

Si(6) =

Pro K;; bude platit:

4
1
Kij =52 zl W Sij(£p)-
p:

Vahy w,, se rovnaji postupneé:

_18++/30
wy=__"""
72

_18++v30 18 — /30 18 —+/30
—T — —_———

w> w3 =

72

a pro kofeny t,, plati:

Ze znalosti matice K, pak spocitame hodnoty o, a g,, které pak pouzijeme
k vyjadrfeni hodnot funkce F(x) v bodech uvniti oblasti w. Pouzijeme obdobny postup,
jako pfi vypoctu prvkl matice K.
0j = (01,025),

1 ( ( X)t) - 7y
P =50y o [ ) B
2 - _
0 ||x -—X - (x1+1 - x})t”

Opét aplikujeme Gaussovu kvadraturu se stejnymi vahami a kofeny. Bude
platit:

(J_c—f]—(m—f])t)-ﬁ]”

— 2
||x —X - (x1+1 - x])t”
4

_ 1 l —
F(x) = Ez gj z wp, 5, (tp).
j=1 p=1

S5, = X — %,
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5.3. Priklady
Uvedme vysledky pro MHP s kolokaci na stejnych oblastech jako s MKP. Je na
nich dobfe vidét, jak moc kolokace ovliviiuje pfesné FeSeni:

Uiz
N R

-

-~

T Y S T s s B A B A
A A 0 A 0 N NI N T N W S W W W

Obrazek 12 - Vektorové pole MHP - pf.1

Hlavnim problémem je, Ze poruSujeme pfedpoklad hladkosti kfivky T'. V rozich
nam tak vznikaji nepresnosti — vektory jsou vétsi, nez bychom ocekavali. DalSi
problémy jsou vice vidét na druhé oblasti, kde uz neni problémem pouze velikost
vektorl, ale i jejich smér. Jakkoliv ovSem pole vypada ,désivé“, tak vysledné
vrstevnice, kterych dosahneme s pouZitim kolokacni MHP, jsou pfesto uspokojivée.
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Obrazek 13 - Vektorové pole MHP - pF.2
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5.4. Vyhody a nevyhody kolokaéni MHP
Jasnou nevyhodou kolokacni MHP je v porovnani s MKP jeji nepfesnost, ktera
se vyskytuje na konkavnich oblastech. Patrné je to dano vlivem kolokace. Urcité by
v budoucnu stélo za to zjistit, jak se bude MHP projevovat, pokud bychom kfivku T
rozdélili na jesté mensi Useky. Pfi nejmensim aspon v oblastech konkavnich ahla. Nyni
jeden usek totiz pfiblizZné odpovida jednomu &tverci diskretizace.

Naopak zfetelnou vyhodou oproti MKP je jeji rychlost. Pfi pribéhu MHP neni
totiz tfeba pocitat funkci F(x) v kazdém bodé nasi diskretizace, ale vystaci nam pouze
nékolik bodu, které jsou nejblize nasi hranici. V dalSich bodech nas informace o funkci
F(X) nezajima, jelikoz jsou pfili§ daleko a v dal§im kroku vypoétu distantni funkce
nebudou hrat Zadnou roli.

Na oblastech, které neobsahuji moc velké konkavni Ghly, mizeme tedy
dosahnout podobné presnych vysledku jako za pouziti MKP, ov§em mnohem rychleji.

Jako posledni uvedme, Ze neni tak jednoduché otocit smér generace vrstevnic
ven zoblasti 2. V MKP staCilo pouze zménit znaménko normaly, u MHP je ovSem
tfeba pocitat jiné rovnice. Pokud bychom chtéli jit ven z oblasti, tak bychom museli
naprogramovat vypocet MHP znova.
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6. Generace siti level-set metodami

6.1. Algoritmus vypoctu
Uvedme, jak pfesné probiha vypocet v jednotlivych iteracich, abychom dostali
hledané vrstevnice.

Pocatecni ¢as bud t, = 0, proi > 0: t;;, = t; + At.

V Case t; uCinime tyto kroky:
1. Spocitame distantni funkci ¢(t;, X) pro vSechny body nasi diskretizace.
oy, X) = @(t;_1, %) — At - F(t;_1,%) - Vo(t;_1, X) + At - eAg(t, X)
Prepocitame hranici I'(¢t;). Tvofi ji body, které splfiuji ¢(t;,x) =0
Tento krok sice neni az tak trivialni, ovSem obsahuje fadu technickych detaild,
tak jsme se rozhodli jej v praci dale nerozepisovat.
3. Ulozime si hranici.
Rozsifime F(t;, x) z I'(t;) na Q. Bud pomoci MKP, nebo MHP.

N

B

Kroky 1 az 4 provadime tak dlouho, dokud stale existuji body, ve kterych plati
@(t;, %) = 0.

6.2. Numerické experimenty

6.2.1. MKP
V této kapitole uvedeme pfiklad nékolika oblasti, které jsme nechali vyvijet za
pomoci MKP. Q := (0,0) x (200,200) a krok diskretizace je 5.

Jako prvni mame jednoduchy Ctverec.
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Obrazek 14 - MKP Ctverec
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Je vidét, ze na této oblasti nejsou zadné problémy a vrstevnice odpovidaji
predpokladanému vysledku. Vétsi zmény v rozich jednotlivych vrstevnic, kdy bychom
mohli oéekavat troSku vétsi zakulaceni, jsou dany krokem diskretizace nasi sité.

DalSi kfivkou bude ,osmicka“. Vybrali jsme ji kvili nékolika konkavnim dhlim
také kvali tomu, Ze se vrstevnice v pribéhu algoritmu musi rozdélit.

150
140
130
120
1ot
100
oot
80
70t

BO |

50 1 1 1 1 1 1
20 40 60 g0 100 120 140 160 180

Obrazek 15 - MKP Osmicka

Opét dochazime k relativné péknym a oCekavanym vrstevnicim. V konkavnich
Uhlech je ovSem vidét, Ze se prvni vrstevnice vice pfiblizuje puvodni zadané kfivce,
respektive se od ni malo vzdalila. Rozdéleni vrstevnic na vice probéhlo v poradku.

DalSi test provedeme na kfivce, ktera odpovida Sestiuhelniku, ze kterého jakoby
vykousneme jeden trojuhelnik. Kfivku jsme vybrali proto, Ze obsahuje konkavni uhel
vétSi nez 270°.
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Obrazek 16 - MKP Konkavni oblast
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V konkavnim uhlu uz vidime, Ze nase vrstevnice prekracuji plvodné zadanou
kfivku. Je to dano pfilis velkym krokem diskretizace sité, kde Uhel je pouze na jednom
Ctverci naS8i diskretizace. Tento uhel pak na C¢tverci aproximujeme pouze jednou
useckou a ne dvéma, €imz dochazi ke zkresleni.

DalSi zkouSenou kfivkou budou dva obdélniky polozené nad sebou.
Otestujeme, jak se algoritmus zachova na nesouvislé kfivce T.
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Obrazek 17 - MKP Dva Obdélniky

Je vidét, ze naSemu algoritmu ani nesouvisla oblast nedéla velké potize a
vysledky odpovidaji naSemu oCekavani.

Jako posledni testovaci oblast budeme mit jakousi ,skvrnu®. Jde o docela
komplikovanou kfivku, ktera kombinuje vSechna uskali zmifovana v pfedeSlych
pripadech. Chtéli jsme vidét, do jaké miry zlistane nase feseni stabilni.
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Obrazek 18 - MKP Skvrna
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Je dobre vidét, ze i tady MKP dava uspokojivé feSeni. V konkavnich uhlech
nasSe prvni vrstevnice opét prekfizi puvodni kfivku, ale nejedna se o prili§ velké
prekfiZeni.

V levém dolnim rohu je vidét jakysi zub na tfeti vrstevnici. Neni to ale vina MKP.
Muze za to algoritmus, ktery tvofi jednotlivé vrstevnice. Jeho soucasti je ochrana proti
prilis kratkym Useckam, které by se mohly vyskytovat na jednom C&tverci sité. Pokud by
takova usecCka existovala, tak ji zanedba a ,pfesune” do rohu &tverce. Pravdépodobné
k tomu doslo v tomto pfipadé.

Jako bonus uvedeme znovu nasi kfivku se dvéma obdélniky. Tentokrat budeme
vrstevnice roz8ifovat smérem ven. Budeme chtit vidét, jestli se vrstevnice spoji tak, jak
bychom intuitivné o¢ekavali. Tato Uloha sice neni soucasti plvodniho zadani, ale MKP
jii tak zvladne.
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Obrazek 19 - MKP Dva obdélniky smérem ven

| zde jsou vysledky podle naseho ocCekavani. Urcité nebezpeli vznika kolem
rohd jednotlivych obdélnikli. Vrstevnice zde nejsou pfili§ daleko od plavodni kFivky.
DalSi nebezpeci vznikd v momenté, kdy se k sobé vrstevnice natolik pfibliZi, Ze by se a
v dal$im kroku mély spoijit. Sice se neprekfizi, ale mizou se k sobé dostat pfili§ blizko,
v takovychto mistech pak trojuhelnikova sit muOze obsahovat pfilis tupouhlych
trojuhelnik. Tomu se samozfejmé chceme vyhnout.

Na tomto obrazku to sice neni znazornéno, ale pokud se nase vrstevnice
dostanou pfilis blizko k hranici Q, tak uz nejsou hladké. Na okrajich Q tedy neni
algoritmus stabilni.

-31-



6.2.2. MHP

Opét uvedeme priklady nékolika oblasti, na kterych jsme nasi metodu testovali.
Oblasti a krok diskretizace jsou stejné jako v pfipadé MKP, ovSem pocitame s jinym
méritkem.

Podivejme se nejdfive opét na Ctverec:
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ol (T B

06F

085+

05k

035+ L JJ
03k

025 1 1 1 L 1 1 1 1 1
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Obrazek 20 - MHP Ctverec

Vrstevnice opét vypadaji tak, jak bychom intuitivné oCekavali. Vzdalenosti
jednotlivych vrstevnic jsou také pfiblizné stejné. OvSem oproti MKP jsou jejich tvary
vice zaoblené.

Jako dal$i uvedme nasi ,,osmicku®:
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Obrazek 21 - MHP Osmicka

-32-



Opét je vysledek v podstaté podobny tomu, kterého jsme dosahli za pomoci
MKP s tim rozdilem, ze jednotlivé vrstevnice jsou vice zakulacené. Prvni vrstevnice u
konkavnich uhlu jsou blize hranici w, nez je tomu u MKP.

Nyni k oblasti s konkavnim Uhlem vétSim nez 270°;
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Obrazek 22 - MHP Konkavni oblast

Jak je vidét, tak tady ma koloka¢ni MHP prvni vaznéjsi nedostatky — hned
nékolik prvnich vrstevnic prekfizuje hranici plvodné zadané oblasti w. V oblasti
konkavnich UhlG se stava, ze funkce F(x) mlize mit i opacny smér, nez bychom
oCekavali. Zkouseli jsme zmenSit krok diskretizace, ale problém se jesté zvétsil. Na
téchto konkavnich oblastech tedy je z dlivodu presnosti vhodnéjsi pouzivat MKP.

Dalsi oblasti v pofadi jsou dva obdélniky nad sebou:
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Obrazek 23 - MHP Dva obdélniky
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Tady nejsou vidét zadné problémy. Oba obdélniky jsou totiz pékné konvexni
oblasti. Oc&ividné nesouvislost hranice w ani MHP nijak nevadi.

Posledni a zaroven nejtézsi test MHP — nase skvrna:
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0.4

Obrazek 24 - MHP Skvrna

Tady se jiz hodné zfetelné projevuji nevyhody kolokacni MHP. V konkavnich
oblastech v porovnani s MKP jsou vrstevnice pfili§ blizko u sebe a Castéji prekracuji
puvodni hranici oblasti w. To je ur€ité nezadouci, jelikoz vysledna trojuhelnikova sit
bude pfili§ deformovana a trojuhelniky se nebudou moc podobat rovnostrannym.
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7. Zaveér

Podafilo se nam naimplementovat algoritmus, ktery za pomoci metody level-
setll provadi evoluci oblasti, reprezentované jeji hranici, ve vektorovém poli. Nase pole
pusobilo ve sméru vnitfni normaly dovnitf oblasti.

Pole bylo puvodné zadano pouze na hranici oblasti, pomoci MKP a MHP jsme
jej rozsifili i mimo hranici. Na pfikladu péti oblasti jsme mohli pozorovat, do jaké miry
volba jednotlivych metod ovlivni vysledné FeSeni.

Pro MKP hovofi jeji pfesnost i na nepéknych oblastech, zatimco kolokaéni MHP
se velmi téZko vyrovnavala s konvexnimi oblastmi. Vzdalenosti mezi jednotlivymi
vrstevnicemi, pak neodpovidaly nasemu ocekavani. ZkouSeli jsme tento problém
odstranit pouzitim mensiho diskretizaniho kroku na oblast Q, ale nevedlo to k lepSim
vysledkdm, ba pravé naopak.

Jinym pfistupem, jak tento problém v budoucnu fesit, by mohlo byt nahrazeni
oblasti v mistech, kde porudena hladkost, jemné&jSi aproximaci. Patrné by to mohlo vést
k pfesnéjs§im feSenim, ovéem nedostatky MHP nejspi§ zUstanou, jelikoZz stale bude
porusena ,hladkost hranice®.

Pokud ovéem chceme rychlé feSeni a nasSe oblasti nejsou konkavni, pak je
vhodné pouzit MHP. Rychlost vypoctu je nékolika nasobné rychlejSi a pamétové
naroky jsou rovnéz mensi, jelikoz béhem vypoctu pocitame mensi matice.
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9. Seznam priloh

CD s elektronickou verzi prace a implementaci generatoru v Matlabu
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