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Abstrakt

Metoda rozlozeni oblasti - FETI je v soucasnosti hojné pouzivanou metodou pfi feseni
velkkych tloh. Jednou z nevyhod jeji soucasné podoby je ”zbytecné presné” feSeni dil¢ich
uloh ve chvily, kdy to neni nezbytné. V této diplomové praci je popsan odlisni pfistup
k FETI za vyuziti rozsitenych lagrangiand. Takovyto postup umoznuje velice efektivné

presnost vnitinich tloh fidit a dramaticky tak snizit naroc¢nost reseni.

Klicova slova: FETI, rozlozeni oblasti ,lagrangian, optimalizace, metoda kone¢nych

prvki

Abstract

FETI method is currently widely used for large-scale problems solving. One of its main
drawbacks is that it solves inner cycles with too high precision. This thesis is concerned
with finding and describing different approach , using augmented lagrangians, that enables

efective precision control of inner cycles.

Key words: FETI, domain decomposition, lagrangian, optimalization, finite element

method
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Kapitola 1

Linearni algebra



1.1 Matice

Obecné je matice obdélnik uspotfadanych matematickych prvki, pro které mame definovany
operace sc¢itani a nasobeni, dale skalart, o n sloupcich a m fadcich. O takové matici pak
fikdme, ze je fadu m x n. Pokud je pocet tadkl stejny jako pocet sloupcti, mluvime o
matici ¢tvercové a fikame o ni, ze je fadu n.

Matice se poprvé vice objevuji v matematickych textech 18. a 19. stoleti hlavné pii vy-
jadreni geometrickych struktur a soustav linearnich rovnic. Po¢atek podrobného zkouméni
jejich vlastnosti a struktury ale spada az do stoleti dvacatého.

Pokud ma matice jen jeden fadek, pripadné jeden sloupec, nazyvame ji vektorem.

Pro jednoduchost je dobré si zavést oznaceni fadkt, sloupcti a prvki matice

Am1 - Amn

Priklad 1.1.1. Mame-li matici

16 2 3 13

5 11 10 8
A=
9 7 6 12
4 14 15 1
potom plati nasledujici vztahy: i i
2
11
<A =
7
14




Definice Matici nazyvame symetrickou, pokud pro kazdy prvek matice a; plati

QAij = Ajs

Je zfejmé, Zze pokud je matice symetricka, musi byt také ¢tvercova.

Priklad 1.1.2. Matice S je symetricka

54 35 40 42 39
35 50 56 36 34
S=140 56 75 36 41
42 36 36 40 28
39 34 41 28 38

1.2 Linearni nezavislost vektoru

Definice Vektory vi,--- , Vv, nazyvame linearné nezavislé, pokud je jedinym feSenim rov-
nice

oV + -+ oV, = 0
trivialni feseni

ap=--=qa,=0

Piiklad 1.2.1. Naptiklad sloupce (ale i fadky) jednotkové matice

-
|
(@) (e (a] o —

0
0
0
0
1

o o o = O
o O = O O
o = O O O

jsou nezavislé, protoze neexistuje zadné jiné, nez trivialni, feSeni rovnice

Ix=o0



Pokud vektory nejsou nezavislé, jsou zavislé.

Vyznam zavislosti vektori 1ze snadno chapat tak, ze néktery vektor lze vyjadrit souctem
nasobkit ostatnich. Takovému vyjadieni vektoru fikdme linearni kombinace. V geometrii
jsou napriklad zavislé smérnice rovnobéznych primek. Naproti tomu vektory kolmé k roviné

jsou nezavislé k smérnicim primek této roviné nalezicich.

Priklad 1.2.2. Na obrazku 1.1 je vidét, ze vektor vg lze vyjadiit jako linedrni kombinaci

vektori vy, vo. Konkrétneé

vy = 3vy + V3

v2

Obrazek 1.1: Linearni kombinace vektoru

1.3 Regularni matice a jeji inverze

Mé&jme &tvercovou matici fadu n A € R™" s fddkovymi vektory rf ... r2. Zkusme z
nich nyni vybrat vektory uy,--- ,u,, takové, které jsou nezavislé. Mizeme k tomu vyuzit

jednoduchy postup:

Pro i-ty krok, jiz jsme nalezli £ nezavislych vektori u
1. Ozna¢ vektor r; za uy
2. Zjisti zda jsou vektory uy, - - - ,up41 linedrné nezévislé
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3. Pokud jsou nezavislé, zvys k o 1. V opacném piipadé zahod vektor uy

4. Zmnovu zopakuj pro i + 1 dokud neprojdes vSechny vektory matice A
Poc¢tu m nezavislych vektort fikdme hodnost matice.

Priklad 1.3.1. Matice

25 5 2 4
02 401
A=1]111 311
27 925
_3 5 13 3 4_

Je naptiklad hodnosti 3, protoze fadky r, r2, r2 jsou nezavislé a jejich linedrni kombinact
Ize zbylé dva radky vyjadrit:

r{*+r§=[2 55 2 4]+[o 2 4 0 1}=[2 79 2 5}:1@1‘
r2A+3I‘3A=[O 2 40 1}%—3[1 1 31 1]2[3 5 13 3 4}21‘?

Definice Ctvercovou matici A fadu n nazyvame regularni pokud je jeji hodnost n.

Vyznam regularni matice je ziejmy napiiklad v soustavé linearnich rovnic Ax = b, kde
regularita matice A zarudi existenci a jedine¢nost feseni x. A pravé takto se da dojit k

pojmu inverzni matice.
Definice Matici A~! nazveme inverzni k matici A, pokud plati
AATT =ATTA=1
kde I je jednotkova matice.
Spojitost s vySe zminénou soustavou je nasnadeé:
A'Ax=A""D
x=A"b

Inverzni matice mize byt velmi uzitecna pii teoretickych rozborech a tivahach, ale v praxi

se vyuziva jen velmi ziidka nebo vibec, kvili jeji prilis velké vypocetni slozitosti.
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Priklad 1.3.2. Regularitu matice

4 4 3 4

1 3 2 3
A=

2 2 21

2 0 3 2

si mizeme snadno ovétit napiiklad Gpravou na schodovy tvar (viz. [1, str.13]).

4 4 3 4

0 8 5 8
Aschod =

0 01 -2

0 0O 1

Jeji inverze je

13 -16 -2 -1

1 -3 6 12 -9
300 —14 8 16 8

8 4 =22 4

Priklad 1.3.3. Prakticky mizeme vysledek prikladu 1.3.2 vyuzit naptiklad v rovnici

x=A""!
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a po vynasobeni

—43

1| —27
X=—

30 | —46

142

1.4 Vektorovy prostor

S vektory se setkdvame jiz v jednoduché geometrii nebo ve fyzice. V téchto disciplinach
je pro nas dulezity jejich vyznam. Vektorovy prostor je naproti tomu velkym krokem k
abstrakci. Vektor zde pozbyva konkrétnich rysii a stava se pouze objektem s pfesné defino-

vanym chovanim. Jednim modelem tak mtzeme postihnou mnohem 8irsi okruh problémii.

Definice Vektorovym prostorem nazveme mnozinu vektorti V', mnozinu skalaria R a
operace nasobeni vektoru se skalarem x a s¢itani vektortt + takové, které splnuji:

Pro kazdé u,v,w e V a o, € R:
LLu+(v+w)=(v+u)+w

2. Existuje o € V takové Zeu+o=0+u=u

3. Pro kazdé u € V existuje —u € V takové u + (—u) = o
4. u+v=v+u

5. a(Bu) = (af)u

6. (¢ + f)u=au+ fu

7. a(u+v)=ou+av

8 lu=u

13



Definice Mé&jme mnozinu vektori U = {uy, -+ ,u,, }. MnozZinu vSech vektort v , které lze

vyjadrit linedrni kombinaci vektortt mnozinu U :
V=ou; + -+ ayuUy
budeme fikat linearni obal mnoziny U a budeme jej znacit < U >.

Pokud jako mnozinu vektort néjakého vektorového prostoru zvolime linedrni obal néjaké
mnoziny, muzeme si byt jisti, ze je pro vSechny operace tplnd, protoze jiz v definici linear-
niho obalu je feCeno, ze obsahuje pravé vSechny vektory, které lze pomoci danych operaci
ziskat. Odsud je jiz jen maly krok k pojmu baze. Bazi vektorového prostoru Vnazyvame
mnozinu linedrné nezavislych vektori, jejichz linearni obal tvofi mnozinu vektortu pro-
storu V.

Kazdy vektorovy prostor ma bézi pochopitelné nekoneéné mnoho. Casto je vhodné bazi,
se kterou budeme pracovat nejprve upravit tak, aby spliovala podminky, které nam praci
usnadni. Mze to byt naptiklad jeji ortogonalita nebo ortonormalita, ale k tomu je tieba

definovat pojmy skalarni soucin a norma a to neni obsahem tohoto textu.

1.5 Nulovy prostor

Definice Zobrazeni A : V — U, kde U a V jsou vektorové prostory, nazyvame linearnim

zobrazenim, pokud pro libovolny vektor x,y € V a skalar « plati tyto podminky:
1. A(x+y)=Ax+ Ay
2. A(ax) = aAx

Pro nas budou zajimava pouze linearni zobrazeni prostorti aritmetickych vektori, ktera

miizeme reprezentovat jakou soucin matice zobrazeni s vektorem.

Definice Nulovym prostorem zobrazeni A : V — U nazyvame takovy podprostor

N C V, aby pro kazdy vektor x € A platilo
Ax=o0

14



Vyznam nulového prostoru je snadno pochopitelny. Jde o prostor takovych vektori, které
zobrazeni A zobrazi na nulovy vektor. V literature se také objevuje oznaceni defekt zob-
razeni. Jelikoz N je podprostorem V, miize byt jeho dimenze nejvys stejné jako dimenze

prostoru V, v tom pripadé by ale matice A musela byt nulova.

1.6 Definitni matice

Definice Matice A € R"™*" je pozitivné definitni (resp. semidefinitni), pokud Vz € R, x #
o:xAzT >0 (resp. Vo € R: 2T Ax > 0).

Véta 1.6.1. Pro kazdou matici A € R™™ plati, 3¢ AAT je positioné semidefinitni. Pokud
je navic A requldrni, tak je AAT positivné definitni.
Dikaz. Vo € R : 2TAATr = (Az)T Az = ||Ax||2 > 0. Jestlize je A regularni, tak jsou

jednotlivé sloupce matice A linearné nezavislé a z definice vyplyva

|Az||=0=Ax=0=x=0

Véta 1.6.2. Matice

a al

a A*

R™" > A =

je pozitivné definitni, pravé kdyz o > 0 a A* — éaaT je pozitivné definitni.

Diikaz. Podle [2]

Je-li A pozitivné definitni matice, potom

1
042[1 0 }A 0| >0

a pro kazdé 0 # x € R ! plati



. Vyraz napravo muzeme dale upravit na soucin

T
—1alx a a’ —1alx
X a A* X
coz je totéz jako .
— éaTx N iaTx
X X

a tomto soucinu vime, ze je vetsi nez nula. Matice A* je tedy také pozitivné definitni.
Naopak, je-li a > 0 a A* — éaaT je pozitivné definitni, potom pro kazdé x € R"*",

pigeme-li ho ve tvaru x = (£,x'7)7, kde x’ € R"!, plati
T

§ a a’ §

x/ a A* x/

xT Ax = = af®+2eax + xTA*X

1 1
= (Vat + =a"x)? +xT(A* — —aa")x' <0
a !
takze A je pozitivné semidefinitni a x’ Ax = 0 implikuje X’ = o a £ = 0, tedy A je

pozitivné definitni. O

Diky této rekurzivni podmince mizeme pii urcovani definitnosti matice postupné sni-
zovat jeji fad tak se dostat postupné az k matici o jednom prvku. Tento je velmi podobny

tomu, kterym v dalsi kapitole ur¢ime rozklad takové matice.

Priklad 1.6.1. Zkusme vysSe uvedenym zpusobem zjistit, zda je pozitivné definitni matice

16 4 &8 8

4 10 8 2
A —

& &8 12 10

8 2 10 17

Nyni budeme postupné snizovat fad matice a ovérovat jeji pozitivni definitnost:

1. a3 =57 > 0. Vytvofime matici

96 0
A2=16 8 6
0 6 13
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2. ag =9 > 0. Vytvorime matici

4 6

Az =
6 13

3. ag =4 > 0. Vytvotfime posledni matici
A [

4. aq =4 > 0.

Vsechny vytvorené podmatice byly pozitivné definitni, tim jsem ukézali, Ze byla i ptvodni

matice A.

Priklad 1.6.2. Zkusme nyni stejny postup, na velmi podobné matici

16 4 8 8
4 10 8 2
A —

8§ 8 8 4
8§ 2 4 8

1. g =16 > 0. Vytvoime
96 0
Ax= 16 4 0
0 0 4

2. ap =9 > 0. Vytvorme
0 0

A3:

0 4

3. 043:()}0

V tietim kroku jsme narazili na nulovy prvek. Tim padem tato matice neni pozitivné

definitni.
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1.6.1 Sylvestrovo kritérium

Dalsi moznosti, jak si ovérit definitnost je Sylvestrovo kritérium. Princip této metody

je zalozen na znalostech vlastnich c¢isel a tim vybocuje z rozsahu této prace. Dikaz i s

potfebnou teorii je v [1].

Véta 1.6.3. Necht A € R™"™ a necht

ai ai;
A; = , =1
;1 Qg4
potom matice A je pozitivné definitni prave pokud
detA; >0, i=1,---,n

Diikaz. viz. [1, str.154]

Priklad 1.6.3. Ovéfme nyni znovu pozitivni definitnost matice z piikladu 1.6.1.

6 4 8 8
410 8 2
A —
8 8 12 10
8 2 10 17
1.
detA1=‘16‘:16>0
9.
det Ay = =144 >0
4 10
3.
6 4 8
detAs=| 4 10 8|=720>0
8 8 12

18



16 4 8 38
4 10 8 2
det Ay =det A = = 4176 > 0
8§ 8 12 10
8 2 10 17

VSechny determinanty podmatic na hlavni diagonale jsou kladné, takze i Sylvestrovo kri-

térium tuto matici potvrdilo jako pozitivné definitni.

1.6.2 Vlastnosti pozitivné semidefinitnich matic
Zopakujme, Ze matice je pozitivné semidefinitni, pokud
x"Ax >0
pro vSechny vektory x. Semidefinitni matice maji nékolik vlastnosti, které budou pozdé;ji
uzitecné
Véta 1.6.4. Pokud je A € R™" pozitivné semidefinitni potom plati :

QA5 -+ Cljj

|aij| < 2

(1.1)
|aij| < \aiag; (i # j) (1.2)

max |a;;| = max a;; (1.3)
i, i

;=0 = rit=o0, st=o0 (1.4)

Diikaz. Vezméme napiiklad vektor x = s{ + s!. Potom ziskdme rovnici
0 < XTAX = Qjj + a + 2CLij

Pii volbé vektoru x = s} — s§

rovnici
0<xTAx = a;; +a; — 2a;;
= — Wyj i i

Z téchto dvou rovnic vyplyva vztah 1.1. Vztah 1.3 z néj vyplyva. Kdyby totiz byl prvek

mimo diagonalu nejvétsi, nemohl by potom byt mensi, nez aritmeticky primeér dvou jinych.
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O néco slozitéjsl je situace se vztahem 1.2. Vezméme si vektor x = ys! + s§. Ziskavame
tak rovnici

—0 < xTAx = y?a;; + 2yay; + a;;
To je kvadraticka nerovnice, jejiz diskriminant tedy nesmi byt kladny
0 Z 4&% — 4@@;&]']'
odsud jiz snadno plyne vztah 1.2. A konecné implikace 1.4 je jeho disledkem. ]

Je zajimavé se zamyslet nad vyznamem téchto vztahti. Je napiiklad ziejmé, ze pozitivné
semidefinitni matice maji nezaporné prvky na hlavni diagonale. Hlavni diagonala je navic

vzdy dominantni, nejvétsi prvky se budou vyskytovat prave zde.

Priklad 1.6.4. Pro nazornost je mozné si vSechny vztahy vyzkouSet napiiklad na matici

16 0 8 8

00 0 O
A=

8 0 13 10

8 0 10 12
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Kapitola 2

Metody optimalizace
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2.1 Uvod

V této kapitole probereme nejvyznamnéjsi metody optimalizace. Optimalizaci zde mys-
lime minimalizaci funkcionalu na néjakém prostoru feseni. Konkrétné se budeme zabyvat

prevazné minimalizaci kvadratického funkcionalu:

1
q(x) = éxTAx —b'x (2.1)
respektive feSenim soustavy
Ax=Db (2.2)

kde matice A € R™™" je symetrickd a pozitivné definitni a b € R".

Véta 2.1.1. Reseni minimalizacni tilohy X (tedy takové, pro které plati ¢(X) < q(x)Vx €

R") je ekvivalentni s feSenim soustavy AX = b.

Dikaz. ”=" Funkcional q je kvadraticky a ma proto derivaci v celém oboru R". Ma-li tedy

v bodé X minimum, musi zde byt jeho derivace nulova.
¢(X)=Ax—b=0
Z toho jiz ptimo vyplyva
Ax=Db
7<” Nyni pfedpokladejme, ze AX = b. Vezméme libovolné x € R"™ a navic si oznac¢me
rozdil x — X = h.

q(x) — q(X) = %()‘( +h)"A(x+h) - b'(x+h) - %_TA)_C +blx =

1 1
= _h"Ah - b’h+x"Ah= _-h"Ah + (X'A-Db) h
2 2 N e’

>0(Ajepos.def.) =0(viz.pfedpoklad)

Dokazali jsme tedy, ze
q(X) <q(x) VxeR"

]

Jednotlivé algoritmy budeme testovat na soustavé linearnich rovnic s matici A dimenze

50 , ¢islem podminénosti ptiblizné 1000 a dominantni hlavni diagonalou.
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2.2 Jacobi a Gauss-Saidel

Jacobiho a Gauss-Saidelovy metody patii k viibec nejzakladnéjsim iteracnim metodam
pro feseni soustav ve tvaru Ax = b. Vychazeji z jednoduchého principu, kdy se v kazdém
kroku snazi co nejvice eliminovat rezidualni vektor r = b — Ax.

Pro jednodussi zapis si zavedme rozloZeni matice A:
A=D-E-F (2.3)

kde D je diagonélni, E striktné dolni trojuhelnikova a F striktné horni trojihelnikova ¢ast

matice A.

2.2.1 Jacobi

Myslenkou Jacobiho itera¢ni metody je vynulovani i-té slozky priblizného feseni v k£ + 1
kroku:
(b— Ax"1), =0 (2.4)

rozlozime-li si tento vyraz po prvcich a kromé i-té slozky feseni vyuzijeme hodnoty z krok

k, dostaneme vyraz
(b)i — (A)a(x*™)i = ) (A);(x*); =0 (2.5)

po upravée tedy

k+1y __ 1 - k N
(x"H1), = Ty ((b)i— D (A)y(x )j>, i=1,...,n (2.6)

J=Lj#i

k+1

Tento vyraz se vztahuje postupné na vSechny slozky vektoru x"* a neni problém si jej

Vv

x""' =D HE+F)x* +D'b (2.7)
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Presnost

10- 1 | 1 1 1 1

1] 1000 2000 3000 4000 5000 Goa0 Foan
Iterace

Obrazek 2.1: Vyvoj chyby u Jacobiho metody - 6626 iteraci

2.2.2 Gauss-Seidel

Gauss-Seidelova metoda je velice podobné metodé Jacobiho. Rozdil spoc¢iva v tom, ze k
nulovani i-té slozky aproximace feseni v k + 1 kroku se vyuziva jiz spocitanych slozek z

k + 1 kroku. Rozdil je dobfe patrny z porovnani rovnice 2.5 a rovnice 2.8.

() = (AN ), — (ANl ™) = 3 (M) o), =0 28)

Rozdil v metodach je dobfe patrny v porovnani rovnic 2.5 a 2.8. Stejné jako u Jacobiho

metody si vyjadrime i-ty prvek feseni:

(x*); = (Ai)m- ((b)i —i(A)lj(ka)j - ) (A)U(x’f)j> ., i=1,....,n (29

j=1 j=i+1

a prevedeme do prehlednéjsiho vektorového zapisu:
x = (D -E)"'Fx*+ (D-E)™'b (2.10)
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predchazejici prvky feSeni. Obdobné se vyuziva zpétna Gauss-Seidolova metoda a varianta

symetrické, kde se pocitaji postupné prvky od zacatku i konce.

Presniost

10- 1 | 1 1 1 1

i} 00 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Iterace

Obrazek 2.2: Vyvoj chyby u GS metody - 3314 iteraci

2.3 Metoda nejvétsiho spadu

Metod nejvétsiho spadu lze zaradit mezi takzvané projekéni metody. To je takova tiida

metod, kde hledame FeSeni ve stanoveném prostoru (zpravidla s o mnoho mensi dimenzi,

nez puvodni prostor) a to tak, aby vysledné residuum bylo k tomuto prostoru kolmé.
Zabyvejme se opét tlohou 2.2.V kazdém kroku projekéni metody si stanovime prostor

I C R™ a v tomto kroku tedy budeme hledat
x" € K takové,aby b-Ax*=r 1K (2.11)
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Casto pracujeme s né&jakou poc¢ateéni aproximaci x°, kterou chceme zahrnout a hledame

proto feSeni ve tvaru

x*=x"+§ sek (2.12)
a reziduum si miizeme vyjadrit jako
r=b—-Ax"=b-AX"+0)=1r"—- A/ (2.13)

kde r® = b — Ax" je pocatecni reziduum. Uloha 2.11 se potom déa vyjadiit jako hledani
0 € K takového, ze
(- AJ,w)=0, Ywek (2.14)

Konkrétné v metodé nejvétsiho spadu je za prostor K volen vektor piedchézejiciho

residua r¥. Nasledujici aproximaci si miizeme vyjadfit jako
X" =x"tarf, acR (2.15)
hodnotu « si vyjadiime po dosazeni do 2.11 :

(b—Ax* %) = 0
(r" —aAr* r*) = 0

(r*, %) — a(Ar* rF) = 0

(r*,x*)
(AT ) (219)
2.4 Metoda sdruzenych gradientu
2.4.1 A-ortogonalni baze
Definice Vektory vy, vy € R™ nazyvame A-ortogonalni, pokud
(Vl, V2)A = VlTAV2 =0 (217)
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Obrazek 2.3: Vyvoj chyby v metodé nejvétsiho spadu - 5974 iteraci

Definice M¢jme vektory pq,...,px € K C R", které jsou bazi prostoru K. Tuto bazi

nazyvame A - ortogonalni bazi, pokud

Odvozeni metody sdruzenych gradientii zacneme ukazkou minimalizace funkcionalu 2.1
na podprostoru K za predpokladu, ze zndme jeho A-ortogonalni bazi. Libovolny vektor x

si tedy muzeme vyjadrit jako linearni kombinaci :

x=&§P1+ -+ &Pk, &1--, 8 €ER (2.19)

coz muzeme dosadit do ¢ z 2.1 a s vyuzitim A-ortogonality
1 1
q(x) = (55%P1TAP1 - flepl) + -+ (§§zkaApk - fkapk> =
= q(&p1) + -+ + q(&Px) (2.20)
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Funkcional ¢ mé derivaci v celém prostoru R”, v jeho minimu tedy bude derivace nulova.

Budeme jej postupné minimalizovat podle jednotlivych ¢lenti &; :

94(x) =&pilApi — bl =0 (2.21)
9&;
odsud tedy pro kazdou slozku
G- P (2:22)
" piTAp; '

Situace se mirné komplikuje tim, ze vétSinou potfebujeme hledat optimalni feseni na pro-

storu, ktery je definovan kolem pocatecniho odhadu xq, tedy:

X =X+ &P1+ -+ §Px (2.23)

po dosazeni a vyuziti A-ortogonality
1
0030 = atx0) + (3P Apa -+ 6(Ax0 = )71 )+
1
+ <§§kkaAPk + &1(Axg — b)Tpk>

Vyraz Axg — b si mizeme vyjadiit jako prvni reziduum a obdobné jako v predchozim

pripadé derivacemi ziskdvame hodnotu parametru

T
go Pi .

;= — , =1,...,k 2.24

¢ pil Ap; ' (2.24)

Pokud bychom méli A-ortogonalni bazi celého prostoru R”, dokézali bychom velice levné
a presné spocitat feSeni rovnice. Samoziejmé takovouto bazi v praxi nedisponujeme a

postupné ji iteracné sestavujeme.

2.4.2 Krylovovy prostory

Nyni se budeme zabyvat problémem tvofeni A-ortogonalni baze. Za¢neme prirozené Grand-
Schmidtovym ortogonalizacnim procesem. Mé&me béazi pq,...,px prostoru K¥ C R" a
vektor hy ¢ K* a budeme hledat dalsi vektor pi 1 A-orotogondlni baze prostoru K ! =

Span{pi, ..., Pk, hx} ve tvaru

Pik+1 = hi + Bpip1 + - + BrrPx (2.25)
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z pozadavku na A-otogonalitu vychazi

0= pk+1TApi = hkTApi + 6ikpiTApi7 = 1, . ,]{I (226)
po Upravée
hkTApi .
ik — T, :1,...7k 227
B pi’ Ap; ' ( )

Se stoupajicim indexem k stoupd i vypocetni naro¢nost ortogonalizace a algoritmus by se
takto sta netinosné naroc¢nym. Ukazuje se ale, Ze se tato procedura da velice zefektivnit

diky vlastnostem Krylovovych prostorua
KF = KF(A, go) = Span{go, Ago, ..., A g}, 1,....n (2.28)

a prostor K° = {o}.

Za¢néme s posloupnosti vektord p1, ..., p; tvofici A-orotgonalni bazi prostoru K¢, i =
1,..., k. A mé&me vektor x, minimalizujici funkci ¢ na x¢ + K¥. Potom musi byt gradient
gx kolmy k prostoru ¥

g'x=0, Vzekk (2.29)

mimo jiné to znamen4, Ze pokud gi # o pak gy ¢ K* (pokud gi = o, nasli jsme piesné
feseni). Jelikoz g, € K*! vyuzijeme postup z rovnice 2.25 s tim, ze g = hy. Dale si
vSimneme , ze

Ax e KF, VzeKH? (2.30)
diky ¢emuz, spolecné s 2.29 ziskdvame
(Api)Tgk = piTAgk = ngApiO, 1= ]., ceey k—1 (231)

Z cehoz vyplyva
Bi=0, 1=1,....k—1 (2.32)

a novy smér ziskame ve tvaru

Pk+1 = 8k + JkPx (2.33)
T
gk Apk
= 2.34
O Pk Apx (2:34)

29



Presnost
=
1

0 & 10 15 20 25 30 35 4n 45 E0
Iterace

Obrazek 2.4: Vyvoj chyby v metodé sdruzenych gradientti - 50 iteraci

2.4.3 Modifikace metody sdruzenych gradientu

Metoda sdruzenych gradientti je v soucasné dobé prakticky nejpouzivanéjsi metodou mini-
malizace. Neni tedy prekvapivé, ze vznika veliké mnozstvi riiznych modifikaci této metody,
které ve specidlnich pripadech zlepsuji jeji vlastnosti.

Napriklad proces A-ortogonalizace je u Spatné podminénych matic pomérné nachylny
na numerické chyby. Tomu lze predchazet naptiklad restartovanim procesu tvorby prostoru
KC. Vzdy po daném poctu kroki se vyuzije aktudlni reziduum. Extrémem této modifikace
je, pokud tento restart provedeme v kazdém kroku - dostavame tak metodu nejvétsiho
spadu.

Dalsich vylepseni jde dosahnout podrobnéjsim zkoumanim moznosti pocitani velikosti

parametri 5 a . Podrobnéji na toto téma napiiklad v [8].

30



2.5 Predpodminéni a stabilizace soustavy

2.5.1 Predpodminéni

Rychlost konvergence, a tedy i pouzitelnost, algoritmi, které jsme si predstavili, zavisi na
podminénosti matice A v feSeném funkcionalu. Jak uz napovida samotny nazev, predpod-
minéni je tedy proces, pomoci kterého budeme toto ¢islo zmensovat.

Ptipomenme si znovu roli, kterou matice A hraje :
Ax=Db (2.35)
Zakladni myslenka pfedpodminéni , je nalézt matici B takovou, ze
A~B (2.36)

respektive, ze
Bl'~A! (2.37)
Rovnici 2.35 potom mtizeme inverzi matice B prenésobit:

B 'Ax=B"'b (2.38)

Pro snadny nahled do celé myslenky si staci predstavit, ze B = A, potom by rovnice po

prenasobeni vypadala:

x=B"'b (2.39)

2.5.2 Zakladni druhy pfedpodminovacii

Existuje mnoho zpiisobi, jakym se efektivné voli podoba matice B, respektive jeji inverze.

K tém tuplné nejjednodussim na této skale se fadi naptiklad volba
B = diag(A) (2.40)

jak sestaveni matice, tak hledani jeji inverze je v tomto ptfipadé€ naprosto primitivni. Toto
pfedpodminéni mé ovSem prakticky vyznam jen u tzké skaly matic, hlavné pak u téch s

dominantni hlavni diagonélou.
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Dal$im vyznamnym zpusobem predpodminéni je aplikace netiplného LU rozkladu.
V pripadé bézného LU rozkladu se matice A rozkldda na souc¢in dvou trojuhelnikovych
matic L a U. Tento rozklad by byl pro velké matice prilis ndkladny a vysledné matice by
se navic neptijemné zaplnily. Jeho modifikace na ne rozklad netplny spociva v zavedeni
omezujicich pravidel pro sestavovani téchto matic. Podle téchto pravidel se toto predpodmi-
néni $tépi na mnoho dalsich typi s riznymi vlastnostmi nejlépe vyhovujicimi specifickym

problémiim. Z nejznaméjsich to jsou ILU, MILU pripadné ILUT.

2.5.3 Fixovani pivotu

Fixovéni pivotl je metoda (popsana v [9]) vedouci k zlepSeni podminénosti matice soustavy
feSené pri vyuziti metody koneénych prvka. Vychézi ze znalosti pouzité diskretizacni
sité a uvahy, ze eliminaci vhodné zvolenych bodi je mozné vyhodné predpodminit feseni.

V nasledujicich odstavcich popiseme zptisob, jak této myslenky vyuzit pti tvorbé pseu-
doinverze singularni matice A (vzniklé napfiklad absenci alespoii ¢asti hranice s dirchleto-

vou okrajovou podminkou).

Vyjadreni pseudoinverze

Pti vyjadfovani pseudoinverze vyjdeme z blokového schématu matice A :

Arr A
A= | BR RS (2.41)
ASR ASS

kde matice Arg je regularni (a lépe podminéné neZ matice A) a matice Agg je velmi mala.

V dalsim kroku si blokové rozepiseme feseni rovnice Ax = b.

ARrr Ars XR | br
Asr  Ass Xg bs
po roznasobeni tedy
ARRXR + ARSXS = bR (2.42)
ASRXR + AssXs = bs (243)
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Z (2.42) si vyjadiime xg
xg = Arr ' (Pr — ARrsXs)

a dosadime do (2.43)
(Ass — AsrRARr 'Agrs)Xs = bs — AsrAgrr 'br

Z téchto rovnic si jiz mizeme vyjadrit pseudoinverzi jako soucin matic, reprezentujicich

jednotlivé akce v feseni

At — Arr~' —Agrr 'Ags I 0 I o
o I O (Ass — AsrArr 'Ags)f —AsgArr ' 1
(2.44)

Operaci Agr "+ budeme provadét iteracné (a mimo jiné tak nebudeme muset pocitat vidy
”presné”). V&imnéme si, ze ackoliv se zde matice Agg ' objevuje pomérné asto, tak vidy
jen v akci s vektorem pravé strany br nebo s matici Arg. Vyc¢isleni této akce je v celém

rozkladu nejdrazsi, ale provést ho je treba pouze jednou, viz. kap. 2.5.3.
Véta 2.5.1. A"t z (2.44) je pseudoinverze k matici A
Dikaz. Pro matici AT musi platit:

1. AATA=A

2. ATAAT = A*

3. (AAN)T = AA*

4. (ATA)T = ATA

Pro piehlednost zavedeme substituci S = Ags — AsrArr ‘Ars. Pseudoinverzi potom

muzeme zapsat

At — Arr '+ Arr 'ArsS'AsrArr ' —Arr 'AgsS' (2.45)
—StAsrAgr ! ST

Nyni si postupné odvodime jednotlivé vztahy:
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I Agrr 'Agrs(I-S'S Arr Ars — ArsS'S + AgsS'S
AATA — A RR  ARrs( ) _ RR ARS RS RS _
(@) S'S Asr  AsrArr ‘'Agrs— SS'S
A A
_ RR ARS |
Asr  Ass
2.
ATAAT -
I Agr 'Agrs(I-S'S) Arr '+ Arr 'ArsS'AsrArr ' — Arr 'ArsS'
@) S'S —StAsrARrr " St
Body 3 a 4 vplyvaji pfimo z toho, Ze matice A* i A jsou symetrické. [

Efektivni aplikace pseudoinverze

V nasich aplikacich, se bude pro pevnou matici A ¢asto ménit prava strana, je proto tieba
z aplikace pseudoinverze nalézt co mozna nejveétsi mnozstvi operaci, které si lze pripravit

bez zavislosti na pravé strané.

1. Cdst bez pravé strany
Trs < Arr 'Ars

ST« (Ass — AsrTgrs)"

2. Iterovand cast
Trr < Arr 'br
xs < Sf(bs — Asr Trr)

XRr < Trr — Trsxs
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Algoritmus 1. Jacobitho metoda

function [x] = jacobi(A,b,e)
size(A,1);
diag(diag(A));
-tril(A,-1);

-triu(A,1);

inv(D) * (E + F);
inv(D);

zeros(n,1);

N ==2TmoB

while norm(A*xx - b) > e
x = Mxx + Nxb;

k=k + 1;

end

Algoritmus 2. Gauss-Seidelova metoda

function [x] = gaussSeidel(A,b,e)
size(A,1);

diag(diag(A));

-tril(A,-1);

-triu(A,1);

inv(D - E);

N*F;

zeros(n,1);

0;

ile norm(A*x - b) > e

Mxx + Nxb
k +1;

MM R=TmoB

W
)

h
X
k
nd

o

Algoritmus 3. Metoda nejvésiho spadu

function [x] = nejvSpad(A,b,e)

n = size(A,1);
x = zeros(n,1);
r = b - Axx;

k = 0;

while’norm(r) > e

a =r’*r / (r’*A*xr);
X = X + axr;

r = b - Axx;

k=k + 1;

end
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Algoritmus 4. Metoda sdruZenych gradientu

function [x] = congrad(A,b, e)

n = size(A,1);
x = zeros(n,1);
g = Axx - b;
p=28;

while norm(g) > e

al = norm(g)~2 / (p’ * A * p);
X = X - alxp;
gn =g - al *x A x p;

be = norm(gn)“~2 / norm(g) ~2;
P = gn + bex*p;

g = gn;

end
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Kapitola 3

Metoda rozsirenych lagrangiant
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3.1 Lagrangian

V minulé kapitole jsme se zabyvali minimalizaci funkcionalu. Minimalizace probihala na
daném prostoru bez omezeni, ale v praktickych aplikacich se casto setkdvame s omezenim,
které ma feseni spliiovat. At uz jsou to metody fiktivnich oblasti, kdy potfebujeme vynutit
slozitou hranici reseného problému, nebo pravé v této praci diskutované spolec¢né hranice
oblasti vzniklych diskretizaci vétsi oblasti.

Velmi znamou metodou, pro tpravu funkcionalu takovym zptisobem, aby bylo stale
mozné jej minimalizovat na celém prostoru a pfesto ziskat feseni splnujici zadané podminky
je vyuziti lagrangovych multiplikatord.

Pro naprostou jednoduchost predvedme zékladni myslenku na minimalizaci funkcionalu
1
() = 5 (Av,v) = (b,v) (31)

kde A € R"*" je symetrickd a pozitivné definitni matice, b € R" a (.,.) oznacuje Eukli-

dovsky skalarni souc¢in. Minimum funkcionalu ¢ budeme hledat na mnoziné
V={xeR":Bx=c} (3.2)
kde B € R™*" a ¢ € R™. Mnozinu si lze zapsat také ve formeé
V=x+kerB, Bx=c (3.3)
Problém, kterym se budeme zabyvat je tedy nalezeni v :
Vv = arg min(¢(x)) (3.4)
xeV

Nyni zavedeme lagrangiv multiplikator A € R™ a diky nému preformulujeme tlohu

na minimalizaci bez omezeni
Vv = argmin(¢(x) + (A, Bx — ¢)) (3.5)

V této formulaci je A nova nezndmad, jejiz hodnotu ziskdme napiiklad fesenim sedlobodové
ulohy pro lagrangian

Z(x,\) =q(x)+ (\,Bx —c) (3.6)
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piicemz sedlovym bodem nazyvame bod {X, A}, pokud
LX< LX< ZL(x,)), VxR, VAcR™ (3.7)
Z 3.7 také vyplyva klasicky vysledek (znamy jako dualita)

min max .Z(x,\) = max min .Z(x,\) = £ (%, \) (3.8)

x€R™ AeR™ AeR™ xeR"™

Klasicky formulovanou funkci . miZeme déle rozsirit o penalizac¢ni prvek, penalizujici

body vzdalené od pripustné mnoziny feseni
Z(x,) = q(x) + (A, Bx —¢) + 5| Bx —¢[? = Z(x, ) + 5[Bx—¢[*  (39)

Lze velice snadno ukazat, ze jakykoliv sedlovy bod %, je soucasné i sedlovym bodem .Z
a obracené (staci si vimnout, Ze vyraz %|[Bx — c||* zmizi, pokud je splnéna podminka
ptipustnosti FeSeni Bx = c). Penaliza¢ni prvek vyrazné zlepSuje konvergenci metod, které

nize popiseme.

3.1.1 Minimalizace .%.

Uplné zakladni algoritmus pro hledani sedlového bodu postupuje iteraéné. Vzdy najde pro
dané A minimalizujici x (naptiklad metodou sdruzenych gradient) a pro toto x potom

maximalizujici A (vétSinou prostych iteraci). V jednotlivych krocich tedy:
1. Zvolime \g € R™, k=0
2. x; = argmin, gn -2 (X, A;) (vnitini Gloha)
3. Mer1 = A+ pr(Bx — ©)
4. k=k+1

Na kostfe tohoto postupu je pak zalozena celd fada algoritmi. Jednim z nejjednodus-
Sich je Uzawuv algoritmus (alg. 5). Nevyuziva zadnou penaltu a vnitini tlohy pocité
s konstantni presnosti. Prave nulova penalizace ovSsem dava tomuto algoritmu vynikajici

paralerizacni vlastnosti, vykoupeny jsou ale extrémné pomalou konvergenci.
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vz

O poznani komplikovanéjsi je algoritmus Smale (alg. 6). Ten jiz plné vyuziva penalizac-
niho parametru a podrobné fidi presnost feseni vnitinich tiloh. Nejprve zacind s pomérné
velikou nepresnosti, kterd v pocatecnich fazich neni viibec na skodu celkové konvergenci, a

teprve s priblizovanim tlohy predepsanym podminkam zpresnuje vnitini ulohu.

F

Obrazek 3.1: Rozdéleni oblasti a jejich spole¢né hranice

3.2 Klasické svazani funkci

Prvni predstaveny zptisob vyuziti lagrangianu pro diskretizaci oblasti bude pfimo vyuzivat
predstavené algoritmy a bude vychézet z velice intuitivni a ¢itelné predstavy. Uzlové body,
kterymi vede hranice diskretizacnich oblasti, zdvojime (viz obr. 3.2), a s oblastmi od této

chvile budeme zachéazet jako s nesouvisejicimi. Matice soustavy A tedy ziska podobu

Ay
A= (3.10)
Ag

kde Aq,..., Ay jsou matice tuhosti jednotlivych podoblasti.

K zajisténi podminky, zZe hodnoty feseni v uzlech vzniklych zdvojenim budou stejné jako
v puvodnich uzlech vyuzijeme omezujici podminky, které budou vynucovany lagrangovymi
multiplikatory. Matici B, kterd tyto podminky vynuti, slozime tak, ze vzdy jeden radek

bude zajistovat rovnost hodnot v jedné dvojici uzli. Napiiklad si vezméme k-tou dvojici
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Obrazek 3.2: Duplikace bodt na spolec¢né hranici

uzld s indexy ¢ a j. k-ty fadek matice B bude vypadat

i J
B = (3.11)
1 ... -1

a prislusny radek vektoru c bude 0. Je ziejmé, Ze po prendsobeni vektorem feSeni x =
[x1,...,2,] ndm zlistane vyraz

T =T (3.12)
Budeme-li svazovat k dvojic uzli, kterych z celkového poc¢tu n uzl, bude B € R¥*" a ¢

nulovy vektor velikosti k.

3.3 Metoda projekce na spolecnou hranici

Zcela odlisny pristup k vyuziti rozsifenych lagrangianti pfi feSeni na podoblastech, pre-
zentovany napiiklad v [5], vyuziva navic kromé lagrangova multiplikdtoru dalsi nezndmou
a to funkci ¢, jez udava pozadovanou hodnotu na hranici. Zavedeni této pomocné funkce
usnadnuje paralelizaci vypocti na jednotlivych oblastech.

V [5] je cely algoritmus popsan pouze v obecném, spojitém tvaru. I zde tedy uvedeme

nejprve tento teoreticky zaklad a poté odvodime algoritmus v diskrétnim tvaru.
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Zabyvat se budeme standardnim varia¢nim problémem, nad jednotlivymi oblastmi <.

Tedy hledanim takového u; € V;, aby:
a;(u;,v) = L(v), Yv eV, (3.13)

kde V; je Soboliv prostor funkci nad oblasti €2;.
Vzhledem k nové neznamé g budeme pracovat i s modifikovanym lagrangidnem, nyni

jiz vyjadfenym jakou soucet pres jednotlivé oblasti (pro jednoduchost prezentovano pro

dve) :

L0 = 3 {Guluno) L)+ glo -l + s -0} (310

1=l

pfi¢emz oznad¢ime-li si spole¢nou hranici téchto oblasti (21, Q) S, oznac¢ime si jesté prostory

W = TrWi|S = Trlh|S (3.15)
H = W? (3.16)
Vo= VixV (3.17)

Problém jsme tak transformovali na hledani bodu (u,q,\) € V- x W x H takového, aby

(1) 2L (u,q,\).w =0, YweV

ov
(1) (%o (u,q,A),dg)) =0, VdgeW (3.18)
(i1i) (%= (u,q,\),d\) =0, Vd\e H

3.3.1 Postup reseni

ar(uf', w;) = Li(w;) + r (& (u} — ¢" 1), wi) + (LN wi) =0, Vw; € Vi, i=1,2
AT E ol — Y, i=1,2
n l n l ~ ~
_T<‘5ﬂ(u?+ug_2qn)7d> - <<5/(/\1+2 +)‘2+2)7Q> :Oa \V/q

n+1 "+% n_.n .
AT =N 2 4 r(u] —q"), i=1,2
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3.4 Diskrétni pristup

Nyni si podrobné rozebereme situaci a pristup v prostorech konec¢né dimenze. Pro jedno-
duchost budeme stale pracovat se dvéma oblastmi: €2; s prostorem funkci nad nim V; , s
s prostorem funkci V5 a jejich spole¢nou hranici S s prostorem funkci W. Baze prostortu

funkei nad té€mito oblastmi si miZzeme oznacit takto:

{ef,....el Y en

’ v ny

{2 ....e21eV,

’ T ng
{s1,...,sx,} €W

Stoji za povsimnuti, Ze prostory maji dimenze ni, ny a k, pficemz pro né musi platit

nlzkanQZk.

3.4.1 Spolecna hranice

Definice Funkce Tr; : Vi — W (resp. Try : Vo — W) je takové zobrazeni, které funkci
u € Vj (resp. u € V,) ptifadi takovou funkci ¢ € W, ze pro vSechny body hranice S budou
mit stejnou funkéni hodnotu (Vo € S : u(x) = ¢q(z)).

Definice O diskretiza¢nich sitich (respektive diskrétnich bazich) dvou oblasti se spole¢nou
hranici fikdme, Ze souhlasné, pokud existuje takova baze {si, ..., e} funkéniho prostoru
nad hranici S, Ze pro kazdy jeji ¢len s; mtizeme nalézt ¢leny bazi obou prostorti e} a e?

takové, ze Trie; = s, a Trye = ;. Viz. obr. 3.3.

V této praci predpokladéame, Zze diskretizace oblasti jsou souhlasné, vyhneme se tak
komplikacim, které jdou nad ramec feseného tématu. Velice se nam v bude hodit vyjadieni

funkce T'r; jako matice. Takovouto matici snadno sestrojime:

I _
1 Tmej—si

{Tri}i; =
0 Trel # s

i=1...k j=1...m (3.23)

Ziskavame tak 1 obdélnikovou matici Tr; € RF*™.
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Obrazek 3.3: Vztah funkeci na diskrétni hranici

3.4.2 Skalarni soudin na hranici

V spojité verzi algoritmu 3.3.1 se setkdvame se skalarnim soucinem na spole¢né hranici.
Musime proto navrhnout feseni této operace v diskrétni podobé a zvlasté pak numerické
vyjadieni operatoru .#.

Skalarni soucin na hranici je bilinearni zobrazeni W x W — R. Pokud se nékdy jako ar-
gument objevi vektor jiného prostoru (z V; nebo V43), je mysleno jeho zobrazeni do prostoru
W.

Definujme si nyni matice

{Mw}” = / Sidel' (324)
s
{Bi}i; = / siT'rields (3.25)
s
Jako nejjednodussi volba operatoru . je potom matice My’ My,. Lze zvolit i podstatné
rafinovanéjsi operatory, jejich volba ovsem ovliviiuje pouze rychlost konvergence a na rozbor

samotného algoritmu nemaji zadny dopad. Skalarni soucin na hranici si tedy mizeme

definovat

1,92 €W : (La1,q2) = a1’ Mw’ Mwaqg (3.26)

Je vidét, ze MwTr,V, = B, V). Ziskdavame tak jednoduchy vztah pro funkce z oblasti:

weViu €V, (Fu,uy) = (L Try, Traa) = w’ Tr! Mw” Mw Trou, = w’ By Buy
(3.27)
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Pozorovani Pro bazové vektory el, eJ! prostoru V; plati:

(Ye e; > = {B]TBI}M

i J

3.4.3 Diskrétni verze algoritmu z 3.3.1

Postupneé si rozebereme vsechny 4 body ptivodniho algoritmu a nalezneme jejich konkrétni

podobu v diskrétnim ptipadé. Jednotlivé vektory budeme hledat ve tvarech:

Pro ptehlednost jsou vynechény indexy jednotlivych krokt (v ptvodnim algoritmu index

Ad 1:
a(u, e!) —L(e})+r(ﬂ(ul—q),e}> <5”)\1 e!) =0 =12 j=1,...,n
’Vll
Zua el o) — Lich) +7 Y ul(el el _rqu S5y, el ZAZ S, el
i=1
k
Zu el, J +/r<yel’e.]>:| L(e}) + Z[T%’ — Amysi,e}) =12 j=1,....n

=1

Coz pokud spojime s pozorovanim 3.4.2 a definici A a b, ziskavame vztah

(A+rB/B)u'=b+M'By(rq—\) [=1,2 (3.28)

Ad 2:
M Mtr(Tre' —q)  1=1,2 (3.29)
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Ad 3:

—r(LTriu' + Trau® — 2q,s;) — (L(A' +2A%),85) =0  j=1,...

1 2 k

k n n
20 g Isisp=r > uf(FLel s) +r> ui(Lef s + > (M AN (Issy) j=1,.

i=1 i=1 i=1 =1

A opét podle definice skalarniho soucinu dostavame:

2rM Mq = ru; "B "M + ru "B M + (A + 23 MM
1
M Mq = 5MTMTrlu1 + M MTryu,MTM(A\! + 227

1 1
q= §TI"1111 + §T1“2112 + AN+ AT (3.30)
Ad 4:
M Mtr(Tre' —q)  1=1,2 (3.31)

Od prvniho pohledu je jasné, zZe algoritmus zalozeny na tomto zakladé bude vyborné
paralelizovatelny. Kroky 1,2,4 mohou bez jakychkoliv obtizi probihat pro kazdou oblast na

nezavislych strojich a pouze krok 3 je tfeba provést spolecné.

3.4.4 Vliv velkého parametru r

P1i podrobném zkoumaéani rovnice 3.28 je dobie patrné, ze ¢im bude parametr r vétsi, tim
lépe se Teseni primkne k predepsané hranici q. Na prvni pohled je to chovani, které by
mohlo zlepsit celkové vlastnosti algoritmu. Na toto téma jsem tedy provedl nékolik pokust
a chtél jsem zaznamenat vliv rostouciho parametru r na pocet vnéjsich iteraci. Ale uz pti
pomeérné nizkém zvyseni zacala tloha divergovat.

Dtvod divergence vidim ve zptsobu aktualizace Lagrangiantt A popsaném v krocich
3.29 a 3.31. Diky vysokému r je odchylka okraji oblasti od predepsané hranice velice mala
a snadno se do ni promitne numerickéa chyba, ktera je poté mnohonasobné zvétsena. Mini-
malizuje se také vliv lagrangovych multiplikdtor v feseni vnitinich tloh a tak pfichazime

o dtlezitou informaci nutnou pro rychlou relaxaci predepsané hranice k optimalni hodnoté.
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Jako TfeSeni se v tomto sméru nabizi spravna volba matice M, respektive operatoru .#,
ktery by zohlednoval chovani tlohy v Sirsim kontextu a umoznil tak velice rychlou adaptaci

spolecné hranice.

3.5 Numerické experimenty

VSechny tii zkoumané algoritmy byly postaveny pfed feseni stejné tlohy - prohnuti dvoj-
rozmérné membrany, rozlozené na devét oblasti (obr.3.4). V nasledujicich tabulkach jsou
pocty iteraci pro rtizné husté sité a vyvoj podminénosti matice feSenych ve vnitinich tlo-

hach.

Obrézek 3.4: ReSeni prithybu membréany - 9 oblasti

Nahled na chovani poc¢tu vnitinich iteraci v zavislosti na aktualni presnosti vnéjsi ulohy

Nevs o 2

umoziuji grafy 3.6, 3.5, 3.7. Cervenou barvou je zobrazena piesnost vnéjsi ilohy, modrou
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pocet iteraci vnitinich tloh.

Uzawa

d.o.f. v ) pfesnost | vnéjsi | vnitfni | cond min | cond max

352 le =5 30 85 114 114
oe3 le —5 103 327 1653 1653
3e4 le =5 366 1157 10110 10110

Tabulka 3.1: Uzawa - 9 oblasti

Smale

d.o.f. v ) presnost | vné&jsi | vnitini | cond min | cond max

352 le =5 10 54 110.4 110.9
oe3 le—5 6 148 1591.3 1592.3
3ed le —5 8 351 9853.4 9855

Tabulka 3.2: Smale - 9 oblasti

Alg3
d.o.f. v ) presnost | vnéjsi | vnitini | cond min | cond max
352 le—5 46 1204 2198 156
5e3 le—5 14 353
3ed le—5 250 14493 10564 16570

Tabulka 3.3: Algoritmus projekce na hranici - 9 oblasti

3.6 Srovnani jednotlivych metod

Stoji za to porovnat t¥i odlisné metody spojeni hranice. Z klasického pfistupu je to metoda s

lagrangidnem bez penalizace (alg. 5), tato metoda s penalizaci (rozsifeny lagrangian - alg.
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6) a naposledy diskutovand metoda uplné oddélenych funkénich prostori s projekei na
spole¢nou hranici (viz. 3.4.3).

Jak je vidét na grafech a vysledcich pokust nize, naprosto bezkonkurenc¢né nejlepsich
vysledkt bylo dosazeno s pomoci algoritmu Smale. Neni to nijak prekvapivy vysledek.
Je to algoritmus vyuzivajici nejpodrobnéjsiho studia problému s velice propracovanym
fizenim presnosti vnitinich dloh. Jeho velkou slabinou je ovSem velice omezend moznost
paralerizace. Jeho vykon stoji na vyuziti penaliza¢niho prvku, ktery jinak diskrétni oblasti
pevné spojuje a znemozinuje oddélené feseni.

Uzawiv algoritmus je v zasadé algoritmus Smale ochuzeny pravé o penalizac¢ni prvek. U
néj tak nestoji paralelizaci nic v cesté. Pfinasi to ovSem nové problémy. Konvergence vnéjsi
smycky tim velice trpi, protoze jednotlivé podminky jsou jiz vynuceny pouze lagrangovymi
multiplikatory a ve vnitinich smyckach se dokonce setkdvame se singuldrnimi maticemi (v
pripadé, ze oblast sousedi vSemi ¢astmi své hranice s jinymi oblastmi).

Algoritmus prezentovany jako posledni se pomoci predepsané hranic pokousi kombi-
novat vyhody obou predchéazejicich. V prvé fade je plné paralerizovateny, jelikoz oblasti
informaci o hranicich necerpaji ze sousedii, ale praveé z predepsané hranice. Diky silné vazbé
na tyto hranice jsou tedy i matice vnitinich loh pomérné dobfe podminéné. Tento algo-
ritmus ale jesté neni podrobné prozkouman a je mnoho faktort, kterymi by lze vlastnosti

algoritmu ovlivnit.

3.7 Dalsi prace

Jak jiz bylo vySe naznaceno, skutecny potencial metody s predepsanou spole¢nou hranici
pujde vyuzit teprve poté, co se naucime efektivné volit operator skalarniho soucinu ..
Nejucingjsi bude vyuziti Steklov-Poincarého operatoru.

Nabizi se nékolik moznosti jak efektivné ziskat jeho diskrétni formu pro konkrétni tlohu.
Bylo by mozné provést castecnou eliminaci neznamych na hranici a vyuzit tedy priblizny
Schuriv komplement. V tomto sméru by bylo snad bylo mozné dosahnout slusnyjch

vysledkii adaptivni zménou presnosti tohoto komplementu, ktery by se s blizkosti k hranici
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mohl zpresnovat.
Zcela odlisnym pristupem je potom vyuziti okrajovych integralnich rovnic, diky
kterym je mozné vyjadrit tento operator velice efektivné a je mozné, ze praveé timto smérem

vede cesta k skutecné velice silnym vysledktm.
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Algoritmus 5. Uzawa

function [x,l=uzawa(A,b,B,c)
e = le-b5;

n = size(A,1);

m = size(B,1);

k = 200;

x = zeros(n,1);

1 = zeros(m,1);

r = 0.5;

g = Axx - b + B’%1;

counter = 0;
while counter < k
while norm(g) > e
alfa = norm(g)"2/(g’*A*g) ;
x = x - alfaxg;
g = Axx - b + B’x1;
end
1 =1+ rx(B*xx -c);
g = Axx - b + B’*1;
counter = counter + 1;
end
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Algoritmus 6. Smale

function [x,1] = smale(A,b,B,c,e,mi,ro,beta,M)
n =size(A,1);

m = size(B,1);

Ar = A + roxB’*B;

br b + roxB’*c;
x = zeros(n,1);
1 = zeros(m,1);

Arxx - br + B’*1;
ng norm(g)'

Whlle ng > e

g;
while norm(g) > min([M * norm(B*x - c), mi])
alfa = norm(g) "2/ (p’*Ar*p);
X = x - alfaxp;

gn = g - alfa * Ar * p;

be = norm(gn)“~2 / norm(g)"~2;
P = gn + bexp;

g = 8gn;

end

1 =1+ rox(B*xx - c);
lact = 0.5 * x> * A * x — b’ * x + (Bxx - c)’*1 +
0.5%ro*norm(B*x - c)"2;
if k > 1
if lact < lprev + 0.5*ro*norm(B*x - c)~2
ro=roxbeta;
Ar A + roxB’*B;
br b + ro*B’*c;
end
end

g = Arxx - br + B’*1;
ng = norm(g);

lprev = lact;

k=k+ 1;

end
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