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Abstrakt

Diplomová práce podrobně popisuje Algoritmus X, který hledá řešeńı problému úplného
pokryt́ı, a Dan-cing Links algoritmus (DLX).

Tato práce je zaměřena předevš́ım na rozklady kopmletńıch graf̊u na předepsané podgrafy
a tvorbou algoritmů k sestaveńı této úlohy a paralelńımu výpočtu jej́ıho řešeńı. Nalezená
řešeńı slouž́ı jako základ pro již dokázaná tvrzeńı, umožňuj́ıćı zkonstruovat rozklady graf̊u
vyšš́ıch řád̊u.

Dále se zde objev́ı dva zp̊usoby převodu problému hledáńı řešeńı skládačky Eternity II
na úlohu vhodnou pro Dancing Links algoritmus. Eternity II je zaj́ımavý problém, který si
jistě zasluhuje v́ıce pozornosti nejen proto, že je spojený s vysokou výhrou 2 000 000 USD
za jeho vyřešeńı.

Kĺıčová slova

Dancing links, DLX, DLX algoritmus, Rozklad kompletńıho grafu, Eternity II

Abstrakt

This diploma thesis describes in detail the Algorithm X, that seeks solution of the exact cover
problem, and the Dancing Links algorithm (DLX) with his modified version.

The focus of this is on complete graph decomposition into subgraphs and creation of
algorithms to build the task and its parallel solution. It serves as a basis for already proved
theorems, allowing to construct of higher orders graphs decompositions.

Furthermore, there are two ways given translation of the problem of finding the Eternity
II puzzle solution into a problem solvable by the Dancing Links algorithm. Eternity II is an
interesting problem that certainly deserves more attention not only because it is associated
with a prize of 2 000 000 USD for its first solution.

Kĺıčová slova

Dancing links, DLX, DLX algorithm, Complete graph decomposition, Eternity II



Obsah
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1 Úvod

Rozklad kompletńıho grafu na izomorfńı stromy patř́ı k jednomu ze známých a studovaných
problémů teorie graf̊u. Existuj́ı dokázaná tvrzeńı, která umožńı zkonstruovat na základě ma-
tematické indukce rozklady graf̊u vyšš́ıch řád̊u a proto je zapotřeb́ı takové konstrukce naj́ıt
i pro ty malé ”startovaćı“ grafy, jakožto základ indukčńıho kroku. Ne všechny rozklady graf̊u
r̊uzných řád̊u, i rozklady na jiné kostry než dvojhězdy, lze uhodnout, potom je potřeba je naj́ıt
za pomoćı výpočetńı techniky. Rozklady se zpracovávaj́ı na poč́ıtač́ıch také proto, že zjistit
všechna řešeńı, nebo dokonce tvrdit, že žádný rozklad daného grafu neexistuje, je pro ručńı
poč́ıtáńı př́ılǐs obt́ıžné, nebo dokonce nemožné.

Daľśı problém, který jsme v této práci řešili je Eternity II skládačka, která je spojena
s odměnou 2 000 000 USD pro prvńıho úspěšného řešitele. Eternity II byla na trh uvedena
28. července 2007 a to, že ani po necelých třech letech neńı vyřešena jen dokazuje jak náročné
je naj́ıt jej́ı řešeńı. Jej́ı tv̊urce matematik Christopher Monckton si tak velké náročnosti byl
jistě vědom a proto se odvážil vypsat tak vysokou odměnu za jej́ı vyřešeńı.

Samotný text bude rozdělen do následuj́ıćıch část́ı. Začneme definićı problému úplného
pokryt́ı a jeho řešeńı. Vše ještě osvětĺıme také na př́ıkladech. Dále si podrobně poṕı̌seme
Algoritmus X, který řeš́ı úlohu úplného pokryt́ı. A také Dancing Links algorimtus, účinnou
techniku k prováděńı Algoritmu X i s jeho modifikovanou verźı.

Poté bude následovat stěžejńı kapitola této práce, která se zabývá rozkladem kompletńıho
grafu na předepsané podgrafy a převodem této úlohy na problém úplného pokryt́ı. Pov́ıme si
také o tom, jak se dá tato úloha paralelizovat a poṕı̌seme vytvořený paralelńı program, který
úlohu umı́ vygenerenovat a vyřešit.

V posledńı části se dozv́ıme v́ıce informaćı o skládačce Eternity II a o tom jak tento
logický problém matematicky reprezentovat a vytvořit k němu model odpov́ıdaj́ıćı úloze
úplného pokryt́ı hned dvěma zp̊usoby. Na závěr uvedeme stručný popis tř́ıd, vytvořených
právě pro zmı́něné převody.
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2 Problém úplného pokryt́ı

V informatice je problém úplného pokryt́ı formulován jako rozhodovaćı problém, který má
zjistit zda úloha má řešeńı a pak ho i nalézt, nebo jinak dokázat, že úplné pokryt́ı neexistuje.

Problém úplného pokryt́ı je NP-úplný problém [11] zařazený do kategorie problémů s ome-
zuj́ıćımi podmı́nkami. Tuto úlohu můžeme vyjádřit např́ıklad matićı incidence (výskytu),
či bipartitńım grafem. Oba dva zp̊usoby si ukážeme na př́ıkladu později (kapitola 2.3).

Jedńım z algoritmů, který dokáže naj́ıt všechna řešeńı problému úplného pokryt́ı, je Al-
goritmus X, o kterém je tato práce. Mezi nejznáměǰśı úlohy úplného pokryt́ı patř́ı např́ıklad
pokryt́ı obrazce d́ılky pentomina, nebo nalezeńı řešeńı Sudoku.

2.1 Formálńı definice

Mějme množinu X a systém jejich podmnožin S, pak úplné pokryt́ı množiny X je takový
systém S∗ množin z S, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. Pr̊unik jakýchkoliv dvou r̊uzných množin systému S∗ je prázdná množina, tj. množiny
systému S∗ jsou po dvou disjunktńı. Jinými slovy, každý prvek z množiny X je v S∗
obsažen nanejvýš jednou. ⋂

Ai∈S∗
Ai = ∅

2. Sjednoceńı všech množin systému S∗ je X , tj. množiny v S∗ pokrývaj́ı množinu X .
Jinými slovy, každý prvek ze systému X je v S∗ obsažen alespoň jednou.⋃

Ai∈S∗
Ai = X

Stručně řečeno, každý prvek X je obsažen v právě jedné množině systému S∗. Ekvivalentně
lze ř́ıct, že úplné pokryt́ı množiny X je systém S∗ množin z S takový, který tvoř́ı rozklad X .

Úplné pokryt́ı může obsahovat také prázdné množiny, v daľśım výkladu se ale omeźıme
pouze na úplná pokryt́ı, která prázdné množiny neobsahuj́ı. Úplné pokryt́ı je vlastně nějaký
rozklad množiny X .

2.2 Př́ıklad 1

Necht’ S = {T,U, V, W} je systém podmnožin množiny X = {1, 2, 3, 4} takový, že:

• T = {},

• U = {1, 3},

• V = {2, 4} a

• W = {2, 3}.
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Pak systém S∗1 = {U, V } tvoř́ı úplné pokryt́ı X , protože množiny U = {1, 3} a V = {2, 4}
jsou disjunktńı a jejich sjednoceńı je rovno X (U ∪ v = {1, 2, 3, 4} = X ).

Systém S2 = {T,U, V } tvoř́ı také úplné pokryt́ı X . I když přidáńı množiny T = {} stále
zachovává požadované vlastnosti řešeńı (každá z dvojic řešeńı je disjunktńı a sjednoceńı opět
tvoř́ı celou množinu X ), tak systém S2 nebudeme považovat za úplné pokryt́ı, protože jsme
je omezili pouze na taková, která neobsahuj́ı prázdné množiny.

Např́ıklad systém S3 = {V,W} nemůže být úplným pokryt́ım množiny X , protože pr̊unik
V ∩W = {2} neńı prázdná množina. Nav́ıc tento systém ani nepokrývá prvek {1}, nebot’
U ∪ v = {2, 3, 4} 6= X .

2.3 Př́ıklad 2

Necht’ S = {A,B, C, D, E, F} je systém množin množiny X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} takový, že:

• A = {1, 4, 7},

• B = {1, 4},

• C = {4, 5, 7},

• D = {3, 5, 6},

• E = {2, 3, 6, 7} a

• F = {2, 7}.

Pak systém S∗ = {B,D,F} je úplné pokryt́ı, protože každý prvek z X je obsažen v právě
jedné z množin:

• B = {1, 4},

• D = {3, 5, 6} nebo

• F = {2, 7}.

Nav́ıc je systém S∗ = {B,D,F} jediným úplným pokryt́ım. Zd̊uvodnit to můžeme následu-
j́ıćımi argumenty.

Jelikož je prvek {1} obsažený pouze v množinách A a B, pak muśı úplné pokryt́ı obsahovat
bud’ množinu A nebo B, ale ne obě zároveň. Vybereme-li nejdř́ıve do úplného pokryt́ı množinu
A, pak už do něj nemůžeme přidat B,C,E ani F , protože každá z těchto množin má s A
společný prvek. Do řešeńı tedy přidáme posledńı zbývaj́ıćı množinu D. Toto řešeńı, ale neńı
úplným pokryt́ım, nebot’ sjednoceńım jeho množin neńı celá množina X , protože neobsahuje
prvek {2} (A ∪D = {1, 3, 4, 5, 6, 7} 6= X ). Můžeme ř́ıci, že nelze nalézt úplné pokryt́ı, které
by obsahovalo množinu A.

Když tedy začneme úplné řešeńı hledat výběrem množiny B, pak do něj určitě nemůžeme
zahrnout ani A ani C, protože maj́ı s B společný prvek. A protože D je jediná zbývaj́ıćı
množina obsahuj́ıćı prvek {5}, muśı být součást́ı úplného pokryt́ı. T́ım, že obsahuje D, už
ale nemůže obsahovat E (společné prvky {3} a {6}). Pak F je zbývaj́ıćı množina a systém
S∗ = {B,D,F} je opravdu úplným pokryt́ım.
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2.3.1 Matice incidence

Ještě se pod́ıváme jak vypadá zadaná úloha vyjádřená pomoćı matice incidence. Řádky jsou
množiny systému S a sloupce odpov́ıdaj́ı prvk̊um množiny X . Matice pak obsahuje jedničku,
když množina systému S obsahuje prvek množiny X .

1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

Úplné pokryt́ı je znázorněno červenou barvou.

2.3.2 Bipartitńı graf

Stejná úloha reprezentovaná bipartitńım grafem je na následuj́ıćım obrázku. Vrcholy S jsou
množiny systému S a vrcholy X jsou prvky množiny X . Hrana pak spojuje dva vrcholy, když
množina systému S obsahuje prvek množiny X .

Úplné pokryt́ı je opět znázorněno červenou barvou.
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3 Algoritmus X

Algoritmus X je rekurzivńı, nedeterministický algortimus, prohledávaj́ıćı nejdř́ıve do hloubky,
který najde všechna řešeńı úlohy úplného pokryt́ı kde S je systém podmnožin X . V algoritmu
reprezentujeme S matićı sestávaj́ıćı se z nul a jedniček. Ćılem je vybrat podmnožinu řádk̊u
této matice tak, že č́ıslice 1 se objev́ı v každém sloupci právě jednou.

Nedeterministický algoritmus je takový algoritmus, který v některých kroćıch může volit
z několika možnost́ı daľśıch krok̊u. Nedeterministický algoritmus při stejném vstupu může
dávat rozd́ılné výsledky.

Jeho opakem je deterministický algoritmus, který na stejný vstup (resp. Na stejné výchoźı
podmı́nky) reaguje vždy stejně (tedy předv́ıdatelně) a v každém jeho kroku je vždy jedno-
značně definován i krok následuj́ıćı.

3.1 Kroky algoritmu

Algoritmus X funguje takto:

1. Je-li matice A prázdná, tj. typu [0, 0], je problém vyřešen, algoritmus konč́ı úspěšně.

2. V opačném př́ıpadě vybereme sloupec c (deterministicky).

3. Vybereme řádek r takový, že Ar,c = 1 (nedeterministicky).

4. Zahrneme řádek r do částečného řešeńı.

5. Pro každý sloupec j takový, že Ar,j = 1,

• pro každý řádek i takový, že Ai,j = 1,

– vyřad́ıme řádek i z matice A,

• vyřad́ıme sloupec j z matice A.

6. Opakujeme tento algoritmus rekurzivně od bodu 1. Na zredukované matici.

3.2 Poznámky k algoritmu

V takto stručně napsaném postupu je potřeba ještě vyjasnit některé kroky.

1. Může se stát, že je matice zadána takový zp̊usobem, aby algoritmus vymazal všechny
řádky a zároveň z matice nestihl vymazat všechny sloupce. Taková matice typu [0, n]
(0 - řádk̊u, n - sloupc̊u), vypov́ıdá o tom, že některé sloupce z̊ustaly nepokryté a proto
to neńı ta prázdná matice, pro kterou je problém vyřešen. Prázdná matice, vedoućı
k řešeńı, tj. pokryt́ı každého sloupce řádkem obsahuj́ıćım jedničku, je matice typu [0,0],
tedy matice, která nemá žádný řádek ani sloupec.

2. S libovolným systematickým pravidlem pro volbu sloupce c najde tento algoritmus
všechna řešeńı. Některá pravidla ale funguj́ı lépe než ostatńı. V některých úlohách,
jak Knuth naznačuje, vede ke sńıžeńı počtu iteraćı modifikace výběru sloupce tak, aby
vybraný sloupec měl co nejnižš́ı počet jedniček [3].

3. Přidáme-li matici popis sloupc̊u a řádk̊u, můžeme pak o ńı mluvit jako o tabulce.
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3.3 Př́ıklad

Jako př́ıklad mějme následuj́ıćı úlohu. Př́ıklad je převzat z wikipedie [6].

Problém pokryt́ı mějme zadán jako množinu k pokryt́ı U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} a množinu
řádk̊u S = {A,B, C, D, E, F}, kde:

• A = {1, 4, 7},

• B = {1, 4},

• C = {4, 5, 7},

• D = {3, 5, 6},

• E = {2, 3, 6, 7},

• F = {2, 7}.

Tento problém je reprezentován tabulkou:

1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

Pr̊uběh Algoritmu X s Knuthovým heuristickým výběrem sloupce vypadá následovně:

Úroveň 0

- Krok 1 – tabulka neńı prázdná a algoritmus tedy pokračuje.

- Krok 2 – prvńı sloupec zleva s nejmenš́ım počtem jedniček je sloupec 1 (obsahuje dvě
jedničky) a proto jej vybereme (deterministicky).

6



1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

- Krok 3 – oba řádky A a B obsahuj́ı jedničku ve sloupci 1 a proto je vybereme (nedetermi-
nisticky).

- Algoritmus se posune na úroveň 1 a prozkoumá jestli výběr řádku A vede k řešeńı.

• Úroveň 1: Výběr řádku A

- Krok 4 – přidáme řádek A do částečného řešeńı (S∗ = {A}).
- Krok 5 – řádek A obsahuje jedničky ve sloupćıch 1, 4 a 7:

1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

- Sloupec 1 má jedničky v řádćıch A a B; sloupec 4 v řádćıch A, B a C; a sloupec 7
obsahuje jedničky na řádćıch A,C, E a F . Proto tedy vyřad́ıme všechny zmiňované
řádky – A,B, C, E a F a sloupce – 1, 4 a 7 z matice:
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1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

- Z̊ustal tak pouze řádek D a sloupce 2, 3, 5 a 6:

2 3 5 6

D 0 1 1 1

- Krok 1 – tabluka neńı prázdná a proto algoritmus pokračuje.
- Krok 2 – nejmenš́ı počet jedniček v libovolném sloupci je 0 a sloupec 2 je prvńı

sloupec zleva s 0 jedničkami (deterministicky):

2 3 5 6

D 0 1 1 1

- Proto tato větev algoritmu konč́ı neúspěchem. Sloupec 2 už nelze pokrýt.
- Odebereme tedy řádek A z částečného řešeńı (S∗ = {}).
- A algoritmus nyńı prozkoumá možnost výběru řádku B na prvńı úrovni. Je proto

nutné dostat tabulku do stavu, ve kterém byla před výběrem řádku A.

• Úroveň 1: Výběr řádku B

- Krok 4 – přidáme řádek B do částečného řešeńı (S∗ = {B}).
- Krok 5 – řádek B obsahuje jedničky ve sloupćıch 1 a 4:
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1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

- Sloupec 1 má jedničky v řádćıch A a B; sloupec 4 v řádćıch A, B a C. Proto tedy
z matice vyřad́ıme řádky A,B a C a sloupce 1 a 4:

1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

- Z̊ustávaj́ı tak pouze řádky D,E a F a sloupce 2, 3, 5, 6 a 7:

2 3 5 6 7

D 0 1 1 1 0

E 1 1 0 1 1

F 1 0 0 0 1

- Krok 1 – tabulka neńı prázdná a proto algoritmus pokračuje.
- Krok 2 – prvńı sloupec zleva s nejmenš́ım počtem jedniček (pouze jedna jednička)

je sloupec 5 a proto jej vybereme (deterministicky):
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2 3 5 6 7

D 0 1 1 1 0

E 1 1 0 1 1

F 1 0 0 0 1

- Krok 3 – řádek D obsahuje jedničku ve sloupci 5 a proto jej vybereme (nedeter-
ministicky).

- Algoritmus se posune na úroveň 2, kde bude moci prozkoumat pouze výběr řádku D.

◦ Úroveň 2: Výběr řádku D

- Krok 4 – přidáme řádek D do částečného řešeńı (S∗ = {A,D}).
- Krok 5 – řádek D obsahuje jedničky ve sloupćıch 3, 5 a 6:

2 3 5 6 7

D 0 1 1 1 0

E 1 1 0 1 1

F 1 0 0 0 1

- Sloupec 3 má jedničky v řádćıch D a E; sloupec 5 pouze v řádku D;
a sloupec 6 v řádćıch D a E. Proto tedy z matice vyřad́ıme řádky D a E
a sloupce 3, 5 a 6:

2 3 5 6 7

D 0 1 1 1 0

E 1 1 0 1 1

F 1 0 0 0 1

- Z̊ustal jen řádek F a sloupce 2 a 7:

2 7

F 1 1

- Krok 1 – tabulka neńı prázdná a proto algoritmus pokračuje.
- Krok 2 – prvńı sloupec zleva s nejmenš́ım počtem jedniček je sloupec 2
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a proto jej vybereme (deterministicky):

2 7

F 1 1

- Krok 3 – řádek F obsahuje jedničku ve sloupci 2 a proto jej vybereme
(nedeterministicky).

- Algoritmus se posune na úroveň 3, kde prozkoumá pouze výběr řádku F .
∗ Úroveň 3: Výběr řádku F

- Krok 4 – přidáme řádek F do částečného řešeńı (S∗ = {A,D, F}).
- Krok 5 – řádek F obsahuje jedničky ve sloupćıch 2 a 7:

2 7

F 1 1

- Sloupec 2 má jedničku pouze v řádku F ; a sloupec 7 také pouze
v řádku F . Proto tedy z matice vyřad́ıme řádek F a sloupce 2
a 7:

2 7

F 1 1

- Ted’ už nez̊ustal žádný řádek ani sloupec.
- Krok 1 – tabulka je prázdná a proto algoritmus na této úrovni

úspěšně našel řešeńı.
- Jako řešeńı jsme tedy vybrali řádky B,D a F :

1 2 3 4 5 6 7

B 1 0 0 1 0 0 0

D 0 0 1 0 1 1 0

F 0 1 0 0 0 0 1

- Jinými slovy je tedy množina {B,D,F} pokryt́ım zadané úlohy,
právě proto, že každý sloupec je pokryt právě jednou jedničkou.

- Neńı žádný daľśı vybraný řádek pro úroveň 3 a proto algoritmus
odebere z řešeńı řádek F (S∗ = {A,D}) a přesune se k výběru
daľśıho řádku na druhé úrovni.
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- Neńı žádný daľśı vybraný řádek pro úroveň 2 a proto algoritmus odebere
z řešeńı řádek D (S∗ = {A}) a přesune se k výběru daľśıho řádku na prvńı
úrovni.

- Neńı žádný daľśı vybraný řádek pro úroveň 1 a proto algoritmus odebere z řešeńı
řádek A (S∗ = {}) a přesune se k výběru daľśıho řádku na úrovni 0.

- Neńı žádný daľśı vybraný řádek pro úroveň 0 a proto algoritmus konč́ı.

Algoritmus našel jediné řešeńı pokryt́ı a to S∗ = {A,D, F}. A jiné neexistuje.

4 Dancing Links

Dancing Links, známý také jako DLX, je technika, kterou navrhl Donald Knuth k účinnému
prováděńı Algoritmu X. Mezi některé ze známých problémů pokryt́ı patř́ı Sudoku či rozmı́stěńı
dam na šachovnici [5].

Název Dancing Links je odvozen od zp̊usobu jak algoritmus funguje. Každá iterace algo-
ritmu zp̊usobuje, že odkazy (links) ”tanč́ı“ se sousedńımi odkazy a vytvář́ı tak ”nádhernou
tanečńı choreografii“. Hirosi Hitotumatu a Kohei Noshita vymysleli tento algoritmus v roce
1979 [1], ale až d́ıky Donaldu Knuthovi se tento algoritmus zpopularizoval.

Problém úplného pokryt́ı je stále NP-úplná úloha, DLX je ale vhodný zp̊usob jak ji im-
plementovat.

4.1 Základńı princip

Předpokládejme, že x je prvkem dvojitě linkovaného seznamu, kde L[x] ukazuje na levého
souseda a R[x] na pravého. Potom operace:

L[R[x]]← L[x], R[L[x]]← R[x]

vymaže x ze seznamu. A operace:

L[R[x]]← x, R[L[x]]← x

vrát́ı prvek x zpátky na p̊uvodńı mı́sto do seznamu.

Krása vráceńı prvku zpět spoč́ıvá v tom uvědomit si, že stač́ı jen znát prvek x, respektive
jeho položky R[x] a L[x]. Daľśım faktem je, že při zanořováńı do rekurze už neńı třeba vždycky
znovu koṕırovat celou úlohu, což zab́ırá spoustu výpočetńıho času i pamět’ového mı́sta. Změny
v ńı nemaj́ı být permanentńı, ale lze je vrátit zpět. T́ım že algoritmus pracuje jen s odkazy
se stává rychleǰśım.

Použ́ıváńı těchto operaćı zp̊usobuje, že se ukazatelé prvk̊u neustále měńı a t́ım vytvář́ı
nádhernou tanečńı choreografii, odtud tedy Knuth tuto techniku pojmenoval jako techniku
tance odkaz̊u (dancing links).

4.2 Čtyřsměrně prolinkované odkazy

Dobrým zp̊usobem, jak reprezentovat systém podmnožin Algoritmu X, který tvořila matice
A, je následuj́ıćı struktura. Každou jedničku v matici A bude představovat datový objekt x.
Každý takový objekt x má 5 položek:
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• L[x] – odkaz na levého souseda,

• R[x] – odkaz na pravého souseda,

• U [x] – odkaz na horńıho souseda,

• D[x] – odkaz na dolńıho souseda,

• C[x] – odkaz na hlavičkový objekt.

Objekty řádk̊u matice A jsou dvojitě linkované ”do kruhu“ pomoćı odkaz̊u L[x] a R[x].
Sloupce včetně hlavičky jsou pak dvojitě linkované ”do kruhu“ pomoćı odkaz̊u U [x] a D[x].
Každý sloupec obsahuje kromě prvk̊u také hlavičkový objekt. Každý hlavičkový objekt h má
nav́ıc oproti datovému objektu x tyto položky:

• N [x] – název (jméno),

• S[x] – velikost (počet jedniček).

Název slouž́ı jako symbolické pojmenováńı sloupce, který hlavičkový objekt reprezentuje.
A velikost je počet jedniček (objekt̊u) v daném sloupci. Levé a pravé odkazy hlavičkových
objekt̊u spojuj́ı dohromady všechny hlavičkové objekty sloupc̊u, které ještě zbývá pokrýt.
Tento kruhový seznam nav́ıc obsahuje speciálńı sloupcový objekt. Nazýváme jej kořenový ob-
jekt. Poskytuje nám seznam všech aktivńıch hlavičkových objekt̊u. A ze všech svých položek
využ́ıvá pouze levý a pravý odkaz, ostatńı položky jsou pro něj nevyužité.

Jako př́ıklad použijeme následuj́ıćı tabulku:

A B C D E F

1 1 1 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 1 1 0

4 1 1 1 0 0 0

5 0 0 1 1 0 0

6 0 0 0 1 1 0

7 1 0 1 0 1 1

Jej́ı čtyřsměrně prolinkovaná struktura vypadá takto:
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Pro přehlednost jsme zde nezanesli odkaz C[x], který vede od každého objektu k hlavičkovému
objektu v témže sloupci.

Stejně tak jsme z d̊uvodu přehlednosti zakreslili sousedy jdoućı vždy za sebou. Důležité
je, aby odkazy jednotlivých objekt̊u na každém řádku tvořily jediný cyklus, přičemž pořad́ı
prvk̊u v řádku neńı rozhoduj́ıćı. Obdobně je tomu i u sloupc̊u.

Jednička v matici či tabulce pro nás bude i ve struktuře nadále jedničkou, která nyńı bude
v implementaci reprezentovaná datovým objektem.

4.3 Hledáńı řešeńı

Nedeterministický algoritmus pro nalezeńı všech úplných pokryt́ı se nyńı dá převést na deter-
ministický rekurzivńı algoritmus ”search(k)“ nad touto čtyřsměrně prolinkovanou strukturou
a bude se spouštět s parametrem k = 0.

Algoritmus search(k) se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

• Je-li R[h] = h pak vytiskneme řešeńı a vrát́ıme se o úroveň zpět.
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• Jinak vybereme hlavičkový (sloupcový) objekt c.

• Zakryjeme sloupec c (zakryt́ı sloupce, viz ńıže).

• Pro každý řádek r ← D[c], D[D[c]], ..., dokud r 6= c,

– nastav́ıme Ok ← r, zapamatujeme si tak aktuálně procházený řádek;

– pro každý prvek j ← R[r], R[R[r]], ..., dokud j 6= r,

∗ zakryjeme sloupec C[j] (zakryt́ı sloupce, viz ńıže),

– search(k + 1);

– nastav́ıme r ← Ok a c← C[r] (neńı třeba nastavovat pokud implementace rekurze
nebude přepisovat ukazatele r a c),

– pro každý prvek j ← L[r], L[L[r]], ..., dokud j 6= r,

∗ vrát́ıme sloupec C[j] zpět do struktury (”odkryjeme“ sloupec C[j]).

• Vrát́ıme sloupec c zpět do struktury (”odkryjeme“ sloupec c) a vrát́ıme se o úrověň
zpět.

4.3.1 Tisk řešeńı

Tisk řešeńı je pak velmi jednoduchý. Provedeme jej tak, že vytiskneme řádky O0, O1, ..., Ok−1,
kde máme zapamatované aktuálně procházené řádky, pro každé zanořeńı algoritmu, vedoućı
k řešeńı. Tisk každého řádku řešeńı Oi, kde i ∈ [0, k− 1], pak opět zajist́ı jednoduché tisknut́ı
posloupnosti N [C[Oi]], N [C[R[Oi]]], N [C[R[R[Oi]]]], dokud R[· · ·R[Oi] · · · ] 6= Oi.

4.3.2 Výběr sloupce

Výběr hlavičkového objektu c můžeme provést bud’ velmi jednoduše t́ım, že zvoĺıme hned
prvńı nezakrytý sloupec (c← R[h]). Nebo, pokud chceme minimalizovat procházeńı větvemi
algoritmu, můžeme vyb́ırat vždy ten sloupec, který obsahuje nejméně jedniček. Hlavičkový
objekt c tedy vybereme takto:

• Nastav́ıme c← R[h],

• nastav́ıme s← S[R[h]]

• pro každý j ← R[R[h]], R[R[R[h]]], ..., dokud j 6= h,

– jestli S[j] ≤ s,

∗ nastav́ıme c← j;
∗ nastav́ıme s← S[j].

4.3.3 Zakryt́ı sloupce

Sloupec c (hlavičkový objekt) zakrýváme tak, že jej ze struktury odstrańıme přepojeńım
odkaz̊u. A taktéž zakryjeme všechny řádky ze seznamu sloupce k zakryt́ı (řádky, které maj́ı
objekt nacházej́ıćı se v pokrývaném sloupci).

• Nastav́ıme L[R[c]]← L[c],
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• nastav́ıme R[L[c]]← R[c],

• pro každé i← D[c], D[D[c]], ..., dokud i 6= c,

– pro každé j ← R[i], R[R[i]], ..., dokud j 6= i,

∗ nastav́ıme U [D[j]]← U [j],
∗ nastav́ıme D[U [j]]← D[j],
∗ nastav́ıme S[C[j]]← S[C[j]]− 1.

Pro matici definovanou výše pak čtyřsměrně prolinkovaná struktura se zakrytým sloupcem
B vypadá takto:

4.3.4 Vráceńı sloupce zpět do struktury (”odkryt́ı“ sloupce)

Sloupec c pak vrát́ıme zpět do struktury stejně jednoduše, jako když jsme jej zakrývali. Jen
je třeba dát pozor na obrácené pořad́ı operaćı. Co bylo pokryto naposledy je třeba vrátit
zpátky nejdř́ıve. Je to zp̊usobeno t́ım, že si zakryté objekty ponechaj́ı své odkazy beze změny
a muśı být navráceny opět na stejné mı́sto. Takže když jsme zakrývali řádky zhora dol̊u, pak
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je muśıme obnovovat zdola nahoru. A objekty zakrývané zleva doprava obnovujeme zprava
doleva.

• Pro každé i← U [c], U [U [c]], ..., dokud i 6= c,

– pro každé j ← L[i], L[L[i]], ..., dokud j 6= i,

∗ nastav́ıme S[C[j]]← S[C[j]] + 1,
∗ nastav́ıme U [D[j]]← j,
∗ nastav́ıme D[U [j]]← j,

• nastav́ıme L[R[c]]← c,

• nastav́ıme R[L[c]]← c.

Zakrýváńı a odkrýváńı zpět jsou právě ta mı́sta kde ř́ıkáme, že odkazy tanč́ı.

4.4 Modifikovaná verze

Může se stát, že si na řešeńı budeme potřebovat vynutit kromě samotného pokryt́ı i daľśı
podmı́nky. Např́ıklad, pokud budeme cht́ıt v úloze zakázat takové řešeńı, které by obsahovalo
řádek A a zároveň řádek B, což neńı neřešitelný požadavek, stač́ı pouze poupravit DLX al-
goritmus.

Modifikovaná verze DLX algoritmu je taková, která rozeznává dva typy sloupc̊u. Primárńı
a sekundárńı. Primárńı, nebo též povinné sloupce, muśı být pokryty právě jednou množinou
systému podmnožin S. A sekundárńı, nepovinné sloupce můžou být pokryty nejvýše jednou
množinou systému podmnožin S.

Algoritmus X muśı mı́t pro tuto modifikovanou verzi upravenou kontrolu prázdnosti ma-
tice, tou bude taková, která bude mı́t pokryté všechny povinné sloupce, tou už ale nemuśı
být nutně matice typu [0, 0].

Vrat’me se ted’ k již zmı́něnému př́ıkladu. Podmı́nku zákazu řešeńı obsahuj́ıćıho jak řádek
A, tak i B, již jednoduše zajist́ıme přidáńım nepovinného sloupce do struktury. A oběma
těmto řádk̊um doplńıme jedničky pro tento nepovinný sloupec. Dojde-li potom k vybráńı
nejvýše jednoho z těchto řádk̊u, druhý bude algoritmem vyřazen právě proto, že obsahuje
jedničku v nepovinném sloupci.

5 Rozklad kompletńıho grafu

Ještě před samotným popisem rozkladu grafu si připomeneme několik pojmů z teorie graf̊u.

5.1 Definice

Grafy jsou jednou z mnoha významných struktur v diskrétńı matematice. Neplet’me si je
proto s grafem funkce!
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Definice 1 Graf (obyčejný či jednoduchý neorientovaný graf) je uspořádaná dvojice G = (V,E),
kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran – množina vybraných dvouprvkových podmnožin
množiny vrchol̊u.

Hrana mezi vrcholy u a v je dvouprvková množina {u, v}, zkráceně ṕı̌seme uv. Vrcholy spo-
jené hranou jsou sousedńı. Na množinu vrchol̊u známého grafu G odkazujeme jako na V (G),
na množinu hran E(G).

Grafy se často zadávaj́ı př́ımo názorným obrázkem, jinak je lze také zadat výčtem vrchol̊u
a výčtem hran. Např́ıklad:

V = {v1, v2, v3, v4}, E =
{
{v1, v2}, {v1, v3}, {v1, v4}, {v3, v4}

}
= {v1v2, v1v3, v1v4, v3v4}

Kompletńı graf Kn (též úplný graf) je takový graf na n vrcholech, který má všechny
dvojice vrchol̊u spojené hranami. Nebo také můžeme ř́ıci, že je každá dvojice vrchol̊u u a v

sousedńı. Pro n ≥ 2 má kompletńı graf
(

n

2

)
hran.

Definice 2 Podgraf. Podgrafem grafu G rozumı́me libovolný graf H na podmnožině vrchol̊u
V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G maj́ıćıch oba koncové
vrcholy ve V (H). Pı́̌seme H ⊆ G.

Podgraf je jednoduše řečeno část grafu.

Definice 3 Faktor grafu. Podgraf H grafu G je faktor grafu G, jestlǐze množina vrchol̊u
grafu H je totožná s množinou vrchol̊u grafu G (V (H) = V (G)).
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Faktor vznikne z grafu tak, že budeme odeb́ırat pouze hrany nikoliv však vrcholy.

Definice 4 Izomorfizmus graf̊u G a H je bijektivńı (vzájemně jednoznačné) zobrazeńı
f : V (G) → V (H), pro které plat́ı, že každá dvojice vrchol̊u u, v ∈ V (G) je spojená hranou
v G právě tehdy, když je dvojice f(u), f(v) ∈ V (H) spojená hranou v H.

Grafy G a H jsou izomorfńı pokud mezi nimi existuje izomorfismus. Pı́̌seme G ' H.

Izomorfizmus určuje ”stejnost“ struktury grafu. Tento pojem byl zaveden proto, abychom
mohli ř́ıci, že pro r̊uzná nakresleńı z̊ustává graf stále stejný. Jako př́ıklad nám postač́ı následuj́ıćı
grafy, mezi kterými existuje izomorfizmus f .

f(u1) = v1

f(u2) = v3

f(u3) = v5

f(u4) = v2

f(u5) = v4

Definice 5 Strom. Graf T je stromem na n vrcholech pokud je to jednoduchý souvislý graf
a zároveň obsahuje přesně n− 1 hran.

Poznámka: Obvyklá definice ř́ıká, že strom je souvislý acyklický graf. Při pozděǰśım
výkladu ale budeme sṕı̌se využ́ıvat vlastnost́ı výše definované neobvyklé verze.
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Definice 6 Kostra grafu. Kostrou souvislého grafu G je faktor v G, který je sám stromem.

Kostra je speciálńı typ faktoru. Jinak lze též ř́ıci, že každá kostra je faktorem, obráceně
to už ale neplat́ı.

5.2 Rozklad kompletńıho grafu

Rozklad kompletńıho grafu na izomorfńı stromy patř́ı k jednomu ze známých a studovaných
problémů teorie graf̊u. Existuj́ı dokázaná tvrzeńı, která umožńı zkonstruovat rozklady graf̊u
řádu vyšš́ıho než 10, 12, 14, 16... A proto je zapotřeb́ı prozkoumat ty ”malé“ grafy. Ne všechny
rozklady graf̊u r̊uzných řád̊u, i rozklady na jiné kostry než dvojhězdy, lze uhodnout, potom
je potřeba je poč́ıtat za pomoćı výpočetńı techniky. Rozklady se zpracovávaj́ı na poč́ıtač́ıch
také proto, že zjistit všechna řešeńı, nebo dokonce tvrdit, že žádný rozklad daného grafu ne-
existuje, je pro ručńı poč́ıtáńı př́ılǐs obt́ıžné.

Jedńım z úkol̊u této diplomové práce je rozkládat kompletńı graf na n vrcholech na navzájem
izomorfńı kostry. Nalezeńı takového rozkladu, má potom smysl pouze pro grafy sudého řádu
n.

Důkaz je triviálńı:

Kompletńı graf má přesně
(

n

2

)
=

n!
(n− 2)! · 2!

=
1
2
· n · (n− 1) hran.

Kostra má n− 1 hran.
Počet koster umı́stěných do grafu je vyjádřen pod́ılem počtu hran kompletńıho grafu

a počtu hran kostry:

1
2
· n · (n− 1)

n− 1
=

n

2
.

Do grafu chceme umı́stit kostry celé a proto muśı být pod́ıl celoč́ıselný, což je splněno
pouze pro sudá n.

Ted’ již také přesně v́ıme, na kolik koster budeme graf rozkládat a sice
n

2
.
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5.3 Vytvořeńı úlohy pro Algoritmus X

Pro Algoritmus X bude potřeba vytvořit množinu k pokryt́ı (sloupce matice) (X) a systém
množin (řádky) (S), ze kterého bude vyb́ırat řešeńı.

Potřebujeme pokrývat hrany grafu G, proto každé hraně grafu G bude odpov́ıdat jeden
sloupec, jehož hlavičkový objekt bude pojmenovaný tak, aby bylo rychle a jednoznačně určeno
o jakou hranu v grafu se jedná. Např́ıklad ”v1, v2“. Hlavičkový řádek tabulky pak bude vypadat
takto:

v1, v2 v1, v3 · · · v1, vn v2, v3 · · · v2, vn v3, v4 · · · vn−1, vn

S každým zvětšeńım řádu grafu bude sloupc̊u mnohonásobně přibývat a název každého z
vrchol̊u se mezi hlavičkovými objekty objev́ı hned (n − 1)-krát a proto se můžeme i zde při
samotném programováńı pokusit ušetřit nějaké mı́sto a to např́ıklad tak, že si vytvoř́ıme ob-
jekty vrchol̊u jednoznačně pojmenované. Objekty hran pak budou odkazovat na dva vrcholy
a sice počátečńı a koncový vrchol hrany. Poté se každému hlavičkovému sloupci může přǐradit
pouze odkaz na hranu, která už si své pojmenováńı dokáže poskládat sama. Tento zp̊usob
ušetř́ı mı́sto už při malých úlohách, natož pak na těch větš́ıch.

Řádky v tabulce muśı přesně odpov́ıdat požadované kostře, jej́ıž parametry musej́ı být
dopředu známy. Nadále budeme pro jednoduchost a názornost pracovat s kostrami typu

”dvojhvězda“. Je to takový graf, který má dva spojené centrálńı vrcholy, ze kterých vede
stejný počet list̊u (viz obrázek).

Pozorováńı: rozklad na dvojhvězdy je znám pro libovolné n. Použij́ı se jistá ohodnoceńı
grafu pro konstrukci rozkladu, což je ale nad rámec tohoto textu.

Zásadńım úkolem je vytvořit systém množin (S) k pokryt́ı množiny hran (X). Tedy nalézt
všechna možná umı́stěńı kostry do úplného grafu. Můžeme např́ıklad vyb́ırat vždy ze všech
hran právě n− 1 a poté rozhodovat, zda tento výběr opravdu odpov́ıdá tvaru zadané kostry.

Jako nejefektivněǰśı metoda se ale jev́ı následuj́ıćı postup. Budeme procházet všechny
permutace n-prvkové množiny všech vrchol̊u zadané kostry. Každá z těchto permutaćı bude
určovat zobrazeńı vrchol̊u kostry na vrcholy kompletńıho grafu tak, že index prvku permutace
bude určovat index vrcholu kompletńıho grafu. Mějme následuj́ı grafy řádu n = 6 (kompletńı
graf a jeho kostra – dvojhvězda).
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Pak prvńı permutace vrchol̊u kostry bude uspořádaná šestice: [S1, S2, S3, S4, S5, S6], která
ř́ıká, že vrchol S1 se zobraźı na vrchol s indexem shodným s pořadovým č́ıslem prvku této
permutace a protože se vrchol S1 vyskytuje na prvńı pozici v permutaci, bude proto zobrazen
na prvńı vrchol kompletńıho grafu a tedy na V1. Jako daľśı př́ıklad zvoĺıme novou permutaci
a pod́ıváme se jak vypadá jej́ı nakresleńı. Takovou permutaćı bude např́ıklad uspořádaná
šestice [S6, S4, S2, S1, S3, S5], kterou zobraźıme takto:

Když se zobraźı vrcholy kostry na vrcholy kompletńıho grafu, zobraźı se taktéž i hrany
nadefinované kostry, protože rozkládáme kompletńı graf, máme jistotu, že se zobraźı všechny
hrany. Takto zvolená permutace tedy pokryla následuj́ıćı hrany p̊uvodńıho kompletńıho grafu:
{v1, v2}; {v2, v5}; {v2, v6}; {v3, v5}; {v4, v5}. Sestavit řádek v tabulce už pak nebude žádný
problém, bude totiž obsahovat samé nuly ve všech sloupćıch kromě těch, kde má obraz kostry
hranu. Tam bude jednička.

v1, v2 v2, v5 v2, v6 v3, v5 v4, v5

[S6, S4, S2, S1, S3, S5] 1 1 1 1 1

Pro přehlednost jsme vynechali všechny ostatńı sloupce, protože obsahuj́ı hodnotu 0.
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Najdeme-li všechny permutace, dostaneme tak všechna možná zakresleńı kostry do kom-
pletńıho grafu.

Aby úloha nepřekračovala svou velikost́ı neúnosnou mez, bude dobré nevytvářet stejné
řádky, které vznikaj́ı když r̊uzná umı́stěńı kostry pokrývaj́ı stejnou množinu hran kompletńıho
grafu. K už výše zvolené permutaci [S6, S4, S2, S1, S3, S5], existuje daľśıch sedm, které pokryj́ı
stejné hrany kompletńıho grafu a tedy nám vytvoř́ı zbytečně se opakuj́ıćı řádky matice. Tyto
opakuj́ıćı se permutace včetně zvolené vypadaj́ı takto:

• [S1, S3, S5, S6, S4, S2],

• [S1, S3, S6, S5, S4, S2],

• [S2, S3, S5, S6, S4, S1],

• [S2, S3, S6, S5, S4, S1],

• [S5, S4, S1, S2, S3, S6],

• [S5, S4, S2, S1, S3, S6],

• [S6, S4, S1, S2, S3, S5],

• [S6, S4, S2, S1, S3, S5].

Počet duplicitńıch řádk̊u je vždy závislý na konkrétńı definici kostry, kterou se bude
pokrývat.

Takové duplicitńı řádky by mohl program umět př́ımo nevytvářet, a t́ım úlohu zmenšit a
urychlit tak nalezeńı jej́ıho řešeńı, muśı ale mı́t možnost je rozpoznat. Tu bude mı́t až když
bude vědět, kdy jsou kostry izomorfńı.

Nyńı spoč́ıtáme kolik izomorfismů má dvojhvězda. Vzorce budeme odvozovat na dvojhvězdě,
která má celkem osm vrchol̊u.

Pokud se mezi sebou prohod́ı prvńı, druhý nebo třet́ı vrchol, bude to vždy ta samá kostra.
Těchto výměn existuje přesně P (3) = 3! = 6. Obecně jde tedy o permutace nad polovinou
vrchol̊u bez jednoho, ke kterému jsou všechny sousedńı. Je jich tedy P

(n

2
− 1

)
=

(n

2
− 1

)
!.

Ke každé této permutaci můžeme permutovat i druhou stranu dvojhvězdy stejným zp̊usobem.
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Dostaneme tedy
((n

2
− 1

)
!
)2

izomorfńıch zobrazeńı. A pak také kostra bude vypadat stále

stejně, když v ńı zaměńıme mezi sebou oba jej́ı centrálńı vrcholy. V tomto př́ıpadě to jsou
vrcholy V4 a V5. Počet izomorfismů se t́ım pádem zdvojnásob́ı. Když vynásob́ıme všechny tyto
možnosti, pak nám vyjde, že dvojhvězda s

n

2
− 1 listy u každého centra má vždy

(n

2
− 1

)
! ·

(n

2
− 1

)
! · 2 = 2 ·

((n

2
− 1

)
!
)2

izomorfismů. Jestliže je pak vždy tolik řádk̊u stejných, pak těch neidentických bude

n!

2 ·
((n

2
− 1

)
!
)2 .

Jak efektivně a přitom stále obecně vynechat všechny izomorfismy si poṕı̌seme až v kapi-
tole 7.3.1 – Procházeńı všech permutaćı. Ted’, když už v́ıme jak sestavit úlohu, se zamysĺıme
nad samotných fungováńım Algoritmu X. Ten si vybere řádek r (hrany kostry), který za-
hrne do řešeńı a pokryje všechny sloupce kde má řádek r hodnotu 1 (kde má kostra hranu).
Pokryt́ı znamená odstraněńı všech ostatńıch řádk̊u, které také maj́ı hodnotu 1 v některém
z pokrývaných sloupc̊u. Což je ale přesně to co očekáváme, zahrneme-li totiž nějakou hranu
do řešeńı, nechceme už pak nadále vyb́ırat z řádk̊u (koster), které tuto hranu obsahuj́ı také.

Pokryje-li algoritmus všechny sloupce, pak také pokryl všechny hrany kompletńıho grafu
a nalezené řešeńı je t́ım co hledáme. Rozklad kompletńıho grafu pak z takového řešeńı vyčteme
velmi jednoduše, a to pouze tak, že si přečteme jmenovku hlavičkového sloupce každého ele-
mentu řešeńı (hrany kostry). Každá tato jmenovka je totiž jednoznačně určena a přesně ř́ıká,
kterou hranu každý element z řešeńı reprezentuje.

Ještě si pro názornost můžeme ukázat zmáné rozklady nejmenš́ıch graf̊u právě dvojhvězdou.

K4

24



K6

5.4 Výpočty

Bude zaj́ımavé pod́ıvat se jak velká bude tato úloha v č́ıslech. Bude nás zaj́ımat

• počet sloupc̊u je roven
(

n

2

)
=

n!
(n− 2)! · 2!

=
1
2
· n · (n− 1) (počet hran kompletńıho

grafu),

• počet řádk̊u je nejvýše P (n) = n! (maximálńı počet permutaćı vrchol̊u kostry),

• počet jedniček na řádku je roven n− 1 (počet hran kostry).

Počet řádk̊u může být menš́ı než počet všech permutaćı, pokud zajist́ıme aby se v matici
neopakovaly stejné řádky. Proto nás také bude zaj́ımat počet řádk̊u v matici bez duplicitńıch
řádk̊u pro dvojhvězdu jako rozkládaj́ıćı kostru,

• počet neidentických řádk̊u pro dvojhvězdu je roven
n!

2 ·
((n

2
− 1

)
!
)2 .

I když je ve vzorci pro počet neidentických řádk̊u obsažen faktoriál, odhad nárustu veli-
kosti úlohy pro dvojhvězdu je ”pouze“ exponenciálńı a je větš́ı než O(2n) a zároveň menš́ı než
O(2, 1n).

Pod́ıvejme se na tabulku vypoč́ıtaných hodnot.
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n = 4 n = 6 n = 8 n = 10 n = 16

počet sloupc̊u 6 15 28 45 120

maximálńı počet řádk̊u 24 720 40 320 3 628 800 20 922 789 888 000

počet jedniček na řádku 3 5 7 9 15

max. jedniček v úloze 432 54 000 7 902 720 1 469 664 000 37 661 021 798 400 000

počet neidentických řádk̊u
12 90 560 3 150 411 840

(pro dvojhvězdu)

počet jedniček v úloze
36 450 3 920 28 350 6 177 600

(pro dvojhvězdu)

Je z ńı okamžitě a na prvńı pohled patrné, že bez možnosti určit izomorfismy bude úloha
nar̊ustat neúnosným zp̊usobem. Pokud tuto možnost nebudeme dále uvažovat, nebo pokud
budeme schopni identifikovat jen malý zlomek izomorfńıch koster, potom nejsṕı̌se nebude
možné ani nagenerovat úlohu, protože se svým rozsahem nevejde do operačńı paměti žádného
poč́ıtače. A právě tady muśı nastoupit teoretický př́ıstup.

6 Popis vytvořeného programu a jeho základńıch tř́ıd

V této kapitole si vysvětĺıme základńı použité postupy, abychom se dozvěděli v́ıce o tom jak
samotný program funguje.

6.1 Tř́ıda TaskCreator

Tř́ıda TaskCreator obsahuje pouze statické metody, které napomáhaj́ı vytvořit úlohu pro Dan-
cingLinksResolver. Velmi jednoduše vytvář́ı čtyřsměrně prolinkovanou strukturu za pomoćı
těchto metod:

• getRow(int rowLength) – vytvoř́ı jeden dvojitě prolinkovaný řádek;

• getRoot(int count) – vytvoř́ı zadaný počet hlavičkových objekt̊u a jeden kořenový
objekt (který metoda vraćı jako výstupńı parametr) a dvojitě je prolinkuje;

• getRoot(String...names) – obdobně jako u getRoot(int count) jen s t́ım rozd́ılem,
že vyplňujeme i pole pro název každého sloupcového objektu;

• getRoot(List<String> names) – obdobně jako u getRoot(List<String> names),
je zde pouze jiný zp̊usob předáńı názv̊u sloupcových parametr̊u;

• addRow(HeaderAndDataObject root, int... headerPositions) – prolinkuje do
struktury nový řádek, který obsahuje jedničky na zadaných pozićıch (index zač́ıná č́ıslem
1, nultý je root);
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• addRow(HeaderAndDataObject root, TreeSet<Integer> headerPositions) –
obdobně jako u addRow(HeaderAndDataObject root, int... headerPositions),
je zde pouze jiný zp̊usob předáńı pozic obsahuj́ıćıch jedničky.

Jako př́ıklad vytvoř́ıme čtyřsměrně prolinkovanou strukturu pro následuj́ıćı tabulku z
př́ıkladu v kapitole 3.3:

1 2 3 4 5 6 7

A 1 0 0 1 0 0 1

B 1 0 0 1 0 0 0

C 0 0 0 1 1 0 1

D 0 0 1 0 1 1 0

E 0 1 1 0 0 1 1

F 0 1 0 0 0 0 1

Postup, jak takovou strukturu vytvořit, je jednoduchý:

// vytvorime root ob jekt
HeaderAndDataObject root = TaskCreator . getRoot ( ”1” , ”2” , ”3” , ”4” , ”5” , ”6” , ”7” ) ;
// i tento zpusob j e mozny
// HeaderAndDataObject root = TaskCreator . getRoot (7 ) ;

TaskCreator . addRow ( root , 1 , 4 , 7 ) ; // radek A
TaskCreator . addRow ( root , 1 , 4 ) ; // radek B
TaskCreator . addRow ( root , 4 , 5 , 7 ) ; // radek C
TaskCreator . addRow ( root , 3 , 5 , 6 ) ; // radek D
TaskCreator . addRow ( root , 2 , 3 , 6 , 7 ) ; // radek E
TaskCreator . addRow ( root , 2 , 7 ) ; // radek F

6.2 Tř́ıda DancingLinksResolver

Tř́ıda DancingLinksResolver představuje obecnou tř́ıdu, která implementuje Algoritmus X
Dancing links technikou. Pracuje tedy s čtyřsměrně prolinkovanou strukturou, kterou převezme
hned v konstruktoru tř́ıdy (parametr root).

Tato tř́ıda disponuje metodami:

• searchMinHeader(int k) – nalezeńı sloupce s nejmenš́ım počtem jedniček;

• coverColumn(HeaderAndDataObject header) – metoda pro odebráńı sloupce ze
struktury;
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• uncoverColumn(HeaderAndDataObject header) – metoda pro navráceńı sloupce
zpět do struktury;

• findFirstSolution() – nalezeńı prvńıho řešeńı;

• findSolutions() – nalezeńı všech řešeńı;

• findSolutions(int numberOfSolutions) – nalezeńı zadaného počtu řešeńı.

Podbrobný princip fungováńı těchto metod je popsán už v kapitole 4 – Dancing Links.
Máme-li již připravený root – kořenový objekt a tedy celou strukturu úlohy, řešeńı źıskáme

pomoćı několika málo př́ıkaz̊u:

// vytvoren i t r idy , kte ra umi r e s i t ulohu
DancingLinksResolver dlx = new DancingLinksResolver ( root ) ;

// na l e z en i a pruchod pres vsechna r e s e n i
f o r ( Solution sol : dlx . findSolutions ( ) ) {

// t i s k r e s e n i
System . out . println ( sol ) ;

}

6.3 Tř́ıda CompleteGraphTaskCreator

Tato tř́ıda je tou nejd̊uležitěǰśı. Rozkládá kompletńı graf na předepsané podgrafy a vytvář́ı
tak úlohu pokryt́ı. Na základě zadaných parametr̊u:

• řád grafu,

• podgraf:

– hrany podgrafu,

– podmı́nky pro rozpoznáńı izomorismů,

• počet hledaných řešeńı,

vytvoř́ı úlohu, kterou už je DancingLinksResolver schopen vyřešit. Jednotlivé parametry jsou
d̊ukladněji vysvětleny v kapitole 6.5 – Program a jeho nastaveńı.

6.3.1 Procházeńı všech permutaćı

Pro pr̊uchod všech permutaćı jsme použili následuj́ıćı algoritmus. Jako základ nám posloužil
algoritmus, který je detailně popsán v [2] (kapitola 5.3).

/∗∗
∗ Metoda pro pruchod vsech permutaci .
∗
∗ @param subgraph − d e f i n i c e podgrafu ,
∗ @param root − ukazate l na korenovy objekt ulohy ,
∗ @param graphEdgeMap − mapa p r i r a z u j i c i kazde hrane j e j i h lav ickovy objekt ,
∗ @param graphNodes − seznam vrcho lu gra fu
∗/

p r i va t e void permutation ( SubGraph subgraph , HeaderEdgeObject root ,
Map<Edge , HeaderEdgeObject > graphEdgeMap , Vector<Node> graphNodes ) {
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i n t n = subgraph . getNodes ( ) . size ( ) , i , j , select [ ] = new in t [ n ] ;
select [ i = 0] = −1;
While : wh i l e ( i >= 0) {

i f (++select [ i ] >= n ) {
i−−;
cont inue ;

}
f o r ( j = 0 ; j < i ; j++) {

i f ( select [ i ] == select [ j ] ) {
cont inue While ;

}
}
i f (++i < n ) {

select [ i ] = getStartValue ( subgraph , select , i ) ;
cont inue ;

}
processPermutation ( select , subgraph , root , graphEdgeMap , graphNodes ) ;
i−−;

}
}

/∗∗
∗ Funkce , kte ra v r a c i index od ktereho se bude pokracovat p r i proh ledavani ←↩

permutaci na zak lade podminek podgrafu .
∗
∗ @param subgraph − d e f i n i c e podgrafu
∗ @param s e l e c t − po le permutaci
∗ @param i − index v p o l i s e l e c t , pro ktery se z j i s t u j e pocatecn i index
∗ @return
∗/

p r i va t e i n t getStartValue ( SubGraph subgraph , i n t [ ] select , i n t i ) {
f o r ( Integer [ ] cond : subgraph . getConditions ( ) ) {

i f ( cond [1 ] == i ) {
r e turn select [ cond [ 0 ] ] ;

}
}

r e turn −1;
}

Je to nerekurzivńı algoritmus a přitom stále obecný pro libovolný počet prvk̊u n. Vytvář́ı
permutace naplňováńım jednorozměrného pole select[] indexy 0 až n− 1 postupně od prvku
s indexem 0 až po prvek s indexem n − 1. Nav́ıc jsme tento algoritmus upravili tak, aby
permutace generoval př́ımo podle zadaných podmı́nek izomorfismu (tvar těchto podmı́nek je
uveden v kapitole 6.5.1 – Program a jeho nastaveńı, Server). Když se posune v poli a začne
hledat daľśı index, už to totiž nutně neznamená hledáńı od -1, ale pod́ıvá se jestli se na po-
sledńı naplněné mı́sto v poli neváže podmı́nka izomorfismu. Pokud ano, je startovńı index
v posunutém mı́stě pole nastaven na hodnotu stejnou jaká je na mı́stě, se kterým je svázáno
podmı́nkou izomorfismu.

Toto vylepšeńı, nejenom že kontroluje podmı́nky izomorfismu, a před samotným zpra-
cováńım permutace už tyto podmı́nky nemuśıme znovu kontrolovat, ale nav́ıc nám ušetř́ı
spoustu výpočetńıho času, protože mnoho kombinaćı poskládáńı pole select[] úplně přeskoč́ı.

Př́ıklad:

29



Podmı́nky pro takovýto př́ıpad jsou ve tvaru: cond =
{

[1, 2], [2, 3], [4, 5], [6, 7], [7, 8]
}

.
Uživatel tyto podmı́nky muśı zadat sám, protože implementace automatického rozpoznáńı
podmı́nek je nad rámec této práce.

Tyto podmı́nky ř́ıkaj́ı, že pokud zaměńıme např́ıklad vrchol 1 a vrchol 2, pak dostaneme
opět stejný graf. Náš algoritmus si je ale nedokáže naj́ıt, pro každý zadaný graf je uživatel
muśı správně sestavit sám a předat je algoritmu jako vstupńı parametr.

Algoritmus, který hledá permutace začne s prázdným polem select[] = [, , , , , , , ] a naplňuje
jej zleva indexy vzestupně. Po několika cyklech se dostane do stavu, na kterém je jasně zřetelné
uryhleńı algoritmu. Pole bude naplněno následuj́ıćım zp̊usobem select[] = [4, 5, 6, 7, , , , ]. Daľśı,
a tedy pátou, pozici nezačne procházet znovu od hodnoty 1, ale protože v cond existuje
izomorfńı podmı́nka pro pátou pozici [4, 5] vezme hodnotu na pozici 4 a hned za začátku
nového cyklu k ńı přičte jedničku (select[4]+1 = 8) a od této hodnoty teprve začne procházet
pozici select[5]. Dostáváme tedy okamžitě pole select[] = [4, 5, 6, 7, 8, , , ]. Pokud by podmı́nku
nenašel, začal by pátou pozici procházet od hodnoty 1.

Seznam podmı́nek cond =
{

[1, 2], [2, 3], [4, 5], [6, 7], [7, 8]
}

tedy algoritmu ř́ıká, že pozice
select[2] se vždy začne procházet od hodnoty select[1] + 1, dále pak select[4] = select[3] +
1, select[5] = select[4] + 1, select[7] = select[6] + 1 a nakonec select[8] = select[7] + 1.

T́ımto postupem nagenerované permutace splňuj́ı vždy všechny stanovené podmı́nky izo-
morfismu.

6.4 Paralelizace

Pro paralelizaci problému jsme zvolili klient/server architekturu. Je tedy spuštěna jedna serve-
rovská aplikace a neomezený počet klientských. Veškerá komunikace prob́ıhá prostřednictv́ım
TCP/IP přes java Sockety, přednastavené na port 5555. Toto nastaveńı je zaneseno napevno
v kódu a uživatelsky se tedy nedá měnit (viz 7.5 – Program a jeho nastaveńı).

6.4.1 Server

Serverová část se stará o vyřešeńı problému jako celku. Je to tedy ta část, kde uživatel nastav́ı
všechny potřebné parametry, jako jsou velikost úlohy, tvar podgrafu, počet řešeńı a daľśı. Poté
server spust́ı a ten si bud’to nejdř́ıve nageneruje úlohu, pokud tedy ještě nagenerovaná neńı,
nebo př́ımo zadá vstupńı soubor s úlohou. Poté čeká na připojeńı klient̊u a pro každého
provede tento seznam akćı:

1. pošle celou úlohu,
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2. pošle nastaveńı pro řešeńı úlohy (počet řešeńı, které ještě zbývaj́ı naj́ıt, popř. požadavek
na výpis času či počtu řešeńı),

3. pošle ”startovaćı řádek“,

4. přij́ımá řešeńı od klienta,

5. pokud už nalezl zadaný počet řešeńı, nebo pokud prozkoumal celou úlohu pak skonč́ı,
jinak se vrát́ı k bodu č́ıslo 2.

Server má celou úlohu k dispozici a postupně si z jej́ı kopie odeb́ırá řádky, které poslal
jako startovaćı řádky a dostal na ně odpověd’. Když už nezbývá žádný daľśı řádek v seznamu.
Pak je úloha kompletně prozkoumána a server může svou činnost ukončit.

6.4.2 Klient

Klientské části stač́ı nastavit pouze IP adresu serveru a spustit. T́ımto se klientský program
připoj́ı k serveru a

1. přijme celou úlohu,

2. přijme nastaveńı pro řešeńı úlohy (zejména počet hledaných řešeńı),

3. přijme ”startovaćı řádek“,

4. pokryje úlohu startovaćım řádkem a začne hledat zbytek řešeńı,

5. pokud našel nějaké řešeńı, tak jej pošle na stranu serveru,

6. odkryje startovaćı řádek v úloze,

7. pokud dostane od serveru zprávu o dokončeńı úlohy, tak skonč́ı, jinak se vrát́ı k bodu
č́ıslo 2.

6.5 Program a jeho nastaveńı

Pro náš program jsme zvolili programovaćı jazyk Java, byl vyv́ıjen ve verzi Java Standard
Edition (Java SE) 1.6, update 16.

Samotný program je vygenerován do jar souboru (DLX.jar). V některých operačńıch
systémech může být tento soubor samospustitelný. Main tř́ıda – main.Main (main – pac-
kage, Main – tř́ıda) – je zadefinovaná v manifestu souboru. V tomto př́ıpadě by se ale spustil
bez užitku, protože má jeden povinný argument, aby se mohl rozhodnout jestli se má spustit
jako server, či jako klient.

Pro úlohy vyšš́ıho řádu je také zapotřeb́ı programu přidělit v́ıce operačńı paměti. Toto
zajist́ıme opět jen přidáńım daľśıch spouštěćıch parametr̊u (-Xms$$$$m a -Xmx$$$$m, kde
$$$$ je počet přidělených MB).

Veškerá programová komunikace mezi serverem a klienty prob́ıhá pomoćı TCP/IP na portu
5555. Pokud je již tento port obsazený, program nebude moci fungovat správně. Záměrně
v celém programu neńı možnost č́ıslo portu nastavit a to proto, že pokud se spust́ı server
a klienti nebudou vědět na jakém portu server běž́ı, tak nemaj́ı jinou možnost si to zjistit,
než kontaktovat správce serveru. Což by bylo v rozporu s myšlenkou připojeńı neomezeného
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počtu klient̊u.

Př́ıklad správného spuštěńı programu vypadá následovně:

• Server (soubor: start server.bat)
javaw -Xms512m -Xmx512m -jar DLX.jar main.Main -server

• Klient (soubor: start client.bat)
javaw -Xms512m -Xmx512m -jar DLX.jar main.Main -client

6.5.1 Server

Po spuštěńı aplikace serveru je třeba do formuláře grafického uživatelského rozhranńı (GUI)
zadat několik d̊uležitých údaj̊u.

• Řád grafu – muśı to být sudé č́ıslo větš́ı než nula a pro řád n = 2 je řešeńı triviálńı.
Naopak pro velké řády n nemá smysl úlohu řešit, byla by pak natolik velká, že bychom se
řešeńı nedočkali v rozumném čase. Nav́ıc neńı nutné hledat rozklady tak velkých graf̊u,
protože jako základ indukce dokázaných tvrzeńı o rozkladech grafu stač́ı tyto ”malé“
grafy. Z těchto d̊uvodu máme na výběr z předdefinovaného seznamu, který obsahuje
řády 4 až 18 včetně.

• Hrany podgrafu – zde zadáme hrany podgrafu, kterým chceme úplný graf pokrývat.
Hrany muśı být v předepsaném tvaru: [(0,1),(1,2),...] (tj. hrana mezi 0. A 1. vrcholem
a mezi 1. A 2. vrcholem,...) přičemž je povinná alespoň jedna hrana. Neńı-li parametr
použit, a tedy poĺıčko z̊ustane prázdné, pak bude program pracovat s přednastavenou
kostrou – dvojhvězdou.

• Podmı́nky podgrafu – jsou t́ım myšleny podmı́nky izomorfismu zadané ve tvaru
[(0,1),...] (tj. index 0. vrcholu podgrafu muśı být větš́ı než index 1. vrcholu podgrafu,...),
taktéž je t́ım myšleno, že když zaměńıme vrchol 0 s vrcholem 1 dostaneme opět tentýž
graf.

• Výpis doby trváńı – zaškrtneme pokud budeme cht́ıt vypsat dobu trváńı jednotlivých
operaćı (doba generováńı úlohy, doby řešeńı jednotlivých blok̊u klient̊u, celková doba
výpočtu všech řešeńı).

• Výpis počtu řádk̊u – server vyṕı̌se kolik řádk̊u obsahuje nagenerovaná úloha.

• Výpis počtu řešeńı – vyṕı̌se kolik řešeńı nalezli klienti v jednotlivých bloćıch a nakonec
celkový počet nalezených řešeńı.

• Počet hledaných řešeńı – zde zadáme kolik nejvýše řešeńı má program hledat než
skonč́ı. Prázdné poĺıčko, nebo text ”ALL“ zajist́ı hledáńı všech řešeńı.

• Výstupńı soubor – umı́stěńı a název souboru obsahuj́ıćıho veškerý text z logu pro-
gramu.

• Výstupńı soubor vytvořené úlohy – soubor pro nagenerováńı úlohy, např. pro
pozděǰśı použit́ı.
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• Vstupńı soubor s úlohou – cesta k souboru s nagenerovanou úlohou, při vyplněńı
této možnosti už neńı zapotřeb́ı zadávat řád grafu, ani informace o podgrafu. Program
si je sám načte ze vstupńıho souboru.

• Neřešit úlohu – zaškrtneme pokud nechceme úlohu řešit hned, ale úlohu pouze vyge-
nerovat do souboru.

• Start – tlač́ıtko pro zahájeńı výpočtu.

• Log – zde se zobrazuj́ı veškeré výpisy programu.

6.5.2 Klient

Klient má velmi jednoduché GUI. Disponuje pouze těmito ovládaćımi prvky:

• IP adresa serveru – zde se naṕı̌se IP adresa poč́ıtače, na kterém je server spuštěný.

• Start – tlač́ıtko pro zahájeńı výpočtu.

• Log – zde se zobrazuj́ı veškeré výpisy programu.
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7 Eternity puzzle

V této kapitole se budeme zabývat převodem úlohy Eternity II na vstup Algoritmu X. Nejdř́ıve
si ale krátce pov́ıme i o prvńı verzi této skládačky.

7.1 Eternity I

Eternity I (anglicky The Eternity puzzle) je geometrická skládačka, za kterou obdržel prvńı
úspěšný řešitel odměnu ve výši 1 000 000 britských liber. Tuto skládačku vytvořil matematik
Christopher Monckton, který sám vložil polovinu peněz na výhru. Hra byla distribuována
společnost́ı Ertl Company.

Christopher Walter Monckton, který se narodil 14. února 1952 neńı pouze matematik,
ale také obchodńı konzultant, politický poradce, spisovatel a mimo jiné vynálezce Eternity
skládaček. Źıskal magisterský titul na univerzitě v Cardiff.

Samotná skládačka je tvořena 209 nepravidelnými d́ılky a po složeńı tvoř́ı skoro pravidelný
dvanáctiúhelńık. Na trh byla hra uvedena v červnu 1999. Po svém uvedeńı se Eternity stala
obrovským hitem a ve Velké Británii se stala nejprodávaněǰśı hrou, přestože jej́ı cena byla
£35. Před uvedeńım Eternity na trh, předpokládal jej́ı tv̊urce Monckton, že bude vyřešena za
1 - 3 roky.

Tuto nadmı́ru složitou skládačku vyřešili 15. května 2000, před prvńım konečným termı́nem,
dva matematici z Cambridge, Alex Selby a Oliver Riordan, kteř́ı použili skutečně d̊uvtipnou
metodu k urychleńı vyřešeńı této skládačky. Využili poč́ıtače, kterému předt́ım ulehčili práci
t́ım, že se jim podařilo naj́ıt tzv. ”end-game position” a špatné tvary(d́ılky) – wrong shape,
které do sebe v žádném př́ıpadě nemohly zapadnout.

Takto vypadá jedno z možných řešeńı této skládačky [8]:

34



7.2 Eternity II

Eternity II (anglicky The Eternity II puzzle) je skládačka, která je spojena s odměnou
2 000 000 USD pro prvńıho úspěšného řešitele. Eternity II byla na trh uvedena 28. července
2007 po velkém úspěchu předchoźı skládačky Eternity I. Autorem Eternity II je opět Chris-
topher Monckton, ale tentokrát hru vydala společnost TOMY UK Ltd.

Eternity II se skládá z 256 d́ıl̊u, které se skládaj́ı na čtvercovou plochu 16 x 16 poĺıček.
Na 256 d́ılech jsou r̊uzné barevné vzory. Všech 256 čtverečk̊u je rozděleno úhlopř́ıčkami na čtyři
stejné části, které jsou obarveny r̊uznou barvou. Barev je celkem 22 + šedá, kterou jsou
označeny poĺıčka, která musej́ı být po poskládáńı směrem k hranici. Tud́ıž je šedá barva
jakousi barvou neutrálńı.

Na počátku je čtvercová plocha s 256 poĺıčky a 256 d́ılky. Tyto d́ılky muśı být sestaveny
tak, aby strany celého obrazce byly šedé a barvy jednotlivých poĺıček na sebe plynule nava-
zovaly. Tud́ıž po složeńı vznikne obrazec, kde orámováńı čtverce bude šedé a uvnitř čtverce
by měl vzniknout obrazec s plynulými přechody mezi d́ılky. Teoreticky nab́ıźı Eternity II,
na rozd́ıl od normálńıho puzzle, tiśıce možnost́ı poskládáńı, matematicky by mělo těchto
možnost́ı poskládáńı existovat přesně 256!× 4256 [9].

Daľśı výklad ale bude pokračovat na menš́ı verzi této hry. Princip z̊ustává stále stejný,
jen velikost hraćı plochy bude tvořit pole velikosti 4 x 4 poĺıčka a barev je v této verzi
použito pouze 5 (4 + šedá). Takováto hra je k dispozici online na webových stránkách Eter-
nity II [10] a slouž́ı jako velmi chytlavá ukázka demonstruj́ıćı samotnou hru, jej́ı principy,
pravidla i obt́ıžnost.

7.3 Vytvořeńı úlohy pro Algoritmus X

Aby se úloha Eternity skládačky dala řešit, muśıme z problému skládáńı d́ılk̊u vytvořit
matematický problém. Pokuśıme se tedy naj́ıt vhodnou matematickou reprezentaci tohoto
problému, tak aby ji byl Algoritmus X schopný vyřešit.
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Proto je právě tato kapitola, ve které si poṕı̌seme hned dvě možnosti jak vytvořit úlohu
pro Algoritmus X, jedńım z hlavńıch př́ınos̊u této diplomové práce.

7.3.1 Prvńı zp̊usob vytvořeńı úlohy

Stejně jako u rozkladu kompletńıho grafu budeme potřebovat definovat množinu X a systém
jejich podmnožin S. Ukažme si jeden z možných zp̊usob̊u, jak množinu X reprezentovat.
Prvky množiny X odpov́ıdaj́ı sloupc̊um tabulky. Nejdř́ıve, se pod́ıvejme jak jedna taková
hraćı kostka vypadá. Mı́sto barev jednotlivých část́ı kostky jsou ṕısmena A až D.

Kostek máme dohromady tolik, kolik je poĺıček na hraćım plánu. Na malém plánu to je
4 x 4 = 16. Úloha bude splněna ve chv́ıli kdy pokryjeme všech 16 sloupc̊u, tj. použijeme všech
16 kostek. A proto základńı část tabulky bude tvořena právě šestnácti sloupci, i-tá kostka má
jedničku právě v i-tém sloupci.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1. kostka 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2. kostka 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

... 0
. . . 0

16. kostka 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Ještě ale bude zapotřeb́ı uvážit všechny možnosti na která pole je možno každou kostku
položit a započ́ıtat všechny možnosti, jak ji otočit a t́ım vytvořit kompletńı systém množin
S. Přibudou tak daľśı sloupce, které nám pomohou s výběrem správného řešeńı. Počet řádk̊u
tedy bude mnohem větš́ı, hodnoty se v této základńı části tabulky mnohokrát zopakuj́ı. Lǐsit
se budou až v daľśı, nepovinně pokrývané, části tabulky (viz dále).
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Nejdř́ıve si ale oč́ıslujeme poĺıčka hraćı plochy následuj́ıćım zp̊usobem:
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Každá kostka je rozdělena na 4 části, budeme tedy potřebovat ještě jemněǰśı děleńı:

Jak jsme si již řekli, úloha bude vyřešena, když pokryjeme všechna pole a použijeme tak
všechny kostky. Nav́ıc ale potřebujeme zajistit, aby algoritmus poznal, které řádky, možnosti
umı́stěńı a natočeńı kostky, už k řešeńı nevedou. Takové podmı́nky jsme schopni vynutit
přidáńım nepovinných sloupc̊u do struktury a vytvářet tak úlohu pro modifikovanou verzi
Dancing Links algoritmu. Jen si připomeneme, že se jedná o sloupce, které k vyřešeńı problému
nemuśı být pokryty, hraj́ı ovšem d̊uležitou roli pro výběr řádk̊u, které odpov́ıdaj́ı př́ıpustnému
umı́stěńı kostek.

V každém z 16 · 4 = 64 d́ılk̊u může být jiná barva. Proto jedno poĺıčko hraćı plochy může
reprezentovat hned čtyřikrát počet barev, tedy 4 x 5 = 20, sloupc̊u. Přǐrad́ıme tedy barvám
ṕısmena A až E a pod́ıváme se, jak bude vypadat hlavičkový řádek celé tabulky.

1 · · · 16 1-1A 1-1B · · · 1-1E 1-2A · · · 1-4E 2-1A · · · 16-4E

Např́ıklad 2-1A znamená, že jde o prvńı d́ılek kostky umı́stěné na druhém poĺıčku hraćı
plochy, který má barvu A. 2-1A tedy přesně znamená 2-poĺıčko, 1-d́ılek, A-barva.

Všechny tyto údaje budou sloužit pro přesné zjǐstěńı, kde kostka právě lež́ı a jak je otočená.
Dále si v těchto sloupćıch můžeme uchovávat informace následuj́ıćıho typu. Pokud na d́ılek

1-2 připadne barva A, pak i na d́ılek 2-4 muśıme umı́stit barvu A a tedy odstranit všechny
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řádky úlohy, které maj́ı na d́ılku 2-4 barvu jinou než A. Barvě A na d́ılku 1-2 proto přiděĺıme
hodnotu 0, ostatńı barvy na d́ılku 1-2 dostanou hodnotu 1. Sousedńımu d́ılku 2-4 přiděĺıme
hodnoty pro jednotlivé barvy přesně naopak, d́ılek 2-4 tak bude mı́t pouze jednu jedničku
právě u barvy A. Toto rozmı́stěńı hodnot zap̊usob́ı na úlohu přesně tak, jak očekáváme.
Algoritmus bude muset zakrýt sloupec 2-4A, což znamená zakrýt všechny ostatńı řádky,
které taktéž obsahuj́ı jedničku ve sloupci 2-4A. Bystrý čtenář si již jistě uvědomil, že jedničku
pro d́ılek 2-4 maj́ı všechny barvy kromě té jediné, která má z̊ustat a sice barva A.

Zvolme si náhodný př́ıklad obarveńı kostky:

Řekněme, že tato kostka bude ležet na poli č́ıslo 6. Pak pro kostku, tak jak je na obrázku,
a všem čtyřem otočeńım (ve směru hodinových ručiček) odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı řádky v tabulce:

1 · · · 16
2-3 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 10-1

D A ABCE ACDE ABDE BCDE B C

1. kostka 0° 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 · · · 16
2-3 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 10-1

A C BCDE ABCE ACDE ABDE D B

1. kostka 90° 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 · · · 16
2-3 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 10-1

C B ABDE BCDE ABCE ACDE A D

1. kostka 180° 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 · · · 16
2-3 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 10-1

B D ACDE ABDE BCDE ABCE C A

1. kostka 270° 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

Zápis 6-1ABCE znamená, že umı́st́ıme stejnou hodnotu do sloupc̊u 6-1A, 6-1B, 6-1C
a 6-1E. Dále jsme pro zjednodušeńı vypsali pouze ty nepovinné sloupce, kde bude zapsaná
hodnota d́ılku rovna 1, všechny ostatńı nepovinné sloupce maj́ı hodnotu 0.

Celkem bude jeden řádek tabulky obsahovat maximálně, v př́ıpadě, že neńı umı́stěn
u kraje, přesně 1 + 4 · (5− 1) + 4 · 1 = 1 + 4 · 5 = 21 jedniček (viz kapitola 6.4 Výpočty).

T́ım že do řešeńı zahrneme 1. kostku 0° se zajist́ı:
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• pro povinnou část struktury – odstraňeńı řádk̊u s jedničkou ve stejném sloupci. Znamená
to tedy odstraněńı všech řádk̊u, kde je uvažovaná kostka jen pootočená, a také všech
řádk̊u kde je právě tato kostka umı́stěná na jiná poĺıčka;

• pro nepovinné sloupce – odstraňeńı všech nežádoućıch barev sousedńıch poĺıček. Např́ıklad
po d́ılku 2-3 budeme požadovat barvu D (vynut́ıme si ji jedničkou ve sloupci 2-3D).
Všechny ostatńı možnosti chceme vyřadit. Přesně to se ale také stane, tabulka má
v řádćıch s barvou D na d́ılku 2-3 ve sloupćıch 2-3A, 2-3B, 2-3C a 2-3E hodnotu 1
a pouze ve 2-3D hodnotu 0, proto algoritmus nezakryje právě jen tyto řádky, ale všechny
ostatńı, které maj́ı ve sloupci 2-3D hodnotu 1, což jsou všechny ostatńı barvy, jenom
ne D. T́ım, jsme zajistili výběr pouze těch řádk̊u, kde lež́ı požadovaná barva.

7.3.2 Poznámky k prvńımu zp̊usobu

K takto nadefinované úloze je ještě zapotřeb́ı zmı́nit pár dodatk̊u či návrh̊u na zlepšeńı.
Např́ıklad jsme se doposud nezabývali podmı́nkou pro správné řešeńı úlohy, kterou je vynuceńı
šedé barvy okolo okraje hraćı plochy. Tohoto lze doćılit hned dvěma zp̊usoby, kde prvńım by
mohlo být přidáńı jednoho řádku do úlohy, který se hned stane součást́ı řešeńı. Takový řádek
by pro všechny krajńı d́ılky obsahoval hodnotu 1 ze všech nepovinných sloupc̊u právě pro
šedou barvu, to je 4 ·n jedniček. A do všech povinných sloupc̊u dosad́ıme hodnotu 0, protože
si pouze vynut́ıme barvu okraje, nepokryjeme však žádnou kostku. V našem př́ıpadě je to
přesně 16 jedniček, které zajist́ı správnou barvu okraje.

Druhým zp̊usobem, jak doćılit téhož je už spojený se samotnou implementaćı algoritmu
generováńı řádk̊u, do kterého by se musel vpravit kontrolńı mechanismus, který by nepovolil
položit šedou barvu nikam jinam než na okraj. Tato kontrola by mohla využ́ıvat poznatku
předchoźıho zp̊usobu. Kontrolovalo by se, jestli se nepokouš́ıme zapsat šedou barvu někam,
kam to nemá povoleno. Taková úloha by byla hned od začátku mnohem řidš́ı a t́ım by kladla
menš́ı nároky na mı́sto v operačńı paměti.

Neńı špatný nápad předpokládat ušetřeńı paměti t́ım, že nám stač́ı vynutit si barvu vždy
jen pravého a spodńıho souseda. V úloze tak i nadále z̊ustanou podmı́nky pro každé rozhranńı
dvou sousedńıch poĺıček a nav́ıc ušetř́ıme 8 · n4 jedniček.

Daľśı prostor pro úsporu paměti nab́ıźı kontrola uspořádáńı barev na kostce. Vezměme si
kostku, která má každé dvě protilehlé barvy stejné.

Pro takové obarveńı má smysl otáčet kostku jen jednou o 90°, daľśım otáčeńım, budeme
dostávat už jen shodné řádky. Taková kontrola by pro každou jednu tuto kostku ignorovala
2 · n2 řádk̊u a pro kostku, která by byla celá z jedné barvy 3 · n2 řádk̊u.

40



Posledńı, avšak jeden z nejd̊uležitěǰśıch postřeh̊u, je interpretace řešeńı úlohy zpět na řešeńı
hry. Bez možnosti převést řešeńı zpět by v̊ubec nemělo smysl ani řešeńı úlohy hledat. Převod
je ovšem velmi jednoduchý. Povinné sloupce označuj́ı pořadové č́ıslo kostky. Ze sloupce, u
kterého má řádek hodnotu 1, vyčteme pořadové č́ıslo. Z každého řádku řešeńı tedy okamžitě
poznáme o jakou kostku se jedná a na hraćı plochu ji umı́st́ıme podle toho, které nepo-
vinné sloupce obsahuj́ı hodnotu 0. Nejdř́ıve si připomeneme jak vypadá označeńı nepovinných
sloupc̊u. Např́ıklad 6-1A znamená, že se jedná o šesté poĺıčko hraćı plochy, prvńı d́ılek a barvu
A. Označeńı čtyř z těchto sloupc̊u muśı vždy zač́ınat stejným prefixem, kostka totiž vždy
lež́ı celá na jednom poĺıčku. Tento prefix tedy udává č́ıslo poĺıčka. Samotné natočeńı kostky
vyčteme z druhé části označeńı. Barva lež́ıćı na d́ılku 6-1 je právě ta, která se nenacháźı
v řešeńı. To proto, že jsme lež́ıćı barvě přǐradili hodnotu 0. Takže bud’ správnou barvu zjist́ıme
vylučovaćı metodou tak, že hledaná barva d́ılku 6-1 neńı žádná z 6-1x v řešeńı. Nebo pokud
jsme se nerozhodli pro podmı́nky pouze pro pravého a spodńıho souseda, správnou barvu
zjist́ıme u sousedńıho d́ılku, který má jedničku v řešeńı u barvy, kterou hledáme. Zároveň
ale muśı i ostatńı barvy ležet přesně tam, kde to od nich řešeńı požaduje. Jejich umı́stěńı si
obdobně přečtemě ze sloupc̊u 6-2x, 6-3x, 6-4x.

Umı́stěńı kostky do hraćı plochy by se dalo zjistit i jednodušeji, pokud bychom si za-
vedli ještě daľśıch n2 sloupc̊u, které by sloužily pro uchováńı této informace. Stejně tak jako
máme pořadové č́ısla kostek, by nám přibyla pořadová č́ısla poĺıček, na které se kostka právě
umist’uje. Řádek by obsahoval jedničku mezi těmito sloupci právě tam, kde pořadové č́ıslo
poĺıčka bude shodné s prefixem právě čtyř sloupc̊u. Je ale potřeba zvážit jestli je to výhodné,
protože samozřejmě dojde ke zvětšeńı úlohy, bez přidáńı jakékoliv informace, která by již
v řešeńı nebyla, jen za cenu větš́ıho pohodĺı při převodu řešeńı úlohy zpět na řešeńı hry.

7.3.3 Druhý zp̊usob vytvořeńı úlohy

Základńı myšlenka druhého zp̊usobu je stále stejná. Povinná část úlohy muśı z̊ustat bezezměny
a nepovinnou část navrhneme úsporněji. Mı́sto toho, abychom pro každou barvu na každém
d́ılku měli jeden nepovinný sloupec, zakódujeme barvu binárńım kódem. I nyńı potřebujeme
zajistit výběr správných řádk̊u (barev sousedńıch d́ılk̊u). Má-li mı́t d́ılek libovolnou barvu
reprezentovanou jedinečným binárńım kódem, pak sousedńımu d́ılku přǐrad́ıme inverzńı kód.
T́ım si při zakrýváńı takových řádk̊u vynut́ıme zachováńı nezakrytých soused̊u požadované
barvy ve struktuře.

Pro každou barvu tedy potřebujeme nejenom jej́ı binárńı kód, ale i jej́ı převrácený kód.
Nav́ıc každý tento kód muśı být jedinečný. Potom počet bit̊u kódu (počet nepovinných sloupc̊u
pro jeden d́ılek) je roven dlog2 (2 · b)e, což je menš́ı už pro počet barev b = 4.

Pro online verzi hry a tedy b = 5 (barvy A až E) je počet bit̊u roven dlog2 (2 · 5)e = 4,
a kódy barev by mohly vypadat např́ıklad takto:

Barva Kód Inverzńı kód
A 0000 1111
B 0001 1110
C 0010 1101
D 0011 1100
E 0100 1011
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Když si nyńı budeme cht́ıt vynutit na sousedovi např́ıklad barvu B, tak bude mı́t hodnoty
nepovinných sloupc̊u pro konkrétńı d́ılek rovny hodnotám 1110 (inverzńı barva). Dojde tedy
k zakryt́ı prvńıch tř́ı sloupc̊u (jedničky inverzńıho kódu), zakryj́ı se tedy barvy, které maj́ı
jedničku alespoň v jednom z prvńıch tř́ı sloupc̊u (jedničky kódu barvy). Zakryj́ı se tedy barvy
C, D a E.

Požadovali jsme ale výběr barvy B. Když nyńı budeme po algoritmu cht́ıt aby pokryl
všechny sloupce a to i ty nepovinné, potom výběr zbývaj́ıćı barvy A nepovede k řešeńı. Už by
totiž nebyla žádná jiná možnost jak pokrýt posledńı bit uvažovaného d́ılku. Jedinou možnost́ı,
která vede ke správnému řešeńı je výběr požadované barvy B.

Tento druhý zp̊usob vytvořeńı úlohy tedy nepracuje s modifikovanou verźı Dancing Links
algoritmu. Je zapotřeb́ı pokrýt všechny vytvořené sloupce!

7.3.4 Poznámky k druhému zp̊usobu

Přednostně je d̊uležité ještě jednou zd̊uraznit, že druhý zp̊usob vytvořeńı úlohy nemá žádné
nepovinné sloupce a vystač́ı si se základńı verźı DLX algoritmu.

Tento zp̊usob se zdá být sice pamět’ově méně náročný, což si ještě ověř́ıme v následuj́ıćı
kapitole, nedokáže ale ihned zajistit přesně požadovanou barvu sousedńıho d́ılku. Při rekurzi
tak neredukuje úlohu stejně rychle jako prvńı zp̊usob. Nav́ıc může na sousedńı d́ılky umı́stit
r̊uzné barvy. S heuristickým výběrem sloupce snad ale svou chybu rozpozná dostatečně brzo.

Protože muśıme pokrýt všechny sloupce, muśıme také vytvořit řádek úlohy, který si vy-
nut́ı okrajové rozmı́stěńı barev. Bez tohoto řádku, bychom nebyli schopni pokrýt všechny
sloupce. Samotná implementace by ale mohla zajistit, aby byl kód okrajové barvy tvořen
pouze jedničkami. Okrajový řádek by potom byl jen sadou nul a byl by tedy nepotřebný.

Převod řešeńı úlohy zpět na řešeńı hry je opět jednoduchý. Pokud bude označeńı sloupc̊u
např́ıklad 6-1-1, což je podobné jako u prvńıho zp̊usobu, tak už zbývá jen správně identifikovat
barvu na d́ılku. K tomu nám bude sloužit právě posledńı část označeńı, která určuje pořadové
č́ıslo bitu. Potom už neńı žádný problém poskládat kód barvy d́ılku a k tomuto kódu zjist́ıme
jeho barvu pomoćı stejného kĺıče, který barvám tyto kódy přǐrazoval.

7.4 Výpočty

Pro č́ıselné vyjádřeńı obt́ıžnosti hledáńı řešeńı hry Eternity II si spoč́ıtáme pár základńıch
údaj̊u pro určeńı velikosti úlohy. Určitě nás bude zaj́ımat počet sloupc̊u, řádk̊u a element̊u –
jedniček v tabulce.

7.4.1 Prvńı zp̊usob

Necht’ n je velikost základny čtvercového hraćıho pole a b je počet barev včetně té okrajové,
pak

• počet sloupc̊u je roven n2 · (1 + 4 · b),
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• počet řádk̊u je nejvýše 4 · n4,

• počet element̊u na řádku je nejvýše 1 + 4 · b.

Počet sloupc̊u je tvořen součtem povinných n2 a nepovinných n2 · 4 · b, kde hraćı plocha
má velikost n2. Každé poĺıčko má 4 d́ılky a každému d́ılku můžeme přǐradit jednu z b barev.

Počet řádk̊u bude maximálně 4 · n4 v závislosti zp̊usobu vytvářeńı úlohy a kontroly du-
plicitńıch řádk̊u. Každou z n2 kostek můžeme umı́stit na n2 poĺıček hraćı plochy a 4x ji
otočit.

Počet element̊u na jednom řádku bude nejvýše 1+4·b. Pro dosažeńı této hodnoty muśı být
kostička umı́stěna mimo okraj, aby si mohla vynucovat barvu okolńıch d́ılk̊u daľśıch kostiček.
Jedna jednička je pro označeńı pořadového č́ısla kostky (povinný sloupec), 4 · (b− 1) jedniček
jsou jedničky označuj́ıćı barvu kostky na všech jejich čtyřech d́ılćıch. A jednu jedničku pro
každého souseda, u kterého si chceme vynutit barvu, nejvýše tedy 4 daľśı jedničky.

Pro srovnáńı náročnosti jednotlivých verźı hry Eternity II nám poslouž́ı následuj́ıćı ta-
bulka.

n = 4, b = 5 n = 16, b = 5 n = 4, b = 23 n = 16, b = 23

online verze originálńı verze

počet sloupc̊u 336 5 376 1 488 23 808

maximálńı počet řádk̊u 1 024 262 144 1 024 262 144

max. element̊u na řádku 21 21 93 93

max. element̊u v úloze 21 504 5 505 024 95 232 24 379 392

7.4.2 Druhý zp̊usob

• počet sloupc̊u je roven n2 ·
(
1 + 4 · dlog2 (2 · b)e

)
,

• počet řádk̊u je nejvýše 4 · n4,

• počet element̊u na řádku je nejvýše 1 + 4 · dlog2 (2 · b)e.

Počet sloupc̊u je tvořen součtem sloupc̊u pro pořadové č́ıslo kostky (n2) a sloupc̊u pro
každý d́ılek všech poĺıček vynásobený počtem bit̊u pro kódováńı barev n2 · 4 · dlog2 (2 · b)e.

Počet řádk̊u bude maximálně 4 · n4 stejně jako u prvńıho zp̊usobu.
Počet element̊u na jednom řádku je nejvýše 1+4·dlog2 (2 · b)e. Rovnosti je dosaženo stejně

jako u prvńıho zp̊usoby pouze u d́ılk̊u, které nelež́ı na okraji hraćı plochy.

Zde je opět tabulka výpočt̊u pro druhý zp̊usob implementace hry Eternity II.
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n = 4, b = 5 n = 16, b = 5 n = 4, b = 23 n = 16, b = 23

online verze originálńı verze

počet sloupc̊u 272 4 352 400 6 400

maximálńı počet řádk̊u 1 024 262 144 1 024 262 144

max. element̊u na řádku 17 17 25 25

max. element̊u v úloze 17 408 4 456 448 25 600 6 553 600

Druhým zp̊usobem došlo k omezeńı velikosti úlohy, tak jak jsme očekávali. Č́ım v́ıce barev
je v úloze použito, t́ım úsporněǰśı druhý zp̊usob bude.

7.5 Popis vytvořených tř́ıd

Pro úlohu Eternity II jsme vytvořili pouze funkčńı tř́ıdy pro sestaveńı úlohy pokryt́ı, neim-
plementovali jsme ale žádné uživatelské rozhranńı.

7.5.1 Tř́ıda EternityTask

Tato tř́ıda uchovává informace o celé úloze. Jej́ımi parametry jsou:

• columns – počet sloupc̊u úlohy,

• rows – počet řádk̊u úlohy,

• List<EternityBrick> bricks – seznam kostek,

• List<Object> colours – seznam barev,

• borderColour – barva okraje.

Nav́ıc tato tř́ıda disponuje metodami, které umı́ zjistit index sousedńıho poĺıčka:

• getLeftNeighbourIndex(int onBoardIndex),

• getUpNeighbourIndex(int onBoardIndex),

• getDownNeighbourIndex(int onBoardIndex),

• getRightNeighbourIndex(int onBoardIndex),

nebo spoč́ıtat počet bit̊u pro zakódováńı všech barev:

• getBitsForColours().
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7.5.2 Tř́ıda EternityTaskCreator a EternityTaskCreatorVersion2

Tř́ıda EternityTaskCreator rozšǐruje tř́ıdu TaskCreator (viz kapitola 6.1) o nové metody
potřebné pro sestaveńı úlohy pokryt́ı Eternity II. Jej́ım hlavńım rozd́ılem je, že pracuje se
dvěma kořenovými objekty, kde jeden z nich představuje povinou část úlohy a druhý nepovi-
nou.

Mezi jej́ı metody patř́ı např́ıklad:

• createTaskTree(EternityTask task) – vytvořeńı úlohy pokryt́ı,

• addRow(HeaderAndDataObject mandatoryRoot,
TreeSet<Integer> mandatoryPositions,
HeaderAndDataObject optionalRoot,
TreeSet<Integer>optionalPositions) – přidáńı řádku do úlohy s rozlǐseńım po-
vinných a nepovinných sloupc̊u,

• addBorder(EternityTask task, HeaderAndDataObject mandatoryRoot,
HeaderAndDataObject optionalRoot) – přidáńı řádku, který si vynut́ı barvu na okraji
hraćı plochy,

• interpretationOfSolution(Solution solution) – velmi d̊uležitá metoda, která převede
nalezené řešeńı do čitelné formy.

Tř́ıda EternityTaskCreatorVersion2 přepisuje metody tř́ıdy EternityTaskCreator tak, aby
byla úloha sestavená podle popisu v kapitole 7.3.3.
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8 Závěr

Prvńım ćılem této diplomové práce bylo sestavit a naimplementovat algoritmy, které vytvoř́ı
úlohu rozkladu kompletńıho grafu na předepsané podgrafy jako úlohu pokryt́ı pro Dancing
Links algoritmus, a následně budou umět tuto úlohu vyřešit.

Nav́ıc jsme podle požadavk̊u zadáńı tento algoritmus paralelizovali. Programovaćı ja-
zyk C++ by byl pro hledáńı řešeńı jistě rychleǰśı, my jsme však zvolili Javu jako progra-
movaćı jazyk a veškerá komunikace serveru s klientskými stanicemi prob́ıhá přes TCP/IP,
takže je možné serverovskou část umı́stit na poč́ıtač dostupný z internetu a bude se k němu
moci připojit a pod́ılet se na výpočtu řešeńı libovolný počet klientských stanic. Je tedy vše
připraveno na řešeńı libovolně složitých úloh a přitom nás neomezuje nutnost spouštět pro-
gram pouze na v́ıcejádrových superpoč́ıtač́ıch.

Pokud se tedy rozhodneme využ́ıt tohoto nástroje pro hledáńı rozklad̊u, tak by určitě bylo
dobré vytvořit webové stránky věnuj́ıćı se tomuto problému s odkazy na stažeńı klientských
část́ı, aby se do řešeńı problému mohl zapojit opravdu každý.

Je-li úkolem nalezeńı prvńıho řešeńı pro graf řádu n = 16 a dvojhvězdu jako jeho rozkládaj́ıćı
podgraf, pak naimplementovaný algoritmus naleze toto řešeńı již během několika vteřin, což
dokazuje efektivitu navrženého algoritmu. K ověřeńı jeho správnosti jsme porovnali počty
řádk̊u, které nageneroval a které souhlaśı s vypoč́ıtanými hodnotami. Stejně tak výsledná
řešeńı určená programem jsou opravdu rozkladem kompletńıho grafu na zadané podgrafy.

Velkým př́ınosem naimplementovaných algoritmů je to, že dokaž́ı již při generováńı úlohy
odstranit identické řádky (izomorfńı podgrafy). Pro úlohu se zadanými podmı́nkami izomor-
fismu, řádu n = 16 a dvojhvězdu jako podgraf, je nagenerovaná úloha 50 803 200x menš́ı než,
kdyby podmı́nky zadané nebyly.

Pro praktické použit́ı by jistě bylo dobré navázat tak, aby podmı́nky symetrie nageneroval
program sám bez pomoci uživatele.

Daľśım ćılem této práce je matematická reprezentace Eternity II skládačky. Vytvořené
algoritmy dokáž́ı demonstračńı online verzi hry vyřešit během zlomku vteřiny. Při pokusu
tuto úlohu zvětšit 4-krát na velikost hraćı plochy 8x8 poĺıček už ale nejsme ani během několika
hodin schopni doj́ıt k řešeńı. Tv̊urce této skládačky, Christopher Monckton, si je zajisté dobře
vědom toho, že vyřešit tuto úlohu výpočetńı technikou nebude v̊ubec jednoduché a hlavně
nijak rychlé a nejsṕı̌s právě proto stanovil výši výhry tak vysokou.

Pokud bychom chtěli ušetřit ještě daľśı mı́sto v operačńı paměti poč́ıtače, pak muśıme
vymyslet d̊umyslněǰśı kódováńı barev úlohy, stejně tak by se určitě dala kódovat i pozice
kostky na hraćı ploše. To jsou jen jedny z mnoha teoretických návrh̊u, které stoj́ı za zamyšleńı.

Pro urychleńı nalezeńı řešeńı by bylo dobré vymyslet zp̊usob jak omezit počet nagenero-
vaných řádk̊u, jak už jsme zmı́nili, např́ıklad kontrolou jestli r̊uzná natočeńı kostky nevytvářej́ı
identické řádky úlohy (symetricky zabarvená kostka jednou nebo dvěma barvami). Daľśı kon-
trola by mohla ověřovat zda-li v úloze nejsou identické kostky.
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Obsah přiloženého CD

• obo024.pdf – text diplomové práce,

• DLX program – složka obsahuj́ıćı program popsaný v kapitole 6,

– DLX.jar – jar soubor s programem,

– start client.bat – soubor pro spuštěńı klientské části programu,

– start server.bat – soubor pro spuštěńı serverové části programu,

• SRC – složka obsahuj́ıćı zdrojové kódy.
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