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Abstrakt

Diplomova préace podrobné popisuje Algoritmus X, ktery hledd feSeni problému tplného
pokryti, a Dan-cing Links algoritmus (DLX).

Tato préace je zaméfena predevsim na rozklady kopmletnich grafii na predepsané podgrafy
a tvorbou algoritmu k sestaveni této tdlohy a paralelnimu vypoctu jejiho feSeni. Nalezend
feSeni slouzi jako zdklad pro jiz dokdzand tvrzeni, umoznujici zkonstruovat rozklady grafu
vyssich fadu.

Déle se zde objevi dva zpusoby prevodu problému hledani feSeni skladacky Eternity 11
na ulohu vhodnou pro Dancing Links algoritmus. Eternity II je zajimavy problém, ktery si
jisté zasluhuje vice pozornosti nejen proto, ze je spojeny s vysokou vyhrou 2 000 000 USD
za jeho vyfeSeni.

Klicova slova

Dancing links, DLX, DLX algoritmus, Rozklad kompletniho grafu, Eternity II

Abstrakt

This diploma thesis describes in detail the Algorithm X, that seeks solution of the exact cover
problem, and the Dancing Links algorithm (DLX) with his modified version.

The focus of this is on complete graph decomposition into subgraphs and creation of
algorithms to build the task and its parallel solution. It serves as a basis for already proved
theorems, allowing to construct of higher orders graphs decompositions.

Furthermore, there are two ways given translation of the problem of finding the Eternity
II puzzle solution into a problem solvable by the Dancing Links algorithm. Eternity II is an
interesting problem that certainly deserves more attention not only because it is associated
with a prize of 2 000 000 USD for its first solution.
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1 Uvod

Rozklad kompletniho grafu na izomorfni stromy patii k jednomu ze znamych a studovanych
problému teorie grafu. Existuji dokdzana tvrzeni, kterd umozni zkonstruovat na zakladé ma-
tematické indukce rozklady grafa vyssich radu a proto je zapotiebi takové konstrukce najit
i pro ty malé ,startovaci“ grafy, jakozto zaklad indukéniho kroku. Ne vsechny rozklady grafu
ruznych adu, i rozklady na jiné kostry nez dvojhézdy, Ize uhodnout, potom je potieba je najit
za pomoci vypocetni techniky. Rozklady se zpracovavaji na pocitacich také proto, ze zjistit
vSechna feSeni, nebo dokonce tvrdit, ze zadny rozklad daného grafu neexistuje, je pro rucni
pocitani prilis obtizné, nebo dokonce nemozné.

Dalsi problém, ktery jsme v této praci reSili je Eternity II skladacka, ktera je spojena
s odménou 2 000 000 USD pro prvniho uspésného fesitele. Eternity II byla na trh uvedena
28. cervence 2007 a to, ze ani po necelych tiech letech neni vyfeSena jen dokazuje jak naroéné
je najit jeji feSeni. Jeji tvirce matematik Christopher Monckton si tak velké narocnosti byl
jisté védom a proto se odvazil vypsat tak vysokou odménu za jeji vytfeseni.

Samotny text bude rozdélen do nasledujicich ¢asti. Zacneme definici problému tdplného
pokryti a jeho feSeni. VSe jeSté osvétlime také na ptikladech. Déle si podrobné popiSeme
Algoritmus X, ktery tesi ulohu tuplného pokryti. A také Dancing Links algorimtus, t¢innou
techniku k provadéni Algoritmu X i s jeho modifikovanou verzi.

Poté bude nésledovat stézejni kapitola této prace, ktera se zabyva rozkladem kompletniho
grafu na predepsané podgrafy a prevodem této tlohy na problém tplného pokryti. Povime si
také o tom, jak se da tato iloha paralelizovat a popiSeme vytvoreny paralelni program, ktery
ulohu umi vygenerenovat a vyiesit.

V posledni ¢asti se dozvime vice informaci o sklddacce Eternity II a o tom jak tento
logicky problém matematicky reprezentovat a vytvorit k nému model odpovidajici tloze
uplného pokryti hned dvéma zpusoby. Na zdvér uvedeme strucény popis t¥id, vytvorenych
pravé pro zminéné pievody.



2 Problém uplného pokryti

V informatice je problém uplného pokryti formulovan jako rozhodovaci problém, ktery ma
zjistit zda 1loha ma feSeni a pak ho i nalézt, nebo jinak dokazat, ze iplné pokryti neexistuje.
Problém tplného pokryti je NP-tiplny problém [11] zarazeny do kategorie problému s ome-
zujicimi podminkami. Tuto dlohu muzeme vyjadiit napiiklad matici incidence (vyskytu),
¢i bipartitnim grafem. Oba dva zpusoby si ukdzeme na piikladu pozdéji (kapitola 2.3).
Jednim z algoritmu, ktery dokdze najit vSechna feseni problému tplného pokryti, je Al-

v/

pokryti obrazce dilky pentomina, nebo nalezeni feseni Sudoku.

2.1 Formalni definice

Megjme mnozinu X a systém jejich podmnozin S, pak tUplné pokryti mnoziny X je takovy
systém §* mnozin z S, ktery spliiuje nasledujici podminky:

1. Prunik jakychkoliv dvou riznych mnozin systému S* je prazdnd mnozina, tj. mnoziny
systému S* jsou po dvou disjunktni. Jinymi slovy, kazdy prvek z mnoziny X je v S*
obsazen nanejvys jednou.

N A4i=0

A,eS*

2. Sjednoceni v8ech mnozin systému S* je X, tj. mnoziny v §* pokryvaji mnozinu X.
Jinymi slovy, kazdy prvek ze systému X je v §* obsazen alesponi jednou.

U A=X
A;ES*

Strucné feceno, kazdy prvek X je obsazen v pravé jedné mnoziné systému S*. Ekvivalentné
lze tict, ze uplné pokryti mnoziny X je systém S* mnozin z S takovy, ktery tvoii rozklad X.

[jplné pokryti muze obsahovat také prazdné mnoziny, v dalsim vykladu se ale omezime
pouze na uplna pokryti, kterd prazdné mnoziny neobsahuji. Uplné pokryti je vlastné néjaky
rozklad mnoziny X.

2.2 Priklad 1
Necht § = {T,U,V,W} je systém podmnozin mnoziny X = {1,2, 3,4} takovy, ze:

o T ={},

o U =1{1,3},
e V={24}a
o W =1{23}.



Pak systém S} = {U, V'} tvoii uplné pokryti X, protoze mnoziny U = {1,3} a V = {2,4}
jsou disjunktni a jejich sjednoceni je rovno X (UUwv ={1,2,3,4} = X).

Systém Sy = {T,U,V'} tvoii také tplné pokryti X. I kdyz priddni mnoziny 7' = {} stale
zachovava pozadované vlastnosti feseni (kazda z dvojic FeSeni je disjunktni a sjednoceni opét
tvoti celou mnozinu X'), tak systém S nebudeme povazovat za uplné pokryti, protoze jsme
je omezili pouze na takova, ktera neobsahuji prazdné mnoziny.

Naptiklad systém Sz = {V, W} nemuze byt tiplnym pokrytim mnoziny X, protoze prunik
V N W = {2} nen{ prdzdnd mnozina. Navic tento systém ani nepokryva prvek {1}, nebot
UUv ={2,3,4} # X.

2.3 Priklad 2
Necht S = {A, B,C, D, E, F} je systém mnozin mnoziny X = {1,2,3,4,5,6, 7} takovy, Ze:

o A={1,4,7),

o B={1,4},

o C={4,57),

o D=135,6),

e £={2,3,6,7} a

o F={2,7}.

Pak systém S* = {B, D, F'} je uplné pokryti, protoze kazdy prvek z X je obsazen v pravé
jedné z mnozin:

e B={1,4},
e D ={3,5,6} nebo
o F={27}

Navic je systém §* = {B, D, F'} jedinym uplnym pokrytim. Zduvodnit to muzeme nasledu-
jicimi argumenty.

Jelikoz je prvek {1} obsazeny pouze v mnozinich A a B, pak musi uplné pokryti obsahovat
bud mnozinu A nebo B, ale ne obé zdroveii. Vybereme-li nejdiive do tiplného pokryti mnoZinu
A, pak uz do néj nemuzeme piidat B,C, E ani F, protoze kazda z téchto mnozin ma s A
spole¢ny prvek. Do feSeni tedy pridame posledni zbyvajici mnozinu D. Toto feSeni, ale neni
Uplnym pokrytim, nebot sjednocenim jeho mmnozin neni celd mnozina X, protoze neobsahuje
prvek {2} (AU D = {1,3,4,5,6,7} # X). Muzeme fici, ze nelze nalézt tplné pokryti, které
by obsahovalo mnozinu A.

Kdyz tedy za¢neme uplné feSeni hledat vybérem mnoziny B, pak do néj urcité nemuzeme
zahrnout ani A ani C, protoze maji s B spoletny prvek. A protoze D je jedind zbyvajici
mnozina obsahujici prvek {5}, musi byt soucasti iplného pokryti. Tim, ze obsahuje D, uz
ale nemuze obsahovat E (spoleéné prvky {3} a {6}). Pak F' je zbyvajici mnozina a systém
S§* ={B, D, F} je opravdu uplnym pokrytim.



2.3.1 Matice incidence

Jesté se podivame jak vypadd zadand tloha vyjadiend pomoci matice incidence. Radky jsou
mnoziny systému S a sloupce odpovidaji prvkim mnoziny X'. Matice pak obsahuje jednicku,
kdyz mnozina systému S obsahuje prvek mnoziny X.

Uplné pokryti je zndzornéno cervenou barvou.

2.3.2 Bipartitni graf

Stejnd uloha reprezentovana bipartitnim grafem je na néasledujicim obrazku. Vrcholy S jsou
mnoziny systému S a vrcholy X jsou prvky mnoziny X. Hrana pak spojuje dva vrcholy, kdyz
mnozina systému S obsahuje prvek mnoziny X.

Uplné pokryti je opét zndzornéno ¢ervenou barvou.



3 Algoritmus X

Algoritmus X je rekurzivni, nedeterministicky algortimus, prohledavajici nejdiive do hloubky,
ktery najde vSechna feseni ilohy tiplného pokryti kde S je systém podmnozin X'. V algoritmu
reprezentujeme S matici sestavajici se z nul a jedni¢ek. Cilem je vybrat podmnozinu fadku
této matice tak, ze Cislice 1 se objevi v kazdém sloupci praveé jednou.

Nedeterministicky algoritmus je takovy algoritmus, ktery v nékterych krocich muze volit
z nékolika moznosti dalsich kroku. Nedeterministicky algoritmus pii stejném vstupu muze
dévat rozdilné vysledky.

Jeho opakem je deterministicky algoritmus, ktery na stejny vstup (resp. Na stejné vychozi
podminky) reaguje vzdy stejné (tedy predvidatelné) a v kazdém jeho kroku je vzdy jedno-
zna¢né definovan i krok nésledujici.

3.1 Kroky algoritmu
Algoritmus X funguje takto:

1. Je-li matice A prézdnd, tj. typu [0, 0], je problém vyfesSen, algoritmus konéi ispésné.
2. V opacéném pripadé vybereme sloupec ¢ (deterministicky).

3. Vybereme tédek r takovy, ze A, . =1 (nedeterministicky).

4. Zahrneme fadek r do ¢astecného tesendi.

5. Pro kazdy sloupec j takovy, ze A, ; =1,

e pro kazdy réddek i takovy, ze A;j =1,
— vyfadime Fddek 7 z matice A,

e vyfradime sloupec j z matice A.

6. Opakujeme tento algoritmus rekurzivné od bodu 1. Na zredukované matici.

3.2 Poznamky k algoritmu

V takto stru¢né napsaném postupu je potieba jesté vyjasnit nékteré kroky.

1. Muze se stat, ze je matice zaddna takovy zpusobem, aby algoritmus vymazal vSechny
fadky a zaroven z matice nestihl vymazat vSechny sloupce. Takovd matice typu [0, n]
(0 - Fadku, n - sloupcu), vypovida o tom, ze nékteré sloupce zustaly nepokryté a proto
to neni ta priazdnd matice, pro kterou je problém vyfeSen. Prazdnd matice, vedouci
k Feseni, tj. pokryti kazdého sloupce fddkem obsahujicim jednicku, je matice typu [0,0],
tedy matice, kterd nemad zadny fadek ani sloupec.

2. S libovolnym systematickym pravidlem pro volbu sloupce ¢ najde tento algoritmus
vSechna feSeni. Néktera pravidla ale funguji 1épe nez ostatni. V nékterych tlohach,
jak Knuth naznacuje, vede ke snizeni poctu iteraci modifikace vybéru sloupce tak, aby
vybrany sloupec mél co nejnizsi pocet jednicek [3].

3. Pfidame-li matici popis sloupct a fadki, mtizeme pak o ni mluvit jako o tabulce.



3.3 Priklad

Jako piiklad méjme néasledujici tlohu. Pfiklad je prevzat z wikipedie [6].

Problém pokryti méjme zadén jako mnozinu k pokryti U = {1,2,3,4,5,6,7} a mnozinu
fadkit S = {A, B,C, D, E, F}, kde:

o A={1,4,7},
e B={1,4},

o C={4,5,7},
e D=1{356}
o E=1{23,67T}
o« F={2,7}.

Tento problém je reprezentovan tabulkou:

Prubéh Algoritmu X s Knuthovym heuristickym vybérem sloupce vypadé nasledovneé:
Uroven 0

- Krok 1 — tabulka neni prazdna a algoritmus tedy pokracuje.

- Krok 2 — prvni sloupec zleva s nejmensim poctem jednicek je sloupec 1 (obsahuje dveé
jednicky) a proto jej vybereme (deterministicky).



F|lO0o|1]0]0]0]0/|1

- Krok 3 — oba fadky A a B obsahuji jednicku ve sloupci 1 a proto je vybereme (nedetermi-
nisticky).

- Algoritmus se posune na troven 1 a prozkouma jestli vybér fadku A vede k feSeni.
e Uroven 1: Vybér fadku A

- Krok 4 — pridame tddek A do ¢astecného feseni (S* = {A}).
- Krok 5 — fddek A obsahuje jednicky ve sloupcich 1, 4 a 7:

E |01 170101 1

F| o010 0]0]0]1

- Sloupec 1 m4 jednicky v fadcich A a B; sloupec 4 v fadcich A, B a C'; a sloupec 7
obsahuje jednic¢ky na fadcich A, C, F a F'. Proto tedy vyfadime vSechny zminované
fadky — A, B,C,E a F a sloupce — 1, 4 a 7 z matice:



E |01 1707101 1

F|l|o0oj1,0]0]0]O0]1

Zustal tak pouze fadek D a sloupce 2, 3, 5 a 6:

D|O0]1 1 1

Krok 1 — tabluka neni prazdnd a proto algoritmus pokracuje.

Krok 2 — nejmensi pocet jednicek v libovolném sloupci je 0 a sloupec 2 je prvni
sloupec zleva s 0 jednickami (deterministicky):

213 |5]|6

D|O0]1 1 1

Proto tato vétev algoritmu konéi nedspéchem. Sloupec 2 uz nelze pokryt.
Odebereme tedy fadek A z ¢astetného feseni (S8* = {}).

A algoritmus nyni prozkoumd moznost vybéru fadku B na prvni drovni. Je proto
nutné dostat tabulku do stavu, ve kterém byla pired vybérem fadku A.

Uroven 1: Vybér fadku B
- Krok 4 — priddme fadek B do ¢dsteéného feseni (S* = {B}).
- Krok 5 — fddek B obsahuje jednicky ve sloupcich 1 a 4:



E| 0|1 1707101 1

F| o010 0]0]0]1

- Sloupec 1 ma jednicky v fadcich A a B; sloupec 4 v fadcich A, B a C. Proto tedy
z matice vyradime fadky A, B a C a sloupce 1 a 4:

E | 0|1 170101 1

F| o010, 0]0]0]1

- Zustavaji tak pouze fadky D, E a F a sloupce 2, 3,5, 6 a 7:

D |01 1 110

E|1|1]0]1]|1

F|1/0]0]0]|1

- Krok 1 — tabulka neni prdzdna a proto algoritmus pokracuje.
- Krok 2 — prvni sloupec zleva s nejmensim poé¢tem jednicek (pouze jedna jednicka)
je sloupec 5 a proto jej vybereme (deterministicky):



E |1 11701 1

F|1|0]0]0]|1

- Krok 3 — fddek D obsahuje jednicku ve sloupci 5 a proto jej vybereme (nedeter-
ministicky).
- Algoritmus se posune na troven 2, kde bude moci prozkoumat pouze vybér fadku D.
o Uroven 2: Vybér radku D
- Krok 4 — ptidame fadek D do ¢astecného feseni (S* = {A, D}).
- Krok 5 — fddek D obsahuje jednicky ve sloupcich 3, 5 a 6:

D|0 |1 1 110

E |1 11011 1

F|1,0]0]0]/|1

- Sloupec 3 ma jednicky v fadcich D a FE; sloupec 5 pouze v fadku D;
a sloupec 6 v fadcich D a E. Proto tedy z matice vyfadime fadky D a E
a sloupce 3, 5 a 6:

E |11 |0]1]1

F|1,0]0]0]/|1

- Zustal jen fadek F' a sloupce 2 a 7:

F| 1|1

- Krok 1 — tabulka neni prazdna a proto algoritmus pokracuje.
- Krok 2 — prvni sloupec zleva s nejmensim poctem jednicek je sloupec 2
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a proto jej vybereme (deterministicky):

F| 1|1

- Krok 3 — fadek F' obsahuje jednicku ve sloupci 2 a proto jej vybereme
(nedeterministicky).
- Algoritmus se posune na troven 3, kde prozkouma pouze vybér fadku F'.
+ Uroven 3: Vybér radku F
- Krok 4 — pfiddme fadek F' do ¢astetného feseni (§* = {A, D, F'}).
- Krok 5 — radek F' obsahuje jednicky ve sloupcich 2 a 7:

F |1 1

- Sloupec 2 ma jednicku pouze v fadku F'; a sloupec 7 také pouze
v fadku F. Proto tedy z matice vyradime radek F' a sloupce 2
aT:

F |1 1

- Ted uz nezustal zadny Fadek ani sloupec.

- Krok 1 — tabulka je prazdnd a proto algoritmus na této trovni
ispésné nasel feSeni.

- Jako teSeni jsme tedy vybrali fadky B, D a F'

B, 1001000

Djojo|1]0]1|1]0

F| o010 0]0]0]1

- Jinymi slovy je tedy mnozina { B, D, F'} pokrytim zadané ulohy,
pravé proto, ze kazdy sloupec je pokryt pravé jednou jednickou.

- Neni zadny dalsi vybrany fadek pro troven 3 a proto algoritmus
odebere z feseni fadek F' (S* = {A, D}) a presune se k vybéru
dalsiho faddku na druhé trovni.
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- Neni zadny dalsi vybrany fadek pro troven 2 a proto algoritmus odebere
z feSeni fadek D (S§* = {A}) a pfesune se k vybéru dalsiho fadku na prvni
drovni.
- Neni zadny dalsi vybrany radek pro droven 1 a proto algoritmus odebere z feSeni
fadek A (S§* = {}) a presune se k vybéru dalsiho fadku na trovni 0.

- Neni zadny dalsi vybrany radek pro uroven 0 a proto algoritmus kondi.

Algoritmus nasel jediné feseni pokryti a to S* = {A, D, F'}. A jiné neexistuje.

4 Dancing Links

Dancing Links, znamy také jako DLX, je technika, kterou navrhl Donald Knuth k t¢innému
provadéni Algoritmu X. Mezi nékteré ze znamych problémiui pokryti patii Sudoku ¢i rozmisténi
dam na Sachovnici [5].

Nézev Dancing Links je odvozen od zpusobu jak algoritmus funguje. Kazda iterace algo-
ritmu zpusobuje, ze odkazy (links) ,tan¢i“ se sousednimi odkazy a vytvaii tak ,néddhernou
tane¢ni choreografii“. Hirosi Hitotumatu a Kohei Noshita vymysleli tento algoritmus v roce
1979 [1], ale az diky Donaldu Knuthovi se tento algoritmus zpopularizoval.

Problém tplného pokryti je stdle NP-tiplnd tloha, DLX je ale vhodny zpusob jak ji im-
plementovat.

4.1 Zakladni princip

Predpokladejme, ze z je prvkem dvojité linkovaného seznamu, kde L[z] ukazuje na levého
souseda a R[x] na pravého. Potom operace:

L[R[z]] — Llz], R[L[z]] < R[z]
vymaze x ze seznamu. A operace:
LIR[z]] — =, R[L[z]] — =

vrati prvek x zpatky na puvodni misto do seznamu.

Krésa vraceni prvku zpét spocivd v tom uvédomit si, ze staci jen znat prvek x, respektive
jeho polozky R[z] a L[z]. Dalsim faktem je, Ze pii zanotovani do rekurze uz neni tieba vzdycky
znovu kopirovat celou tilohu, coz zabird spoustu vypocetniho ¢asu i pamétového mista. Zmény
v ni nemaji byt permanentni, ale 1ze je vratit zpét. Tim Ze algoritmus pracuje jen s odkazy
se stava rychlejsim.

Pouzivéni téchto operaci zpusobuje, ze se ukazatelé prvkia neustdle méni a tim vytvari
nadhernou tanecni choreografii, odtud tedy Knuth tuto techniku pojmenoval jako techniku
tance odkazu (dancing links).

4.2 Ctyfsmérné prolinkované odkazy

Dobrym zpiisobem, jak reprezentovat systém podmnozin Algoritmu X, ktery tvofila matice
A, je nasledujici struktura. Kazdou jednicku v matici A bude pfedstavovat datovy objekt x.
Kazdy takovy objekt x ma 5 polozek:
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e L[x] — odkaz na levého souseda,

e R[x] — odkaz na pravého souseda,
e U[x] — odkaz na horniho souseda,
e D[z] — odkaz na dolniho souseda,
e Clx] — odkaz na hlavickovy objekt.

Objekty radka matice A jsou dvojité linkované ,,do kruhu“ pomoci odkazti L[z]| a R[z].
Sloupce véetné hlavicky jsou pak dvojité linkované ,,do kruhu“ pomoci odkazu Ulx] a D|x].
Kazdy sloupec obsahuje kromé prvkua také hlavickovyj objekt. Kazdy hlavickovy objekt h ma
navic oproti datovému objektu x tyto polozky:

e N[z] — ndzev (jméno),
o S[z]| — velikost (pocet jednicek).

Nazev slouzi jako symbolické pojmenovani sloupce, ktery hlavickovy objekt reprezentuje.
A velikost je pocet jednicek (objektu) v daném sloupci. Levé a pravé odkazy hlavickovych
objektu spojuji dohromady vSechny hlavickové objekty sloupcu, které jesté zbyva pokryt.
Tento kruhovy seznam navic obsahuje specidlni sloupcovy objekt. Nazyvame jej korenovy ob-
jekt. Poskytuje ndm seznam v8ech aktivnich hlavickovych objektu. A ze vSech svych polozek
vyuzivéa pouze levy a pravy odkaz, ostatni polozky jsou pro néj nevyuzité.

Jako ptiklad pouzijeme nésledujici tabulku:

Jeji ¢tyfsmérné prolinkovana struktura vypada takto:
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Pro prehlednost jsme zde nezanesli odkaz C|z|, ktery vede od kazdého objektu k hlavickovému
objektu v témze sloupci.

Stejné tak jsme z duvodu piehlednosti zakreslili sousedy jdouci vzdy za sebou. Dulezité
je, aby odkazy jednotlivych objekti na kazdém fadku tvofily jediny cyklus, pficemz poradi
prvku v fadku nenf rozhodujici. Obdobné je tomu i u sloupcu.

Jednicka v matici ¢i tabulce pro nés bude i ve struktuie nadéle jednickou, ktera nyni bude
v implementaci reprezentovana datovym objektem.

4.3 Hledani feSeni

Nedeterministicky algoritmus pro nalezeni vSech uplnych pokryti se nyni da prevést na deter-
ministicky rekurzivni algoritmus ,, search(k)“ nad touto ¢tyfsmérné prolinkovanou strukturou
a bude se spoustét s parametrem k = 0.

Algoritmus search(k) se skldada z nésledujicich kroku:

e Je-li R[h| = h pak vytiskneme feSeni a vratime se o Groven zpét.
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e Jinak vybereme hlavickovy (sloupcovy) objekt c.
e Zakryjeme sloupec ¢ (zakryti sloupce, viz nize).
e Pro kazdy radek r < Dlc], D[D|c]], ..., dokud r # ¢,
— nastavime Oy, < r, zapamatujeme si tak aktudlné prochazeny radek;
— pro kazdy prvek j < R[r], R[R[r]], ..., dokud j # r,
« zakryjeme sloupec C[j] (zakryti sloupce, viz nize),

— search(k + 1);

— nastavime r < Oy, a ¢ < C[r] (neni tfeba nastavovat pokud implementace rekurze
nebude pfepisovat ukazatele r a c),

— pro kazdy prvek j « L[r]|, L[L[r]], ..., dokud j # r,
x vratime sloupec C[j] zpét do struktury (,odkryjeme“ sloupec C[j]).

e Vritime sloupec ¢ zpét do struktury (,odkryjeme* sloupec c¢) a vratime se o drovén
zpét.
4.3.1 Tisk feSeni

Tisk feseni je pak velmi jednoduchy. Provedeme jej tak, ze vytiskneme radky Oq, O1, ..., Og_1,
kde mame zapamatované aktualné prochazené radky, pro kazdé zanoteni algoritmu, vedouci
k feSeni. Tisk kazdého fadku Feseni O;, kde i € [0, k — 1], pak opét zajisti jednoduché tisknuti
posloupnosti N[C[O;]], N[C[R[O;]]], N[C[R[R]O;]]]], dokud R][--- R[O;] -] # O;.

4.3.2 Vybér sloupce

Vybér hlavickového objektu ¢ mizeme provést bud velmi jednoduSe tim, Ze zvolime hned
prvni nezakryty sloupec (¢ < R[h]). Nebo, pokud chceme minimalizovat prochdzeni vétvemi
algoritmu, muzeme vybirat vzdy ten sloupec, ktery obsahuje nejméné jednicek. Hlavickovy
objekt ¢ tedy vybereme takto:

e Nastavime ¢ «— R[h],
e nastavime s < S[R][h]]
o pro kazdy j « R[R[h]], R[R[R[A]]], ..., dokud j # h,

— jestli S[j] <'s,
* nastavime c¢ < j;

* nastavime s < S[j].

4.3.3 Zakryti sloupce

Sloupec ¢ (hlavickovy objekt) zakryvame tak, Ze jej ze struktury odstranime pfepojenim
odkazu. A taktéz zakryjeme vSechny radky ze seznamu sloupce k zakryti (fadky, které maji
objekt nachazejici se v pokryvaném sloupci).

e Nastavime L[R[c]] < Llc],
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e nastavime R[L[c]] < R]c],
e pro kazdé i < Dic|, D[D[c]], ..., dokud i # c,

— pro kazdé j < R[i], R[R][i]], ..., dokud j # 1,

« nastavime U[D[j]] < Ulj],
* nastavime D[U|[j]] < D[j],
« nastavime S[C[j]] — S[C[j]] — 1

Pro matici definovanou vyse pak ¢tyrsmérné prolinkovand struktura se zakrytym sloupcem
B vypada takto:

[e——
T ‘ ‘ Y | Y Y Y
.
Y
Y Y
Y Y
Y
Y Y
Y Y

— T 1

4.3.4 Vriaceni sloupce zpét do struktury (,,odkryti* sloupce)

Sloupec ¢ pak vratime zpét do struktury stejné jednoduse, jako kdyz jsme jej zakryvali. Jen
je tfeba dat pozor na obracené potradi operaci. Co bylo pokryto naposledy je tfeba vratit
zpatky nejdrive. Je to zpusobeno tim, ze si zakryté objekty ponechaji své odkazy beze zmény
a musi byt navraceny opét na stejné misto. Takze kdyz jsme zakryvali fadky zhora dolu, pak
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je musime obnovovat zdola nahoru. A objekty zakryvané zleva doprava obnovujeme zprava
doleva.

e Pro kazdé i — Ulc|,U[U]c]], ..., dokud i # ¢,

— pro kazdé j < L[i], L[L[i]], ..., dokud j # 1,
* nastavime S[C[j]] « [ [7]] + 1,
* nastavime U[DI[j]] « 7,
* nastavime D[U[j]] < 7,

e nastavime L[R[c]] < ¢,

e nastavime R[L][c]] « c.

Zakryvéani a odkryvani zpét jsou pravé ta mista kde fikame, Ze odkazy tanci.

4.4 Modifikovana verze

Muze se stat, ze si na feSeni budeme potiebovat vynutit kromé samotného pokryti i dalsi
podminky. Naptiklad, pokud budeme chtit v iloze zakazat takové feseni, které by obsahovalo
fadek A a zéaroven radek B, coz neni nefeSitelny pozadavek, sta¢i pouze poupravit DLX al-
goritmus.

Modifikovand verze DLX algoritmu je takova, ktera rozeznava dva typy sloupct. Primarni
a sekundérni. Primarni, nebo téz povinné sloupce, musi byt pokryty pravé jednou mnozinou
systému podmnozin S. A sekundérni, nepovinné sloupce muzou byt pokryty nejvyse jednou
mnozinou systému podmnozin S.

Algoritmus X musi mit pro tuto modifikovanou verzi upravenou kontrolu prazdnosti ma-
tice, tou bude takova, ktera bude mit pokryté vSechny povinné sloupce, tou uz ale nemusi
byt nutné matice typu [0, 0].

Vratme se ted k jiz zminénému piikladu. Podminku zékazu feseni obsahujiciho jak faddek
A, tak i B, jiz jednoduSe zajistime priddnim nepovinného sloupce do struktury. A obéma
témto Ffadktim doplnime jednicky pro tento nepovinny sloupec. Dojde-li potom k vybrani

nejvyse jednoho z téchto fadku, druhy bude algoritmem vyfazen pravé proto, ze obsahuje
jedni¢ku v nepovinném sloupci.

5 Rozklad kompletniho grafu

Jesté pred samotnym popisem rozkladu grafu si pfipomeneme nékolik pojmu z teorie grafu.

5.1 Definice

Grafy jsou jednou z mnoha vyznamnych struktur v diskrétni matematice. Neplefme si je
proto s grafem funkce!
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Definice 1 Graf (obycejny ¢i jednoduchy neorientovany graf) je usporddand dvojice G = (V, E),
kde'V je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina vybrangch dvouprvkovijch podmnozin
mnoziny vrcholi.

Hrana mezi vrcholy u a v je dvouprvkova mnozina {u, v}, zkrdcené piseme wv. Vrcholy spo-
jené hranou jsou sousedni. Na mnozinu vrcholi znamého grafu G odkazujeme jako na V(G),
na mnozinu hran E(G).

Grafy se casto zaddvaji pifimo ndzornym obrazkem, jinak je lze také zadat vyctem vrchola
a vyctem hran. Napftiklad:

V ={v1,v2,v3,04}, E = {{01,1}2}, {v1,v3}, {v1,v4}, {03,04}} = {v1v2, V103, V1V4, V3V4 }

V4

VZ V3 V4
Kompletni graf K, (téz uplny graf) je takovy graf na n vrcholech, ktery ma vsechny

dvojice vrcholi spojené hranami. Nebo také muzeme ftici, ze je kazdd dvojice vrcholi u a v

sousedni. Pro n > 2 ma kompletni graf (g) hran.

V

Vi v,

Definice 2 Podgraf. Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vrcholi
V(H) CV(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnozinu hran grafu G magicich oba koncové
vrcholy ve V(H). Piseme H C G.

Podgraf je jednoduse fe¢eno ¢ast grafu.

Definice 3 Faktor grafu. Podgraf H grafu G je faktor grafu G, jestliZe mnoZina vrcholu
grafu H je totoind s mnoZinou vrcholi grafu G (V(H) =V (QG)).
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Faktor vznikne z grafu tak, ze budeme odebirat pouze hrany nikoliv v§ak vrcholy.

Definice 4 Izomorfizmus grafi G a H je bijektioni (vzdjemné jednoznacéné) zobrazeni
f: V(G) — V(H), pro které plati, Ze kazdd dvojice vrcholi u,v € V(G) je spojend hranou
v G pravé tehdy, kdyz je dvojice f(u), f(v) € V(H) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou izomorfni pokud mezi nimi existuje izomorfismus. Piseme G ~ H.

Izomorfizmus urcuje ,,stejnost “ struktury grafu. Tento pojem byl zaveden proto, abychom
mohli Fici, Ze pro ruznd nakresleni zustava graf stdle stejny. Jako piiklad nam postaci nasledujici
grafy, mezi kterymi existuje izomorfizmus f.

flur) = un
flug) = wvs
fluz) = ws
f (U4) = V2
f (U5) = U4
Vi U4
Vs Vo Us us
Vg V3 Us us

Definice 5 Strom. Graf T je stromem na n vrcholech pokud je to jednoduchy souvisly graf
a zdroven obsahuje presné n — 1 hran.

Poznamka: Obvykla definice tikd, ze strom je souvisly acyklicky graf. Pii pozdéjsim
vykladu ale budeme spiSe vyuzivat vlastnosti vyse definované neobvyklé verze.
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Definice 6 Kostra grafu. Kostrou souvisiého grafu G je faktor v G, ktery je sam stromem.

Kostra je specialni typ faktoru. Jinak lze téz fici, ze kazda kostra je faktorem, obracené
to uz ale neplati.

5.2 Rozklad kompletniho grafu

Rozklad kompletniho grafu na izomorfni stromy patii k jednomu ze znamych a studovanych
problému teorie grafu. Existuji dokdzand tvrzeni, kterd umozni zkonstruovat rozklady grafu
fadu vyssiho nez 10, 12, 14, 16... A proto je zapotiebi prozkoumat ty ,,malé“ grafy. Ne vSechny
rozklady grafa ruznych Fadu, i rozklady na jiné kostry nez dvojhézdy, lze uhodnout, potom
je potieba je pocitat za pomoci vypocetni techniky. Rozklady se zpracovavaji na pocitacich
také proto, ze zjistit vSechna fesSeni, nebo dokonce tvrdit, ze zadny rozklad daného grafu ne-
existuje, je pro ru¢ni poc¢itani ptilis obtizné.

Jednim z tikoli této diplomové préce je rozkladat kompletni graf na n vrcholech na navzajem
izomorfni kostry. Nalezeni takového rozkladu, ma potom smysl pouze pro grafy sudého radu
n.

Dukaz je trivialni:

Kompletni graf ma piesné ( n L m=1)n

ompletni graf mé presné =———" —=—.n-(n— ran.
pieb & P o) T m—2)-2 2

Kostra ma n — 1 hran.

Pocet koster umisténych do grafu je vyjadien podilem poctu hran kompletniho grafu
1
Zone(n—1)

2

n
a poctu hran kostry: =3

n—1
Do grafu chceme umistit kostry celé a proto musi byt podil celo¢iselny, coz je splnéno

pouze pro suda n.

.. P S . p ...n
Ted' jiz také presné vime, na kolik koster budeme graf rozkladat a sice 7
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5.3 Vytvoreni dlohy pro Algoritmus X

Pro Algoritmus X bude potieba vytvorit mnozinu k pokryti (sloupce matice) (X) a systém
mnozin (fadky) (5), ze kterého bude vybirat Feseni.

Potiebujeme pokryvat hrany grafu G, proto kazdé hrané grafu G bude odpovidat jeden
sloupec, jehoz hlavickovy objekt bude pojmenovany tak, aby bylo rychle a jednoznaéné urcéeno
o jakou hranu v grafu se jednd. Naptiklad ,,v1, vs “. Hlavickovy fadek tabulky pak bude vypadat
takto:

V1,02 | V1,03 | - U1,Up | V2,V3 | -+ V2,Un | V3,04 | * - Un—1,Un

S kazdym zvétSenim Fadu grafu bude sloupci mnohonasobné pribyvat a nazev kazdého z
vrcholu se mezi hlavickovymi objekty objevi hned (n — 1)-krat a proto se muzeme i zde pii
samotném programovani pokusit uSettit néjaké misto a to napiiklad tak, ze si vytvoiime ob-
jekty vrcholu jednozna¢né pojmenované. Objekty hran pak budou odkazovat na dva vrcholy
a sice pocatecéni a koncovy vrchol hrany. Poté se kazdému hlavickovému sloupci muze piiradit
pouze odkaz na hranu, kterd uz si své pojmenovani dokaze poskladat sama. Tento zpusob
uSetii misto uz pfi malych tlohach, natoz pak na téch vétsich.

Rédky v tabulce musi presné odpovidat pozadované kostfe, jejiz parametry museji byt
doptedu znamy. Naddle budeme pro jednoduchost a ndzornost pracovat s kostrami typu
»,dvojhvézda“. Je to takovy graf, ktery ma dva spojené centralni vrcholy, ze kterych vede
stejny pocet listu (viz obrézek).

Vijz+z

Vii2es

V21 Vi

Pozorovani: rozklad na dvojhvézdy je zndm pro libovolné n. Pouziji se jistd ohodnoceni
grafu pro konstrukei rozkladu, coz je ale nad ramec tohoto textu.

Zasadnim ukolem je vytvorit systém mnozin (S) k pokryti mnoziny hran (X). Tedy nalézt
v8echna mozna umisténi kostry do uplného grafu. Muzeme napiiklad vybirat vzdy ze vSech
hran pravé n — 1 a poté rozhodovat, zda tento vybér opravdu odpovida tvaru zadané kostry.

Jako nejefektivnéjsi metoda se ale jevi nasledujici postup. Budeme prochdzet vsechny
permutace n-prvkové mnoziny vSech vrcholu zadané kostry. Kazda z téchto permutaci bude
urcovat zobrazeni vrcholi kostry na vrcholy kompletniho grafu tak, Ze index prvku permutace
bude urcovat index vrcholu kompletniho grafu. Méjme nésleduji grafy fadu n = 6 (kompletni
graf a jeho kostra — dvojhvézda).
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V4

Vs Ve

V3 Vs
Vy

Pak prvni permutace vrcholu kostry bude uspoirddana Sestice: [S1, Sa, S3, 5S4, S5, Sg], ktera
iikd, ze vrchol S; se zobrazi na vrchol s indexem shodnym s pofadovym ¢&islem prvku této
permutace a protoze se vrchol S7 vyskytuje na prvni pozici v permutaci, bude proto zobrazen
na prvni vrchol kompletntho grafu a tedy na Vj. Jako dalsi piiklad zvolime novou permutaci
a podivame se jak vypadd jeji nakresleni. Takovou permutaci bude napiiklad usporddana
Sestice [Sg, S4, S2, S1, 53, S5], kterou zobrazime takto:

Ss

Si

Kdyz se zobrazi vrcholy kostry na vrcholy kompletniho grafu, zobrazi se taktéz i hrany
nadefinované kostry, protoze rozkladdame kompletni graf, mame jistotu, ze se zobrazi vSechny
hrany. Takto zvolend permutace tedy pokryla nésledujici hrany puvodniho kompletniho grafu:
{v1,va}; {va2,vs}; {va2,v6}; {vs,vs}; {va,v5}. Sestavit Fadek v tabulce uz pak nebude zadny
problém, bude totiz obsahovat samé nuly ve v8ech sloupcich kromé téch, kde m4 obraz kostry
hranu. Tam bude jednicka.

V1,02 | V2,V5 | V2,V6 | U3,VU5 | V4,VUs5

[561547527SI>S3785] 1 1 1 1 1

Pro ptehlednost jsme vynechali vSechny ostatni sloupce, protoze obsahuji hodnotu 0.
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Najdeme-li vSechny permutace, dostaneme tak vSechna mozné zakresleni kostry do kom-
pletniho grafu.

Aby tloha nepiekracovala svou velikosti netinosnou mez, bude dobré nevytvaret stejné
radky, které vznikaji kdyz rizna umisténi kostry pokryvaji stejnou mnozinu hran kompletniho
grafu. K uz vyse zvolené permutaci [Sg, Sy, So, S1, 53, S5], existuje dalsich sedm, které pokryji
stejné hrany kompletniho grafu a tedy nam vytvori zbytecné se opakujici fadky matice. Tyto
opakujici se permutace véetné zvolené vypadaji takto:

e [51,55,85,56, 54, 5,

[S1, 53,86, S5, S4, S2),

[S2, 53, S5, 56, S4, 1),

[S2, 53, S6, S5, S4, 51),

[557 54; Sla S27 537 56]7

[S5y 545 527 Sl7 S37 86]7

[S6, S4, 51,52, 53, 55),

[S6, S4, 52,51, 53, 55).

Pocet duplicitnich fadka je vzdy zavisly na konkrétni definici kostry, kterou se bude
pokryvat.

Takové duplicitni fadky by mohl program umét ptimo nevytvaiet, a tim tlohu zmensit a
urychlit tak nalezeni jejiho feSeni, musi ale mit moznost je rozpoznat. Tu bude mit az kdyz
bude védét, kdy jsou kostry izomorfni.

Nyni spoé¢itame kolik izomorfismt méa dvojhvézda. Vzorce budeme odvozovat na dvojhvézdé,
kterd mé celkem osm vrcholu.

V1 VG

O @

Vo Vy Vs V7

V3 V8

Pokud se mezi sebou prohodi prvni, druhy nebo tfeti vrchol, bude to vzdy ta samé kostra.
Téchto vymeén existuje piesné P(3) = 3! = 6. Obecné jde tedy o permutace nad polovinou
vrcholi bez jednoho, ke kterému jsou vsechny sousedni. Je jich tedy P(ﬁ — 1) = (ﬁ — 1) L

2 2
Ke kazdé této permutaci muzeme permutovat i druhou stranu dvojhvézdy stejnym zpusobem.
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2
Dostaneme tedy ((Z — 1) !) izomorfnich zobrazeni. A pak také kostra bude vypadat stéle

stejné, kdyz v ni zaménime mezi sebou oba jeji centrdlni vrcholy. V tomto ptipadé to jsou

vrcholy Vy a V5. Pocet izomorfismu se tim padem zdvojnasobi. Kdyz vynasobime vSechny tyto
n

moznosti, pak ndm vyjde, ze dvojhvézda s 5~ 1 listy u kazdého centra mé vzdy

CR AR ERER(CRDY

izomorfismu. Jestlize je pak vzdy tolik fadku stejnych, pak téch neidentickych bude

()

Jak efektivné a pritom stdle obecné vynechat vSechny izomorfismy si popiSeme az v kapi-
tole 7.3.1 — Prochézeni vsech permutaci. Ted, kdyz uz vime jak sestavit tilohu, se zamyslime
nad samotnych fungovanim Algoritmu X. Ten si vybere fddek r (hrany kostry), ktery za-
hrne do feSeni a pokryje vSechny sloupce kde mé fadek r hodnotu 1 (kde mé kostra hranu).
Pokryti znamena odstranéni vSech ostatnich fadku, které také maji hodnotu 1 v nékterém
z pokryvanych sloupcu. Coz je ale pfesné to co ocekdvame, zahrneme-li totiz néjakou hranu
do Feseni, nechceme uz pak nadéle vybirat z radku (koster), které tuto hranu obsahuji také.

Pokryje-li algoritmus vSechny sloupce, pak také pokryl vSechny hrany kompletniho grafu
a nalezené feSeni je tim co hledame. Rozklad kompletniho grafu pak z takového reSeni vyéteme
velmi jednoduse, a to pouze tak, ze si pre¢teme jmenovku hlavickového sloupce kazdého ele-
mentu feSeni (hrany kostry). Kazda tato jmenovka je totiz jednoznacné uréena a presné iika,
kterou hranu kazdy element z feSeni reprezentuje.

Jesté si pro ndzornost muzeme ukazat zmané rozklady nejmensich grafi pravé dvojhvézdou.
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5.4 Vypocty
Bude zajimavé podivat se jak velkd bude tato tloha v ¢islech. Bude nés zajimat

n!

1
(e =5 n (n — 1) (pocet hran kompletniho

e pocet sloupci je roven <Z> =
grafu),
e pocet radku je nejvyse P(n) = n! (maximélni poc¢et permutaci vrcholu kostry),

e pocet jednitek na Fadku je roven n — 1 (pocet hran kostry).

Pocet fadki muze byt mensi nez pocet vSech permutaci, pokud zajistime aby se v matici
neopakovaly stejné fadky. Proto néds také bude zajimat pocet fadka v matici bez duplicitnich
fadku pro dvojhvézdu jako rozklddajici kostru,

e pocet neidentickych fadku pro dvojhvézdu je roven

I kdyz je ve vzorci pro pocet neidentickych fadku obsazen faktoridl, odhad narustu veli-
kosti ulohy pro dvojhvézdu je ,,pouze“ exponencialni a je vétsi nez O(2™) a zaroven mensi nez

O(2,17).

Podivejme se na tabulku vypoéitanych hodnot.

25



pocet sloupcii 6 15 28 45 120

maximalni pocet radki 24 720 40 320 3 628 800 20 922 789 888 000

pocet jednicek na radku 3 5 7 9 15

max. jednicek v uloze 432 154 0001|7902 720|1 469 664 000 |37 661 021 798 400 000

pocet neidentickych radkua
12 90 560 3 150 411 840
(pro dvojhvézdu)

pocet jednicek v tloze
36 450 3 920 28 350 6 177 600
(pro dvojhvézdu)

Je z ni okamzité a na prvni pohled patrné, ze bez moznosti urcit izomorfismy bude tloha
narustat nednosnym zpusobem. Pokud tuto moznost nebudeme dale uvazovat, nebo pokud
budeme schopni identifikovat jen maly zlomek izomorfnich koster, potom nejspiSe nebude
mozné ani nagenerovat ulohu, protoze se svym rozsahem nevejde do opera¢ni paméti zadného
pocitace. A pravé tady musi nastoupit teoreticky piistup.

6 Popis vytvoreného programu a jeho zakladnich trid

V této kapitole si vysvétlime zakladni pouzité postupy, abychom se dozvédéli vice o tom jak
samotny program funguje.

6.1 Trida TaskCreator

Tii{da TaskCreator obsahuje pouze statické metody, které napoméhaji vytvotit ilohu pro Dan-
cinglinksResolver. Velmi jednoduse vytvaii ¢tyfsmérné prolinkovanou strukturu za pomoci
téchto metod:

e getRow(int rowLength) — vytvoii jeden dvojité prolinkovany radek;

e getRoot(int count) — vytvoii zadany pocet hlavickovych objektu a jeden kofenovy
objekt (ktery metoda vraci jako vystupni parametr) a dvojité je prolinkuje;

e getRoot(String...names) — obdobné jako u getRoot(int count) jen s tim rozdilem,
ze vyplnujeme i pole pro nazev kazdého sloupcového objektu;

e getRoot(List<String> names) — obdobné jako u getRoot(List<String> names),
je zde pouze jiny zpusob piedani ndzvu sloupcovych parametru;

e addRow(HeaderAndDataObject root, int... headerPositions) — prolinkuje do
struktury novy radek, ktery obsahuje jednicky na zadanych pozicich (index za¢ing éislem
1, nulty je root);
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¢ addRow(HeaderAndDataObject root, TreeSet<Integer> headerPositions) —
obdobné jako u addRow(Header AndDataObject root, int... headerPositions),
je zde pouze jiny zpusob predani pozic obsahujicich jednicky.

Jako piiklad vytvoiime Ctyfsmérné prolinkovanou strukturu pro nasledujici tabulku z
piikladu v kapitole 3.3:

Postup, jak takovou strukturu vytvorit, je jednoduchy:

// vytvorime root objekt

HeaderAndDataObject root = TaskCreator.getRoot(”1”, 727, 7”37 74”7 757 767, "77);
// i tento zpusob je mozny

// HeaderAndDataObject root = TaskCreator.getRoot (7);

TaskCreator.addRow(root, 1, 4, 7); // radek A

TaskCreator.addRow(root, 1, 4); // radek B

TaskCreator.addRow(root, 4, 5, 7); // radek C

TaskCreator.addRow(root, 3, 5, 6); // radek D

TaskCreator.addRow(root, 2, 3, 6, 7); // radek E

TaskCreator.addRow(root, 2, 7); // radek F

6.2 Trida DancinglLinksResolver

Ttida DancingLinksResolver pfedstavuje obecnou tiidu, kterd implementuje Algoritmus X
Dancing links technikou. Pracuje tedy s ¢tyfsmérné prolinkovanou strukturou, kterou prevezme
hned v konstruktoru t¥idy (parametr root).

Tato tfida disponuje metodami:

e searchMinHeader(int k) — nalezeni sloupce s nejmensim poctem jednicek;

e coverColumn(HeaderAndDataObject header) — metoda pro odebrani sloupce ze
struktury;
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¢ uncoverColumn(HeaderAndDataObject header) — metoda pro navracen{ sloupce
zpét do struktury;

e findFirstSolution() — nalezeni prvniho Fesenf;
e findSolutions() — nalezeni vSech Fesent;
¢ findSolutions(int numberOfSolutions) — nalezeni zadaného poctu feseni.

Podbrobny princip fungovani téchto metod je popsan uz v kapitole 4 — Dancing Links.
Mame-li jiz pfipraveny root — kofenovy objekt a tedy celou strukturu tlohy, feseni ziskdme
pomoci nékolika mélo piikazu:

// vytvoreni tridy , ktera umi resit ulohu
DancinglinksResolver dlx new DancinglinksResolver(root);

// mnalezeni a pruchod pres vsechna reseni

for (Solution sol : dlx.findSolutions()) {
// tisk reseni
System.out.println(sol);

6.3 Triida CompleteGraphTaskCreator

Tato tfida je tou nejdulezitéjsi. Rozklada kompletni graf na pfedepsané podgrafy a vytvari
tak tlohu pokryti. Na zdkladé zadanych parametru:

e Tad grafu,
e podgraf:

— hrany podgrafu,

— podminky pro rozpoznani izomorism,

e pocet hledanych feSeni,

vytvoii tlohu, kterou uz je DancinglinksResolver schopen vyfesit. Jednotlivé parametry jsou
dikladnéji vysvétleny v kapitole 6.5 — Program a jeho nastaveni.

6.3.1 Prochazeni vSsech permutaci

Pro prichod vsech permutaci jsme pouzili nasledujici algoritmus. Jako zdklad ndm poslouzil
algoritmus, ktery je detailné popsén v [2] (kapitola 5.3).

* Metoda pro pruchod vsech permutaci.

% @param subgraph — definice podgrafu,
* @pare root — ukazatel na korenovy objekt ulohy,
x @ graphEdgeMap — mapa prirazujici kazde hrane jeji hlavickovy objekt ,
% @param graphNodes — seznam vrcholu grafu
*/
private void permutation(SubGraph subgraph, HeaderEdgeObject root,
Map<Edge , HeaderEdgeObject > graphEdgeMap, Vector<Node> graphNodes) {
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int n = subgraph.getNodes().size(), i, j, select[] = new int[n];
select[i = 0] = —1;
While: while (i >=0) {

if (++select[i] >=n) {

i——;

continue;
}
for (j = 05 j <1i; j++) {
if (select[i] == select[j]) {
continue While;
}
}.
if (+41i < n) {
select[i] = getStartValue(subgraph, select, i);
continue;
}
processPermutation(select, subgraph, root, graphEdgeMap, graphNodes);
i——;
}
}
/**

* Funkce, ktera vraci index od ktereho se bude pokracovat pri prohledavani <
permutaci na zaklade podminek podgrafu.

@param subgraph — definice podgrafu

param select — pole permutaci

@param i — index v poli select , pro ktery se zjistuje pocatecni index

* Qreturn

*/

private int getStartValue(SubGraph subgraph, int[] select, int i) {
for (Integer[] cond : subgraph.getConditions()) {

if (cond[l] == i) {
return select[cond [0]];

}

}

return —1;

Je to nerekurzivni algoritmus a pfitom stéle obecny pro libovolny pocet prvkia n. Vytvari
permutace napliiovanim jednorozmérného pole select[] indexy 0 az n — 1 postupné od prvku
s indexem 0 az po prvek s indexem n — 1. Navic jsme tento algoritmus upravili tak, aby
permutace generoval piimo podle zadanych podminek izomorfismu (tvar téchto podminek je
uveden v kapitole 6.5.1 — Program a jeho nastaveni, Server). Kdyz se posune v poli a zatne
hledat dalsi index, uz to totiz nutné neznamend hledani od -1, ale podiva se jestli se na po-
sledni naplnéné misto v poli nevaze podminka izomorfismu. Pokud ano, je startovni index
v posunutém misté pole nastaven na hodnotu stejnou jaka je na misté, se kterym je svazdno
podminkou izomorfismu.

Toto vylepSeni, nejenom Ze kontroluje podminky izomorfismu, a pred samotnym zpra-
covanim permutace uz tyto podminky nemusime znovu kontrolovat, ale navic ndm uSetii
spoustu vypocetniho ¢asu, protoze mnoho kombinaci posklddéni pole select[] iplné pieskoéi.

Priklad:
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V1 V6

@ @

V2 V4 V5 VT

Vg V8

Podminky pro takovyto piipad jsou ve tvaru: cond = {[1,2]7 (2,3],[4,5],16,7],[7, 8]}
Uzivatel tyto podminky musi zadat sam, protoze implementace automatického rozpoznani
podminek je nad rdamec této prace.

Tyto podminky fikaji, ze pokud zaménime napiiklad vrchol 1 a vrchol 2, pak dostaneme
opét stejny graf. Nas algoritmus si je ale nedokédze najit, pro kazdy zadany graf je uzivatel
musi spravné sestavit sam a predat je algoritmu jako vstupni parametr.

Algoritmus, ktery hledd permutace za¢ne s prazdnym polem select[] = [, ,,,,,] a napliuje
jej zleva indexy vzestupné. Po nékolika cyklech se dostane do stavu, na kterém je jasné zietelné
uryhleni algoritmu. Pole bude naplnéno nasledujicim zpusobem select]] = [4,5,6,7,,,,]. Dalsi,

a tedy patou, pozici nezacne prochazet znovu od hodnoty 1, ale protoze v cond existuje
izomorfni podminka pro péatou pozici [4,5] vezme hodnotu na pozici 4 a hned za zacdtku
nového cyklu k ni pricte jednicku (select[4]+1 = 8) a od této hodnoty teprve zacéne prochézet
pozici select[5]. Dostdvame tedy okamzité pole select|]] = [4,5,6,7,8,,,]. Pokud by podminku
nenasel, zacal by patou pozici prochézet od hodnoty 1.

Seznam podminek cond = {[1, 2],12,3],[4,5],16,7],[7, 8]} tedy algoritmu fikd, Zze pozice
select[2] se vzdy zacne prochézet od hodnoty select[1] + 1, déle pak select[4] = select[3] +
1, select[5] = select[4] + 1, select[7] = select][6] + 1 a nakonec select[8] = select[7] + 1.

Timto postupem nagenerované permutace spliiuji vzdy vSechny stanovené podminky izo-
morfismu.

6.4 Paralelizace

Pro paralelizaci problému jsme zvolili klient /server architekturu. Je tedy spusténa jedna serve-
rovska aplikace a neomezeny pocet klientskych. Veskera komunikace probiha prostiednictvim
TCP/IP pies java Sockety, pFednastavené na port 5555. Toto nastaveni je zaneseno napevno
v kédu a uzivatelsky se tedy nedd ménit (viz 7.5 — Program a jeho nastaveni).

6.4.1 Server

Serverova ¢ast se stard o vyfeSeni problému jako celku. Je to tedy ta ¢ast, kde uzivatel nastavi
v8echny potiebné parametry, jako jsou velikost ilohy, tvar podgrafu, pocet feseni a dalsi. Poté
server spust{ a ten si bud’to nejdifve nageneruje tilohu, pokud tedy jesté nagenerovans neni,
nebo piimo zadd vstupni soubor s tlohou. Poté ¢ekd na piipojeni klientu a pro kazdého
provede tento seznam akeci:

1. posle celou tlohu,
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2. posle nastaveni pro feseni ulohy (pocet feseni, které jesté zbyvaji najit, popt. pozadavek
na vypis casu ¢i poctu feseni),

3. posle ,startovaci fadek,
4. prijima feSeni od klienta,

5. pokud uz nalezl zadany pocet feSeni, nebo pokud prozkoumal celou tlohu pak skonéi,
jinak se vrat{ k bodu éislo 2.

Server ma celou tlohu k dispozici a postupné si z jeji kopie odebird fadky, které poslal
jako startovaci fadky a dostal na né odpovéd. KdyZ uz nezbyva zaddny dalsf fadek v seznamu.
Pak je uloha kompletné prozkoumaéna a server muze svou ¢innost ukongit.

6.4.2 Klient

Klientské ¢ésti staci nastavit pouze IP adresu serveru a spustit. Timto se klientsky program
pripoji k serveru a

1. prijme celou tlohu,

2. pfijme nastaveni pro FeSeni tlohy (zejména pocet hledanych feseni),
3. prijme ,startovaci fadek,

4. pokryje ulohu startovacim rfadkem a zac¢ne hledat zbytek reseni,

5. pokud nasel néjaké TeSeni, tak jej posle na stranu serveru,

6. odkryje startovaci fadek v tloze,

7. pokud dostane od serveru zpravu o dokonc¢eni tlohy, tak skondci, jinak se vrati k bodu
¢islo 2.

6.5 Program a jeho nastaveni

Pro nas program jsme zvolili programovaci jazyk Java, byl vyvijen ve verzi Java Standard
Edition (Java SE) 1.6, update 16.

Samotny program je vygenerovan do jar souboru (DLX.jar). V nékterych opera¢nich
systémech muze byt tento soubor samospustitelny. Main tfida — main.Main (main — pac-
kage, Main — t¥ida) — je zadefinovand v manifestu souboru. V tomto ptipadé by se ale spustil
bez uzitku, protoze méa jeden povinny argument, aby se mohl rozhodnout jestli se ma spustit
jako server, ¢i jako klient.

Pro ulohy vyssiho radu je také zapotiebi programu pridélit vice operacni paméti. Toto
zajistime opét jen priddnim dalsich spoustécich parametri (-Xms$$$$m a -Xmx$$$$m, kde
$$$$ je pocet pridélenych MB).

Veskerd programové komunikace mezi serverem a klienty probihd pomoci TCP/IP na portu
5555. Pokud je jiz tento port obsazeny, program nebude moci fungovat spravné. Zameérné
v celém programu neni moznost ¢islo portu nastavit a to proto, ze pokud se spusti server
a klienti nebudou védét na jakém portu server bézi, tak nemaji jinou moznost si to zjistit,
nez kontaktovat spravce serveru. Coz by bylo v rozporu s myslenkou pfipojeni neomezeného
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poctu klientt.
Piiklad spravného spusténi programu vypada nasledovné:

e Server (soubor: start_server.bat)
javaw -Xmsb512m -Xmx512m -jar DLX.jar main.Main -server

e Klient (soubor: start_client.bat)
javaw -Xms512m -Xmx512m -jar DLX.jar main.Main -client

6.5.1 Server

Po spusténi aplikace serveru je tieba do formulafe grafického uzivatelského rozhranni (GUI)
zadat nékolik dulezitych ddaju.

e RA4d grafu — musi to byt sudé éislo vétsi nez nula a pro fad n = 2 je Fedeni trividlni.
Naopak pro velké fady n nema smysl tlohu fesit, byla by pak natolik velka, ze bychom se
feSeni nedockali v rozumném ¢ase. Navic nenf nutné hledat rozklady tak velkych grafu,
protoze jako zdklad indukce dokazanych tvrzeni o rozkladech grafu staéi tyto ,,malé“
grafy. Z téchto duvodu méme na vybér z preddefinovaného seznamu, ktery obsahuje
rady 4 az 18 vcetné.

e Hrany podgrafu — zde zaddame hrany podgrafu, kterym chceme tplny graf pokryvat.
Hrany musi byt v predepsaném tvaru: [(0,1),(1,2),...] (tj. hrana mezi 0. A 1. vrcholem
a mezi 1. A 2. vrcholem,...) pfitemz je povinnda alespon jedna hrana. Neni-li parametr
pouzit, a tedy policko zustane prazdné, pak bude program pracovat s prednastavenou
kostrou — dvojhvézdou.

e Podminky podgrafu — jsou tim mysleny podminky izomorfismu zadané ve tvaru
[(0,1),...] (tj. index 0. vrcholu podgrafu musi byt vétsi nez index 1. vrcholu podgrafu,...),
taktéz je tim mysleno, ze kdyz zaménime vrchol 0 s vrcholem 1 dostaneme opét tentyz
graf.

e Vypis doby trvani — zaskrtneme pokud budeme chtit vypsat dobu trvani jednotlivych
operaci (doba generovani tlohy, doby feseni jednotlivych bloku klientu, celkovd doba
vypoctu vSech Feseni).

e Vypis poctu Ffadku — server vypiSe kolik fadka obsahuje nagenerovand tloha.

e Vypis poétu feSeni — vypise kolik feSeni nalezli klienti v jednotlivych blocich a nakonec
celkovy pocet nalezenych feSeni.

e Pocet hledanych feSeni — zde zadame kolik nejvySe feSeni ma program hledat nez
skon¢i. Prazdné policko, nebo text ,, ALL*“ zajisti hleddni vSech feSeni.

e Vystupni soubor — umisténi a ndzev souboru obsahujiciho veskery text z logu pro-
gramu.

e Vystupni soubor vytvorené ilohy — soubor pro nagenerovani tlohy, napf. pro
pozdéjsi pouziti.
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e Vstupni soubor s tilohou — cesta k souboru s nagenerovanou ulohou, pii vyplnéni
této moznosti uz neni zapotiebi zadavat fad grafu, ani informace o podgrafu. Program
si je sam nacte ze vstupniho souboru.

e Neresit tlohu — zaskrtneme pokud nechceme tlohu fesit hned, ale tilohu pouze vyge-
nerovat do souboru.

e Start — tlacitko pro zahdjen{ vypoctu.

e Log — zde se zobrazuji veskeré vypisy programu.

| 2| DLX Server )

Nastaveni

Stupei grafu |4 |v |

Hrany podgrafu | |

Podminky podgrafu | |

Vyjpis doby trvani  []
Vypis poctu fadkn [

Vypis poctu feSeni [ ]

Potet hledanych feseni |ALL |

Vystupni soubor

[

[

Vystupni soubor vytvorené dlohy

[

Vstupni soubor s dlohou

Nefesit dlohu []

Log

6.5.2 Klient

Klient mé velmi jednoduché GUI. Disponuje pouze témito ovladacimi prvky:

e IP adresa serveru — zde se napiSe IP adresa pocitace, na kterém je server spustény.
e Start — tlacitko pro zahdjeni vypoctu.

e Log — zde se zobrazuji veskeré vypisy programu.
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|| DLX Client = | B |

Nastaveni

IP adresa serveru |Iocalhost

Log

7 Eternity puzzle

V této kapitole se budeme zabyvat prevodem tlohy Eternity II na vstup Algoritmu X. Nejdfive
si ale kratce povime i o prvni verzi této skladacky.

7.1 Eternity I

Eternity I (anglicky The Eternity puzzle) je geometrickd sklddacka, za kterou obdrzel prvni
Uspésny fesitel odménu ve vysi 1 000 000 britskych liber. Tuto skladacku vytvofil matematik
Christopher Monckton, ktery sam vlozil polovinu penéz na vyhru. Hra byla distribuovana
spole¢nosti Ertl Company.

Christopher Walter Monckton, ktery se narodil 14. inora 1952 neni pouze matematik,
ale také obchodni konzultant, politicky poradce, spisovatel a mimo jiné vyndalezce Eternity
sklddacek. Ziskal magistersky titul na univerzité v Cardiff.

Samotna skladacka je tvorena 209 nepravidelnymi dilky a po slozeni tvoii skoro pravidelny
dvandctithelnik. Na trh byla hra uvedena v ¢ervnu 1999. Po svém uvedeni se Eternity stala
obrovskym hitem a ve Velké Britanii se stala nejprodavanéjsi hrou, piestoze jeji cena byla
£35. Pied uvedenim Eternity na trh, pfedpokladal jeji tviirce Monckton, ze bude vyfesena za
1 - 3 roky.

Tuto nadmiru slozitou skladacku vytesili 15. kvétna 2000, pted prvnim koneénym terminem,
dva matematici z Cambridge, Alex Selby a Oliver Riordan, ktefi pouzili skute¢né duvtipnou
metodu k urychleni vyteseni této skldadacky. Vyuzili poc¢itace, kterému predtim ulehéili praci
tim, Ze se jim podafilo najit tzv. ”end-game position” a $patné tvary(dilky) — wrong shape,
které do sebe v zadném pripadé nemohly zapadnout.

Takto vypada jedno z moznych Feseni této skladacky [8]:
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7.2 Eternity II

Eternity II (anglicky The Eternity II puzzle) je sklddacka, kterd je spojena s odménou
2 000 000 USD pro prvniho uspésného tesitele. Eternity II byla na trh uvedena 28. ¢ervence
2007 po velkém tuspéchu predchozi sklddacky Eternity I. Autorem Eternity II je opét Chris-
topher Monckton, ale tentokrat hru vydala spoleénost TOMY UK Ltd.

Eternity II se skladd z 256 dila, které se skladaji na ¢tvercovou plochu 16 x 16 policek.
Na 256 dilech jsou razné barevné vzory. Viech 256 ¢tverecki je rozdéleno tihloptickami na ¢tyii
stejné ¢asti, které jsou obarveny ruznou barvou. Barev je celkem 22 + Sedd, kterou jsou
oznaceny policka, kterd museji byt po poskladdani smérem k hranici. Tudiz je Sedd barva
jakousi barvou neutralni.

Na pocatku je c¢tvercova plocha s 256 policky a 256 dilky. Tyto dilky musi byt sestaveny
tak, aby strany celého obrazce byly Sedé a barvy jednotlivych policek na sebe plynule nava-
zovaly. Tudiz po slozeni vznikne obrazec, kde ordmovani ¢tverce bude Sedé a uvnitf ¢tverce
by mél vzniknout obrazec s plynulymi prechody mezi dilky. Teoreticky nabizi Eternity II,
na rozdil od norméalniho puzzle, tisice moznosti poskladani, matematicky by mélo téchto
moznost{ poskladan{ existovat piesné 256! x 42°6 [9].

Dalsi vyklad ale bude pokracovat na mensi verzi této hry. Princip zustava stéle stejny,
jen velikost hraci plochy bude tvofit pole velikosti 4 x 4 policka a barev je v této verzi
pouzito pouze 5 (4 + Sedd). Takovato hra je k dispozici online na webovych strankich Eter-
nity II [10] a slouzi jako velmi chytlava ukazka demonstrujici samotnou hru, jeji principy,
pravidla i obtiznost.

7.3 Vytvoreni tlohy pro Algoritmus X

Aby se tuloha Eternity skladacky dala feSit, musime z problému skladdni dilka vytvorit
matematicky problém. Pokusime se tedy najit vhodnou matematickou reprezentaci tohoto
problému, tak aby ji byl Algoritmus X schopny vyfesit.
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Proto je pravé tato kapitola, ve které si popiseme hned dvé moznosti jak vytvorit tilohu
pro Algoritmus X, jednim z hlavnich p¥inosu této diplomové préce.

7.3.1 Prvni zpusob vytvoieni tlohy

Stejné jako u rozkladu kompletniho grafu budeme potiebovat definovat mnozinu X a systém
jejich podmnozin S. Ukazme si jeden z moznych zptsobi, jak mnozinu X reprezentovat.
Prvky mnoziny X odpovidaji sloupcum tabulky. Nejdiive, se podivejme jak jedna takova
hraci kostka vypadd. Misto barev jednotlivych ¢asti kostky jsou pismena A az D.

Kostek mame dohromady tolik, kolik je policek na hracim pldnu. Na malém planu to je
4 x 4 = 16. Uloha bude splnéna ve chvili kdy pokryjeme v8ech 16 sloupcu, tj. pouzijeme vSech
16 kostek. A proto zakladni ¢ast tabulky bude tvotfena pravé Sestnacti sloupci, i-t4 kostka ma
jedni¢ku praveé v i-tém sloupci.

1. kostka |1 (0| O [O|0O]O|JO}]O|O0O] O] O|O0|O0O]O0|0]O0

2. kostka (O|1| O [OjOlOJOJO|O] O] O O0O]O0]O0]O0]O

16. kostka | OO | O OO0 |0]0O|O]|O] O] O] O]O0O]O0]O0]1

Jesté ale bude zapotiebi uvazit vSechny moznosti na kterd pole je mozno kazdou kostku
polozit a zapocitat vSechny moznosti, jak ji otocit a tim vytvofit kompletni systém mnozin
S. Pfibudou tak dalsi sloupce, které ndam pomohou s vybérem spravného feSeni. Pocet fadku
tedy bude mnohem vétsi, hodnoty se v této zakladni ¢asti tabulky mnohokrat zopakuji. Lisit
se budou az v dalsi, nepovinné pokryvané, ¢ésti tabulky (viz déle).
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Nejdiive si ale o¢islujeme policka hraci plochy nasledujicim zptusobem:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 1 12
13 14 15 16
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Kazdé kostka je rozdélena na 4 casti, budeme tedy potiebovat jesté jemnéjsi déleni:

1-1 2-1 3-1 4-1
1-4 1-2 | 24 22 | 34 32 | 44 4-2
1-3 2-3 3-3 4-3
5-1 6-1 7-1 8-1
5-4 52 | 64 62 | 74 72 | 84 8-2
5-3 6-3 7-3 8-3
9-1 10-1 11-1 12-1
9-4 92 104 10-2 | 11-4 11-2 | 12-4 12-2
9-3 10-3 11-3 12-3
13-1 14-1 15-1 16-1
13-4 13-2 | 14-4 14-2 | 15-4 15-2 | 16-4 16-2
13-3 14-3 15-3 16-3

Jak jsme si jiz rekli, uloha bude vyfeSena, kdyz pokryjeme vSechna pole a pouzijeme tak
vSechny kostky. Navic ale potfebujeme zajistit, aby algoritmus poznal, které fadky, moznosti
umisténi a natoceni kostky, uz k feSeni nevedou. Takové podminky jsme schopni vynutit
pridanim nepovinnych sloupct do struktury a vytvéaret tak ulohu pro modifikovanou verzi
Dancing Links algoritmu. Jen si pfipomeneme, Ze se jedna o sloupce, které k vyfeseni problému
nemusi byt pokryty, hraji ovSem dulezitou roli pro vybér fadku, které odpovidaji pripustnému
umisténi kostek.

V kazdém z 16 - 4 = 64 dilki muze byt jind barva. Proto jedno policko hraci plochy muze
reprezentovat hned ¢tytikrat pocet barev, tedy 4 x 5 = 20, sloupcu. Prifadime tedy barvam
pismena A az E a podivame se, jak bude vypadat hlavickovy Fadek celé tabulky.

1|--- |16 1-1A |(1-1B|--- |1-1E | 1-2A | --- | 1-4E | 2-1A | --- | 16-4E

Naptiklad 2-1A znamend, ze jde o prvni dilek kostky umisténé na druhém policku hraci
plochy, ktery m4 barvu A. 2-1A tedy pfesné znamené 2-policko, 1-dilek, A-barva.

Vsechny tyto tidaje budou slouzit pro piresné zjisténi, kde kostka praveé lezi a jak je otocend.

Déle si v téchto sloupcich muzeme uchovéavat informace nésledujiciho typu. Pokud na dilek
1-2 ptipadne barva A, pak i na dilek 2-4 musime umistit barvu A a tedy odstranit vSechny
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fadky ulohy, které maji na dilku 2-4 barvu jinou nez A. Barvé A na dilku 1-2 proto pfidélime
hodnotu 0, ostatni barvy na dilku 1-2 dostanou hodnotu 1. Sousednimu dilku 2-4 pfidélime
hodnoty pro jednotlivé barvy pfesné naopak, dilek 2-4 tak bude mit pouze jednu jednicku
pravé u barvy A. Toto rozmisténi hodnot zapusobi na ulohu pfesné tak, jak ocekavame.
Algoritmus bude muset zakryt sloupec 2-4A, coz znamend zakryt vSechny ostatni radky,
které taktéz obsahuji jednicku ve sloupci 2-4A. Bystry ¢tendf si jiz jisté uvédomil, Zze jednicku
pro dilek 2-4 maji vSechny barvy kromé té jediné, kterd ma zustat a sice barva A.

Zvolme si ndhodny piiklad obarveni kostky:

Reknéme, Ze tato kostka bude lezet na poli ¢islo 6. Pak pro kostku, tak jak je na obrazku,
a véem CtyfFem oto¢enim (ve sméru hodinovych rucicek) odpovidaji nasledujici fadky v tabulce:

1 16 2-3 | 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 | 10-1

D | A | ABCE | ACDE | ABDE | BCDE | B C

1. kostka 0° 110 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 16 2-3 | 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 | 10-1

A C | BCDE | ABCE | ACDE | ABDE | D B

1. kostka 90° 110 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 16 2-3 | 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 | 10-1

C B | ABDE | BCDE | ABCE | ACDE | A D

1. kostka 180° || 1 | O 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 16 2-3 | 5-2 6-1 6-2 6-3 6-4 7-4 | 10-1

B D | ACDE | ABDE | BCDE | ABCE | C A

1. kostka 270° || 1| O 0 1 1 1 1 1 1 1 1

Zépis 6-1ABCE znamend, Zze umistime stejnou hodnotu do sloupcu 6-1A, 6-1B, 6-1C
a 6-1E. Déle jsme pro zjednoduseni vypsali pouze ty nepovinné sloupce, kde bude zapsana

hodnota dilku rovna 1, vSechny ostatni nepovinné sloupce maji hodnotu 0.

Celkem bude jeden tadek tabulky obsahovat maximalné, v piipadé, ze neni umistén
u kraje, pfesné 1 +4- (5 —1)+4-1=1+4-5= 21 jednicek (viz kapitola 6.4 Vypocty).

Tim zZe do feSeni zahrneme 1. kostku 0° se zajisti:
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e pro povinnou ¢ast struktury — odstraneni radku s jednickou ve stejném sloupci. Znamena
to tedy odstranéni vsech fadku, kde je uvazovand kostka jen pootocend, a také vsech
radku kde je praveé tato kostka umisténa na jina policka;

e pro nepovinné sloupce — odstraneni vSech nezadoucich barev sousednich policek. Napiiklad
po dilku 2-3 budeme pozadovat barvu D (vynutime si ji jedni¢kou ve sloupci 2-3D).
Vsechny ostatni moznosti chceme vytadit. Pfesné to se ale také stane, tabulka ma
v fadcich s barvou D na dilku 2-3 ve sloupcich 2-3A, 2-3B, 2-3C a 2-3E hodnotu 1
a pouze ve 2-3D hodnotu 0, proto algoritmus nezakryje pravé jen tyto fadky, ale vSechny
ostatni, které maji ve sloupci 2-3D hodnotu 1, coz jsou vSechny ostatni barvy, jenom
ne D. Tim, jsme zajistili vybér pouze téch fadku, kde lezi pozadovana barva.

7.3.2 Poznamky k prvnimu zpisobu

K takto nadefinované tloze je jeSté zapotiebi zminit par dodatku ¢i ndvrhu na zlepsSeni.
Napriiklad jsme se doposud nezabyvali podminkou pro spravné reSeni ulohy, kterou je vynuceni
Sedé barvy okolo okraje hraci plochy. Tohoto lze docilit hned dvéma zpusoby, kde prvnim by
mohlo byt pfidani jednoho fadku do tlohy, ktery se hned stane soucésti reseni. Takovy radek
by pro vSechny krajni dilky obsahoval hodnotu 1 ze vSech nepovinnych sloupcu pravé pro
Sedou barvu, to je 4 -n jedni¢ek. A do vsech povinnych sloupcii dosadime hodnotu 0, protoze
si pouze vynutime barvu okraje, nepokryjeme vSak zddnou kostku. V nasem piipadé je to
presné 16 jednicek, které zajisti spravnou barvu okraje.

Druhym zptsobem, jak docilit téhoz je uz spojeny se samotnou implementaci algoritmu
generovani fadku, do kterého by se musel vpravit kontrolni mechanismus, ktery by nepovolil
polozit Sedou barvu nikam jinam nez na okraj. Tato kontrola by mohla vyuzivat poznatku
predchoziho zpusobu. Kontrolovalo by se, jestli se nepokousime zapsat Sedou barvu nékam,
kam to nemad povoleno. Takova tloha by byla hned od zac¢atku mnohem ridsi a tim by kladla
mensi nadroky na misto v operacni paméti.

Neni Spatny nédpad predpokladat usetieni paméti tim, ze nam stac¢i vynutit si barvu vzdy
jen pravého a spodniho souseda. V tloze tak i nadéle zustanou podminky pro kazdé rozhranni
dvou sousednich policek a navic usetiime 8 - n jednicek.

Dalsi prostor pro tsporu paméti nabizi kontrola usporadani barev na kostce. Vezméme si
kostku, kterd ma kazdé dvé protilehlé barvy stejné.

Pro takové obarveni ma smysl otacet kostku jen jednou o 90°, dalsim otacenim, budeme
dostavat uz jen shodné radky. Takova kontrola by pro kazdou jednu tuto kostku ignorovala
2 - n? fadki a pro kostku, kterd by byla celd z jedné barvy 3 - n? fadku.
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hry. Bez moZnosti pfevést feSeni zpét by vibec nemélo smysl ani feSenf ulohy hledat. Prevod
je ovSéem velmi jednoduchy. Povinné sloupce oznacuji poradové ¢islo kostky. Ze sloupce, u
kterého ma fadek hodnotu 1, vyéteme poradové ¢islo. Z kazdého fadku feSeni tedy okamzité
pozname o jakou kostku se jednd a na hraci plochu ji umistime podle toho, které nepo-
vinné sloupce obsahuji hodnotu 0. Nejdfive si pfipomeneme jak vypada oznaceni nepovinnych
sloupcti. Naptiklad 6-1A znamend, Ze se jednd o Sesté policko hraci plochy, prvni dilek a barvu
A. Oznageni ¢tyf z téchto sloupcu musi vzdy zacinat stejnym prefixem, kostka totiz vzdy
lezi celd na jednom policku. Tento prefix tedy udavé ¢islo policka. Samotné natoceni kostky
vycteme z druhé casti oznaceni. Barva lezici na dilku 6-1 je pravé ta, kterd se nenachézi
v feseni. To proto, Ze jsme lezici barvé priradili hodnotu 0. Takze bud’ spravnou barvu zjistime
vylucovaci metodou tak, ze hledané barva dilku 6-1 neni zaddné z 6-1x v feSeni. Nebo pokud
jsme se nerozhodli pro podminky pouze pro pravého a spodniho souseda, spravnou barvu
zjistime u sousedniho dilku, ktery méa jednicku v feSeni u barvy, kterou hleddme. Zaroven
ale musi i ostatni barvy lezet piesné tam, kde to od nich feSeni pozaduje. Jejich umisténi si
obdobné prectemé ze sloupcu 6-2zx, 6-3x, 6-4x.

Umisténi kostky do hraci plochy by se dalo zjistit i jednoduseji, pokud bychom si za-
vedli jesté dalsich n? sloupct, které by slouzily pro uchovani této informace. Stejné tak jako
mame poradové Cisla kostek, by nam pribyla pofadova ¢isla policek, na které se kostka prave
umistuje. Radek by obsahoval jedni¢ku mezi témito sloupci pravé tam, kde pofadové ¢islo
policka bude shodné s prefixem praveé ¢tyt sloupct. Je ale potFeba zvazit jestli je to vyhodné,
protoze samoziejmé dojde ke zvétseni ulohy, bez pridani jakékoliv informace, ktera by jiz
v feSeni nebyla, jen za cenu vétsiho pohodli pfi prevodu feSeni dlohy zpét na FeSeni hry.

7.3.3 Druhy zptsob vytvoreni tlohy

Zékladni myS8lenka druhého zpusobu je stéle stejna. Povinna ¢ast tlohy musi zustat bezezmény
a nepovinnou ¢ast navrhneme tspornéji. Misto toho, abychom pro kazdou barvu na kazdém
dilku méli jeden nepovinny sloupec, zakédujeme barvu bindrnim kédem. I nyni potifebujeme
zajistit vybér spravnych fadku (barev sousednich dilku). Ma-li mit dilek libovolnou barvu
reprezentovanou jedineénym binarnim kédem, pak sousednimu dilku pFifadime inverzni kod.
Tim si pii zakryvani takovych fadka vynutime zachovani nezakrytych sousedu pozadované
barvy ve struktufe.

Pro kazdou barvu tedy potiebujeme nejenom jeji binarni kod, ale i jeji prevraceny kod.
Navic kazdy tento kéd musi byt jedineény. Potom pocet bitu kédu (pocet nepovinnych sloupcu
pro jeden dilek) je roven [log, (2 -b)], coz je mensi uz pro pocet barev b = 4.

Pro online verzi hry a tedy b = 5 (barvy A az E) je pocet bitu roven [log, (2-5)] = 4,
a kody barev by mohly vypadat naptiklad takto:

Barva Koéd Inverzni kod

A 0000 1111
B 0001 1110
C 0010 1101
D 0011 1100
E 0100 1011
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Kdyz si nyni budeme chtit vynutit na sousedovi napiiklad barvu B, tak bude mit hodnoty
nepovinnych sloupcu pro konkrétni dilek rovny hodnotam 1110 (inverzni barva). Dojde tedy
k zakryti prvnich ti{ sloupcu (jedni¢ky inverzniho kédu), zakryji se tedy barvy, které maji
jednicku alespon v jednom z prvnich tii sloupcu (jednicky kédu barvy). Zakryji se tedy barvy
C,D akE.

Pozadovali jsme ale vybér barvy B. Kdyz nyni budeme po algoritmu chtit aby pokryl
v8echny sloupce a to i ty nepovinné, potom vybér zbyvajici barvy A nepovede k feSeni. Uz by
totiz nebyla zadné jind moznost jak pokryt posledni bit uvazovaného dilku. Jedinou moznosti,
ktera vede ke spravnému feSeni je vybér pozadované barvy B.

Tento druhy zpusob vytvoreni tlohy tedy nepracuje s modifikovanou verzi Dancing Links
algoritmu. Je zapotiebi pokryt vSechny vytvorené sloupce!

7.3.4 Poznamky k druhému zpiasobu

Prednostné je dulezité jesté jednou zduraznit, ze druhy zpusob vytvoreni tlohy nemé zadné
nepovinné sloupce a vystaci si se zakladni verzi DLX algoritmu.

Tento zpusob se zd4 byt sice paméfové méné ndroény, coz si jesté ovéiime v ndsledujic
kapitole, nedokaze ale ihned zajistit pfesné pozadovanou barvu sousedniho dilku. Pfi rekurzi
tak neredukuje tlohu stejné rychle jako prvni zpusob. Navic muze na sousedni dilky umistit
ruzné barvy. S heuristickym vybérem sloupce snad ale svou chybu rozpozna dostateéné brzo.

Protoze musime pokryt vSechny sloupce, musime také vytvorit fadek dlohy, ktery si vy-
nuti okrajové rozmisténi barev. Bez tohoto fadku, bychom nebyli schopni pokryt vsechny
sloupce. Samotnd implementace by ale mohla zajistit, aby byl kéd okrajové barvy tvoien
pouze jednickami. Okrajovy fadek by potom byl jen sadou nul a byl by tedy nepotiebny.

Ptevod feSeni 1lohy zpét na feSeni hry je opét jednoduchy. Pokud bude oznaceni sloupcu
napiiklad 6-1-1, coz je podobné jako u prvniho zpusobu, tak uz zbyva jen spravné identifikovat
barvu na dilku. K tomu ndm bude slouzit pravé posledni ¢ast oznaceni, ktera urcéuje poradové
¢islo bitu. Potom uz neni zadny problém posklddat kéd barvy dilku a k tomuto kédu zjistime
jeho barvu pomoci stejného klice, ktery barvam tyto kédy prirazoval.

7.4 Vypocty

Pro ¢iselné vyjadieni obtiznosti hledani feSeni hry Eternity II si spoc¢itame par zakladnich
udaju pro uréeni velikosti tilohy. Uréité nas bude zajimat pocet sloupcu, fadka a elementu —
jednicek v tabulce.

7.4.1 Prvni zptsob

Necht n je velikost zékladny ¢tvercového hraciho pole a b je pocet barev véetné té okrajové,
pak

e pocet sloupcil je roven n? - (1 +4-b),
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e pocet Fadki je nejvyse 4 - n?,
e pocet elementti na fadku je nejvyse 1 +4-b.

Pocet sloupctl je tvoien sou¢tem povinnych n? a nepovinnych n? - 4 - b, kde hraci plocha
mé velikost n?. Kazdé policko mé 4 dilky a kazdému dilku mtzeme piifadit jednu z b barev.

Pocet fadki bude maximalné 4 - n* v zévislosti zpiisobu vytvafeni tlohy a kontroly du-
plicitnich fadkt. Kazdou z n? kostek mtizeme umistit na n? policek hraci plochy a 4x ji
otocit.

Pocet elementti na jednom Fadku bude nejvyse 1+4-b. Pro dosazeni této hodnoty musi byt
kosticka umisténa mimo okraj, aby si mohla vynucovat barvu okolnich dilka dalsich kosticek.
Jedna jedni¢ka je pro oznaceni pofadového ¢isla kostky (povinny sloupec), 4- (b — 1) jednicek
jsou jednicky oznacujici barvu kostky na v8ech jejich ¢tyfech dilcich. A jednu jedni¢ku pro
kazdého souseda, u kterého si chceme vynutit barvu, nejvyse tedy 4 dalsi jednicky.

Pro srovnani narocnosti jednotlivych verzi hry Eternity II ndm poslouzi nésledujici ta-
bulka.

n=4,b=5\n=16,b=5\n=4,b=23| n=16,b =23
online verze originalni verze
pocet sloupcii 336 5 376 1 488 23 808
maximalni pocet fadka 1024 262 144 1024 262 144
max. elementd na fadku 21 21 93 93
max. elementd v iloze 21 504 5 505 024 95 232 24 379 392

7.4.2 Druhy zptisob
e pocet sloupcii je roven n? - (1 +4 - [logy (2 - bﬂ),
e pocet Fadki je nejvyse 4 - n?,
e pocet elementt na fadku je nejvyse 1 44 - [logy (2-0)].

Pocet sloupcil je tvofen souctem sloupcii pro pofadové ¢islo kostky (n?) a sloupcii pro
kazdy dilek viech policek vyndsobeny poctem biti pro kédovani barev n? - 4 - [log, (2 - b)].

Pocet fadkti bude maximélné 4 - n* stejné jako u prvniho zpisobu.

Pocet elementu na jednom fadku je nejvyse 1+4-[log, (2 - b)]. Rovnosti je dosazeno stejné
jako u prvniho zpusoby pouze u dilku, které nelezi na okraji hraci plochy.

Zde je opét tabulka vypoctu pro druhy zpusob implementace hry Eternity II.
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n=4,b=>5

online verze

n=16,b=5

n=4,b=23

n=16,b =23

originalni verze

pocet sloupcii 272 4 352 400 6 400
maximalni poéet fadku 1024 262 144 1024 262 144
max. elementd na fadku 17 17 25 25
max. elementd v dloze 17 408 4 456 448 25 600 6 553 600

Druhym zpusobem doglo k omezen{ velikosti tilohy, tak jak jsme ocekavali. Cim vice barev

je v tloze pouzito, tim dspornéjsi druhy zpusob bude.

7.5 Popis vytvorenych trid

Pro tlohu Eternity II jsme vytvofili pouze funkéni tiidy pro sestaveni tlohy pokryti, neim-

plementovali jsme ale zddné uzivatelské rozhranni.

7.5.1 Trida EternityTask

Tato tiida uchovava informace o celé tloze. Jejimi parametry jsou:

e columns — pocet sloupcu tlohy,

rows — pocet fadku tulohy,

List<EternityBrick> bricks — seznam kostek,

List<Object> colours — seznam barev,

borderColour — barva okraje.

Navic tato tiida disponuje metodami, které umi zjistit index sousedniho policka:

getLeftNeighbourIndex(int onBoardIndex),

getUpNeighbourIndex(int onBoardIndex),

getDownNeighbourIndex(int onBoardIndex),

getRightNeighbourIndex(int onBoardIndex),

nebo spocitat pocet bitu pro zakédovani viech barev:

getBitsForColours().
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7.5.2 Trida EternityTaskCreator a EternityTaskCreatorVersion2

Trida EternityTaskCreator rozsifuje tiidu TaskCreator (viz kapitola 6.1) o nové metody
potiebné pro sestaveni ulohy pokryti Eternity II. Jejim hlavnim rozdilem je, Ze pracuje se
dvéma kofenovymi objekty, kde jeden z nich pfedstavuje povinou ¢ast tlohy a druhy nepovi-
nou.

Mezi jeji metody patii napiiklad:

e createTaskTree(EternityTask task) — vytvoreni tlohy pokryti,

¢ addRow(HeaderAndDataObject mandatoryRoot,
TreeSet<Integer> mandatoryPositions,
Header AndDataObject optionalRoot,
TreeSet<Integer>optionalPositions) — pfidani fddku do ulohy s rozlisenim po-
vinnych a nepovinnych sloupcu,

e addBorder(EternityTask task, HeaderAndDataObject mandatoryRoot,
Header AndDataObject optionalRoot) — piidéni fadku, ktery si vynuti barvu na okraji
hraci plochy,

e interpretationOfSolution(Solution solution) — velmi dulezitd metoda, kterd prevede
nalezené feseni do ¢itelné formy.

Ttida EternityTaskCreator Version2 prepisuje metody tiidy EternityTaskCreator tak, aby
byla loha sestavena podle popisu v kapitole 7.3.3.
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8 Zavér

Prvnim cilem této diplomové prace bylo sestavit a naimplementovat algoritmy, které vytvori
ulohu rozkladu kompletniho grafu na pfedepsané podgrafy jako tlohu pokryti pro Dancing
Links algoritmus, a nasledné budou umét tuto tlohu vyftesit.

Navic jsme podle pozadavku zadani tento algoritmus paralelizovali. Programovaci ja-
zyk C++ by byl pro hledani feSeni jisté rychlejsi, my jsme vsak zvolili Javu jako progra-
movaci jazyk a veskera komunikace serveru s klientskymi stanicemi probihd pies TCP/IP,
takze je mozné serverovskou ¢ast umistit na pocita¢ dostupny z internetu a bude se k nému
moci pfipojit a podilet se na vypoctu feSeni libovolny pocet klientskych stanic. Je tedy vse
pripraveno na feSeni libovolné slozitych tloh a pfitom nas neomezuje nutnost spoustét pro-
gram pouze na vicejadrovych superpocitacich.

Pokud se tedy rozhodneme vyuzit tohoto néstroje pro hledani rozkladu, tak by urcité bylo
dobré vytvorit webové stranky vénujici se tomuto problému s odkazy na stazeni klientskych
casti, aby se do FeSeni problému mohl zapojit opravdu kazdy.

Je-li tikolem nalezeni prvniho feSeni pro graf fadu n = 16 a dvojhvézdu jako jeho rozkladajici
podgraf, pak naimplementovany algoritmus naleze toto feseni jiz béhem nékolika vtefin, coz
dokazuje efektivitu navrzeného algoritmu. K ovéfeni jeho spravnosti jsme porovnali pocty
Ffadku, které nageneroval a které souhlasi s vypocitanymi hodnotami. Stejné tak vysledné
FeSeni urcend programem jsou opravdu rozkladem kompletniho grafu na zadané podgrafy.
odstranit identické fadky (izomorfni podgrafy). Pro tlohu se zadanymi podminkami izomor-
fismu, fadu n = 16 a dvojhvézdu jako podgraf, je nagenerovand tloha 50 803 200x mensi nez,
kdyby podminky zadané nebyly.

Pro praktické pouziti by jisté bylo dobré naviazat tak, aby podminky symetrie nageneroval
program sam bez pomoci uzivatele.

Dalsim cilem této prace je matematickd reprezentace Eternity II skladacky. Vytvorené
algoritmy dokézi demonstracni online verzi hry vyfesit béhem zlomku vtefiny. P#i pokusu
tuto dlohu zvétsit 4-krat na velikost hraci plochy 8x8 policek uz ale nejsme ani béhem nékolika
hodin schopni dojit k feSeni. Tvurce této skladacky, Christopher Monckton, si je zajisté dobie
védom toho, ze vyfesit tuto tlohu vypocetni technikou nebude viubec jednoduché a hlavneé
nijak rychlé a nejspis pravé proto stanovil vysi vyhry tak vysokou.

Pokud bychom chtéli uSetrit jesté dal$i misto v operacni paméti pocitace, pak musime
vymyslet dimyslngjsi kédovani barev tlohy, stejné tak by se urc¢ité dala kdédovat i pozice
kostky na hraci plose. To jsou jen jedny z mnoha teoretickych ndvrhu, které stoji za zamysleni.

Pro urychleni nalezeni feseni by bylo dobré vymyslet zplisob jak omezit po¢et nagenero-
vanych fadk1, jak uz jsme zminili, napiiklad kontrolou jestli rizné natoc¢eni kostky nevytvareji
identické fadky tlohy (symetricky zabarvena kostka jednou nebo dvéma barvami). Dals{ kon-
trola by mohla ovérovat zda-li v iloze nejsou identické kostky.
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Obsah prilozeného CD

e 0b0024.pdf — text diplomové prace,
e DLX program — slozka obsahujici program popsany v kapitole 6,

— DLX.jar — jar soubor s programem,
— start_client.bat — soubor pro spusténi klientské ¢asti programu,

— start_server.bat — soubor pro spusténi serverové ¢asti programu,

e SRC - slozka obsahujici zdrojové kody.
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