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Znaceni
R"
Kp-operace
M

S

N_S

Necht' X =[x,...

Uzité zkratky

n-rozmerny Euklidovsky prostor

nasobeni matice soustavy vektorem
paiet soustav v master systému
paiet soustav ve slave systému

pocet nevyeSenych (aktivnich) soustav

, X ,....,X" ]1je nxq matice, pak ozrdme:
i-ty sloupec maticX
i-ty sloupec maticX (syntaxe Matlabu)
transponovani maticé

transponovani matice (syntaxe Matlabu)

k-t4 aproximaceX

CG metoda sdruzenych gradient
(Conjugate Gradients Method)

PCG metodaiedpodmignych sdruzenych gradignt
(Preconditioned CG Method)

BCG metoda blokovych sdruZzenych gradient

(Block CG Method)

SCG

metoda postupnych sdruzenych gradient

(Successive CG Method)

SBCG

metoda postupnych blokovych sdruzenych gnéidie



Uvod

Cilem této prace je prakticka realizacgkalika variant metod sdruZzenych
gradienti, jejich aplikace proieSeni soustav linearnich rovnic gkalika
pravymi stranami. S timto problémem se setkavamengmerickémieSeni
parcialnich diferencialnich rovnic, ndidad pi #eSeni Uloh tvarové
optimalizace. Vznikla matice soustav je symetridkdka a pozitivis definitni.
Klasicky pistup kieSeni soustav linearnich rovnic&olika pravymi stranami
je zaloZen naifimych feStich, které provagi faktorizaci matice soustavy a
jednotlivé soustavyesSi dopednou a zgtnou substituci. Jergimé, Ze vyse
uvedeny postup ipstava byt efektivni préeSeni rozsahlych soustav, nébo
panttové naroky pro ulozeni faktorizované matice jsoaina.

Na jiném principu pracuji itetai feSce. Tyto metody vytvigji posloupnost
aproximovanychieSeni soustavy. Matice soustavy sasini pouze operace
nasobeni s vektorem, jefiidky charakter @stdva zachovan, a proto je
pamétovad nargnost itergnich feStit mnohem mensi nez utipych.
Nevyhodou iterénichieSit ovSem je, Z&eSi soustavy linearnich rovnic pouze
s jednou pravou stranoReSeni soustav sskolika pravymi stranami Ize sice
nalézt postupf nicmére efektivita tohoto postupu je nizka, nébteSeni
téchto soustav hledame nezavisle kedeslychreSenich.

Metoda sdruzenych gradiénse dnes stala prakticky standardem i@&eni
soustav lineérnich rovnic s jednou pravou stranBro problémy s vice
pravymi stranami v komeénich balicich v3ak stale dominujtimé resie.
Numerické experimenty nam ovSem ukazuji, ze dtdrdeSte jsou vzdy
pamétové meére nar@né a v gkterych gipadech navic rychlejSi nez standardni
piimé reSice. Dale uva#éhé algoritmy roz$uji metodu sdruzenych gradiént
tak, aby byla efektivni i préeSeni soustav linearnich rovnic&alika pravymi
stranami.

Iterani feSke pro vice pravych stranteme rozdlit v zavislosti na tom,
zda jsou vSechny pravé strany dostupnécasmi. Jiné metody pouzijeme,
pokud zndme vSechny pravé strany zaifipwe jiné, pokud se pravé strany
dozviddme postugn

Pokud zname vSechny pravé stranyizeme kieSeni &chto soustav pouzit
dale uvadné blokové a postupné sdruzené gradienty. VCrogra gFipac
muZzeme pouZzit modifikovanou Lanczosovu procedururaktep@iva ve
vypoctu rekolika viastnich vektar odpovidajicich nejmensim viastnifisiim
matice soustavy. Tyto vektory se pak pouziji k kaiurezidua [Dostél,
Vondrak, Rasmussen, 1997]. V této praci se vSalkeimedzabyvat algoritmy,
které redpokladaji, Ze vektory vSech pravych stran js@angnsogasre.



1. Zadani ulohy

UvaZzujme nasledujici systém linearnich rovnic
KX=F, (1)

kde K je nxn symetricka pozitivéa definitni matice,
F=[f'....f',...,f%]je nxqg matice pravych stran X =[x,..., X ,....,X ]
je nx g maticefe3eni. Ukolem je efekti¢émaléztreSeni soustavy (1).

2. Klasicky p Fistup k FeSeni soustav linearnich rovnic
s nékolika pravymi stranami

Klasicky pristup kteSeni (1) je zaloZzen na faktorizaci mati€e Pokud
pouzijeme LU faktorizaci, nejdive rozlozime maticiK a potom reSime
jednotlivé soustavy ddpdnou a zgtnou substituci. Pa#tiové i casow
nejnar@néjSi operaci u tohoto postupu je faktorizace matke Tato
faktorizace se vSak provadi pouze jednouredeni pisluSnych soustav
s faktorizovanou matici Ize snadno ziskati@édpou a z§tnou substituci:

rozlozK = LU
fori=1,..,q
vyie§ Ly= f'
vyreSUX =y
end.

Primé reSie jsou vyhodné v tom, Ze vyuZzivaji specifickychirgoustavy,
napiklad Stky pasu matice, nebo snadnéledeni soustav stkolika pravymi
stranami. Jak jiz bylo uvedeno, tyto vyhodiegtavaji platit, pokud chceme
ieSit velké komplexni problémy, nebopanttovy prostor pro ulozeni
faktorizované matice fifze byt znany. Navic faktorizace matice je obt&n
paralelizovatelna operace, néheji Skalovatelnost zavisi na& pasu matice.

VySe zmirkné nevyhody imychtesit vedou k hledani novych algoritm
zvlast pokud chceme efektienreSit velké, nap 3D problémy s &kolika
pravymi stranami. V poslednich letech byl ve vyvdjeratnich resia
zaznamenén velky pokrok.ibe ¢asto formulovana nevyhoda, Ze rychlost
konvergence je zavisla na typu problému jiz zcedgplati, nebd €inné



piredpodmiovaci techniky v mnohatipadech tkolikanasobg zlepSily vykon
téchto metod.

3. Klasicka metoda sdruzenych gradient 0

Diive neZ objasnime principy metod sdruZzenych grailidteré jsou ufeny
pro feSeni soustav linearnich rovnic &olika pravymi stranami, odvodime si
klasickou metodu sdruzenych gradientato metoda byla poprvé publikovana
v ¢lanku [Hestenes, Stiefel, 1952].

UvaZzujme nasledujici soustavu linearnich rovniec meznamych:
Kx = f (3.1)
kde K je nxn symetrickd pozitiva definitni matice,f je vektor pravé
strany & je (neznamy) vektareseni, f ,x 0 R".

Na feSeni (3.1) se tiieme divat také jako na minimalizaci kvadratického
funkcionalu

1
@(X) :EXT Kx— X f, (3.2)
neba O¢g(x) = Kx— f, coz znamena, Zzex= K™ f minimalizuje ¢(x).
Minimalizace ¢(x) aieSeniKx = f jsou tedy ekvivalentni problémy.
Novéa aproximacéeSenix, muze byt ziskana zipdchozi aproximace_,
pomoci smiru p, s délkou krokua, predpisem
Xk = Xk—l +ak pk (33)

Hodnota parametrwr, je uena tak, aby minimalizoval@(x._, +a, p,),
tedy
d¢(xk—l + ak pk) - O (3.4)
aa,

nebo ekvivalent&

Pt = P (i~ Kp) =0 = a = pehia/ P KR, (3.5), (3.6)
kder, = f —KXx, je reziduumk-té aproximacéesenix, .
Novy sner p, hledame ve tvaru

P = s ¥ BiPis (3.7)

tak, aby bylK-ortogonalni k pedchozim srrim. Tuto podminku zabezgie
relace



p'Kp, =0 proi# j (3.8)
kde parameti, je volen tak, aby platila podminka

plI Kp,=0 = B = _p:—lKrk—ll pl—lKn«l (3.9), (3.10)
Pozorovani

Pro metodu sdruzenych gradigmiati:
1. p'Kp, =0 proi #
2.r'r, =0proizja
3. pir. =0

Tyto vlastnosti zarkuji dilezity rys: pokud péitdme na fesné aritmetice,
ziskdame pesnéreSeni maximakpo n iteracich. V praktickychifpadech je
algoritmus provagh tak dlouho, dokud norma rezidua neni dostetenala.
Vhodné kritérium k uko&eni iter&niho cyklu je nafiklad

I 1B €1F
kde £ je ngjaké malé kladnéislo, typicky10™.

Nyni upravme vzorec pro vypet koeficientua, . Pokud dosadime do (3.6)
vzorec (3.7) a vyuzijeme pozorovani3, mizeme psat

a, = PeKp, - (3.11)
Ze vzorce (3.5) plyne, ze
Mt = T2 = A KP g (3.12)

Pokud tuto rovnici vynasobime vektorem_ respektiver,_,, plati v
souladu s pozorovanit 2 nasledujici vztahy:

rkT—lrk—l =-a [ kT— Kpy-1 (3.13)
rkT—zrkT—z = fi KP - 1- (3.14)

Jestlize si nyni ze vzorce (3.7) rekurzivmyjadtime r_, a tento vztah
dosadime do (3.14),ieme s vyuZitim pozorovani 1 psét

heolicr = TP KPy - (3.15)
Vyuzitim (3.13) a (3.15) se vypet koeficientus, zjednodusi do tvaru:

B = Tk N ez (3.16)



.....

iteraci potebujeme vypéitat pouze jednu operaci nasobeni matice soustavy a
vektoru. Algoritmus metody sdruzenych gradielze zapsat nasledogn

Algoritmus CG
Inicializace: k =0; r,= f — Kx,
while [Ir [P £[F [do
begin
k=k+1
if k=1 then
P=T
else
Be =i /T 2
A = ket BPua
endif.
u = Kp,
ay = PeYy
X = X 0 By
e =g =AUy
end.

3.1 Metoda p fedpodmin énych sdruzenych gradient a
UvaZzujme znovu soustavu linearnich rovnic se syol&tu pozitivre
definitni matici
Kx=f.
Pro urychleni konvergenceiXeme pouZzit fgdpodmigni. Princip metody
piredpodmignych sdruzenych gradignspaiva v aplikaci metody sdruzenych
gradienti na transformovany systém linearnich rovnic

A

Kg=f, (3.1.1)

kde K=C?KC™,8=Cx, f =C*f aC je symetricka pozitivéx definitni
matice, kterou vybirame tak, aby matikebyla dolfe podmigna, a z évodu,
ktery uvedeme poz{§l, musi mit maticeC? ,jednoduchou* strukturu.

Jestlize aplikujeme sdruzené gradienty na soustéd.l), ziskame
nasledujici algoritmus:
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Algoritmus PCG verze 1
Inicializace: k = 0O; f, = f - KX,
while [f,|]> €]If || do

begin
k=k+
if k= 1 then
P, = fo
else
B = ! rAkT—i’Ak 2
P = fea + BPrs
endif.
a, = f /B CKC™p,
Xk—l+ak pk
f —rkl—akC‘lKC P,
end. (3.1.2)

V tomto pgipac ozna&uje f, = f —K)?k, respektive X, , k-tou aproximaci
rezidua, respektivéeSeni transformovaného systému. Nas vSak za@deni
puvodni soustavy. Jednou z mozZnosti je ziskat t@®eni z rovnice

X, = C™'% . Nicmér¢ pokud definujemep,=Cp, % =Cx a f, =C™r,,
vyhneme se explicitni referenci na mat@i'.

Pokud dosadime do (3.1.2) @éppmeneme, sef =C'f a R=Cx, pak
obdrzime

Algoritmus PCG verze 2
Inicializace: k = 0; C™'r, =C™*(f — Kx,)
while ||C”*r [P |f |ido

begin
k=k+1
if k=1 then
Cp =Cl'y
else

B = (C_lrk—l)T(C_lrk—l) / (C_lrk—z)T(C_lrk—z)
Cp, = C 'ty + B CPa
endif.
a, =(C'r ) (CMr )/ (Cp) (CTKC)(CR)
Cx = Cx,ta,Cp
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C'r,=C'r,-a,(C'KC"Cp,
end. (3.1.3)
Ozname nyni pedpodmiova M = C?. Nect M je také symetricka a
pozitivré definitni matice a nechje vektor z, feSeni soustaviz, =r,. Pak
muzeme vySe uvedeny algoritmus zjednodusit do tétake podoby:

Algoritmus PCG
Inicializace: k = 0; r, = f — KX,
while ||r |P £|F [ldo

begin

solve Mz, =r,

k=k+1

if k=1 then
P =%

else
B = rkT—lzk—ll rkT—zzk—z
P = Zat B Ba

endif.

U = Kp,

@ =1zl Pl

Xe = X T O B

e =Tea =AUy
end.

Pozorovani:

1. Lze ukézat, Ze pro tento algoritmus plati:
T - — . .
F'M7r, =0 proi # |
P’ (C*KC') p =0 proi # j
2. Jmenovatelr, ,z, , = Z_, Mz_, nebude nikdy nulovy, nelBM je pozitivre
definitni.
3. Matice C se pouZivd pouze fip odvozovani, v samotném algoritmu
pouzivame fedpodmiovas M = C?.
4. Predpodmiiova® M je vhodné volit tak, aby soustawdz, = r, byla snaze
feSitelnd a zarowealgoritmus rychle konvergoval.
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3.2 SSOR piedpodminéni
V nasSich experimentech jsme pouzili SSOfRdpodmigni. MaticeM se
v tomto gipadt vypatita vztahem
M=(L+D)D*(L"+ D), (3.2.1)
kde L, respektiveD, je dolni trojuhelnikovacast, respektive diagonala
maticeK.
(Plati tedyK =L+D+L".)

4. Srovnani klasickych metod

Jak jiz bylo uvedeno, prdeSeni soustav linearnich rovnic gkolika
pravymi stranami rfizeme samaejme pouzit i standardni metodu sdruzenych
gradienti tak, Ze budeme postuprtesit soustavyKx' = f!, Kx*= f?, ...,
Kx? = f9. Paet iteraci patbnych k vyeSeniq soustav je vSak obetn-krat
vys8i neZ pro soustavu s jednou pravou stranoznamend, Ze celkova doba
vypoitu je asig-krat delSi nez doba vyptm pro soustavu s jednou pravou
stranou. Pokud v3ak pouZijem#éimy feSt zaloZzeny na faktorizaci matid€,
pak pro kazdou dalSi pravou stranucipme pouze ddpdnou a zgtnou
substituci.

Celkovy c¢as
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soustavy

O Fr N W h~ O

Cas vypo étu jedné

b)

Obréazek 4.1 Doba vyptu metody sdruZenych gradiénfCG) a gimého
reSice (LU) v zavislosti na ptu pravych stran a) celkova doba vyho
b) prizmérna doba vypétu na jednu pravou stranu.

Porovnani rychlostiiimého a iterénihoresSice je na obrazku 4.1. Parametr
q predstavuje pe&et pravych stran.

Pro Ulohu s jednou pravou stranou je rychlejSiatt@rieS, neba cena
faktorizace u iméhoiesie je vysoka. Pokud 2t5ujeme poet pravych stran,
stdva se vyhodisi pouziti gimého ieSte, nebd cena dofedné a z§tné
eliminace je nizSi nez cena sdruzenych gradflie@vSem na druhé stran
panttové naroky u metody sdruzenych gradigisbu vzdy niZsi nez je tomu u
piimych reSitt. Fri téchto ivahach musime vzit samemg v Uvahu velikost
problému (poet neznamych). Pragbné 2D simulace jsoufiméiesie dobrou
alternativou (jsou pa#toveé nara@néjsi, ale celko¥ rychlejsi), nicméa pro 3D
problémy uz vitzi iterani reSice jak v oblasttasové, tak i v oblasti paitové

slozitosti.

Hlavni divod, pr@& vykon metody sdruzenych gradiént probléni s vice
pravymi stranami zaostava, je ten, EeSeni soustav probihd navzajem
nezavisle na s@ To znamena, Ze informace, které byly ziskaryreSeni
piedchozich soustav, nejsou pouzity pedeni zbyvajicich soustav. Lze proto
predpokladat, Ze sowbné reSeni gkolika soustav mze vykon sdruZenych
gradienti zlepsit.

5. Metody sdruzenych gradient G pro feSeni soustav
linearnich rovnic s n ékolika pravymi stranami

7 w7

V této kapitole popiSeme principy, které rdzSmetodu sdruzenych
gradienti o algoritmy, které Ize pouzit pro efektiid@Seni soustav linearnich
rovnic s rgkolika pravymi stranami.



14

5.1. Metoda BCG

Metoda BCG je zobeeénim klasické metody sdruzenych gradient
UvaZujme soustavu linearnich rovnic (1). Obdoako u metody sdruzenych
gradienti definujme funkcional

O(X) =[@ (%), (X ), 0 )] (5.1.1)
kde

1
8,00 =5 Ky - x f. (5.1.2)
| v tomto pgipadd miuZzeme ukazat, Ze minimalizac®(X) je reSeni
soustavy (1).
Predpokladejme, Zek-td aproximaceredeni je X, =[Xx'....% ,...,x"].
Potom odpovidajici reziduuR, =[r,...,r,’,...r.* ] je definované fedpisem
R = F— KX, =[ f'= Kx},..., f9 = Kx"]. (5.1.3)
Novou aproximacteSeni X, ziskame
X, =X, +Ra,, (5.1.4)

kde R =[p}-- B ,--»R*] je nxq matice smiri, o, je qxq matice
délky kroku, ktera je wena splgnim podminky

akgg{LQanJ(Xk_ﬁ Ray), (5.1.5)
tedy
Pt Rad (5.1.6)
aa,

nebo jednoduseji

R'R = F(R,- KRa,)=0. (5.1.7)
Z podminky kolmostiR, na P, miZzeme vyjatit o, vztahem

a, =(PRTKR)™ R R.,. (5.1.8)
Novy sneér B, hledame ve tvaru

R = Rat BBk (5.1.9)
tak, aby bylK-ortogonalni k pedchozimu siru B_,, tedy aby platilo
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P'KR_, =0. (5.1.10)
Splreni této podminky zatime q x g matici 43, , ktera je u¢ena pedpisem
B = ~(RLKR.)™ RLKR... (5.1.11)

Pokud definujemeR, = R) = F— KX, a upravime vztahy (5.1.7) a (5.1.10),
muzeme napsat nasledujici vlastnosti:

1. R'KR =0 proi # |
2.R'R =0proizja

3. P'R =0.

V souladu s dmito vlastnostmi mzeme vypdet a, a S, také vyjadit
vztahy

a, = (PkT KF?()_l Rf-l R (5.1.12)

B = (R:—z I%<—2)_1 q—l R (5.1.13)
Podobr jako u metody standardnich sdruzenych gradiédG), je dilezity
fakt, Ze @i pouziti gresné aritmetiky rive BCG metoda ziskatgsnéieSeni
nejvyse pi [(n + m -1) / nj iteracich. Nicméé& v praktické implementaci BCG
je itera&ni proces ukoten za splani podminky

max(lt, e ' 1.=1 ..0,.) (5.1.14)

Pfedpodminéna metoda BCG

Pokud pouzijeme fedpodmiovad M, pro vypaet a, a sméru PR,
pouZzijeme tyto pedpisy:

a, = (P KR)™" R, Z.y, (5.1.15)

R =2+ RoBs (5.1.16)
kde

Z.=M'R,

B = (R:—z Zk—z)_l Rr—l 4y

Analogicky k CG algoritmu riveme BCG s jgdpodmiovatem M napsat
nasledova:

Algoritmus BCG [Block CG]
Inicializace: k = 0; R = F— KX,
while max(|r, P&’ |I,=1 ,.q, do
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begin
solve MZ, = R,
k=k+1
if k=1 then
R=4%
else
B =(RLZ.,)"R.7%,
R =Za* RiBy
endif.
U, = KR
a, =(P'U)"RLZ,
X = Xat Ray
R = Ry~ Ua,
end.

Konvergence metody BCG

Predpoklad, Ze vSechny soustavy rovnic konvergujistané iteraci, je
v praktickych gipadech nereélny. Jak bylo uvedeno vyse, dtérayklus BCG
algoritmu se ukotuje az v okamziku, kdy jsou normy vSech rezidui sherez
je pledepsana tolerance. Casto se v3ak stava, Ze jsodkteré soustavy
linearniho systému jiz s uspokojivodepnosti vieSeny. V&chto gipadech
BCG zpesiuje tyto ieSeni zbyténé, a navic tento postup tbe veést
i k numerické nestabilit celého algoritmu, nelsonormy vektoé p ar, které
piislusi Emto vyfeSenym soustavam, mohou byt vyzn@&mmensi nez normy
vektort zbylych nevyesenych soustav, coZigmbi, Ze matice R M™R TJa

(R'KR)™ budou Spathpodmirény, nebo budou dokonce singularni.

VylepSeni metody BCG

Abychom se vyhnuli vySe uvedenym probiém budeme metodu BCG
provadt jen pro ty soustavy, které jéShejsou s dostataou Fesnosti
vyieSeny. Pokud sefiptestovani pesnostifeSeni &chto soustav ukaze, Ze
n¢které soustavy jsou jiz s dostateu pesnosti vieSeny, vyjmeme je z
iteratniho cyklu, a dalSi iterace budeme prastagn s dosud nevgSenymi
soustavami.
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PFi¢iny numerické nestability metody BCG

Pii implementaci metody BCG p@bujeme vypditat inverzni matice
k (RFM™R)a (P'KR). Aby byl algoritmus BCG stabilni, je dale nutné
zar&it, aby sloupcové vektory mati®, a R, byly linearrt nezavislé. V
pripack, ze maticdy, a R, nemaji plnou hodnost, neni metoda BCG
definovana. Jelikoz jsou hodnos® a R,_; shodné, std sledovat hodnost jen
jedné z &chto matic. V literatie se setkavame gkolika postupy jak zachovat
numerickou stabilitu BCG. Jednou z moZnosti je nagji zavislé soustavy
Z problému. Nicméhnormy rezidui z redundantnichvsloﬁpkteré vyjimame
z iter&niho procesu, nemusi byt vzdy néitmalé. ReSeni soustav, které
odpovidaji gmto vyjmutym vektohm, mizeme vypéitat zvla$. V dalSi sekci
vSak ukazeme daleko efektiyj&i postup manipulace gnito redundantnimi
sloupci.

5.2. Metoda SCG

Podstatou metody SCG je vyuZiti &, ktery byl uz pouzit KeSeni jedné
soustavy, k ziskani aproximateSeni pro vSechny zbylé soustavy. Tato metoda
muze feSeni soustav lineédrnich rovnic &kolika pravymi stranami vyrazn
urychlit, nebd ziskani nového s&u je u metody sdruzenych gradignt
,2drahd"“ operace - zahrnuje nasobeni matice a vektpr= Kp, a vyeSeni
predpodmigného systémuMz, = r, . Uvazujme linearni systém g pravymi
stranami

KX, X2, X L XA R 2™ s f ] (5.2.1)

Predpokladejme, Zefpdpodmigné sdruzené gradienty jsou pouZzitiekeni
mté soustavy linearniho systému (v litefatlbyva tato soustava ozmaana
jako ,main“, ,master nebo ,seed”). Tento procemngnije az dk-té iterace

posloupnost I(*KL™" Jortogonalnich neboli sdruzenych vekior které
vytvareji Kryloviv podprostor0d} O R™*. Podstatou metody je tedy vyuZiti

téchto sdruzenych vektdrk vypaitu feSeni a rezidui pro soustavy ve ,slave
systémuReSeni a rezidua ,slave” soustav se v kazdé itesguicitaji vztahy

X = X~ ol (5.2.2)
e =ro, —ag Kpy (5.2.3)

Parametra," vychazi z podminky, Ze vektaf je kolmy k vektorupy,
tedy
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S T m _ s sm m m —
(rk) Pk =0 = (i —adKp) R =0 (5.2.4)
Pro vypa@et parametrur,™ pak dostavame vztah

sm _ (rks—l) ! plr<n

<o) KA (5:29)

Popis SCG metody

Pti inicializaci vybereme (libovolnou) soustavu zet®mu linearnich rovnic
a ozngime ji jako ,master. Zbyvajici soustavy ftifgslave” systém. Jakmile
je ,master" systém s pozadovanaegnosti vieSen, vyjmeme ho z problému a
ze ,slave” systému vybereme dalSi soustavu, kteana&ime jako ,master”.
Na tento novy ,master systém spustime znovu mesmtuzenych gradieint
Reseni, respektive rezidua ,slave* soustav, aktugline v kazdé iteraci
vzorcem (5.2.2), respektive vzorcem (5.2.3). itergroces ko&i v okamziku,
kdy jsou vSechny soustavy s pozadovanéesposti vieSeny. Metodu SCG
s predpodmiiovaiem M pro feSeni soustav linearnich rovnic skalika
pravymi stranami izeme zapsat nasledavn

Algoritmus SCG
Inicializace: k = 0; r; = f' =Kx,, i =1,...,q
for m = 1luntil gdo
begin/* Pro vSechny soustavy */
new_main= TRUE
while [[r"|P £|F ™ |ldo
begin
solve Mz, ="
k=k+1
if new_mainthen
new_main = FALSE

P« =244

else
B = (rlf—]l)TZk—ll(rI?—]Z)Tzk—Z
A= %1t B Ra

endif.

U = Kp,

J=py,

for j = muntil gdo
begin /* ,slave” systém je (m+1,...,q) */



19

— j T
a, =) 2,10
i —
X = X ta i
[
r.k _rk—l akuk
end.

end.
end.

Konvergence metody SCG

Pro studium konvergeénich vlastnosti ,slave” systému separujeme vektor
pravé stranyf ° do komponen( f )" a (f *)! tak, aby platil vztah

fo=(f97+(f I, (5.2.6)
kde
S _(fs)Tfm m m
(f )"_(fm)Tfmf _sz
(f) =fs-&" (5.2.7)

Na feSeni ,slave* soustavy se udeme divat jako nareSeni dvou
nasledujicich soustav linearnich rovnic:

K(e)! = (£9)! (5.2.8)
K(x®)" = (9)° (5.2.9)
x® = (x)+(x9)" (5.2.10)

Pro jednoduchostipdpokladejme, ze pateni aproximacefeseni X, je
nulovy vektor. Proto riveme psét:

h=f" (5.2.11)
re="f° (5.2.12)
(r)=(f 9! (5.2.13)

(r)" =(f 9" (5.2.14)
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Z minimalizani vlastnosti ,slave* systému plyne, Ze ,slave” téys
K(x*)'= (f°)! bude mit stejnou rychlost konvergence jako ,méstgstém,

tedy Ze jeho rezidua splji podminku:
NEM = v G |
=V NE M| (5.2.15)
kde y = (M—l)/(@ﬂ), Kk je ¢islo podmignosti maticeK, a k je

¢islo iterace.
Rezidua ,kolmé‘¢asti ,slave” systému fiZeme vyjadit jako:

(rkS)D - (f S)D _ K(ka)D
= (1) = 2,(a7") K]

k
=1 - & - D (@K b
j=1
=l =P,)rs, (5.2.16)

kde B,,,r; = z:nj KI™'r" je projekce zrg do Krylova prostoru z ,master"
systémull},; a7, je konstantni koeficient.
Kombinaci vySe uvedenych vysleddostavame:
I = 1163+ Y |
< (1 =Pl 1 Il (5.2.17)
Nyni miZeme formulovat nasledujici konverganvlastnosti.

1. Jestlize jer; kolmy k OV,,, tedy £=0 a P,.,r; =0, pak nelze &ekavat
Z&dné zlepSeni rychlosti konvergence ,slave” syatém

2. Jestlize jery rovnokEzny k r)" ((ry)” =0 nebor, je obsazeny \17,,), pak
R.. =1 a norma rezidua ,slave” systému se bude zmen&bepk rychle
jako norma rezidua ,master“ systému.

3. Jestlize jery obsazen vK OY,,, tedy =0 a (| =P, ¥; =0, pak je
,Slave” systém vieSen pesré a |’ [£ 0.



21

Pokud se norma rezidua ,slave” systému nezmendith moZzadovanou
toleranci, pemistime ,slave” systém do ,master* systému, nastav, =r’a
na tento novy ,master* systém spustime znovu mesolduzenych gradieint

V nasledujicim textu budeme ozwoaat vektor, ktery byl v fedchozim
,master‘ systému, zavorou (mapr"). Vektor, ktery je nyni v ,master®
systému, budeme oztmvat bez zavory (n&pr™). Neclv | je celkovy poet

iteraci gedchoziho ,master systému. Pro studium vlastnogi¢jsSi ,master”
soustavy fpomeneme, Ze gateni rezidua jsou kolma ke Krylovu
podprostoru z fedchoziho ,master” systému, tedy

(ro)"™v=0 pro vdechnas OO, (5.2.18)

kde O, =spaq{", Kg"..., K™ = spaf ..., B . Nyngjsi ,master”
systém bude generovat &y rozstenim nového Krylova podprostoru

0, =spad ¢, Kg"..., K™ g™ = spafp p..., g (5.2.19)

Predchozi a ny¥jSi snery Ize v Krylovu podprostoru vyj&d:

p =27 K™ (5.2.20)
=1

p = Zilnj Ky (5.2.21)
j=1
Nyni chceme ukazat, Ze:
(p,)"p, =0 prol<j<l-i+1 (5.2.22)
K tomu potebujeme dokazat, ze kazda slopkge kolma kf)i , tedy
(p) (K™ =0 prol<j<l-i+1 (5.2.23)

Vyuzitim symetrie matic& dostavame:

()" (<) = £k ) <)

= (IZ ,7kK i+k—2Fg‘j (rom) (5224)

k=1
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-m

Pokud jej+i-2 mensi ne# -1, pak vyraz ). K*?rg je obsaZen
k=1

v predchozim Krylovu podprostoru, a ten je proto kolkngyngéjSimu reziduu

m

r,", to znamena, ze
i T
(p)" (K™ = (2 /7kKj+k_2Fomj "M =0. (5.2.25)
k=1
Z&wr tohoto pozorovani je ten, Ze vektofy a p; vytvareji dva Krylovy
podprostory, které jsou si prot+j < |+ 1 navzajem ortogonalni. Zvlast
pokud j negekrasi 1/2, systémp,,...,p ,p ..., , ktery ma dimenzii2
vytvari bazi podprostoru:

0" =spad §", Kg"..., K7™ 6" Kr," ... ,K ™,
=spaf Z KZ.., K* %, (5.2.26)

kde Z={1y",r,} . Tedy, pro poet iteraci mensi ne?2 je nyrgjSi ,master"
systém matematicky ekvivalentni s metodou blokowatuzenych gradieita
prvnich /2 iteraci z ny§Siho ,master systému konverguje stejrychle
jako metoda BCG.

5.3 Metoda SBCG

Jak bylo uvedeno vySe, pokud se v itaien cyklu metody BCG ukaze, ze
matice smira P, a matice reziduR, nemaji plnou hodnost, musim&gusné
zAavislé soustavy vyjmout z problému. Nabizi sel@apk Ize efektiva ziskat
feSeni &chto zavislych soustav. Elegantni metodu formulo8akrjana a Law
[Suarjana, Law, 1994]. Navrhuji vyjimat zavislé s@avy pouze z procedtr
ortogonalizace a ffsluSnaieSeni &chto zavislych soustav pibat blokovou
formou SCG algoritmu. Tuto metodu pojmenovali Sgsoee Block Conjugate
Gradient (SBCG). Algoritmus zavadi podeéhako SCG d¥ skupiny soustav:

* master (dastni se procedg-ortogonalizace)
» slave (nedastni se procesk-ortogonalizace, obsahuje lineérzavislé
sloupce)

ReSeni soustav, které jsou v ,master* systému s#tgio blokovymi
sdruzenymi gradienty. Zbylé soustavy, které jsou ,skave“ systému se
dopaitaji blokovou formou metody SCG.
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Popis SBCG metody

Pti inicializaci jsou vSechny soustavy ozeaé jako ,master‘. ,Slave"
systém tedy neobsahuje Zadnou soustavu. Jestlkay/keliv v itera&nim cyklu
zjisti, ze rtkteré sloupce matidd neboR, ztratily svou linearni nezavislost,

piremistime soustavy, které odpovidajinto zavislym sloupiom z ,master”
do ,slave” systému. Tim mame zafiSt stabilitu feSeni, nelbd procesK-
ortogonalizace pak bude vzdy pro¥ad pouze s lineain nezavislymi
maticemi.

Jedna z vyhod této metody je, Ze soustavy, kiéeénistime do ,slave”
systému, konverguji soéasré se soustavami, kteréstaly v ,master” systému.
Tato vlastnost plati, nebaezidua ,slave* systému jsou v podprostoru rezidui
.master® systému. Je tedy sphra druha podminka konvergem viastnosti
SCG algoritmu, ktera zajigje, Ze soustavy v ,master” i ,slave” systému
konverguji sotasrt.

SBCG algoritmus siedpodmitovatemM je uveden nizZe.

Algoritmus SBCG [Successive Block CG]
Inicializace: k = 0; R = F— KX,
m = [1,...,c], s = [] /* master = vSechny soustatly
while (|l | € [F ™ [[)do

begin

solve MZ, = R

k=k+1

if k=1 then
R=4%

else
B = RtT—z)T 4—2)_1( F{L)T 4
R =Zst Ribi

endif.

Lin. zavislé soustavyesui z ,master” do ,slave” systému

U, = KR

[a™ ™ =(R'U) I(RY "Z(R) " Z]
[XTXD =] X2 %] + B o™ e
(R RI1=[ R, RJ- Wai af

end.
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Stanoveni linearni zavislosti vektort

Pro zardeni numerické stability SBCG metody feliujeme zartit, aby
soustavy, které jsou v ,master” systémuwynzdy linear nezavislé sloupce
maticB, a R, . Fripomeaime, Ze tento pozadavek geSi esouvanim
linearnich soustav z ,master” do ,slave” systému.

Necht mame vektoryp a p;. Uhel mezi &mito vektory je definovan

predpisem

p' P,
cos@p)=—"""— (5.3.1)
T
Pokud je¢ =0, pak plati
P P
—_— = 5.3.2
TN (3.2

a vektorp, vyjmeme z ,master” systému, nebje linearr¢ zavisly nap; .

Praktické zkuSenosti s chovanim SBCG algoritmu néiak ukazaly, Ze
vyjimat soustavy z ,master’ systému az v okamzikdy jiz jsou linears

zavislé, neni efektivni. K numerické nestabilifpti vypoctu inverzi
k R_,Z_,aPR'U, dochazi v ,master* systému diky zaokrouhlovacim
chybam v peitaci i v pripadt, kdy sloupce maticR, respektive R, jsou jiz

Lemei linearné zavislé. Proto jsme jako kritérium pro stanoveniarni
zavislosti vektoit p, a p; vzali splréni podminky

Ip' P |

-—— < coef, 5.3.3
YN (5:3.3)

kde coef je koeficient linearni zavislosti. Pokud je podkd (5.3.3)
splréna, odstranimetou soustavu z ,master” systéemu.

SBCG jako zobecnéni SCG a BCG

Na SBCG se r1iveme divat jako na zobegri SCG metody. V SCG
algoritmu obsahoval ,master” systém p¥gednu soustavu. V SBCG tthe
.master® systém obsahovat vice nez jednu soustBekud bude obsahovat
.master” systém SBCG pouze jednu soustavejde SBCG v SCG algoritmus.
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Pokud budou vSechny soustavy v ,master* systéemuC&RBrejde v BCG
algoritmus. Chovani SBCG algoritmu owvliyje velkou ngrou velikost
koeficientucoet

Pozorovani
1. Pokud jecoef libovolnécislo wtSi nez 1, SBCGipjde na SCG algoritmus,
neba podminka pechodu soustavy do ,slave” systému (5.3.3) je &pn

pro jakékoliv dva vektoryp a p;. ,Master® systéem bude tedy vzdy
obsahovat pravjednu soustavu.

2. Pokud secoef blizi k jedntce, pevlada ,successive” charakter SBCG,
neba’ podminka pechodu soustavy do ,slave systému (5.3.3) je sgjadn
splnitelna a proto soustavy opaijBfmaster” systém snadno.

3. Pokud secoefblizi k nule, bude fevladat blokovy charakter SBCG, né&bo
podminka (5.3.3) i@chodu soustavy do ,slave“ systému se stavaémén
snadno splnitelnou, a proto soustavy opgugnaster* systém pomaleji.

4. Pokud zvolime zacoef ¢islo mensi nez 0, podminka (5.3.3je¢hodu
soustavy do ,slave" systému nebude nikdy &pin to znamena, Ze et
slave soustav bude vzdy nulovy. SBCG tedgjge na BCG algoritmus.
Optimalni velikost koeficientgoefje nutné vybrat na zaklachumerickych
experiment.

5.4 Obecné porovnani BCG, SCC a BSCG

V nésledujici tabulce je uvedeno porovnani priticyySe zmhovanych
algoritmi pii feSeni soustavy linearnich rovnicgspravymi stranami. Udaje
v tabulce se tykaji pouze jedné iterace metody.

SCG SBCG BCG
Proces K- provadn jen pro| provadn jen pro| provadn pro
ortogonalizace | jednu soustavu| lin. nezavislé |vSechny soustay
soustavy
Poget master M=1 M O<XLq> M =q

soustav

Poket nasobeni| Kpoper =1 Kpopel I<1q>| Kpoper=q
matice a vektoru

Pocet slave S=q-1 SU<Gg-1> S=0
soustav

Tabulka 5.4.1 Porovnani prinailSCG, SBCG a BCG
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Porovnani vypocetni a pamétové naro¢nosti

Pctet iteraci u BCG metody je sice obvykle mensi n&Q6, ale na druhé
straré vypaocetni nargnost jedné iterace je mensi u SCG, meB&€G metoda
provede tolik operaci nasobeni matice a vektoKp-dperac), kolik je
nevyeSenych soustav, zatimco SCG metoda provadi vZzdyepgdnuKp-
operaci Na druhé stran- nasobeni matice a vektoru, které probiha v jedné
iteraci BCG metody, jsou na sbhezavislé operace a mohou byt vykonavany
soulEzré na vice procesorech. Srovnani gdavé nargénosti je v tabulce
5.4.2. Nejméa pantti vyZzaduje SCG algoritmus. P&thse uSdi pii procesu
K-ortogonalizace, ktera je vzdy vykonavana jen ponp soustavu.

Data SCG SBCG BCG
Z, P, U nx1 nx M nxq
B 1 M x M gxq
a 1xq Mxq gxq
X, R nxq nxq nxq

Tabulka 5.4.2 Porovnani pamove nar@nosti SCG, SBCG a BCG

Shrnuti

V této casti v kratkosti shrneme vyhody a nevyhody SCG, BE&SBCG
algoritma.

1. BCG

» vyhoda: sodtasnéieSeni soustav vede kétgi rychlosti konvergence a
efektivni paralelizaci

* nevyhoda: numericka nestabilita - metoda obewmni stabilni

2. SCG

* vyhoda: snadna a pa&dové nenaréna implementace, numericka stabilita -
metoda vzdy konverguje

* nevyhoda: velikost zrychleni zavisi na typu pravygthan. V nejhorsim
piipad® nemusi dojit oproti standardnim sdruzenym gradrerit Zadnému
zrychleni

3. SBCG
» vyhoda: spojuje vyhody obou zakladnidfispupi
* nevyhoda: porrné obtizna implementace
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6 Navrh paralelizace metod sdruzenych gradient G pro
feSeni soustav lin. rovnic s n  ékolika pravymi stranami

V této kapitole se budeme zabyvat analyzou a nawvphyalelnich
implementaci metod BCG, SCG a SBCG pro multiprocego systémy
s distribuovanou paéti. Vychdzet budeme 2z algoritm publikovanych
v predchozi kapitole. Algoritmy napiSeme v syntaxi pamgovaciho jazyka
Matlab, ktery je dnes v podstattandardem v maticovém @tani.

6.1 Zadani ulohy

Uvazujme soustavu linearnich rovnic gspravymi stranami (1). Tuto
soustavu chceméesit réjakym paralelnim algoritmem na viceprocesorovém
pocitati. Aby vysledny program fungoval co mozna nejlépal by byt
piizpisoben pro konkrétni vygetni systém, na kterém bude spénStHi
navrhu musime vzit v dvahu typ architektury pardle pditace, pdet a
rychlost procesdra vykonnost meziprocesorové komunikace.

6.2 Obecné schéma paralelniho reSice

Ulohy budeme fedit na peéitaci IBM SP. Jednd se o symetricky
multiprocesorovy systém s osmi RISC procesory, étgou propojeny
vysokorychlostni skrnici. Jedna se tedy o vykonny paralelni cipsg
s distribuovanou pa#i a s relativdh malym pd&tem procesar. Pokud
porovname vykon jednotlivych procesora rychlost meziprocesorové
komunikace, ukaze se, Ze cena komunikace mezi gwocge pondrné vysoka.
V naSem navrhu se proto nebudeme branit replikgpbdta, pokud se tim
snizi p@et predavanych zprav. Budeme se také snazitddzoroblém (1) na
skupinu relativé nezavislych Uloh. Rodovsky proces vytvid q détskych
proces. i-ty détsky proces budiesiti-tou soustavu systému.

Obecné schéma paralelnitesice je nasledujici:

Rodi¢ovsky proces:
1. Nacti parametry ulohy, vytvoq detskych proces

2. fori=1:q
Posli i-tému dtskému procesu parametry tlohy

end.
3. fori=1:q
Prijmi od i-tého dtského procesieseni soustavy
end.

4. Konec
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i-ty détsky proces:

1. Prijmi od rodicovského procesu parametry a data ulohy
2. Vyres soustavu'x=  Kf

3. Posli rodicovskému procestesenix’
4. Konec

6.3 Principy meziprocesové komunikace

Procesy, které jsou spusy na paralelnim pitaci s distribuovanou pa#ti,
spolu mohou komunikovat pouze pi@stnictvim pedavanych zprav.
Potebujeme tedy zavést jazyk, ktery by tuto aktivitopgoval. Jedna
Z moznosti je pouztend / receivaotaci:

send {maticg , {cil})
recv( {maticg , { origindl})

Jestlize nap i-ty proces provedsend A, j), potom tato instrukce zkopiruje
matici A, ktera je uloZzena natém procesu a poSle jjitému procesu. Matice
muze byt samazjmé fadu 1x1 nebo nx1. V téchto gipadech se posila
skalar nebo vektor.

Jestlizej-ty proces provede instrukgecv( A, i), potom je vykonavani
programu v tomto procesu zastaveno do té doby, ditdwoto proces néjme
matici A odi-tého procesu.

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat drutkjokem dtského
procesu, tedy samotnyieSenim soustav. Ndjge uvedeme sekveéni verze,
z nich potom odvodime paralelni verze algotitBCG, SCG a SBCG.
Komunikani protokol se bude drzet zasady, Ze proces podfa dalSim
procesm jak jen to bude mozné a bude j@jimat az v okamziku, kdy je
skute&né potrebuje.

6.4 Navrh paralelizace metody BCG

Sekvencni verze BCG metody

Implementace BCG metody v syntaxi jazyka Matlabjedena niZe. Vektor
m obsahuje mnoZzZinu indéx,master’ soustav, ve které jsouipdovacisla
nevyreSenych soustav fiFnicializaci obsahuje vektom pofadovacisla vSech
soustav.

Funkce nrmtst provadi kontrolu relativni iigsnostifeSeni a aktualizuje
vektorm. V pripad, Ze je soustava s poZzadovandagmosti vieSena, je jeji
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index z této mnoziny vyjmut. Je-li mnozimaprazdna, vSechny soustavy jsou
vyieSeny a BCG algoritmus se ukan

function X = bcg( K, F, repsil, coef)

[* repsil - rel. presnosteSeni */

k =0; Kpoper=0; new =1

q = size(F,2) [* Zjis&ni pa‘tu pravych stran */
m = 1:q [* Master obsahuje indexy vSech pravytcarg/
M = precond(K) [* Vypoet predpodmiani */
X = zeros(size(F)); R=F,P=R
fori=1:q, I* Vypaet epsil */
epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
end
while 1

end

Z(:,m)=M\R(:,m)
ZR(m,m) = Z(:,m) * R(:,m)
k=k+1
if new ==
new =0
P(,m)=2Z(:;,m)
else
beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,m)
P(:,m) = Z(:,m) + oldP(:,m) * beta
end
U(:,m) =K *P(;,m)
Kpoper = Kpoper + size(m,2)
UP(m,m) = U(:,m) * P(:,m)
alfa = UP(m,m)’ \ ZR(m,m)
X(:,m) = X(:,m) + P(:,m) * alfa
R(:;,m) = R(:,m) - U(:,m) * alfa
m = nrmtst( R(:,m), m, epsil(m))
[* Odstrai indexy vyeSenych soustav */
if size(m,2)==0, [* Pokud je master prazdny, koriec
break
end
ZRold(m,m) = ZR(m,m)
Pold(:,m) = P(:,m)
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Paralelni verze BCG metody

Pokud vyjdeme ze sekvam verze BCG algoritmu, dostaneme nasledujici
paralelni verzi:

function X = bcg_palg( K, F, repsil)
k =0; Kpoper=0; new =1

g = size(F,2); m = 1:q
M = precond(K); X = zeros(size(F)); R=F; P=R

fori=1:q
epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
end
while 1
fori=m
Z(:,)) = M\ RC(,i) (1)
end
fori=m
ZR(m,i) = Z(:,m) * R(:,i) (2)
end
k=k+1
if new == (3)
new =0
fori=m
P(,1) = Z(,0)
end
else
fori=m
beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,i)
P(,i) = Z(:,i) + oldP(:,m) * beta
end
end
fori=m
U(G,i) = K*P(.,i) (4)
end
Kpoper = Kpoper + size(m,2)
fori=m
UP(m,i) = U(,m)" * P(;,i) (5)
end
fori=m
alfa = UP(m,m)’ \ ZR(m,i) (), (7)

X(,0) = X(:,i) + P(:,m) * alfa



31

R(.,i) = R(,i) - U(;,m) * alfa

end

m = nrmtst( R(.,i), m, epsil(i)) (8)

if size(m,2) == 0,
break

end

fori=m
ZRold(:,i) = ZR(,,i) (9)
Pold(:,i) = P(:,i)

end

end

Z principu BCG algoritmu plyne, Ze vSechnytské procesy jsou Si
rovnocenné. Nasledujici tabulka ukazuje data, kjgpé dostupna natém

détském procesu a data, ktera jsou nutna k tgpi@Seni.

Nutna data Dostupna data
i-ty proces i-ty proces
Z(:,m) Z(:,0)
ZR([m,i],i) ZR(i,i)
P(:,m) P(,i)
uU(:,m) u(,i)
UP(m,m) UP(i,i)
X(:,i) X(:,1)
R(:,i) R(:,i)

Tabulka 6.4.1. Rehled nutnych a dostupnych dat v i-tém procesu BCG

metody

Obsahy sloupic tabulky jsou @izné. Je &&jmé, Ze ziskani vSech pebbnych

dat se neobejde bez meziprocesové komunikace. Beanparametry vSech
redukci provaghych v BCG metod jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
Zkratka comp znamena vyet.

Redukce i-ty proces Velikost
zpravy
Z(:,m) send Z(:,i), [m-i]) (M-D)n
rec Z(:,m-i), [m-i]) (M-Dn
P(:,m),
u(,m) obdobre jako Z(:,m)
ZR(m,m) comp ZR(i,i)
redukce Z(:,m)
comp ZR(m-i,i)
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sendZR(m,i),[m-i]) (M-1)M
recMZR(m,m-i),[m-i]) (M-1)M

UP(m,m) obdobr jako ZR(m,m)

Tabulka 6.4.2. Seznam redukci progr@gch v BCG metad

Redukce maticeZ(:,m)
i-ty proces {Om) vypcita vektorZ(:,i) a rozeSle ho vSem zbyvajicim
procesim. Potom pijme od zbyvajicich procégiispevky Z(:,m-i).

Redukce maticeZR(m,m)

Po provedeni redukcg(:,m) ma jiz kazdy proces tuto matici, a protéda
vypcitat sodin ZR(m,i) = Z(:,m)™* R(;,i) Vysledek tohoto saiinu je vektor
ZR(m,i).i-ty proces jej naslednrozeSle vSem zbyvajicim master praoes
Poté tento procegipme od zbyvajicich master proc¢esiaticiZR(m,m-i)

Obdobr se postupuje iipredukci maticdJP(m,m)

Analyza komunikacniho modelu

Pokud analyzujeme komunika model, zjistime, Ze zpravy majéktere
spol&né parametry, viz tabulka 6.4.3. Pokud je odeddatezpravy i-ty
proces, potomifjemci této zpravy jsou vSechny zbyvajici procgay- i).

Odesilatel Pdet Prijemce Pdet
odesilateli pirijemcu
i-ty procesi Om M m-i M -1

Tabulka 6.4.3. Spafeé parametry zprav

Pocet zprav

Zabyvejme se nyni gtem zprav, ktery muskty proces rozeslati (1m),
aby se provedla redukce matigé,m). Kazdy proces rozeSle igvpiispsvek
maticeZ vSem zbyvajicim procém - t&ch jeM - 1. Celkovy pdet odeslanych
zprav pro jeden proces je ted§ - 1. Obdobny vysledek plati i pro st
piijimanych zprav. Kazdy proces dostane od zbyvdjigitocesar zpravu s
jejich prispivkem Z, celkem tedy fijme M - 1 zprav.

Pocet zprav i-ty proces
odeslanych M-1
prijatych M-1

Tabulka 6.4.4 a) Reet zprav odeslanych aifatych jednim procesem
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Potet zprav i-ty proces
odeslanych M(M-1)
prijatych M(M-1)

Tabulka 6.4.4 b) Péet zprav odeslanych aiatych vSemi procesy

Celkovy pa@et odeslanych (respektiveijptych) zprav v systému je roven
souwtu odeslanych (respektiveijatych) zprav vSemi procesory.

Pro BCG algoritmus je tento pet rovnyM? - M.

Stejné vysledky pochopiteinobdrzime i B redukci P(:,m), U(;,m),
ZR(m,maUP(m,m).

Komunikaéni protokol metody BCG

Komunikani protokol metody BCG je uveden nizeidgvky ZR(m,i) a
UP(m,i) jsou paitany phabézné a ne€eka se tedy na zaslani vSech slozek
vektori Z(:,m), P(:,m), respektivaJ(;,m).

1) VypatetZ(:;,m) = M\ R(:,m)

Master Poznamka

Z(:,1)) = M\ R(,i) Reseni pedpodmigni

2) VypocetZR(m, m) = Z(:;,m)’ * R(:;,m)redukceZR(m,[m,i])

Master Poznamka

send( Z(:,i), [m-1]) Rozesli vektoZ(:,i)

ZR(i,i) = Z(:,i) * R(:,i) Vypocitej ZR(i,i)

forj=m-i Prijmi  od  zbyvaijicich
recv( Z(.,), ) proces Z(:,m-i)
ZR(j,D)=Z(:,)) * R(,) Vypocitej ZR(m-i,i)

end

send( ZR(m, i), [m -1]) Rozesli vektoZR(m,i)

forj=m-i Prijmi  od  zbyvaijicich
recv( ZR(m, )), j) procesi ZR(m,j)

end

3) Vypatet P(:,m)

Master Poznamka
if new ==
new =0
PG, =Z(,0)

else
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beta = Zrold(m,m)’ \ ZR(m,i)
P(:,1)=Z(:,i) + oldP(:;,m)*beta
end

Vypocitej] koeficientbetaa
i-ty sloupec matic®

4) VypacetU(:,m) = K * P(:,m)
Master Poznamka
U(,i) =K *P(.,i) Vypocite] i-ty  slouped
maticeU

5) Vypacet UP(m,i) = U(:,m)" * P(:,i), redukceJP(m,m)

Master

Poznamka

send( U(,i), [m-i])

Rozesli vektoJ(:,i)

Vypocitej UP(i,i)

UP(i,i) = U(,i) * P(:,)
forj=m-i
recv( U(.,)), J)
UP(j,i)= U(.,)) *P(,i)
end

Prijmi  od  zbyvaijicich
proces U(:,m-i)
Vypocitej UP(m-i,i)

send( UP(m, i), [m -i])

RozeSliUP(m,i)

forj=m-i
recv( UP(m, j), J)
end

Prijmi od masterdJP(m,j)

6) RozeslanP(;,m) (nutny pro vypoet X(:,i), i O0m)

Master

Poznamka

send( P(.,i), [m-i])

RozesliP(;,i)

7) Vypaietalfa, R(:,m) prijmuti P(:,m), vypatet X(:,[m,s])

Master

Poznamka

alfa = UP(m,m) \ ZR(m,i)

R(.,i) = R(:,i) - U(:,m) * alfa

forj=m-i
recv( P(.j). J)
end

Prijmi P(:,m-i)

X(:,1) = X(:,i) + P(:,m) * alfa

8) Testovani fesnostireSeni

Master

Poznamka

m = nrmtst( R(:,i), m, epsil(i)

Pri vyieSeni ,své" soustay
informuj zbyvajici procesy

y
a

ukonsi se.
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9) AktualizaceZRold(m,mpaPold(;,m)pro novou iteraci BCG

Master Poznamka
ZRold(:,i) = ZR(:,i)
Pold(:,i) = P(:,i)

6.5 Navrh paralelizace metody SCG

Sekvenéni verze metody SCG

Implementace SCG metody v syntaxi jazyka Matlalvedena nize.

Z principu SCG algoritmu plyne, Ze master soust@gvaouze jedna. Jeji
poradovécdislo je zapsano ve vektorn. JelikoZ je pdet master soustav roven
jedné, vektorm obsahuje jen jedneislo. Vektors obsahuje piadovacisla
vSech slave soustav.

Funkcenrmtstprovadi kontrolu relativnifigsnostifeSeni master soustavy a
vSech slave soustav.

PopiSme si nyni, jak setrbe kEhem itergniho cyklu nénit obsah pronné
m a vektorus. Fi inicializaci SCG metody obsahuje prénmmam index prvni
soustavy, indexy vSech zbylych soustav jsou uloAemyektorus. Soustava
muze byt vyjmuta z master systému pouze tehdy,ygiéSena.

Soustava riwe byt vyjmuta ze slave systémui psplréni jedné z
nasledujicich podminek:

e soustava je iSena
* master systém je prazdny. V tomtépgac se gesune jeden index slave
soustavy do master soustavy.

V pripac, Ze jsou ob mnoziny index prazdné, jsou vSechny soustavy
vyieSeny a SCG algoritmus se ukbn

function X = scg( K, F, repsil)
k =0; Kpoper=0; new =1

q = size(F,2)
m=1 [* Master obsahuje index prvni pravé strahy
s=24q [* Slave obsahuje indexy zbyvajicich gcdvstran */

M = precond(K)
X = zeros(size(F)); R =F; p = R(;;m)

fori=1:q, [* vypa‘et epsil*/
epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
end

while 1
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z=M\R(:;,m)
zR([m,s]) =z’ * R(:,[m,s])
k=k+1
if new ==
new =0
p=z
else
beta = zZR(m) / zRoldm
p=z+beta*p
end
u=K*p
Kpoper = Kpoper +1
up=u*p
alfa = zR([ma,sl]) / up
X(:,[m,S]) = X(:,[m,s]) +p * alfa
R(:,[m,S]) = R(:,[m,S]) - u * alfa

m = nrmtst( R(:,m), m, epsil(m))
s = nrmtst( R(:,s), s, epsil(s))

if size(m,2)==0, [* Pokud je master prazdnyepu: 1. index ze
slave do master */
if size(s,2)~= 0, m = s(1); s(1) =[]; new = 1
else [* Pokud je prazdny i slave, konec */
break
end
end

zRoldm=zR(m)
end

Paralelni verze metody SCG

Pokud vyjdeme ze sekvém verze SCG algoritmu, dostaneme nasledujici
paralelni verzi:

function X = scg_palg( K, F, repsil)

k =0; Kpoper=0; new =1
g=size(F,2);m=1;s=2q
M = precond(K); X = zeros(size(F)); R = F; p = Rfa)
fori=1:q

epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
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end
while 1
z=M\R(,m) (1)
fori=[m,s]
zR(i) =z’ * R(:,i) 2
end
k=k+1
if new == (3)
new =0
p=2z
else
beta = zR(m) / zZRoldm
p=z+beta*p
end
u=K*p 4)
Kpoper = Kpoper +1
up=u'*p (5, 6)
fori=[m,s]
alfa = zR(i) / up @)
X(,0) = X(:,i) + p * alfa
R(;,i) = R(:,i) - u * alfa
end
[m,s] = nrmtst( R(:,i), [m,s], epsil(i)) (8)
if size(m,2) == 0,
if size(s,2) ~= 0, m =s(1); s(1) =[]; new =1
else
break
end
end
zRoldm=zR(m) 9)
end

Z principu SCG algoritmu plyne, Ze&tdké procesy secti na master a slave
procesy. Master proces je vzdy pouze jeden. Nagtédabulka ukazuje data,
kterda jsou dostupna natém dtském procesu a data, ktera jsou nutna k
vypoctu reseni.

Nutné data Dostupna data
i [Master, i: Master i Slave
Slave]
z z
ZR(i) ZR(i)
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p p
u u
up up
X(:,i) X(:)i) X(:,i)
R(,i) R(:,i) R(,i)

Tabulka 6.5.1. Zavislost dostupnosti dat na tygisk€ho procesu

Obsahy prvnich dvou sloupc tabulky jsou stejné. Master proces
nepotebuje od slave proceégadna data. Jina situace je u slave procesu. Slave
proces pdebuje k vypdotu vektoryz, p, au. Tato data si tedy musi vyZzadat od
master procesu. Seznam a parametry vSech redukeédnych v SCG

metod jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Redukce| i: Master proces | Velikost i Slave proces Velikost
zpravy zpravy
z send z, S) Sn rec z, m) n
p
u obdobr jako vektorz obdobr jako vektorz
zR(i) comp zR(i)
redukce z redukce z
comp zR(i)
up comp up
send up, S) S*1 rec up, m) 1

Tabulka 6.5.2. Seznam redukci praz@ch v SCG meted

Redukce vektoruz
PopiSme si, jak bude probihat komunikac#& pedukci vektoru z
Komunikace bude zaviset na tom, zda dany procemper nebo slave.

Komunikace master procesu
Predpokladejme, Zety proces je master. Pak tento proces vitdovektorz
a rozesle ho vSem slave proaes

Komunikace slave procesu
Z principu SCG algoritmu plyne, Ze slave procesoigf vektorz. Proto
slave proces nic neposila, nybrz tento vektgme od master procesu.

RedukcezR(i)
proto mohou vypéitat sodin zR(i) = z'* R(:,i)

Obdobre miazeme postupovat ifpredukci up. Jediny rozdil je v tom, ze
slave procesy nic nepibaji a Fijmou od master procesu cely koeficiar.
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DalSi moznosti je, Ze kazdy slave proces si vitpokoeficientup sam.
(Replikace vypoti.)

Analyza komunika¢niho modelu

Pokud analyzujeme komunika model, zjistime, Ze zpravy majékteré
spole&né parametry. Odesilatelem zpravy je vZzdy mastecqgs, pijemci této
zpravy jsou vSechny slave procesy.

Odesilatel Paet Piijemce Pdet
odesilateli prijemci
m 1 S S

Tabulka 6.5.3. Spadeé parametry zprav

Pocet zprav

Zabyvejme se nyni gtem zprav, ktery musi kazdy proces rozeslat, aby se
provedla redukce dat z tabulky 6.5.2.c@ozprav zavisi na tom, zda dany
proces je master nebo slave.

V piipac, Ze se jedna o master proces, rozesle tento pvestsrz vSem
slaveim - €ch jeS Celkovy pa@et zprav, které rozeSle master proces, je &dy

Slave procesy nerozesilaji zadné zpravy.

Pcatet @ijatych zprav také zavisi na typu procesu. Mastecgs nefjjima
Zzadné zpravy. Slave procesijina data od master procesu. ProtoZze v SCG
metod je jen jeden master procesijme kazdy slave proces prayednu
zpravu. Celkovy pe&et pijatych a odeslanych zprav pro jeden a dale pro
vSechny procesy, je uveden v nasledujicich tabblkac

Pocet zprav Master Slave
odeslanych S 0
prijatych 0 1
Tabulka 6.5.4a) P&t zprav odeslanych aifatych jednim procesem
Pocet zprav Master Slave
odeslanych 1x S 0
prijatych 0 Sx1

Tabulka 6.5.4b) P&t zprav odeslanych aifatych vSemi procesy

Celkovy pa@et odeslanych (respektiveijptych) zprav v systému je roven
souwtu odeslanych (respektiveijatych) zprav master procesem a vSemi slave
procesy.

Pro SCG algoritmus je tento ¢& rovny pd@tu slave sousta8.

Stejné vysledky pochopiteinobdrzime i pi redukcip, u, zR(i) a up - viz
tabulka 6.5.2.
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Komunikani protokol SCG metody je uveden nize.

1) Vypatetz = M\ R(:,m)

Master Slave Poznamka
z=M\RC(,) m: ReSeni pedpodmigni
2) Vypacet zR(i)
Master Slave Poznamka
send( z, S) m: Rozesli vektor
ZR(i) = 2" * R(:,i) m: Vypatitej zR(i)
recv( z, m) s: Rijmi od master proces
zZR()) =z * R(:,i) vektorz
s: Vypaitej zR(i)
3) Vypacet vektorup
Master Slave Poznamka
if new ==
new =0
p=z
else
beta = zR(m) / zZRoldm m: Vypcitej koeficient
p=z+beta*p betaa vektorp
end
4) Vypacetu =K * p
Master Slave Poznamka
u=K*p Slave nepdtbuji maticiK
5) Vypaiet koeficientwup = u’ * p, rozeslanup a vektoru
Master Slave Poznamka
send(u, s) m: Rozesli vektou
up=u*p m: Vypatitej up
send(up, s) m: RozeSliup
recv( up, m) s: Rijmi od master proces
koeficientup
6) Rozeslani vektorp (nutny pro vypoet X(;,i), i 0 g)
Master Slave Poznamka
send(p, s) m: Rozesli vektop

u

u



7) Vypaiet koeficientualfa, R(:,[m,s]), prijeti vektorup, vy
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pacet X(:,[m,s])

Master Slave Poznamka
alfa = zR(i) / up alfa = zR(i) / up
recv( u, m) s: Fijmi vektoru
R(;,i) = R(:,i) - u * alfa R(:,i)) = R(:,i) - u * afa
recv( p, m) s: Fijmi vektor p

X(:,i) = X(:,i) + p * alfa

X(,i) = X(.,i) + p*alfa

8) Testovani fesnostireSeni, nastaveni nové master soustavy

Master

Slave

Poznamka

m = nrmtst( R(:,i), m, epsil(i)

s = nrmtst( R(;,8, epsil(i))

Pri vyreSeni ,své" soustavy
informuj zbyvajici procesy a
ukorri se

Pri vyreSeni ,sveé" soustavy
informuj zbyvajici procesy a
ukorri se

if size(m,2)==0
if size(s,2) ~= 0,
m =s(1)
s(1) =]
new=1

else
break

end

Pokud je master i sla
prazdny, ukodi se;

jinak presuh slave soustaV
s(1)do master procesu.

9) Aktualizace koeficientaRoldmpro novou iteraci

Master

Slave

Poznamka

zRoldm=zR(i)

6.6 Navrh paralelizace metody SBCG

Sekvenéni verze metody SBCG

Implementace SBCG metody v syntaxi jazyka Matlabuyedena nize.
Vektor m obsahuje pi@dovacisla master soustav. Vektsiobsahuje p@dova

éisla slave soustav.

Funkcefindep provadi kontrolu linearni zavislosti master soustavislé
soustavy seigsouvaji z vektors do vektorum.

Funkce nrmtst provadi kontrolu relativni figsnostireSeni master a slave
soustav. Aktualizuje tedy také vektaryas.

PopiSme si nyni, jak setthe Ethem iter&niho cyklu nénit obsah vektarm
as. Fri inicializaci SBCG metody obsahuje vektor poradovacisla vSech
soustav, vektos je prazdny. Soustavaibe byt vyjmuta z master systémii p
splreni jedné z nasledujicich podminek

e
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e soustava je WgSena
* soustava je linea#nzavisla na jiné soustavmaster systému. Pak je tato
zavisla soustavarpsunuta do vektors.

Soustava riwe byt vyjmuta ze slave systéemui psplréni jedné z
nasledujicich podminek:
e soustava je iSena
* master systém je prazdny. V tomtéigad se fesune jedna soustava ze
slave systému do master systému.
(Tyto podminky se shoduji s SCG algoritmem.)
V pripac, Ze jsou ob mnoziny index prazdné, jsou vSechny soustavy
vyieSeny a SBCG algoritmus se ukbn

function X = sbcg( K, F, repsil, coef)
[* coef - koeficient linearni zavislosti pro fiey */
k =0; Kpoper=0; new =1

q = size(F,2)
m=1.q /* Master obsahuje indexy vSech pravychrstr/
s=[] [* Slave je prazdny */

M = precond(K)
X = zeros(size(F)); R=F,P=R

fori=1:q,
epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
end

while 1
Z(:,m)=M\R(:,m)
ZR(m,[m,s]) = Z(:,m)’ * R(;,[m,s])
[m,s] = findep( coef, ZR, m, s)

[* Test hodnosti matice ZR(m,m), aktualizace [m,pfesunuti lin.
zavislych indek z master do slave */
k=k+1
if new ==
new =0

P(,m)=2Z(:;,m)
else
beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,m)
P(:,m) = Z(:,m) + Pold(:,m) * beta
end
U(:,m) =K *P(;,m)
Kpoper = Kpoper + size(m,2)
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UP(m,m) = U(:,m) * P(:,m)

alfa = UP(m,m)’ \ ZR(m,[m,s])

X(:,[m,s]) = X(:,[m,s]) + P(:,m) * alfa

R(;,[m,s]) = R(:,[m,s]) - U(;,m) * alfa

m = nrmtst( R(:,m), m, epsil(m))

s = nrmtst( R(;,s), s, epsil(s))

if size(m,2)==0, /* Pokud je master prazdnyepu: 1. index ze

slave do master*/
if size(s,2)~= 0, m = s(1); s(1) = []; new = 1

else [* Pokud je prazdny i slave, konec */
break
end

end

ZRold(m,m) = ZR(m,m)

Pold(:,m) = P(:,m)

end

Paralelni verze SBCG

Pokud vyjdeme ze sekvam verze SBCG algoritmu, dostaneme nasledujici
paralelni verzi:

function X = sbcg_palg( K, F, repsil, coef)
k =0; Kpoper=0; new =1

g=size(F,2); m=1:q;s =[]
M = precond(K); X = zeros(size(F)); R=F; P=R

fori=1:q
epsil(i) = repsil * norm(R(:,i))
end
while 1
fori=m
Z(:,1)) = M\ RC(,i) (1)
end
fori=[m,s]
ZR(m,i) = Z(:;m) * R(:,i) (2)
end
[ m, s ] =findep( coef, ZR, m, s) 3)
k=k+1
if new == 4)
new =0

fori=m
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PC,i) = Z(:,0)
end
else
fori=m
beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,i)
P(,i) = Z(:,i) + oldP(:,m) * beta
end
end
fori=m
U(:,i) = K* P(:,i) 5)
end
Kpoper = Kpoper + size(m,2)
fori=m
UP(m,i) = U(,m)" * P(;,i) (6)
end
fori=[m,s]
alfa = UP(m,m)’ \ ZR(m,i) (), (8)
X(,0) = X(:,i) + P(:,m) * alfa
R(.,i) = R(,i) - U(;,m) * alfa
end
[m,s] = nrmtst( R(:,i), [m,s], epsil(i)) (9)
if size(m,2) == 0,
if size(s,2) ~= 0, m =s(1); s(1) =[]; new =1
else
break
end
end
fori=m
ZRold(:,i) = ZR(:,i) (10)
Pold(:,i) = P(:,i)
end
end

Z principu SBCG algoritmu plyne, zeitdké procesy seéll na master a
slave. Ri inicializaci jsou vSechnydské procesy master. Nasledujici tabulka
ukazuje data, ktera jsou dostupnai+tém dtském procesu a data, ktera jsou
nutna k vypdtu ieseni.

Nutné data Dostupna data

i [Master, i: Master i Slave
Slave]
Z(:,m) Z(:,0)

ZR([m,i],i) ZR(i,i)




P(:,m) P(,i)
U(;,m) u(,i)
UP(m,m) UP(i,i)
X(:,0) X(:,0) X(:,0)
R(:,i) R(:,i) R(:,i)
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Tabulka 6.6.1. Zavislost dostupnosti dat na tygisk€ho procesu

Obsahy sloupc tabulky jsou @izné. Je &ejmé, Ze ziskani vSech pebbnych
dat se neobejde bez meziprocesové komunikace. Beanparametry vSech
redukci provaghych v SBCG metatljsou uvedeny v nasleduijici tabulce.

Redukce| i: Master proces | Velikost i Slave proces Velikost
zpravy zpravy
Z(:,m) | send Z(:,i), [m-i,s]) | (g-D)n
recM Z(:,m-i), [m-i]) | (M-1)n rec Z(:,m), m) Mn
P(:,m),
U(;,m) | obdobr jakoZ(:,m) obdobr jako Z(:,m)
ZR([m,], comp ZR(i,i)
m) redukce Z(:,m) redukce Z(:,m)
comp ZR(m-i,i) comp ZR(m,i)
sendZR(m,i),[m-i,s])| (g-1)M
recZR(m,m-i),[m-i])| (M-1)M | rec ZR(m ,m), m) M 2
UP(m,m) comp UP(i,i)
redukce U(;,m)
comp UP(m-i,i)
sendUP(m,i),[m-i,s])| (g-)M
recUP(m,m-i),m-i])| (M-DM | rec\ UP(m ,m), m)| M?

Tabulka 6.6.2. Seznam redukci prozaeth v SBCG meted

Redukce maticeZ(:,m)
Komunikace bude v tomtaripact zaviset na tom, zda dany proces je master
nebo slave.

Komunikace master procesu
i-ty master proces vypda vektor Z(:,i) a rozeSle ho vSem slave a
zbyvajicim master procé&s. Potom pjme od zbyvajicich master prodes

prispsvky Z(:,m-i).

Komunikace slave procesu
Z principu SBCG algoritmu plyne, Ze slave procepaiga vektorZ(:,i).
Proto slave proces nic neposila, ale jgjme od master soustav matic{:,m).
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Redukce maticeZR(m,[m,i])

Po provedeni redukcg(;,m) ma jiz kazdy proces tuto matici a protdide
vypcitat sodin ZR(m,i) = Z(:,m)™* R(;,i) DalSi postup off zavisi na typu
procesu.

Komunikace master procesu

i-ty master proces rozesletgwypocteny gispivek ZR(m,i) vSem slave a
zbyvajicim master procé&s. Potom pjme od zbyvajicich master prodes
piispivky ZR(m,m-i)

Komunikace slave procesu
Slave procesy nerozesilaji zadné zpravy, pougeqgu od master soustav
matici ZR(m,m)

Obdobr¢ postupujeme iid redukci maticdJP(m,m) Jediny rozdil je v tom,
Ze slave procesy nic nefitaji a gijmou od master procéscelou matici
UP(m,m)

Analyza komunika¢niho modelu

Pokud analyzujeme komunika model, zjistime, Ze zpravy majékteré
spole&né parametry. Odesilatelem zpravy je vZdy mastecqs, pijemce této
zpravy jsou vSechny zbyvajici procesy.

Odesilatel Paet Piijemce Pdet
_ odesilateli prijemci
I m M m-i, s M-1+S

Tabulka 6.6.3. Spad@é parametry zprav

Pocet zprav

Zabyvejme se nyni gtem zprav, ktery musi kazdy proces rozeslat, aby se
provedla redukce maticg(:;,m). Paet zprav zase zavisi na tom, zda dany
proces je master nebo slave.

V piipac, Ze se jednd o master proces, rozestg gkispivek maticeZ
vSem slavém - €ch jeS a vSem zbyvajicim master protes- €ch jeM - 1.
Celkovy paet odeslanych zprav pro jeden master proces jeSedil - 1.

Slave procesy nerozesilaji zadné zpravy.

Pcatet prijimanych zprav také zavisi na typu procesu. Magsteces dostane
od kazdé zbyvajici master soustavy jednu zpravikeGepijme M - 1 zprav.
Slave procesifjima zpravy od vSech master soustav, celkéipmp M zprav.
Celkovy pa@et gijatych a odeslanych zprav pro jeden a pro vSeghnagesy je
uveden v nasledujici tabulce.
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Potet zprav Master Slave
odeslanych M-1+S 0
prijatych M-1 M
Tabulka 6.6.4a) P&t zprav odeslanych aifatych jednim procesem
Potet zprav Master Slave
odeslanych MM-1+5S) 0
piijatych M(M-1) SM

Tabulka 6.6.4b) P&t zprav odeslanych aifatych vSemi procesy

Celkovy paet odeslanych (afgatych) zprav v systému je roven stw
odeslanych (aifjatych) zprav vSemi master a vSemi slave procesy.

Pro SBCG algoritmus je tento & rovnyM? + MS - M

Stejné vysledky pochopiteinobdrzime i p redukcich P(:,m), U(:,m),
ZR(m,m}@aUP(m,m)- viz tabulka 6.6.2.

Komunikacéni protokol SBCG
Komunikani protokol SBCG metody je uveden nizg¢ispivky ZR(m,i)a
UP(m,i) jsou paitany phabézné a ne€eka se tedy na zaslani vSech slozek
vektor Z(:,m), P(:,m) respektivaJ(:,m).

1) VypatetZ(:;,m) = M\ R(:,m)

Master Slave Poznamka
Z(:,1)) = M\ R(,i) m: ReSeni pedpodmigni
2) Vypatet ZR(m,[m,s]) = Z(:,m)’ * R(;,[m,s])
Master Slave Poznamka
send( Z(:,i), [m -1, s]) m: Rozesli suj Z(:,i)
ZR(i,)) = Z(:,1) * R(:,i) m: Vypatite] ZR(i,i)
forj=m-i forj=m m: Fijmi od zbyvajicich

recv( Z(:,), )
ZR(j,)=Z(,)) * R(,i)

recv( Z(:,)), J)
ZR(j,)=Z(,)) * R(:,D)

master proceds Z(:,m-i)
m: Vypctitej ZR(m-i,i)

end end s: Rijmi od master proces
Z(:,m)
s: Vypatitej ZR(m, i)
send( ZR(m, i), [m,s]) m: RozeSIZR(m,i)
forj=m-i forj=m Prijmi od master proceég
recv( ZR(m, )), j) recv( ZR(m, j), ) ZR(m,j)
end end

3) Test hodnosti maticgR(m,m)
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Master

Slave

Poznamka

[m,s] = findep( coef, ZR, m,

5)m,s] = findep( coef, ZR, m,

5) Aktualizace Mm,s|
piesunuti linear& zavislych

soustav z master do slave

4) Vypacet P(:,m)

Master Slave Poznamka
if new ==
new =0
P(,1) = Z(,0)
else
beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,i m: Vypctitej koeficient
P(,1)=Z(:,i) + oldP(;,m)*beta betaai-ty sloupec matic®
end
5) VypatetU(:;,m) = K * P(:,m)
Master Slave Poznamka
U(,i) =K *P(.,i) Slave nepdtbuji maticiK
6) Vypatet UP(m,i) = U(:;,m)" * P(:,i), redukcdJP(m,m)
Master Slave Poznamka
send( U(:,i), [m -1, s]) m: RozeSIU(:,i)

UP(i,i) = U(,i) * P(.,i) m: Vypasitej UP(i,i)
forj=m-i m: Hijmi od zbyvajicich
recv( U(.,)), J) master procasU(;,m-i)
UP(j,D)= UC(,)) *P(,i) Vypocitej UP(m-i,i)

end
send( UP(m, i), [m -1, s]) m: RozeSIUP(m,i)
forj=m-i forj=m Prijmi od master proceég

recv( UP(m, j), J)
end

recv( UP(m, j), j)
end

UP(m.,))

7) RozeslanP(;,m) (nutny pro vypoéet X(.,i), i 0m,s)

Master

Slave

Poznamka

send( P(:,i), [m -1, s])

m: RozeSIiP(;,i)

8) Vypazetalfa, R(;,[m,s]), piijmuti P(:,m), vypaset X(:,[m,s])

Master Slave Poznamka
alfa = UP(m,m) \ ZR(m,i) alfa = UP(m,m) \ ZR(m,i)
forj=m s: Fijmi U(:,m)
recv( U(.,)), J) (Prijeti U(;,m) u maste
end soustav  bylo  proveder

o

(0]
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v Sestém kroku)

R(.,i) = R(:,i) - U(:,m) * alfa

R(:,1)) = R(:,i) - U:;,m) * alfa

forj=m-i
recv( P(.j). J)
end

forj=m
recv( P(.). J)
end

m: Fijmi P(;,m-i)
s: Fijmi P(:,m)

X(:,i) = X(:,i) + P(:,m) * alfa

X(:,0) = X(:,i) + P(:,m) * alfa

9) Testovani fesnostireSeni, nastaveni nové master soustavy - pokud je

vektorm prazdny

Master

Slave

Poznamka

m = nrmtst( R(:,i), m, epsil(i)

s = nrmtst( R(;,8, epsil(i))

Pri vyreSeni ,své" soustavy
informuj zbyvajici procesy a
ukorri se

Pri vyreSeni ,sveé" soustavy
informuj zbyvajici procesy a
ukorri se

if size(m,2)==0
if size(s,2) ~= 0,
m =s(1)
s(1) =]
new=1

else
break

end

Pokud je master i sla
prazdny, ukodi se;

jinak presuh slave soustaV
s(1)do master.

10) AktualizaceZRold(m,mja Pold(:,m)pro novou iteraci SBCG

Master Slave Poznamka
ZRold(:,i) = ZR(:,i)
Pold(:,i) = P(:,i)

7. Implementace SBCG algoritmu v jazyce C

V této kapitole popiSeme sekwsi a paralelni implementaci SBCG metody
v prostedi ANSI C bez fedpodmigni. Paralelni verze této metody bude
vychazet z obecného paralelniho navrhu, ktery pes@n v kapitole 6.6.

7.1 Implementa éni strategie

Prostedi systému Matlab se vyzhge velice lehkou manipulaci s daty.
UZivatel se nemusi starat o deklaraci pkonych. | velikost vektar a matic
lze snadno ®nit. Toho jsme také vyuZili ib implementaci SBCG metody
v prostedi Matlabu. Zopakujme, Ze vektory a s obsahuji ptadova éisla
soustav, ktera jsou v master a slave systémechikogél téchto vektod se
v iteranim cyklu SBCG algoritmu gmi.

Z implemetace v Matlabu je Wt Ze i maticovych operacich vystupuji
vektory m a s ve dvou nasledujicich konfiguracich:

e
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* pouze vektom - vypcatet provadny pouze v master soustavach - prag€es
ortogonalizace - n&pvypacetZ(:,m), P(;,m), UP(m,m)

» vektorm as spol&n¢, tedy vypdty, ktery provadji nevyfeSené soustavy -
nag. aktualizace reziduii@seniX(:,[m,s]), R(:,[m,s]).
Jedina vyjimka je f kontrole gesnostireSeni - funkcarmtst ktera se vola

dvakrat: nejdive pro master a pak pro slave soustavy.

Operace sjednoceni vekliom a s se v Matlabu implementuje jednoduse:
[m,d. V prostedi ANSI C je vSak situace jina, a proto jsnieimplementaci
postupovali jinak. Misto vektorum jsme zavedli vektormaster, ktery
neobsahuje gadovécisla master soustav, ale pouze hodnoty 0 nebo 1.

UvaZujme soustavu linearnich rovnig gravymi stranami (1)i 0<1,q>.

Pokud i-ta soustava tohoto problému nalezi do master reystéplati, Ze
master(i)=1. V op&ném gipact je master(i)=0.

Dale jsme zavedli vektan_s(n_sje zkratka not_solved), ktery informuje
0 nevyeSenych soustavach. Pokud-& soustava problému néegena, plati,
Zen_s(i)=1. V op&néem gipac je n_s(i)=0.

Dulezitou vlastnostigchto vektot je, Ze nerdni v priibéhu iter&niho cyklu
svou velikost. Jejich velikost je pevmlana a rovna se @i pravych stran
problému.

Uvedme si vztah mezi vektorym a s respektive master a n_s
na g@ikladu.

Piiklad

Nech mame soustavu linearnich rovnic 8&tippravymi stranami. Tuto
soustavureSime SBCG algoritmem. Neth pribéhu iter&niho cyklu metody
nastane situace, ve které master systém obsahujégketi soustavu a slave
systém druhou é&vrtou soustavu. (Pata soustava je jiteggna.) Vektoryn a
S vypadaji nasledown

m =[1,3], s =[2,4].

K témto vektofim prislusi nasledujici vektompasteran_s
master =[1, 0, 1,0, 0],n_s=[1,1,1, 1, 0].

Toto zn&eni ma tu vyhodu, Ze cyklus

fori=[m,q

Ize do jazyka C snadndgpsat:



51

for(i=0; i<rhs; i++) /* v jazyce C indexujeme od nt¢ho indexu */

if (n_di])

Ke zjednoduSeni dochazi i ve funkicidep() ktera zajiguje stabilitu SBCG
algoritmu. V gipac, Ze je reziduumi-té soustavy lineagnzavislé, funkce
findep() provedemastefi]=0 a nemusteSit glesouvani indekx z vektorum do
vektorus. Obsah vektorm_sse volaninfindep()vibec nenini.

7.2 Implementace zakladnich vstupn é-vystupnich funkci
Funkce, které inicializuji zakladni datové typyai&'uji zakladni vstup&

vystupni operace, se nalézaji v soubwoatrixio.c.
Pro vytvaeni vektoru délkgizeslouzi funkce
double *create_vector(int size);
int *create_int(int size);
Matici vytvai funkce

double **create_matrix(int columns, int rows);

Soubormatrixio.c implementuje i né&itani a ukladani matice do souboru.
Struktura datového souboru je v nasledujici tabulce

Nazev proménné| Typ | Délka Popis

rhs integer 1 patet sloupd matice

n integer 1 paietiadki matice

data double| rhs * n | hodnoty uloZené po sloupcich

Tabulka 7.2.1 Struktura datového souboru pro ulobesice pravych stran
F a maticereSeni X.

Pro n&itani matice ze souborfile slouzi funkce
double **read_mx(FILE *file,int *rhs, int *n);

Poznamkan - patetiadki, rhs - paiet pravych stran (tj. sloupanatice)
K uloZeni maticeX do souborufile slouzi funkce

void write_ mx(FILE *file,int rhs, int n, double **X
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7.3 Implementace maticovych operaci

Prehled datovych tyjp a giklady volani funkci, které jsou pouzity v C
implementaci SBCG metody, jsou uvedeny v naslettghulce.

Nazev promgnné Typ Velikost| Priklad volani v C
K fidka matice,| nxn
double
P, Pold, U, X, R matice, doubl¢ N*Qg | P=create_matrix(q,n);
ZR, ZRold, UP matice, doubl¢ J*q
a,p, epsil vektor, doublg q alfa=create_vector(q)
master, n_s vektor, intege q master=create_int(q)
Kpoper, k, new, q integer 1

Tabulka 7.3.1 Rehled datovych typa priklady volani v SBCG metséd

Pt praci se vSemi funkcemi je nutné mit na gamozdily v indexovani
vektori a matic. V Matlabu zana ¢islovani od jedné, zatimco v jazyce C od
nuly. Nyni si na pikladech ukdzeme volani funkci, které v jazyce C
implementuji poZzadované maticové operace SBCG igigor Tyto funkce se
nalézaji v souborecmxveclib.¢ lulib.c (feSeni soustavy linearnich rovnic) a
sparse.dnasobenfidké matice a vektoru).

1. skalarni sotin obdelnikovych matic

ZR(m,[m,s]) = Z(:,m)’ * R(;,[m,s])
nknk(n, rhs, P, master, R n_s, ZR);

2. blokova AXPY operace

X(:,i) = X(,i) + P(:,m) * alfa
baxpy(n, rhs, master, PLUS, alfa, P, *(X+i));

R(,i) = R(:,i) - U(:,m) * alfa
baxpy(n, rhs, master, MNUS, alfa, U *(R+i));

3. operace nasobefitlké matice a vektoru

UG,i) = K*P(.,i)
spsymxv(K, *(P+i), *(U+i));

Poznamka:K je pronenna typusparse_mx Tento datovy typ je
popsan nize.

4. reSeni soustavy linearnich rovnic.
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Funkce prareSeni soustavy linearnich rovnic se nachazeji baou
lulib.c. ReSeni probiha ve dvou krocich:
a) LU rozklad matice
b) reSeni soustavy

beta = ZRold(m,m)’ \ ZR(m,i)

ad a)l udcnp( ZRol d, si zema, i ndx) ;
ad b)l ubksb( ZRol d, si zemm, i ndx, bet a) ;

5. kopirovani vektdr

Pold(.,i) = P(..i)
dcopy( n, *(P+i), *(Pold+i));

Funkce baxpy() a dcopy() vyuzivaji sluzeb optimalizované knihovny
pro numerické vyptty BLAS (www.netlib.org) funkce | udcnp() a
| ubksb() byly prevzaty zdechert.econ.uh.edu/pub/compecon/numrec.html

Nasobeni matice a vektoru

V této kapitole se budeme podr@bménovat operaci nasobeni matice a
vektoru. Efektivni implementace této ddvé operace ffe zn&né snizit
systémové naroky SBCG algoritmu.

Necht A je nxn matice, nech x,yOR'. Obvykly postup k vypéu
sowinuy = Ax je nasleduijici:

yi=Z;a,j>s
&

Odpovidajici funkce pro nasobeni matice a vektamiM Matlabu zapsat
nasledovs:

function y=mxv(A,x)
y=zeros(size(x));

fori=1:n
for j=1:n
y() = y@) + AG.)x(@);
end;

end;
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Pokud je maticéA symetricka, tedya, ; = a; , k soinu y=Ax potebujeme

znat pouze diagonalu a dolni (nebo horni) trojlikevou ¢ast maticeA.
Nasledujici algoritmus vygita sodin y=Ax pouze s vyuzitim diagonaly a
dolni trojuhelnikové&asti maticeA.

function y = sym_mxv(A,Xx)
y = zeros(size(x));
fori=1:n
forj =1
Y1) =0 + AGO)
ifi~=]j
y() = y(i) + AGL)x();
end;
end,
end;

Reprezentace fidkych matic

Vyhodou iter&nich feSta je, Ze matice soustavy séastni pouze operace
nasobeni vektorentidky charakter matice takigtava zachovan.

UvaZzujme maticiA fadu nxn, ktera obsahujeinz nenulovych hodnot.
Klasicka reprezentac&idké matice je zaloZzena na myslence, Zze pro kazdy
nenulovy prvek maticd& budeme ukladat trojici sestavajicéislatadku,cisla
sloupce afislusné hodnoty:

Nazev vektoru Typ | Délka Popis
columns integer| nnz |¢isla nenulovych slougic
raws integer| nnz |cisla nenulovychiadki
data double| nnz |nenulové hodnoty

Tabulka 7.3.2 Klasicka reprezentagédké matice

Je Zejmé, Ze tento systém pebuje pro uloZeni vSech index pantti
prostornnz + nnz Existuje vSak mechanismus, ktery redukujégbamutnych
indexii na n + nnz.

VylepSena varianta

Cisla nenulovych slougic a samotna data jsou uloZena stejako
v predchozi metadl Pokud vSak ukladame nenulové prvky maticegmicich,
stai jen wdét, od kterého indexu jsou ve vektatata uloZzeny nenulové prvky
piislusnéhaddku matice a od kterého indexu jsou ve vektmumnsuloZena
piislusnacisla €chto nenulovych slougic Tuto informaci v sob miZe nést
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vektor, jehoz velikost se rovna pouzecpoiadki matice. Reprezentace
vylepSené metody je uvedena v nasledujici tabulce.

Nazev vektoru Typ | Délka Popis
columns integer| nnz |¢isla nenulovych slouic
ilcolumns integer| n Cisla 1. nenulovycliddki
data double| nnz |nenulové hodnoty

Tabulka 7.3.3 VylepSena implementéickké matice

Nech’ i ozn&ujei-ty fadek matice\, i (0<ln>.

Pak vektorilcolumnsobsahuje na-té slozce index, od kterého jsou ve
vektoru data uloZeny nenulové hodnoty a ve vektarolumnsuloZenacisla
sloupd i-téhofadku maticeA. Pokud platilcolumns(i)= -1, znamena to, Ze
ty fadek maticéA obsahuje pouze nulové hodnoty.

Priklad
Uvazujme matici

10 O 0O 0 20
0O 30 0 40 50
A=|60 70 80 O O n=>5, nnz=13.
0 O 0 90 10d
0 110 120 O 130

Klasicka reprezentace dava nésledujici vysledky:

columns= [1, 5, 2, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5, 2, 3, 5]
raws = [1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5]
data= [10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100,

110, 120, 130]

Pokud pouZijeme pro uloZeni vylepSenou variantitorg columnsa data
budou shodné st@edchozi variantou a vektdrcolumnsbude obsahovat:

ilcolumns= 1, 3, 6, 9, 11].

Pangt'ova Uspora vylepSené varianty se pochopiteimazreji projevi az pi
uloZeni rozsahlejSich matic soustav.
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Programova implementace fidkych matic

Funkce, které pracuji 8dkymi maticemi, se nalézaji v soubosparse.c
V této knihovre se nachazi funkce prodtanitidké matice z datového souboru
a funkce, ktera zajfije operaci nasobetidké symetrické matice a vektoru.

V nasi implementaci jgidkd matice reprezentovana datovou strukturou
sparse_mxktera je definovana v hlatkovem souborgparse.h:

typedef struct { int rows; int nnz; int *ilcoll; irfcoll; double *data;}
sparse_mx;

Pro n&tenitfidké matice z datového souboru slouzi funkce
sparse_mx read_sp(FILE *file);

Struktura datového souboru pro ulozetidké matice je zobrazena
v nasledujici tabulce.

Nazev proménné| Typ | Délka Popis

rows integer 1 pocet sloupd matice

nnz integer 1 pocet nenulovych hodnot matice
ilcolumns integer| rows |[cisla 1. nenulovycliadki
columns integer| nnz |¢isla nenulovych slougic

data double| nnz |nenulové hodnoty

Tabulka 7.3.4 Struktura datového souboru pro uloZietké matice
Operaci nasobetiidké symetrické matice a vektoru zéjige funkce
void spsymxv(sparse_mx K, double *x, double *y);

Tato funkce provede operaGiKx s vyuzitim symetrie maticé. Pro sodin
jsou pouzity pouze prvky dolni trojuhelnikov@sti maticeK, ¢imz klesne
panttova narénost celé operace.

7.4 Implementace sekven éni varianty SBCG metody
Hlavni program SBCG metody je uloZzen v soubshcg.c Parametry
programu, které se didaji z prikazovéradky, jsou nasleduijici:
* nazev souboru, ve kterém jegidkém formatu uloZena matice soustévy
e nazev souboru, ve kterém je uloZzena matice prastyaimF
* nazev souboru, do kterého se méa ultgseni soustavy
 relativni resnosteseni¢
» Kkoeficient linearni zavislostioef
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Hlavni program provede kontrolu spravnosti paraimetiate do panti
matice K a F, zavola funkcisbcg() ktera vyeSi n&tenou soustavu SBCG
metodou aeSeni soustavy potom ulozi do souboru. Furdhmm()je uloZzena
v souborusbcglib.c V tomto souboru se nachazeji i funkce, kterée(smuvisi
s SBCG algoritmem. Jedna se o funkicidep() kterd odstrsuje linears
zavislé soustavy z ,master” systému a o funkgioma() ktera v pipadct, kdy
je master systém prazdnygepune jednu slave soustavu do master systemu.

Volani funkcesbcg()ma nasleduijici tvar:

int sbcg(int n, int rhs, sparse_mx K, double *Futhle **X, double
repsil, double coef, info *result);

kden je velikost matice soustaw, rhsje paiet pravych strark je matice
pravych stran,X matice reSeni, repsil je relativni pesnostieSeni, coef je
koeficient linearni zavislosti aesult je struktura, ktera obsahuje informace
0 paitu iteraci,Kp-operaci a dobieSeni SBCG metody. Funksbcg()ulozi
do maticeX feSeni soustavy a do struktugsultinformace a'eSeni. V pipack,
Ze byla zvolenaifliS mala hodnota koeficientu linearni zavislostief maze
dojit k numerické nestabititalgoritmu, nebt LU rozklad maticZR, pripadré
UP nemusi nut#é existovat. V tomto fipact vraci funkcesbcg() hodnotu 0,
v opanem gipad funkce vraci hodnotu 1.

7.5 Implementace paralelni varianty SBCG metody

V této kapitole popiSeme paralelni implementaci SB@etody. Pro
meziprocesorovou komunikaci vyuzijeme sluzeb knihyoWwVM (Paralel
Virtual Machine).

Paralelni implementace SBCG metody jeitr@a d¥ma spustitelnymi
programy - programemsbcg(obsahuje kéd rodovského procesu) pslave
(obsahuje kéd &skeho procesu, ktery je spatrstna jednotlivych procesech
prostedim PVM).

Parametry soustavy se di@ji z pikazovéiadky programupsbcga jsou
nasledujici:

* nazev souboru, ve kterém jegidkém formatu uloZena matice soustévy
e nazev souboru, ve kterém je uloZzena matice prastyaimF

* nazev souboru, do kterého se méa ult&seni soustavy

 relativni resnosteseni¢

» koeficient linearni zavislostioef

* poaXet ditskych proces, které ma rodiovsky proces vytviit
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Implementace funkci pro meziprocesovou komunikaci

Pti meziprocesové komunikaci se pouzivaji standafdnkce prostedi
PVM a funkcebsend() ktera se nachazi v soubgralglib.c. Parametry volani
této funkce jsou nasledujici:

void bsend(int n, int rhs, double *z, int I, intdes, int msgtag, int
*tids);

kde n je velikost vektoruz, rhs predstavuje p&et pravych stran problému
a tedy i poet proce8 a velikost vektoru tids, ktery obsahuje adresy (tidy)
vSech dtskych proces, a vektoru odes ktery obsahuje informace o
soustavach, kterym ma byt zprava zaslana (zpraweélgedna o vekton_s
neba’ zpravy rozesilame vSem aktivnim prooe$, | je cislo pravé strany,
msgtagje uzivatelska zrika zpravy (tag)msgta(= 0. Funkcebsend(yozesle
vektorz vSem zbyvajicim aktivnim proa@as z vektoruodes

Komunikani protokol této funkce je v nasledujici tabulce.

Obsah Typ | Délka| Zna&ka Popis
zZpravy
z double n msgtag redukce vektorz

Tabulka 7.5.1 Komunikai protokol funkce b_send()

UkaZzme si chovani této funkce néikladu rozeslani-tého sloupce matice
P. Uvazujmel-ty détsky proces. Rozeslaritého sloupce matic® vsem
zbyvajicim aktivnim procésn (tj. procem z vektorun_g se provede
volanim

bsend(n, rhs, *(P+l), I, n_s, msgtag, tids);

Paralelni implementace funkce pro nasobeni dvou matic

Z komunik&ni analyzy paralelni verze SBCG algoritmu provedené
v kapitole 6.6 plyne, Ze operace redukce maticeasledny sotin dvou
obdélnikovych matic se v algoritmu opakuje dvakrZatpakujme, Ze v prvnim
piipadt potebujeme na-tém procesu ziskat matig{:,m) a sodin ZR([m,l],l)
(znaeno v syntaxi jazyka Matlab) a v druhétipact provadime tutéz operaci
pro maticiu(:,m) a sodin UP(m,m)

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o podobné operacepiilitisme funkci,
kterd toto implementuje. Tato funkce se jmemgdg_mxmx(a je uloZzena v
souborupsbcglib.c Jeji parametry jsou nasledujici:
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void palg_mxmx(int n, int rhs, double **Z, int *idixdouble *r, int *inXR,
double *ZR, int I, int *odes, int *tids, int msgiy

kden je paetfadki matice Z a vektorur, rhs je paet sloup& matice Z

a velikost vektal inxZ, inxR, odes vektoru tids, ktery obsahuje adresy

(tidy) vSech dtskych proces, msgtagje uzivatelska znka zpravy (tag),

msgta(= 0.

Chovani funkce nktém procesu:

e vstup: n, rhs, I, msgtagvektory inxZ, inxR, odes, tida vektorr (I-ty
sloupec maticeR). Pokud jel-ty proces zarove master proces, pak na
vstupu je také aktuality sloupec matic&. Vektor odesobsahuje indexy
vSech aktivnich dloh (odpovida vektarug

e vystup: aktualizovana maticg(:,inxZ), v matici ZR je uloZen vysledek
operaceZ(:,inxZ)*R(:,inxR).

Komunikani protokol funkcepalg_mxmx(je v nasledujici tabulce. Funkce
pouziva dva msgtagy. Jeden pro redukci ma#cex druhy pro redukci
maticeZR

Obsah Typ | Délka| Znaka Popis
Zpravy
Z(:,1) double n msgtag redukce matic&@
ZR(m,i) double] M msgtag +1 redukce matic@R

Tabulka 7.5.2 Komunikai protokol funkce palg_mxmx()

Protokol zprdv SBCG metody

Program, ktery implementuje paralelni verzi SBC@oatmu, se nachazi
ve trech fazich:

1) Inicializacni faze. V této fazi rodovsky program n#e parametry
z piikazoveé radky, vytvdi détské procesy a zaSle jim parameigSené
Glohy.

2) lter&ni faze. V této fazi probiha nattdkych procesech itefai cyklus
SBCG metody, komunikace probihd pouze meziskymi procesy.
Rodicovsky proces je v této fazi blokovateka na zpravu odétskych
procesi, kterd by obsahoval@Seni pislusné soustavy.

3) Faze redukce. V této fazieidky proces vkeSi svou ulohu, poSl&eseni
rodicovskému procesu a ukg&inse. Rodiovsky proces fijme teSeni
od vSech d&tskych proces, zapiSe ho do souboru a ukose.

Nyni si pro kazdou zthto fazi podrobgji popiSeme protokol zprav.

Incicializaéni faze
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Détské procesy ijmou od rodéovskeého procesu zpravu obsahujici
parametry soustavy (Msgtag 1),ét@u do paniti datové soubory soustavy a
poSlou rodtovskému procesu informaci o ¢a natenych fadki soustavy
(Msgtag 10). Pokud nastane ¥kterém procesu chybaimasitani datovych
souboti, proces vrati kod chyby (pet na&tenychiadki mensi nez 1) a ukon
se. Kody moznych chyb jsou uvedeny v tabulce 7.5.5.

Obsah Typ | Délka Popis
I integer 1 pdadovécislo soustavy
lenK integer 1 délka jména souboru obsahujici
matici soustaviK
argv[1] string | lenK |nazev souboru obsahujici matici
lenF integer 1 délka jména souboru obsahujici
matici pravych strai
argv[2] string | lenF |nazev souboru obsahujici matici
repsil double 1 relativni gesnostesSeni
coef double 1 koeficient linearni zavislosti
nhost integer 1 paiet ddtskych proces
tids integer| nhost |adresy dtskych proce$
Tabulka 7.5.3 Protokol zpravy Msgtag 1
Obsah Typ | Délka Popis
n integer 1 paiet n&tenychradki soustavy
nebo koéd chyby

Tabulka 7.5.4 Protokol zpravy Msgtag 10

n Popis

-1 | chyba pi ¢teni maticeK

-2 | chyba pi ¢teni matice~

-3 maticeK a F maji tizny paetiadka

Tabulka 7.5.5 Kéd chyby (Msgtag 10)

Itera¢ni faze

V této fazi dochazi k samotnénieSeni soustav linearnich rovnic. Funkce,
které implementuji paralelni verzi SBCG metody, rechazeji v souboru
psbcglib.c I-ty détsky proces,| [0< 1;rhs >, zavola funkcpsbcg() ktera vyesi
I-tou soustavu paralelni metodou SBCG. Volani furpstecg()ma nasledujici
tvar:

int psbcg(int I, int n, int rhs, sparse_mx K, daubi, double *x, double
repsil, double coef, int *tids, info *result);
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Oproti sekvenni verzi gibyly nasledujici parametry:

| - ¢islo pravé strany soustavy, ktery damwty) procesiesi;tids je vektor
délky rhs obsahujici adresy (tidy) vSeclitskych proces Fripomeaime si, Ze
ob¢ tyto informace dostane kazdygtsky proces od rodovského v inicializani
fazi; r je reziduuml-té soustavy a je feSenil-té soustavy.

Chovani funkce nktém procesu:
« vstup:l, n, rhs, coeffidka matice soustaw, vektor f' a tids.
» vystup: vektorx, struktraresult

Po zavolani funkcepsbcg() kazdy z dtskych proces vypccita svou
podminku zakoeni a poSle ji vSem zbyvajicim proges(Msgtag 500).

Obsah Typ | Délka Popis

epsil[l] double 1 podminka ukoteni SBCG metody
prol-tou soustavu

Tabulka 7.5.5 Protokol zpravy Msgtag 500

Volanimpalg_mxmx(se aktualizuji maticg a ZR Potom se zavola funkce
findep() Testovani linearni zavislosti maticéR tedy probiha na vSech
détskych procesech. Jednotliv&tské procesy si v ffpadt ztraty linearni
zavislosti kkteré z master soustav aktualizuji vekmoaster VSechny master
procesy potom vypitaji matici snéra P a volanimb_send()ji rozeSlou vSem
zbyvajicim procesm. DalSi volanipalg_mxmx()aktualizuje maticeJ a UP.
Potom kazdy z &skych proces vypccita nove hodnoty fiislusnych sloupic
matic X a R a normu ,svého“ rezidua, kterou rozeSle vSem zjigia
procesm (Msgtag 400).

Obsah Typ | Délka Popis

[Ir' || double 1 norma rezidu&té soustavy

Tabulka 7.5.6 Protokol zpravy Msgtag 400

Jednotlivé dtské procesy porovnaji zaslané normy rezidui s pokioo
ukonteni metody a samy stipadré aktualizuji vektoryma n_s

Faze redukce

Pokud |-ty proces viesSi ,svou“ soustavu, poSlefiplusné reSeni
rodicovskému procesu (Masgtag 1) a ukiose. Rodiovsky proces fijme
postupr reSeni od vSechétskych proces, zapiSe ho do souboru a ukose.

Obsah Typ | Délka Popis

I integer 1 Cislo soustavy
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X! | double] n |ieSeni-té soustavy

Tabulka 7.5.7 Protokol zpravy Msgtag 1

8 Numerické experimenty

Tato kapitola se sklada ze dveéasti. V prvnicasti ukazeme narikladu
rozdilné chovani BCG a SBCG algoritmu, drutést je jiz ¥novanareSeni
konkrétniho problému tvarové optimalizace. Ve vSpihadech byly metody
ukorgeny @i dosazené relativnitpsnostiesenie < 10*.

8.1 Porovnani numerické stability BCG a SBCG

Matice soustavy byla t¥ena dvoudimenzionalnim Laplace operatoiédu
10Cx10C, matice prave strany byla ttema vektorye, i = 1,....11, které maji-
tou slozku rovnou dima a ostatni slozky jsou nulové. Jedna se tedysiaaou
linearnich rovnic s jedenacti line&nnezavislymi pravymi stranami.
Nasledujici tabulka znazarje piibéh feSeni tohoto problému pomoci
algoritmu BCG a SBCG. Pro kazdou Zimvanou variantu je znazamo:
 (islo iterace (k)

* pocet soustav v master systému @gimnevyeSenych soustav (M, N_S)
« ¢islo podmignosti maticR! M™Z_a R’ KR (condZR, condUP)

e pramérna norma rezidua (norm(R))

BCG SBCGcoef =110"

k M NS condZR condUP norm(R) k M N_S condZR condUP nor mR)

00 11 11 1.00e+000 2.87e+000 6.04e-0100 11 11 1.00e+000 2.87e+000 6.04e-
01 11 114.19e+016 1.14e+016 2.83e-0101 09 11 7.86e+000 3.59e+000 3.29e-
02 11 11 4.13e+007 1.15e+007 1.67e-0102 09 11 1.16e+002 3.24e+001 2.07e-
03 11 111.27e+008 4.15e+007 1.10e-0103 05 11 5.83e+001 4.69e+001 1.51e-
04 11 11 3.59e+008 1.89e+008 8.17e-0204 04 11 9.36e+001 7.02e+001 1.24e-
05 11 11 8.14e+008 5.32e+008 6.35e-0205 03 11 5.20e+001 6.03e+001 1.03e-
06 11 11 3.38e+009 2.55e+009 4.79e-0206 02 11 1.39e+001 1.96e+001 8.76e-
07 11 112.16e+010 1.18e+010 3.60e-0207 02 11 2.15e+001 3.10e+001 7.71e-
08 11 111.02e+0115.93e+010 2.79e-0208 01 11 1.00e+000 1.00e+000 7.06e-
09 11 112.92e+011 1.88e+011 2.14e-0209 01 11 1.00e+000 1.00e+000 6.73e-
10 11 11 1.65e+012 1.12e+012 1.33e-0210 01 11 1.00e+000 1.00e+000 6.33e-
11 11 11 2.49e+014 3.02e+014 4.89e-0311 01 11 1.00e+000 1.00e+000 6.21e-
12 11 11 1.39e+015 2.04e+015 1.92e-0312 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.95e-
13 11 11 3.57e+015 6.44e+015 1.38e-0313 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.71e-
14 09 09 3.83e+012 3.92e+012 1.45e-0314 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.74e-
15 04 04 4.39e+010 6.73e+010 2.78e-0315 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.89e-
16 04 04 4.88e+010 5.36e+010 2.58e-0316 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.61e-
17 04 04 7.77e+010 8.11e+010 2.43e-0317 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.44e-
18 04 04 9.72e+010 1.32e+011 2.05e-0318 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.39e-
19 03 03 2.44e+010 2.98e+010 2.03e-0319 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.31e-
20 03 03 2.44e+010 2.57e+010 1.76e-0320 01 11 1.00e+000 1.00e+000 5.25e-

NNNDNNNNNNNNNNNNNNRPRRPRERERE
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03
03
03
03
03
03
03
03
03
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03 4.21e+010 4.95e+010 1.71e-0321
03 7.62e+010 6.73e+010 1.87e-0322
03 2.40e+011 2.28e+011 1.76e-0323
03 6.31e+011 6.50e+011 1.82e-0324
03 1.70e+012 1.53e+012 2.02e-0325
03 4.71e+012 4.88e+012 2.03e-0326
03 8.86e+012 9.73e+012 2.03e-0327
03 1.66e+013 1.81e+013 1.85e-0328
03 2.65e+013 2.53e+013 2.05e-0329
03 5.89e+013 3.59e+013 2.14e-0330
03 5.53e+013 1.59e+013 2.45e-0331
03 1.02e+014 1.66e+014 2.36e-0332
03 7.40e+012 6.19e+012 2.10e-0333
03 7.86e+012 5.49e+013 2.03e-0334
03 8.38e+012 8.70e+013 2.03e-0335
03 1.05e+013 1.57e+014 2.04e-0336
03 9.19e+012 1.44e+014 1.95e-0337
03 6.05e+012 8.62e+013 1.75e-0338
03 3.11e+012 3.24e+013 1.53e-0339
03 1.48e+012 7.47e+012 1.52e-0340
03 1.07e+012 1.30e+012 1.66e-0341
03 1.16e+012 4.29e+011 1.87e-0342
03 1.43e+012 5.39e+011 1.99e-0343
03 1.92e+012 5.53e+012 1.95e-0344
03 2.42e+012 2.34e+013 1.94e-0345
03 3.13e+012 5.07e+013 2.04e-0346
03 4.73e+012 8.91e+013 2.08e-0347
03 5.70e+012 1.32e+014 1.99e-0348
03 6.31e+012 1.11e+014 1.89e-0349
03 1.30e+013 2.58e+014 1.87e-0350
03 2.07e+013 4.76e+014 1.87e-0351
03 1.96e+013 3.25e+014 1.81e-0352
03 3.12e+013 6.60e+014 1.70e-0353
03 2.62e+013 4.74e+014 1.68e-0354
03 2.97e+013 6.89e+014 1.64e-0355
03 2.24e+013 4.63e+014 1.58e-0356
03 1.81e+013 4.14e+014 1.76e-0357
03 1.71e+013 4.41e+014 2.12e-0358
03 2.26e+013 5.89e+014 2.56e-0359
03 2.51e+013 6.08e+014 3.03e-0360
03 1.71e+013 9.31e+014 3.35e-0361
03 9.29e+012 1.16e+015 2.89e-0362
03 7.17e+012 1.51e+015 2.57e-0363
03 5.85e+012 1.10e+015 2.56e-0364
03 5.47e+012 6.13e+014 2.53e-0365
03 4.41e+012 2.28e+014 2.39e-0366
03 3.18e+012 3.05e+013 2.43e-0367
03 3.21e+012 2.06e+013 2.41e-0368
03 3.32e+012 3.91e+013 2.38e-0369
03 3.33e+012 6.59e+013 2.51e-0370
03 3.68e+012 7.69e+013 2.52e-0371
03 3.66e+012 7.99e+013 2.49e-0372

01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01

11 1.00e+000 1.00e+000 5.23e-
11 1.00e+000 1.00e+000 5.22e¢-
11 1.00e+000 1.00e+000 5.22e¢-
11 1.00e+000 1.00e+000 5.24e-
10 1.00e+000 1.00e+000 3.33e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.86e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.65e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.60e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.60e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.52e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.50e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.44e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.43e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.41e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.40e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.39e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.36e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.34e-
10 1.00e+000 1.00e+000 2.33e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.40e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.34e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.31e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.31e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.30e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.28e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.24e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.23e-
09 1.00e+000 1.00e+000 2.22e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.28e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.22e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.21e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.20e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.11e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.05e-
08 1.00e+000 1.00e+000 2.04e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.71e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.62e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.60e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.60e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.60e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.57e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.56e-
07 1.00e+000 1.00e+000 1.55e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.58e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.51e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.46e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.45e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.42e-
06 1.00e+000 1.00e+000 1.41e-
05 1.00e+000 1.00e+000 1.19e-
05 1.00e+000 1.00e+000 1.08e-
05 1.00e+000 1.00e+000 1.06e-
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73 03 03 3.49e+012 7.47e+013 2.39e-0373 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.04e-
74 03 03 3.23e+012 1.29e+014 2.36e-0374 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.03e-
75 03 03 3.50e+012 3.82e+014 2.40e-0375 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.03e-
76 03 03 2.94e+012 2.31e+014 2.14e-0376 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.02e-
77 03 032.32e+012 1.95e+014 2.03e-0377 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.02e-
78 03 03 2.45e+012 2.86e+014 2.10e-0378 01 05 1.00e+000 1.00e+000 1.02e-
79 03 03 3.34e+012 4.88e+014 2.12e-0379 01 04 1.00e+000 1.00e+000 9.52e-
80 03 033.73e+012 6.01e+014 1.99e-0380 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.94e-
81 03 032.72e+012 3.16e+014 1.72e-0381 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.57e-
82 03 031.39e+012 5.61e+013 1.47e-0382 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.44e-
83 03 039.49e+011 2.83e+013 1.46e-0383 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.34e-
84 03 031.06e+012 6.66e+013 1.51e-0384 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.23e-
85 03 031.16e+012 1.23e+014 1.58e-0385 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.13e-
86 03 031.18e+012 1.28e+014 1.57e-0386 01 04 1.00e+000 1.00e+000 8.05e-
87 03 031.12e+012 1.14e+014 1.55e-0387 01 03 1.00e+000 1.00e+000 6.93e-
88 03 031.16e+012 1.03e+014 1.54e-0388 01 03 1.00e+000 1.00e+000 6.09e-
89 03 03 1.45e+012 2.49e+014 1.68e-0389 01 03 1.00e+000 1.00e+000 5.86e-
90 03 031.79e+012 3.03e+014 1.75e-0390 01 03 1.00e+000 1.00e+000 5.74e-
91 03 032.29e+012 4.02e+014 1.74e-0391 01 03 1.00e+000 1.00e+000 5.69e-
92 03 032.95e+012 7.41e+014 1.73e-0392 01 03 1.00e+000 1.00e+000 5.65e-
93 03 03 2.95e+012 7.37e+014 1.74e-0393 01 03 1.00e+000 1.00e+000 5.62e-
94 03 032.91e+012 7.45e+014 1.76e-0394 01 02 1.00e+000 1.00e+000 2.00e-
95 03 03 2.55e+012 5.64e+014 1.84e-0395 01 02 1.00e+000 1.00e+000 7.00e-
96 03 032.67e+012 4.15e+014 1.84e-0396 01 02 1.00e+000 1.00e+000 4.51e-
97 03 034.61le+012 1.06e+015 1.86e-0397 01 02 1.00e+000 1.00e+000 3.43e-
98 03 036.17e+012 1.68e+015 1.83e-0398 01 02 1.00e+000 1.00e+000 2.87e-
99 03 036.28e+012 2.09e+015 1.82e-0399 01 01 1.00e+000 1.00e+000 1.40e-
- diverguje

Tabulka 8.1.1 ProtokaleSeni BCG a SBCG algoritmu

Zabyvejme se nefive algoritmem BCG. Z tabulky je Wt Ze &isla
podmirénosti matic R MR )a (R'KR,) jsou giblizné shodnd a maji
rostouci tendenci. V 14-té a 15-té iteracicéésgla podmisnosti obou matic
zmenSi. Tento pokles je igoben vyjmutim vieSenych soustav z problému.
Podobna situace nastala i v 19-té iteraci,c@® podmignosti matic astava
v tomto gipadt ténei beze zminy. Také velikost normy rezidua od této iterace
jiz podstati neklesd. BCG algoritmus nekonverguje, a tadsp, Ze pravé
strany jsou lineamnezavislé.

VedlejSi tabulka ukazuje chovani SBCG algoritm Vi prvni iteraci
dochéazi ke zmenSeni fia master soustav z 11 na 9. Tento pokles @Golea
v dalSich iteracich a je #poben relativé vysokou hodnotou koeficientu
linearni zavislosti, feviada tedy SCG charakter SBCG algoritmu. Ceikov
SBCG algoritmus poeboval naieSeni pesré 100 iteraci a 137 operaci
nasobeni matice soustavy vektorem (Kp-operaci). 8QGritmus vyesil tuto
Glohu za 150 operaci a klasickd metoda sdruZzengatiienti dokonce az za
249 iteraci.
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8.2 Modelovy p fiklad systému ODESSY

V této casti ukazeme vysledky numerickych tesigoritmi SCG, BCG a
SBCG, které byly aplikovany na modelovatidimenzionalni ulohu (kvadr)
tvarové optimalizace systému ODESSY Optimum Degigtesn (ODESSY).
Tento systém byl vyvinut na Univerzifalborg v Dansku. Uloha byla pitana
na siti 10x10x 35. Matice soustavy bylaradu 1050(x1050(, velikost
datového souboru obsahujici tuto matidiidké podob byla 4,3 MB. Uloha
obsahovala  pravych stran, jejich normy jsou v tabulce 8.2.1.

[ 1 2 3 4 5

f 1 [ 6559 1796d 5315 | 29 09d 2690

Tabulka 8.2.1 Normy matice pravych stran F

Vysledky numerickych experimenjsou znazorény v tabulce 8.2.2.

SloupecMethodobsahuje jména metod, pro které byla tato uteSana. CG
zde oznauje klasicky algoritmus sdruzenych gradientkdy jednotlivé
soustavy jsouieSeny postupnn metody oznéené 1,00E-01, ...1,00E-06
piedstavuji velikost koeficientu linearni zavisloSBCG algoritmuk je paet
iteraci, Kp-oper je paiet operaci nasobeni matice soustavy vektoreme je
doba vypdtu na systému IBM SP s procesorem Thin a 256 MB RAM

V nasledujicich sloupcich je vysledné zrychlenier&t se vztahuje
k algoritmu CG. B volbé coef =110° je SBCG algoritmus pomalejsi nez
klasicka metoda sdruzenych gradientNejvyrazijSiho zrychleni bylo
dosazeno i SBCG algoritmu s parametrencoef =110°, respektive

coef =110°. Vysledky se sice v tomtoftipac vibec nelidi od BCG

algoritmu, ale je nutné si agomit, Ze BCG algoritmus nema obé&cn
zarwenou konvergenci.

Method k Kp- Time | Speed up| Speed up| Speed up

oper (sec) K Kp-oper Time

CG 965 965 90 1 1 1
SCG 634 634 68 1,52 1,52 1,32
1,00E-01 687 780 89 1,40 1,23 1,01
1,00E-02 883 1014 117 1,09 0,95 0,76
1,00E-03 397 606 70 2,43 1,59 1,28
1,00E-04 302 651 76 3,19 1,48 1,18
1,00E-05 110 482 58 8,77 2,00 1,55
1,00E-06 110 482 58 8,77 2,00 1,55
BCG 110 482 58 8,77 2,00 1,55
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Tabulka 8.2.2 Porovnani rychlosti konvergence meid@d, SCG, BCG a
SBCG

ProtokolteSeni SBCG algoritmu soef =110° je v tabulce 8.2.3. Je 2

patrno, Zze v tomto fijpact previadl blokovy charakter SBCG algoritmu -
vSechny nevieSené soustavy jsou zaréwe master systému. Déale se ukazalo,
Ze rychlost konvergence neni pro jednotlivé praveéng shodna. Tento fakt je

zpasoben #iznou velikosti norem pravych stran (viz tabulka B.2

SBCG, coef =110° SBCG, coef =110° (pokracovani)

k M N_S condZR condUP nor m(R) k M N_S condZR condUP norm(R)
00 05 05 2.30e+02 1.08e+02 8.33e+03 56 05 05 1.96e+08 1.85e+08 3.34e+(
01 05 052.97e+02 1.27e+03 6.38e+03 57 05 05 2.41e+08 2.98e+08 2.68e+(
02 05 051.95e+02 4.07e+02 6.65e+03 58 05 05 2.68e+08 1.92e+08 2.48e+(
03 05 051.77e+02 1.64e+02 5.46e+03 59 05 05 3.57e+08 3.47e+08 2.26e+(
04 05 052.12e+02 2.87e+02 5.45e+03 60 05 05 3.46e+08 3.48e+08 1.88e+(
05 05 052.43e+02 2.14e+02 4.77e+03 61 05 05 4.66e+08 5.58e+08 1.54e+(
06 05 05 3.05e+02 3.13e+02 4.67e+03 62 05 05 3.10e+08 3.40e+08 1.32e+(
07 05 054.19e+02 3.49e+02 4.36e+03 63 05 05 3.67e+08 3.64e+08 9.40e+(
08 05 05 7.32e+02 6.48e+02 4.44e+03 64 05 05 3.71e+08 3.92e+08 8.30e+(
09 05 051.06e+031.27e+03 4.27e+03 65 05 05 3.76e+08 3.33e+08 7.39e+(
10 05 059.11e+02 9.54e+02 4.20e+03 66 05 05 4.66e+08 5.13e+08 5.82e+(
11 05 059.96e+02 1.02e+03 4.21e+03 67 05 05 4.82e+08 4.34e+08 5.24e+(
12 05 059.90e+02 9.92e+02 4.08e+03 68 05 05 5.72e+08 6.65e+08 4.17e+(
13 05 051.29e+03 1.11e+03 4.30e+03 69 05 05 5.55e+08 6.62e+08 3.22e+(
14 05 05 1.66e+03 1.83e+03 4.39e+03 70 05 05 4.33e+08 4.28e+08 2.81e+(
15 05 05 1.63e+03 1.05e+03 4.65e+03 71 05 05 4.40e+08 5.09e+08 2.18e+(
16 05 05 3.34e+03 2.29e+03 5.14e+03 72 05 05 4.24e+08 5.18e+08 2.02e+(
17 05 056.09e+03 6.60e+03 5.07e+03 73 05 05 4.45e+08 5.49e+08 1.49e+(
18 05 056.09e+03 5.42e+03 5.25e+03 74 05 05 3.71e+08 3.92e+08 1.16e+(
19 05 05 8.29e+03 6.53e+03 5.56e+03 75 05 05 3.22e+08 3.79e+08 9.68e+(
20 05 051.10e+04 8.72e+03 5.82e+03 76 05 05 3.28e+08 3.71e+08 7.76e+(
21 05 051.56e+04 1.28e+04 5.88e+03 77 05 05 3.02e+08 2.56e+08 6.82e+(
22 05 052.28e+04 1.92e+04 5.77e+03 78 05 05 3.87e+08 4.12e+08 5.52e+(
23 05 05 3.22e+04 3.40e+04 6.23e+03 79 05 05 3.81e+08 3.84e+08 4.87e+(
24 05 054.63e+04 6.40e+04 5.90e+03 80 05 05 3.60e+08 3.94e+08 4.08e+(
25 05 054.38e+04 4.83e+04 5.76e+03 81 05 05 4.16e+08 4.26e+08 3.14e+(
26 05 055.72e+04 4.61e+04 5.69e+03 82 05 05 4.20e+08 3.93e+08 2.84e+(
27 05 058.20e+04 6.22e+04 5.71e+03 83 05 05 4.41e+08 4.94e+08 2.24e+(
28 05 051.20e+05 1.08e+05 6.15e+03 84 05 05 3.47e+08 3.24e+08 2.00e+(
29 05 051.81e+05 1.64e+05 6.92e+03 85 04 04 4.27e+08 5.28e+08 1.86e+(
30 05 05 3.00e+05 3.24e+05 6.95e+03 86 04 04 3.66e+08 3.88e+08 1.47e+(
31 05 05 3.96e+05 3.41e+05 6.36e+03 87 04 04 3.66e+08 4.19e+08 1.21e+(
32 05 054.16e+05 3.11e+05 6.84e+03 88 04 04 3.06e+08 3.68e+08 1.00e+(
33 05 057.73e+05 7.26e+05 7.63e+03 89 04 04 2.82e+08 3.44e+08 8.11e+(
34 05 05 1.40e+06 1.49e+06 8.07e+03 90 04 04 2.12e+08 2.89e+08 6.19e+(
35 05 052.21e+06 2.26e+06 7.92e+03 91 04 04 1.40e+08 9.81e+07 5.26e+(
36 05 052.62e+06 1.59e+06 8.15e+03 92 04 04 1.42e+08 2.09e+08 4.18e+(
37 05 05 3.50e+06 2.80e+06 9.50e+03 93 04 04 9.90e+07 1.51e+08 3.71e+(
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38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
05
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05 7.10e+06 9.97e+06 9.47e+03
05 8.10e+06 7.99e+06 9.22e+03
05 9.20e+06 7.07e+06 9.84e+03
05 1.53e+07 1.33e+07 1.04e+04
05 2.17e+07 1.87e+07 1.11e+04
05 3.09e+07 3.22e+07 1.05e+04
05 3.65e+07 3.08e+07 1.05e+04
05 5.04e+07 5.22e+07 9.93e+03
05 6.85e+07 6.55e+07 8.72e+03
05 9.72e+07 8.03e+07 8.18e+03
05 9.84e+07 9.99e+07 7.24e+03
05 1.02e+08 1.08e+08 5.97e+03
05 9.48e+07 8.37e+07 5.49e+03
05 9.12e+07 9.17e+07 5.18e+03
05 1.01e+08 1.16e+08 4.50e+03
05 1.13e+08 1.23e+08 4.10e+03
05 1.37e+08 1.33e+08 3.68e+03
05 1.81e+08 1.81e+08 3.51e+03

94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

04
03
02
02
02
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01

04 7.73e+07 1.20e+08 2.98e+(0
03 2.65e+07 3.89e+07 2.77e+(0
02 3.31e+04 3.04e+04 3.29e+(0
02 3.28e+04 3.59e+04 2.53e+(0
02 2.62e+04 2.58e+04 2.04e+(0
01 1.00e+00 1.00e+00 3.09e+(0
01 1.00e+00 1.00e+00 2.82e+P0
01 1.00e+00 1.00e+00 2.22e+P0
01 1.00e+00 1.00e+00 1.88e+p0
01 1.00e+00 1.00e+00 1.65e+P0
01 1.00e+00 1.00e+00 1.34e+p0
01 1.00e+00 1.00e+00 1.15e+p0
01 1.00e+00 1.00e+00 1.03e+p0
01 1.00e+00 1.00e+00 9.25e-01
01 1.00e+00 1.00e+00 7.86e-01
01 1.00e+00 1.00e+00 7.01e-01
01 1.00e+00 1.00e+00 6.70e-01
01 1.00e+00 1.00e+00 6.08e-(1

Tabulka 8.2.3 ProtokaleSeni SBCG algoritmu

V nasledujicich tabulk&ch je porovnariininosti algoritni SCG a SBCG
v zavislosti na p&u pravych stran. Je Wt Ze pro Glohu s ptem pravych
stran menSich neZépjsou vykonnostni rozdily mezi &ima algoritmy malé.
Teprve i Uloze s pti pravymi stranami se projevi vyhoda SBCG algoutm
ktery vyeSi danou Ulohu za 482 Kp-operaci, zatimco SCG riaiges

s~

potiebuje na tutéZ tlohu 634 Kp-operaci.

q k Kp- Time | Speed up| Speed up| Speed up
oper (sec) K Kp-oper Time

1 193 193 18 1 1 1

2 264 264 26 1,46 1,46 1,38

3 320 320 33 1,80 1,80 1,63

4 434 434 46 1,77 1,77 1,56

5 634 634 68 1,52 1,52 1,32

a) Algoritmus SCG

q k Kp- Time | Speed up| Speed up| Speed up
oper (sec) K Kp-oper Time

1 193 193 18 1 1

2 138 274 27 2,79 1,40 1,33

3 119 345 37 4,86 1,67 1,45

4 112 425 49 6,89 1,81 1,46

5 110 482 58 8,77 2,00 1,55

b) Algoritmus SBCG, coef 110°
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Tabulka 8.2.4 Porovnanicinnosti algoritmi SCG a SBCG v zavislosti
na paitu pravych stran

8.3 Testy paralelni verze

V této kapitole jsou uvedeny vysledky numerickygperiment: paralelnich
verzi algoritmi SCG, BCG a SBCG. Testy byly prowéy na systému IBM
SP. Verze PVM byla 3.3.11.

Piiklad 1

Matice soustavy byla @ptvorena dvoudimenzionalnim Laplace operatorem
fadu 10Cx10C, matice pravé strany byla ttema vektorye, i = 1,...4, které
maji i-tou sloZzku rovnou ddma a ostatni slozky jsou nulové. Nasledujici
tabulky znazatuji vysledkytreSeni tohoto problému pomoci paralelnich verzi
algoritmi SCG, BCG a SBCG.

SloupecProcesobsahuje pi@dovacisla proces (vzdy plati, Ze-ty proces
feSii-tou soustavu problemul je paiet iteraci, ktera dana metoda vykonala
na konkrétnim proceswp-oper je paet operaci nasobeni matice soustavy
s vektorem, ktery vykonal konkrétni procdsme je doba vypétu na daném
procesu.

Proces k Kp- Time k Kp- Time
oper (sec) oper (sec)
1 23 23 0.56 17 17 0.89
2 40 17 0.73 17 17 0.89
3 50 10 0.82 17 17 0.89
4 60 10 0.82 18 18 0.90
a) SCG b) BCG

Tabulka 8.3.1 Porovnani paralelnich verzi algott®CG a BCG

Podivejme se neftve na paralelni verzi SCG metody. Néye je master
proces proces8.1 a na vieSeni Ulohy pdebuje 23 iteraci. Pak se stava master
procesem procesislo dw, ktery potebuje na vieSeni dalSich 10 iteraci.
Obdobrt se chovaji i procesyislo i a ctyii.

BCG algoritmus ma rozdilné chovanéseni vSech procgge znamo téry
sowasre. Tii procesy vyeSi své soustavy v 17-té iteraci, posledni proees |
ukorten v 18-té iteraci.

Proces k Kp- Time k Kp- Time
oper (sec) oper (sec)

1 23 23 0.67 15 15 0.77

2 36 16 0.80 16 16 0.81
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43 10 0.86 16 16 0.81

4 50 11 0.86 16 16 0.81

a) coef =110" b) coef =110
Tabulka 8.3.2 Porovnani rychlosti paralelni verzégositmu SBCG
v zavislosti na velikosti coef

Chovani SBCG algoritmu ovliwje velikost koeficientu linearni zavislosti.
Pokud je coef =110", prevliada SCG charaktefgdeni soustav dostavame

postup®. Pri volbé coef =110 prevliada jiz BCG charakter SBCG algoritmu,
reSeni soustav dostavame &sowasre.

Piiklad 2

V této ¢asti uvedeme vysledky testiikladu z kapitoly 8.2 s tim rozdilem,
Ze jsme peet pravych stran zredukovali riyii. Ulohu jsme testovali pro
pocet procesar 1, 2 a 4. V nasledujicich tabulkach je porovngahlosti SCG
a SBCG algoritmu v zavislosti na ¢ia pouzitych procesér V piipads, kdy
byl patet procesar roven jedné, fipadré dvéma, se jednalo o pseudoparalelni
béh. Na daném procesoruéely cétyri piipadré dva procesy. Ehem
experimeni se ukazalo, Ze vytiZzenost jednotlivych procégerrizna a rychle
se neéni. Proto jsou v tabulkach zaznamenangnmirné hodnoty dosazenych

¢agl.

Proces k Kp- Time | Time | Time
oper (sec) (sec) (sec)
1CPU| 2CPU | 4CPU
1 186 186 160.74 225.1] 153.14
2 265 79 193.94 157.79 224.48
3 326 61 215.2q 279.00 258.42
4 452 126 259.3q 323.0f 302.719
a) Algoritmus SCG
Proces k Kp- Time | Time | Time
oper (sec) (sec) (sec)
1CPU| 2CPU| 4CPU
1 95 95 315.2]] 661.4% 865.42
2 105 105 334.0] 680.95 890.08
3 105 105 334.371 681.1] 890.10
4 120 120 337.66 687.0p 896.03

b) Algoritmus SBCG, coef 110°
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Tabulka 8.3.3 Porovnani rychlosti paralelnich vexdgjoritmi SCG a SBCG
v zavislosti na pdiu procesoii (CPU)

Détské procesy jsou vybaveny mechanismy £ajisi jejich relativni
nezavislost k sabnavzajem: Komunikace v itefiai fazi probiha fimo mezi
détskymi procesy bezdasti rodtovskeho procesu. Kazdy #tdkych proces
si dale sdm detekujegipadnou ztratu linearni zavislosti v master sousthy
Vyjimani zavislych soustav z master systému proliiba meziprocesorové
komunikace se zbyvajicimi¢tskymi procesy. Resto vSak dosazené rychlosti
paralelnich algoritrin nemohou konkurovat sekvarim verzim. Ukazalo se, Ze
rychlost jednotlivych procesorovych tizJe v porovnanim s rychlosti jejich
vzajemné komunikace velmi vysoka. Z technickyctivatii nemohla byt
provedena optimalizace komunikace pomoci vizuati#ao programu XPVM.
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Zaver

Algoritmy, které jsou pouzity v této diplomové praeychazeji pedevsim
z praci autar [Feng, Owen, Peric, 1995] a [Suarjana, Law, 199%to
diplomova prace obsahuje ékieré nové prvky. Jedna séepevsim o volbu
mechanismu, kterym je zabezpeaa numericka stabilita SBCG algoritmu a
o c¢ast ¥nované analyze paralelnich verzi algofitBCG, SCG a SBCG
(kapitola 6). DalSicast prace se tykala sekvein a paralelni implemetace
SBCG metody v progtdi ANSI C. Byly vytvdeny knihovny, které zajisiji
jednotlivé matematické i vstupsvystupni operace, cetré vyuziti techniky
fidkych matic. Funénost celéhoreSice byla UspSre odzkouSena wgSenim
pomérné velké dlohy ze systému ODESSY. Z numerickych expenti
vyplynulo, Ze vyhody SBCG algoritmu se projevily azproblému s i
pravymi stranami. BCG algoritmus pro svou obecnamerickou nestabilitu
nelze doportit. Pii experimentech s paralelni verzi SBCG algoritmu se
ukazalo, Ze reZie spojend s komunikaci je vysoka.
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