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Abstrakt

Tato prace pojednava o teorii a praktické implementaci algoritmu pro feSeni uloh
linearniho programovani pomoci metody vnitiniho bodu. Pracei se zaméfuje na
problémy, které nastavaji pfi praktické implementaci algoritmi metod vnitiniho bodu.
Ambici prace je nalézt zpusob, kterym by se algoritmus metody vnitfniho bodu dal
vylepsSit z pohledu efektivity FeSeni uloh velkych rozmérl. Tato prace Castecné
navazuje na moji predeslou bakalarskou praci, kterou jsem vypracoval na téma
efektivni implementace simplexového algoritmu pro ulohy linearniho programovani.
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1. Uvod

Hlavni ambici této prace je implementovat efektivni algoritmus metody vnitiniho bodu. K tomu
nejdiive probereme potiebnou teorii. Probereme rizné varianty zdkladnich algoritmt a postupné se
dostaneme ke zndmému algoritmu primarné¢ dudlni metody nazyvanému prediktor-korektor.
Ukézeme si poznatky znamych praktickych feSeni. Vysledkem prace bude jmenovaného algoritmu
a dal$im cilem je najit zptisob jakym by se dal tento algoritmus vylepsit a tim zvysit jeho efektivitu.
Protoze pro malé ulohy je jmenovana implementace efektivni snahou bude zaméfeni na ulohy
velkych rozméri. Zavérem prace bude srovnani rtiznych zptsobi implementace a vyhodnoceni
testi.

1.1 Uloha lineédrniho programovani

Ulohu linearniho programovani lze obecné definovat jako ulohu nalezeni extrému linearni funkce
f(x), definované na vektorovém prostoru R’ omezeném zadanymi podminkami. Hledanym
extrémem, podle podstaty zadané¢ho problému, mizZe byt maximum nebo minimum. Cilem ulohy je
nalézt optimalni hodnotu u¢elové funkce f (x) pfi dodrzeni zadanych podminek. Proto je uloha
linearniho programovani chapéna jako optimalizac¢ni uloha. Na tlohu linearniho programovani se
budeme v nasledujicim textu odkazovat také jako na tilohu LP.

Existuje celd fada formulaci uloh linearniho programovani, nejcastéji se pak setkdme s nasledujicim
zadanim, hledejme

min ¢’ x , ptiemz plati Ax=b, x>0, 1.1

Ulohu LP lIze fesit riznymi metodami. Nejstar§i metodou dodnes stile Gasto pouZivanou je
Simplexova metoda, kterou jsem se zabyval ve své Bakalarské praci [1]. Dal$imi metodami jsou
naptiklad metody vnitiniho bodu, kterymi se budeme zabyvat v této praci.

1.2 Metody vnitiniho bodu

Metody vnitiniho bodu jsou jednou z moznosti jak fesit ulohy LP. Tyto metody se pak daji uplatnit i
pro hledani feSeni jinych problému jako napt. tloh kvadratického programovani. Na rozdil
Simplexové metody, kterd se k optimalnimu feSeni pfibliZzuje po obalu pfipustné mnoZiny, se
metody vnitiniho bodu snazi nalézt optimalni feSeni jako posloupnost bodi, které lezi uvniti oblasti
ptipustnych feSeni a které konverguji k feSeni optimalnimu. Prave proto, Ze se k optimalnimu feSeni
pfiblizujeme z wvnittku mnozZiny pfipustnych feSeni a v kazdém kroku hliddme, abychom
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nepiekrocili hranici oblasti pfipustnych feSeni, nazyvame tyto metody metodami vnitiniho bodu.
Pro upfesnéni je vhodné zminit, Zze praktické algoritmy metody vnitiniho bodu nemusi striktné
dodrzovat piipustnost feSeni v kazdém kroku. Né&které algoritmy mohou jednotlivych krocich
pracovat i s body mimo oblast pfipustnosti, nicméné tyto algoritmy striktné dodrzuji nezapornost
aktualniho feSeni. V nasledujicich kapitolach si popiSeme principy, na kterych je tato metoda
postavena. Ukazeme si také podminky, za kterych bude tato metoda uspéSné konvergovat k
hledanému feSeni.

Jestlize je zndmo, Ze optimalni feSeni Ulohy LP lezi na hranici pfipustné oblasti viz. [1], potom
metody vnitiniho bodu, které se pii hledani feSeni snazi od této hranice drZet odstup, se k

optimalnimu feSeni bliZzi pouze limitné. Rozdil kterym se 1i$i hledani optimalniho feSeni pomoci
simplexové metody a metod vnitiniho bodu je zndzornén na obrazku 1.

Obrazek 1: Znazorneéni cesty hledani optimdlniho reSeni
ulohy LP. 8y-Ss5 — simplexova metoda, 1)-1, — metody
vnitiniho bodu.
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2. Optimaliza€ni ulohy

V této kapitole predstavime optimalizacni tilohu s omezenim, jejiZ specidlnim piipadem je i Gloha
linedrniho programovani, kterou se budeme zabyvat. Rozvedeme teoreticky zéklad a principy, které
jsou déle vyuzivany metodami vnitiniho bodu. Probereme podminky optimality, které musi byt
splnény pro nalezeni optimalniho fteSeni a zavedeme definici dualni tulohy. Piedstaveni
primarné-dudlni Glohy a podminek optimality je zdklad, na kterém stavi vétSina metod vnitiniho
bodu, zejména potom primarné-dudlni algoritmy.

2.1 Optimaliza¢ni uloha s omezenim
Optimaliza¢ni tlohou s omezenim budeme myslet nésledujici zadani. Hledejte minimum funkce

min f(x), kde plati ¢,(x)=0,ie E

XER"

a c,(x)=0,iel. 2.1

Funkce f(x) a c,(x) jsou spojité redlné funkce proménné x€E€R", rovnice ¢,(x)=0, pro kazdé
I€E a nerovnice c¢;(x)=0, pro kazdé i€l jsou podminkami definujici oblast piipustnosti
hledaného feseni. Tuto oblast miiZzeme definovat jako mnoZinu

Q={x|c,(x)=0,i€E;c(x)=0,i€l} 22
Optimaliza¢ni Glohu miizeme jednoduseji zapsat jako

min f(x) . 23

x€N

Resenim optimaliza¢ni ulohy bude vektor x€R" | ktery vyhovuje podminkam omezeni. Optimélni
feSeni, tedy hledané feSeni ulohy, oznacime x€Q , je vektor x€Q pro ktery plati f (X)<f(x)
pro kazdé x€Q . Casto se také setkdme s pojmem piipustné feseni, coZ jsou viechna x€Q .V
ruznych textech se také Casto setkdme s oznacenim bod, pfipustny bod nebo optimalni bod, v
takovém ptipad¢ v kontextu s feSenim optimaliza¢ni ulohy povazujme vyrazy teSeni a bod za
ekvivalentni.
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Uloha linearniho programovani zminéna jiz v Uvodu a také cilova skupina uloh této prace, je
specialnim pfipadem vySe popsané optimaliza¢ni tlohy s omezenim, kde funkce f(x) a ¢,(x)
jsou linearni funkce proménné x€R" .

Ulohu linearniho programovani ve standardni formé definujeme jako

minc” x , kde plati Ax=b, x=0. 24

Ulohu linearniho programovani lze definovat riiznymi zptsoby, lze viak ukazat, Ze kazdé zadani
ulohy LP lze prevést na vySe uvedeny standardni tvar viz [1].

2.2 Podminky optimality

K tomu abychom mohli definovat podminky optimality pro feSeni ulohy s omezenim, budeme
potiebovat nékolik vztaht.

Nejdtive definujme Lagrangeovu funkci

L(x, )=/ (x)= 2 Aclx), 2.5

ie Eul

ktera kombinuje hodnotu ucelové funkce s hodnotami omezujicich funkci pomoci koeficientd, které
nazyvame Lagrangeovy multiplikétory.

Dale si definujme pojem aktivni mnoZiny, kterou definujeme jako mnozinu pfipustnych feSeni,
které lezi na hranici oblasti 2 . Tedy body, ve kterych jsou splnény vSechny rovnostni omezeni, a ve
kterych nejsou nerovnostni omezeni splnény striktn¢ tedy

A(x)=EUlie I|c,(x)=0} . 2.6

Dale si definujme pojem linearni nezédvislosti omezeni v anglické literatufe oznaCované jako LICQ
(takto se na ni budeme odkazovat i my).

Definice 2.1 (LICQ)

Méjme bod X a aktivni mnozinu A(X) definovanou 2.6. Rikame, Ze podminka linedrni nezavislosti
omezeni (LICQ) je splnéna, pokud mnoZina gradientii aktivnich omezeni |V ¢;(X),i€ A(X)] je
linearné nezavisla.

Nyni muzeme definovat nutnou podminku optimality pro obecnou optimaliza¢ni wlohu. Tuto
podminku nazveme podminkou prvniho druhu, protoze vyuziva gradientu, tedy derivace prvniho
radu, ucelové funkce.



2. Optimaliza¢ni ulohy 5

Véta 2.1: Nutnd podminka optimality prvniho druhu

Predpoklddejme, e X je lokdlnim 7esSenim 2.1 a predpoklddejme, Ze iiloha spliuje LICQ v X .
Potom existuje vektor Lagrangeovych multiplikatorii A s prvky A, i€EEUI takovy, zZe nasledujici
podminky jsou splnény.

V_L(%.1)=0, 2.7
¢,(%)=0 ViecE, 2.8
c,(x)=0 Viel, 2.9
2,20 Viel, 2.10
Ac,(%)=0 VieEul. 2.11

Podminky z ptedchézejici véty jsou znamy jako Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) podminky. Dikaz
véty 2.1 je velmi dalezitym pro porozuméni podstaty feSeni Uloh optimalizace s omezenim. Cely
tento dikaz je pomérné rozsahly a je dobfe popsan naptiklad ve [2, kapitola 12], proto jej zde
nebudeme znovu uvadét. Uved’'me si jen, ze Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky jsou zdkladem, na
kterém jsou postaveny metody vnitiniho bodu.

2.3 Optimalita LP

Existenci optimalniho feSeni tlohy linedrniho programovani 2.4 miizeme odvodit z KKT 2.7-2.11.
Rozd¢lme Lagrangeovy multiplikdtory na dva vektory A a s tak, ze A€R" je vektor
multiplikatoru pro podminky Ax=b a s je vektor multiplikatorti pro omezujici podminku x>0
Podle 2.5 miizeme ptepsat Lagrangeovu funkci nésledujicim zptiisobem

L(x, A, s)=¢" x—A"(Ax—b)—s"x. 2.12

Bud X optimalni feSeni feSenim 2.4, aplikaci KKT podminek zjistime, Ze musi existovat vektory
A a s, které vyhovuji

A"A+s=c 2.13
Ax=b 2.14
x>0 2.15
s>0 2.16

x,5=0,i=12,.. n 2.17
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Bud (%,A,$) trojici vektord odpovidajicich podminkdm 2.13-2.17. Kombinaci téchto podminek
dostaneme

TE=(A"A+5) $=(A4%) A=b"A . 2.18

V dalsi kapitole si ukdZeme, e b’ A bude ucelovou funkci dualni alohy k tloze 2.4 a podle 2.18
vidime, e feSeni primarni a dualni ulohy jsou si rovny pro trojici vektorda (X,A,S), které
odpovidaji podminkam 2.13-2.17.

Nyni si miZzeme ukazat, z¢ podminky 2.13-2.17 jsou postadujici proto, aby x bylo globalnim
feSenim 2.4. Mé&jme vektor y, ktery je jinym piipustnym FeSenim téze ulohy, plati tedy A y=b a
y=0, potom plati

c"y=(A"A+s) y=b"A+y s=p"A=c"x . 2.19

Tato nerovnost vyplyva ptimo z 2.13 a 2.16. Z této nerovnosti rovnéZ vidime, Ze hodnota ucelové
funkce ¢’y neni pro Zadné piipustné feseni mensi nez ¢’ x . Mizeme Fct, ze piipustné feSeni ¥
je optimalni pravé tehdy, kdyz y’s=0, jinak je nerovnost 2.19 ostrd. Coz znamena Ze musi platit
2.17. Dospéli jsme k zaveru, ze podminky 2.13-2.17 jsou v tomto ptipadé postacujici.

2.4 Dualita LP

Mame-li zadanu tlohu LP 2.4 pomoci 4, b a c, pak mizeme definovat piibuzny problém
maxb” A , pficemz plati A" A<c. 2.20

Tuto tlohu budeme nazyvat Glohou duélni k tloze 2.4, kterou v tomto piipadé¢ budeme nazyvat

primarni.

Ukazme si nyni, jak spolu souvisi feSeni primarni a duélni ulohy. Ulohu maximalizace mizeme

piepsat jako ulohu minimalizace

min—b" A | kde plati ¢— A" A>0 . 221

Nyni pouzijeme vektor x jako vektor Langrangeovych multiplikatort a definujeme Lagrangeovu
funkeci

LA, x)=—b"A—x"(c—A"A). 2.22
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Pro vySe uvedenou tlohu napiseme KKT podminky

V,L(A,x)=0 = —b+4x=0 = Ax=b, 2.23
c—A"A=0 = A'A<c, 2.24
x>0, 225
x(c—A"A),=0. 2.26

Zavedeme substituci

s=c—A" A 2.27

a doplnime do 2.24 a 2.26. Zjistime, Ze podminky 2.23-2.27 odpovidaji podminkdm 2.13-2.17.
Zjistili jsme také, Ze nalezeni feSeni dudlni Glohy je stejnym problémem jako nalezeni feSeni tlohy
primarni.

Véta 2.2: O dualité linedrniho programovani

i. Jestlize ma jedna z uloh 2.4 a 2.20 optimalni 7eseni s konecnou hodnotou ucelové funkce, potom
ma optimalni FesSeni i druha uloha a hodnoty jejich uicelovych funkci jsou si rovny.

ii. Jestlize hodnota ucelové funkce jedné z uloh 2.4 a 2.20 miize neomezené riist, potom ta druha
nema zdadné pripustné reseni.

Dukaz

1. Pfedpoklddejme, Ze primarni Uloha 2.4 ma konecné optimélni feSeni, potom podle véty 2.1
existuje trojice vektord (x,A,s), kterd spliiuje podminky 2.13-2.17. Protoze podminky 2.13-2.17
odpovidaji podminkam 2.23-2.27 potom tato trojice vektord (x,A,s) vyhovuje i feSeni dudlni
ulohy 2.20.

Podle 2.17 a 2.26 plati

0=x"s=x"(c—=A"A)=x"c=b"A=x"c=b"A.

Proto ob¢ tlohy maji stejné feseni a jejich ucelové funkce maji v tomto feseni stejnou hodnotu.
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ii. Pfedpokladejme, Ze primarni Uloha nema omezené optimélni feSeni. To znamend, Ze musi
existovat smér d€R", podél kterého ucelova funkce c’x, klesd bez poruseni podminek
pfipustnosti. Musi platit

c(x+d)<c"x  =c"d<0,
A(x+d)=0 = Ad=0,

x+d=0 =>d=0.

Predpokladejme, Ze existuje piipustny bod A dudlni ulohy, takovy Ze A’A<c. Nasobenim
nezapornym vektorem d " zleva dostaneme

0=d" A"A<d"c<0

COZ je Spor.
c.b.d.
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3. Metody vnitiniho bodu

Existuje vice variaci metod vnitfniho bodu, z nichz mezi nejznaméjsi patii bariérové metody a
primarné dualni metody. Je zndmo, Ze primarné dudlni metody byvaji efektivnéjsi nez metody
bariéry. Pro nckteré zakladni tfidy problému jako jsou napt. linearni, kvadratické, geometrické,
semidefinitni programovani existuji algoritmy primarné dudlni metody, jejichZ efektivita pfevysuje
bariérové metody. V této praci se zaméiime se na primarné dualni metody. Mezi vyznamnou
vlastnost pfispivajici k efektivit¢ primarné dudlnich metod, patfi fakt, Ze tyto metody umi pfii
hledani optimalniho feSeni v prubéhu algoritmu pracovat i s nepfipustnymi body, ¢imz odpada
problém s nalezenim vychoziho feSeni, které by bylo feSenim pfipustnym. Hledani takového
ptipustného vychoziho bodu miize vést k hledani feSeni podobného problému jako je zadana uloha
sama.

3.1 Primarné dualni metoda
M¢éjme primarni Glohu
minc’ x kde plati Ax=b, x>0, 3.1
kde ceR", xeR", beR" a A je matice mxn . K této uloze definujme dualni ulohu
maxb"A ,kde A"A+s=c, 5s>0. 3.2

Ukazali jsme si, ze optimdlni feSeni primarné dualni Glohy musi spliiovat podminky KKT, které
jsme definovali jako

A"A+s=c, 3.3
Ax=b, 34
x,5=0,i=12,...,n, 3.5
(x,5)=0. 3.6

Hledat feSeni tulohy LP primarné dudlni metodou znamena, hledat trojici vektord (x,A,s), pro
které plati podminky 3.3-3.6. Toto trojici vektori hledame tak, ze ze zminénych podminek
sestavime soustavu rovnic a pouZzijeme vhodnou metodou k nalezeni feSeni této soustavy. Pouzita
metoda v kazdém kroku generuje trojici vektora (x*,A%,s"), které spliji 3.3-3.6. Dilezitym
prvkem metody vnitiniho bodu je podminka (x*,s")>0, ktera zarutuje, Ze aktualni feSeni neporusi
pozadovanou podminku nezapornosti v kazdém kroku.
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3.2 Zakladni algoritmus

PiepiSeme podminky 3.3-3.5 jako funkci F:R™""— R*™™ . Pro nalezeni feSeni primarné dualni
ulohy budeme hledat bod, ve kterém tato funkce nabyva 0

A"A4s—c
F(x,A,5)=| gx—p |=0, 3.7
XSe
(x,s)=0, 3.8

kde X =diag(x, x, ...,x,) , S=diag(s, s, ...,s,) a e=(1,1,..,1)".

Primérn€ dudlni metoda v kazdém kroku generuje feSeni (x*, A%, 5%) , které splituje 3.8 striktné,
tedy x*>0a s*>0.K feSeni vyse definované rovnice 3.7, miizeme pouZit Newtonovu metodu pro
nelinearni rovnice. Touto metodou nalezneme pomoci linearniho modelu v okoli aktualniho bodu
smér k hledanému feSeni. Nalezeni tohoto sméru popisSeme nasledujici soustavou linedrnich rovnic

Ax
J(x,A,8)|AA|=—F(x,A,s), 3.9

As

kde J je Jacobian funkce F'. Vice o Newtonoveé metod¢ Ize nalézt v literatufe napt. [2 kapitola 11].

Pokud je aktualni feSeni striktné pfipustné, potom lze tuto soustavu zapsat takto

T

0 4 I|lAx 0
A 0 0]lAaAal=] 0
S 0 xl|las| |-xse| 3.10

Vyse uvedenym zplsobem nalezneme smér pro provedeni kroku k hledanému fesSeni. Tento smér
budeme nazyvat affini. Provedeni Gplného kroku v nalezeném sméru, ale nemusi byt dovoleno,
protoze by takto mohla byt porusena podminka nezapornosti (x,s)=0. Tento problém odstranime
tak, Ze misto Uplného kroku budeme hledat dalsi bod feSeni v nalezeném sméru tak, aby podminka
nezapornosti nebyla porusena. Tedy nalezneme «€(0,1] takové, ze

(A =X AN S ra(Aaxt, AN AsY 3.11

bude spliiovat (x**',s*"")=0 .
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Nyni miiZze ukézat zékladni algoritmus metody vnitiniho bodu

Méjme pocateéni bod (x*A%s?) , kde (xs5°)>0

while max(x;s,)>€

0 AT I{lAx 0
VyteSit [4 0 O ||lAAl=] O
S 0 X||lAs — XSe

Vypoéitat (x**' A% 5 ) =(x*, A%, s )+t (Ax", AAF, A Y,
kde «, bylo vybrano tak aby (x**', s*"")>0.
end while

Algoritmus 3.1: Zakladni algoritmus primarné dualni metody vnitiniho bodu

3.3 Mira duality

Reseni tlohy pomoci algoritmu 3.1 mé tu nevyhodu, e vétiinou mizeme udélat pouze maly krok
tak, aby nebyla porusena podminka nezapornosti. Z toho diivodu neni tento zpiisob feSeni pfili§
vhodny, protoze konverguje velmi pomalu. Proto se pouzivaji rizné mechanismy, pomoci kterych
tento zakladni algoritmus modifikujeme tak, abychom byli schopni dosahnout rychle;jsi
konvergence. Prvnim takovym mechanismem je zatizeni hledani sméru k dalSimu feSeni, smérem
dovnitt oblasti ptipustnych feSeni, tak abychom mohli udélat co nejdelsi krok bez poruseni omezeni
(x,5)=0. Dalsim mechanismem je snaha udélat co nejdeldi krok smérem k hledanému
optimalnimu feSeni. Tyto dva zminéné mechanismy jsou navzajem protichlidné a proto se snazime
nalézt néjaky kompromis, ktery by dokazal tyto mechanismy vzijemné kombinovat. Vhodnym
kompromisem je udélat v daném kroku algoritmu co nejdelsi krok tak, aby nalezené feSeni bylo
zatizeno co nejvice do stfedu oblasti pfipustnosti a tim byla vétsi Sance pro nalezeni co nejdel§iho
kroku v nasledujici iteraci algoritmu. Za timto ti¢elem je vhodné zvolit néjaké kritérium GspéSnosti
aktualniho kroku. Dtlezitym faktorem tspéSnosti aktuadlné dosazeného tfeSeni je vzdalenost tohoto
feSeni od hledan¢ho optimalniho feSeni. Pro tento cel je vhodné pouZzit takzvanou miru duality,
kterou definujeme jako

/,(:%Z X §=—. 3.12

Tato mira udava pramér soucini x;s; po slozkach. Lze ji vyuZzit nejen jako kritérium konvergence,
ale jeji zménu mezi jednotlivymi kroky, 1ze vyuZit jako miru uspé&S$nosti aktualniho kroku. Miru
duality vyuzivaji primarné dualni algoritmy také k fizeni aktudlniho kroku, ktery se nesnazi mifit
pfimo na optimalni feSeni, ale spiSe do bodu, ve kterém bude aktualni mira duality sniZzena na
n¢jakou pozadovanou hodnotu. Timto se pravé snazime zatizit smér hledani dovniti oblasti
pfipustnych feSeni. Budeme-li uvaZovat o né¢jaké konkrétni poZadované mire duality, které bychom
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radi dosahli miZeme prepsat 3.5 jako x,s,=o u, kde p je aktualni mira duality a o€(0,1] je
pomér snizeni, kterého chceme dosdhnout. Pro o=1 bude hledany smér zatizen do stfedu oblasti
ptipustnosti, v takovém piipadé se nam podaii udélat pouze maly krok smérem k optiméalnimu
feSeni. Na druhou stranu pro 0=0 dostaneme standardni afinni krok. Zohlednéni parametrd o a
u do soustavy rovnic hledajici Newtonuv krok nasi tlohy zapiseme jako

T

A T||Ax 0
0 0(lAaAl= 0
0 X||As| |—XSe+opue|. 3.13

“un ©

Nyni miizeme rozsifit zakladni algoritmus primarné dualni metody vnitiniho bodu a vyuzit miry
duality k fizeni jednotlivych iteraci.

Méjme pocateéni bod (x*A%s’) , kde (x*s°)>0
while H,>€

Vybrat Uk€<0,1>

_xisk
om

0 A" Il[ax 0
Vytesit [A 0 O |[|[AA[F 0

S 0 X||As| |—XSe+o,u

Vypoéitat (x "' A% s =(xk AR s+t (AxF, AN ASY)
kde «, bylo vybrano tak, aby (x**' s*"")>0.
end while

Algoritmus 3.2: Algoritmus primarné dudlni metody rozsireny o miru duality

3.4 Centralni cesta

Centrélni cesta a princip sledovani centrdlni cesty je velmi dilezitym prvkem primarné-dudlnich
algoritmii vnitfniho bodu, za jehoz pomoci miizeme dosdhnout lepsi konvergence. Proto se v této
kapitole pokusime popsat princip centralni cesty a jejiho sledovani.

Definujme si mnozinu F piipustnych a mnozinu F, striktné piipustnych feSeni. Tyto jsou
mnoziny boddi (x,A,s) , které vyhovuji omezujicim podminkam jak primérni tak dualni Gilohy.

F={(x,A,s)|Ax=b, A" A+s5=c,(x,5)=0] 3.14

F°={(x,A,s)|Ax=b, A" A+s5=c,(x,s)>0] 3.15
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Budeme-li mluvit o striktné p¥ipustném feseni, budeme mit na mysli (x,A,s)EF ‘.

Centralni cestou C nazveme mnoZinu striktné piipustnych bodi (x,A,s), které miizeme
parametrizovat pomoci T . Potom kazdy takovy bod (x.,A,,s.)€C spliiuje nasledujici podminky

A"A+s=c, 3.16
Ax=b, 3.17
x,s,=1, i=L2,..,n 3.18
(x,s5)>0. 3.19

Tyto podminky jsou odvozeny z KKT podminek a li§i pouze hodnotou T ve vztahu 3.18.
Podminky 3.16 a 3.17 jsou podminkami pfipustnosti feSeni primarni a dudlni Glohy a podminka
3.18 nahrazuje podminku komplementarity z KKT, ktera pro optimalni feSeni pozaduje, aby byl
soucin prvkl vektort x,;s,=0. Misto toho vyzadujeme, aby soucin prvki vektorti byl x;s,=T.
Odtud definujeme centralni cestu jako mnozinu bodl vyhovujicich 3.16-3.19 parametrizovanou T

C={(x,,A,,s,)|t>0]. 3.20

D4 se ukazat [2], Ze trojice (X,,A.,s,) je dana jednoznacné pro kazdé T, pokud je F° neprazdni
mnozina.

Dalsim zptisobem jak 1ze definovat centralni cestu je za pouziti rovnice 3.7, potom

0
F(x,,A,,s5.)=| 0 3.21

Te

vvvvvv

k 0. Proto jestlize (x,,A,,s,)€C konverguje, tim jak se T blizi k 0, potom konverguje
k optiméalnimu feSeni primarné dudlni tlohy. Centralni cesta nam tedy zajiStuje posloupnost feSeni,
které konverguji k optimalnimu feSeni a vyhybaji se feSenim, ktera nejsou ptipustnd. Dodrzovani
centralni cesty nam zajiStuje udrZeni nezdpornosti slozek vektori x a s a navic tento postup
dodrzuje pokles souc¢inu X;s; pro kazdé i tak, ze udrzuje stejnou miru poklesu pro vSechny slozky
reSeni.

Hledani feseni leziciho na centralni cest¢ nam dava Newtontim krok ktery je zatizeny do stfedu
mnoziny piipustnych feSeni. Coz ma za nasledek moznost ud¢lat delsi krok diive nez porusime
hranici pfipustnych feSeni. Polozenim T=o0 u a pouzitim Newtonovy metody pro rovnici 3.21
dostaneme soustavu rovnic 3.13, jejimz feSenim dostaneme smér kroku k feseni (x, o Ay Sy u) )
Zvolime-li o=1 potom feSeni 3.13 urCuje tzv. centrujici krok ktery sméfuje pfimo do bodu
centralni cesty (x,,A,,5,) .V takovém bodé je soucin viech slozek x,s,=u . Centrujici smér je
silné zatizen dovnitf nezaporného ortantu a zpravidla umoziiuje maly nebo dokonce zadny pokrok
smérem k optimalnimu feSeni. Na druhou stranu pokud zvolime o=0, dostaneme standardni
Newtontiv afinni smér. Algoritmy vnitiniho bodu &asto voli rizné hodnoty o €(0,1] tak, aby co
nejlépe vyuzily protichiidnych pozadavki na jedné stran€ na snizeni p a na druhé strané ptiblizeni
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se k centralni cesté.

Centralni cestu sledujici algoritmy se v jednotlivych iteracich omezuji na feSeni, které lezi v okoli
centralni cesty. UdrZzovanim feSeni v jednotlivych iteracich dostate¢né daleko od hranice
nezaporného orthantu bude zajisténo, ze algoritmus bude schopny zlepsit aktualni feSeni alespon o
néjaky maly krok smérem k optimalnimu feSeni v kazdém kroku. Jiz bylo feSeno, ze aktualni
pripustné feSeni lezici na centralni cest¢ konverguje k optimalnimu feSeni tak, jak T konverguje k
0. To ovSem plati i pro jiné piipustné body, které nemusi lezet pfimo na centralni cesté, ale budou
lezet v blizkém okoli této cesty. Pro tento tcel je vhodné definovat tzv. okoli centralni cesty. Toto
okoli Ize definovat rliznymi zplisoby. UkaZeme si jeden ¢asto pouzivany zpusob, kterym toto okoli
definuje jako mnozinu

N_,(y)=l(x,A,s)eF° | x;5,2yuVi=12,...n]. 3.22

|2 S

pro y€(0,1]

Okoli 2: Centralni cesta a jeji okoli

Okoli centralni cesty miizeme pouzit jako jisty prvek pro upravu algoritmu metody vnitiniho bodu.
Takovy algoritmus bude potom charakterizovan pravé vlastnostmi pouZzitého okoli centralni cesty.
Ukazme si nyni algoritmus sledujici okoli centralni cesty N__(y) s parametrem y blizkym 0,
tento algoritmus je znamy jako algoritmus sledujici cestu dlouhym krokem (long-step path-
following). Zavisi na dvou parametrech o,;, a o0,, , které nastavuji spodni a horni hranici
centrujiciho parametru o . Smér kroku je jako obvykle ur¢en pomoci 3.21 a « je vybrano tak aby
feSeni v kazdé iteraci patfilo do N_,(y) .
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Mgme y, 0,,, 0,., y€(0,1), 0<0,,<0,.<1 a (x,A;5)EN_,(y)
fork=1,2, ...

Vyberme 0, €T > T e

Resme 3.21 a ziskame (A x*,AA*, As)

Nejdéme o tak aby

(x*, A% sH+af(Ax", AN, A5 ) enN ()

Vypodteme (x*"1, A% s ) =(xF, A% s )+ (A X", ANF A sY)

end for

Algoritmus 3.3: Long step path-following

3.5 Nepripustné body

Doposud jsme predpokladali, Ze bod (x, A, s,) byl striktné ptipustnym fesenim. Tedy ze A x,=b
a A"A,+s,=c a diky tomu jak je postavena tloha hledani dalsiho feseni je zaruteno, e i kazdé
dalsi feSeni bude striktné ptipustné. Bohuzel nalezeni striktné piipustného feSeni ulohy muze byt
casové velmi naro¢né. Z toho diivodu je vyhodné pouzit algoritmus, ktery umi pracovat i s
nepiipustnymi body. Takové algoritmy zachovavaji podminku nezapornosti (x,s)=0, nicméné
vektory trojice (x,.2,,s,) nemusi vyhovovat podminkdm piipustnosti primarni a dualni tlohy.
Takovy algoritmus se potom snazi v kazdém kroku pfiblizit aktudlni feSeni smérem k feSeni
optimalnimu a zaroven zlepSit piipustnost aktudlniho feSeni. K tomu ndm postaci jemné
modifikovat soustavu rovnic 3.13

4"
0
0

YL ©
PO~
> b b

X
A= _Vb s 323
s —XSe+o e

kde r,=A"A+s—c a r,=Ax—b. ReSenim soustavy 3.23 je Newtoniv krok, ktery sméiuje
smérem k bodu centralni cesty (x,,.A,,.5,,) a navic se snaZi opravit nepiipustnost feseni v
daném kroku. Pokud by se ndm podatilo udélat plny krok v nalezeném sméru, znamenalo by to
nalézt pfipustné fesent.
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3.6 Konvergence metody

V této podkapitole si ukdzeme, jakym zplisobem miizeme dokédzat konvergenci algoritmu 3.3.
A ukazeme si, Ze algoritmus bude konvergovat v nejhor§im piipadé v O(n|loge|) krocich, kde € je
koeficient redukce miry duality vychoziho bodu. V praxi pocet krokl zpravidla roste mnohem
pomaleji nez dimenze problému 7 .

Hledame feseni (x*, A", s"), pro které plati p,<€u, kde M, je mira duality vychoziho bodu
(x”,4%,5"). Vhodnou volbou € miizeme dosidhnout K, velmi blizkého 0. V takovém piipadé
(x*, A%, 5%) témer spliiuji podminky optimality a mizeme fict, Ze (x*, A%, s%) je s malou chybou
hledanym optimalnim feSenim zadané ulohy.

Nasledujici tvrzeni a dikazy byly pievzaty z [2].
Dutkaz za¢neme nasledujicim lemmatem.

Lemma 3.1:

Méjme dva libovolné vektory u,vER" takové, ze u'v=0 potom plati

2
25 3.24

_3
|ovel=s sy

kde U=diag(u, u, ...,u,), V=diag(v, v, ...,v,).

Diikaz:
M¢jme dvé libovolné hodnoty « a B, pro které plati « =0 . Potom plati

1
J|0<BIS5|O<+BI . 3.5

Protoze u’v>0, plati

0<u’v= D, uyvi+ D, uvi=2 luv|+ D |uv , 3.26

u;v;=20 u;v;<0 ieP ieEM
kde P a M jsou mnoziny indext, pro které plati

Plilu,v;=0} | M [ilu,v,<0} 3.27
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Nyni polozme
21/2
lovell=(|lu,v.] ol + v Lend )
1/2
=S e PR W e[l =l
1/2
S( l zzeP ) < 326

<2 = 325

‘[ ()

=222 Z (u;4v,)

i€EP

52_3/22 (u,+v,)
i=1

=372

1

<2 u.—i-v[”2

1

V dal$im kroku vezmeme feSeni Ax a As soustavy z 3.23 a vyfkneme nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.2:

Bud (x,A,s)eN_,(y), potom
_3 1
lAxASell<2 *(1+ Jnu, 3.28

kde AX=diag(Ax, Ax, ..., Ax,), AS=diag(As, As, ..., As,).

Diikaz:
Z 3.23 1ze ukazat, ze

Ax"As=0. 3.29

Nésobenim posledniho blokového tadku 3.23 vyrazem (XS)'? a pouzitim rovnosti
D=X"'"%5""% dostaneme

D'Ax+DAs=(XS) "*(—XSe+oue). 3.30
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Protoze (D 'Ax)" (DAs)=Ax"As=0 miizeme pouzit Lemma 3.1 kde u=D"'Ax a v=DAs
a dostaneme
lAXASe|=[(D'AX)(DAS)e|
S2_3/2||D_1AX+DAS||2
=27"||(XS) (= XSe+o pe)| -

Méjme x"s=np a e’ e=n,potom vyse uvedenou normu miizeme rozepsat

3[ n
lAXASe|<2 ?|x"s—20ue etra’ iy’ L]

i=1 X;5;

3
<2 ? xTS—2O'[J eTeJr(TzuzL]
YH
2

1-20+Z nu
L Y

3 1
<2 2(1+—)nu.
Y

c..b.d.
Déle si dokazeme nasledujici vétu.

Véta 3.1

V algoritmu 3.3 méjme parametry y, o
kazdé k=0 nezavisle na n bude platit

a 0,., potom existuje konstanta 6, takova Ze pro

min

0
ukﬂs(l—;)uk. 3.31

Dukaz:

Nejdrive dokazeme, ze plati

(x* (), A" (@) 5" () )EN () 3.32

pro kazdé oe

0,21y 12y ‘i].
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Zde (x"(«),A"(x),s"(x)) je definovéano jako (x**',A*"" s**') z 3.11. Z uvedeného vyplyva, Ze
délka kroku & je maximalné tak velka, jako je horni hranice uvedeného intervalu, to je

3o
o, <22y iy %k 3.33
Podle lemmatu 3.2 plati pro kazdé i=1,2,...,n
3 1
AxFA S <A X AS e, <2 2(1+;)nuk 3.34

Z 3.23 vyplyva xisi>yu, apodle 3.34
xh (o) s (o) =(xf+axAx])(sh+ A sh)

k k k k k k 2 k k
=x;5+a(x;As;+5; Ax; )+ Ax; As;

> xisi(1—a)+oou, —o’|Axi Ast
_3 1
>y(l—a)u, +oo, u,—«2 > (14-;)”!1,{,

Sectenim vSech n komponent tietiho fadku 3.23 a pouzitim 3.29 dostaneme
plo)=(1—a(l=0y))u;.

Z poslednich dvou uvedenych vztahti, mtizeme vidét, Ze nasledujici podminka
x(e)s; (o) zy p ()

je splnéna, kdyz plati
3
y(l—a)p,+ao, u,—o’2 2(1+317)nuk2y(1—0( +xo, )y,

Pteuspotradanim vyrazu dostaneme

3
xo pu(1-y)=a’2 ? nuk(l—k;T) ,
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o[
—
|
Q<
Q
=

coz plati, jestlize plati «, <2

Dokaézali jsme, ze (x*(x),A"(x),s"(x)) lezi v. N_,(y) pokud o leZi v intervalu definovaném
3.32.

Dutkaz dokon¢ime odhadem zmenSeni u v k-tém kroku. Protoze plati 3.29 a 3.33 dostaneme
posledniho fadku 3.23

pe=x,(0) s" ()
=[() s + () A s (") Ax) o (AxH) A s I
=p, +o (—(x") s In+o,.u,)
=(1-a(1=0)k,

34
<(1-22212 5 (1-g )|k, 3.35
nl-—y

Protoze o(1—0) je konkdvni kvadraticka funkce vime, Ze na jakémkoliv intervalu nabyva své
minimum v jednom z krajnich bodi. Proto

O-k( 1 _O-k)zmln {O—min( l_o-min)’ O-max( 1 _O-max)} >
pI‘O kaidé O-ke[o-min’ O-max] .

Dukaz dokon¢ime dosazenim tohoto odhadu do 3.35 jako

c.b.d.

A zakonc¢ime posledni vétou, ze které vyplyne plivodni tvrzeni o horni hranici slozitosti uvedeného
algoritmu.

Veéta 3.2

Méjme €€(0,1) a y€(0,1), predpokladejme vychozi bod v algoritmu 3.3 lezi v okoli centrdlni
cesty tedy (x,A,5))EN_,(y). Potom existuje index K=0(nloglle) takovy, Ze U, <€, , pro
vSechna k> K.
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Dukaz:

Vztah 3.31 z minulé véty logaritmujeme a dostaneme
)
log pi;.1<log ( 1 _;)"‘ log ;.

Dosazenim u, opakovan¢ dostaneme

log ;1 < klog( 1 —%)Jrlog Mo .
Pouzijeme nasledujici odhad logaritmické funkce log(1+4B)<B , pro kazdé B>—1,a vyplyne

1og<f7k>Sk(—§) |

0 n

Proto podminka Z—k <e je splnéno, pokud plati . (—%)s loge .
0

Tato nerovnost plati pro vSechna k, pro ktera plati

n 1 _n
> — o
k_K_é log€ =5 lloge| .

3.7 Mehrotra prediktor-korektor

Nejslabsim ¢lankem algoritmli metod vnitiniho bodu je vypocet sméru k dalSimu feSeni v kazdém
kroku. K tomu je potieba nalézt feSeni soustavy rovnic pro ur¢eni Newtonova kroku. Pokud toto
feSeni hledame naptiklad pomoci faktorizace ulohy, je tato faktorizace zpravidla nejdrazsi operaci v
kazdém kroku. Proto je vyhodné, aby se dalsi feSeni v nalezeném sméru co nejvyhodnéji priblizilo k
hledanému feSeni. Snaha nalézt nejvyhodnéjsi nasledujici bod vede k celkovému snizeni poctu
krokli a tedy k mensSimu poctu provedeni nejdrazsi operace. Metoda Mehrotra prediktor-korektor
spo¢iva ve dvoukrokovém zpracovani kazdé iterace. V prvnim kroku nalezneme afinni smér
(predikce) a v druhém kroku tento smér opravime tak, aby se zlepSila vyhodnost feSeni v nalezeném
sméru (korekce).
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V prvnim kroku uré¢ime afinni smér feSenim soustavy

0 A Illax?| | -r
4 0 0f[ar"|=| -r,
S 0 X||As”| |-XSe| 3.36

Pokud udélame plny krok timto smérem dostaneme

(x,+Ax7) (s +As")=
=x,54%A57+5, AxT+ AxT AP = 3.37

=AxT A5

Dostaneme tedy né&jakou odchylku od idealniho feSeni ve kterém by x,s,=0. Tuto odchylku se
muzeme pokusit opravit. Hleddme tedy smér korekce feSenim soustavy

0 AT Il Ax" 0
4 0 oflaxri= 0
S 0 X||las| |[-AXTASTe| 3.38

Jiz takovéa uprava sméru z pravidla vylepSuje miru duality dosazenou v jednom kroku algoritmu.
Pro jesté lepSi opravu afinniho sméru mizeme pouzit princip sledovani cesty, popsané¢ho v
predchozi podkapitole. V praxi se vyuziva algoritml s proménlivym centrujicim parametrem O0; v
kazdém kroku. Prvni krok prediktor-korektor algoritmu se vyuziva prave pro predikci zlepseni miry
duality aktualné hledaného feSeni a na zéklad¢ tohoto zlepSeni, miizeme upravit parametr o tak,
aby se podle potieby rozsifovalo okoli centralni cesty. Podstatné zlepSeni miry duality znamena, ze
aktualni feSeni neni potfeba pfiliS centrovat a 0; muze byt malé. Naopak maly pokrok vyzaduje
zvétSeni centrovani a tim hledani feSeni, ze kterého bude vétsi pravdépodobnost na vétsi pokrok v
dal§im kroku.

Pro ur€eni o, vyuZijeme miru duality vypocitanou po ur€eni afinniho sméru. Nalezneme «,, a
. tak, aby nebyla narusena podminka nezépornosti a ur¢ime U,

uqﬂ‘=(x+o<§;f’:Ax“ﬂ')(s+0(Z_;“IAs“ﬂ)/n, 339

Centrujici parametr 0, je vybiran pomoci heuristiky. Casto se pouZiva hodnota

3
U:(M) : 3.40
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kterd se v praxi osvédcila, ale nema Zadny analyticky zéklad. Po urCeni parametru o muizeme
pfistoupit k ureni opraveného sméru a to korekei, kterou jsme si ukazali v 3.38. Zkombinujeme-li
3.38 a 3.23, miZzeme korekci nahradit trochu sofistikovanéjSim smérem doplnénym o korekci s
uréenim centrujiciho parametru. Takové ureni sméru shrnuje néasledujici soustava rovnic

0 A4, I|lAx —-r.
A 0 0||lAA|F -
S 0 X||As] |-XSe—AXTAST e+opue| 3.41

Tato soustava kombinuje vSechny ptedchozi kroky, tedy predikci, korekci 1 zohlednéni centrujiciho
parametru. VSimnéme si, Ze matice pro vypocet obou smérd, afinnitho pro urceni centrovani i
vysledného opraveného sméru, jsou totozné. To ma za nasledek, ze faktorizaci, ktera je zapotiebi
pro vypocet této soustavy, je potieba délat pouze jednou v kazdém kroku.

Nyni si mizeme ukdzat algoritmus ktery kombinuje vSechny dosavadni poznatky a ktery bude
zakladem pro nasi praktickou implementaci.

Méjme pocateéni bod (x”A%s’) , kde (x”s5°)>0
fork=1,2, ...

Resenim 3.36 a ziskame (AxY, AAY A )

Vypocteme af,‘:’; , o7 a H o

Nastavme 0=(p,,/p)

Resenim 3.41 a ziskame (Ax”, AAY A )

Ur¢ime (x’;,,i s O

Vypocteme

X =xk+(xf,,,~ Ax"

(A )= (A" s ) (AN, A sY)

end for

Algoritmus 3.4: Mehrotra prediktor-korektor
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4. Prakticka implementace algoritmu

Praktické implementace vétSiny algoritmi se mnohdy mohou liSit od teorie ze které vychdazi,
zpravidla se vyuziva riiznych optimalizaci a heuristik, které se v praxi osveédCily. Neziidka se
ignoruji nékteré teoretické predpoklady. V piedchozi teoretické Casti jsme se zaméfili na primarné
dudlni metodu vnitintho bodu a nyni si popiSeme praktickou implementaci jejiho algoritmu.
Postupné si popiSeme jednotlivé kroky jeji implementace. Pokud dany krok lze implementovat
riznymi zpusoby, pokusime se popsat vyhody a nevyhody riznych piistupi.

4.1 Nalezeni vychoziho rFeseni

Nalezeni vychoziho bodu je velmi dilezitym krokem pro spéSné feSeni ulohy a Casto ma vliv
uspéSnost 1 stabilitu algoritmu. Spatnd volba vychoziho bodu muze mit podstatny vliv na
konvergenci algoritmu.

Pokusime se popsat zplisob jakym nalézt vhodny vychozi bod, ktery nebude porusovat podminky
nezapornosti (x,s)=0 a zarovei nebude nabyvat piili§ velkych hodnot, coz by mélo za nasledek
T

velkou vzdalenost od optimalniho feSeni diky XS5 u.

n
Uz jsme si vysvétlili, Ze pfi pouZiti vhodného algoritmu nemusi aktudlni feSeni byt striktné
piipustné. Nicméné hledani vychoziho bodu za¢neme tak, Ze nalezneme vektory (x,A,s) tak, aby

platilo 4x=b a A" A+s=c. Ziroven budeme vyzadovat, aby vektory x a s mély co nejmensi
normu.

To je hledame feSeni

min%xTx , kde plati 4 x=b 4.1

min%STS ,kdeplati 4A+s=c. 4.2

As
Miizeme ukazat, Ze feSeni téchto problému Ize zapsat nasledujicim zpisobem

x= AT(AAT)’lb , 4.3
2\=(AAT)’l Ac, 4.4
s=c—A"A. 4.5
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Timto ziskdme bod, ktery sice vyhovuje omezenim ulohy, ale neni zaru€eno, Ze nebude porusena
podminka nezapornosti. Proto posuneme vektory x a s tak, aby byly nezaporné. PouZzijeme

X=x+6,e,kde 6 ,=max(aminx;0) 4.6

§=s+06,e,kde 5§ =max(omins,,0), 4.7

1

kde a<—1 zvolime —3/2 a e=(1,1,...,1)" je jednotkovy vektor dimenze 7 .

Nyni jiz mdme X=0 a 5=0. Dalsi upravou se pokusime vyvazit oba vektory tak, aby jejich
hodnoty byly pokud moZzno rozprostieny okolo néjaké stejné hodnoty je to urcity zptisob
vycentrovani. Vypofteme vyvazovaci koeficienty tak, Ze nalezneme primérnou velikost prvki
vektori X vyvazenou vzhledem k 5§, a naopak primér prvkt § vzhledem k Xx. Vyvazovaci
koeficienty ur¢ime jako

55%;; : 4.8

5=%::i : 4.9
A nyni vypodéteme pocateéni vektory x°, A a s°

xX’=X+5.e, A=A a s"=54+6,e. 4.10

Slozitost nalezeni vychoziho bodu pfiblizné odpovida jedné iteraci algoritmu. CoZ mizZeme vidét,
kdyz si uvédomime, Ze musime vytesit soustavu (A44") 'h ato je vlastné feSeni 4] A" x=b . Tedy
velmi podobny problém, jaky feSime v kazdé¢ iteraci algoritmu metody vnitiniho bodu. Tento
problém muzeme fesit napiiklad pomoci LU rozkladu.

4.2 Hledani délky kroku

Nejjednodussim, ale z algoritmického hlediska velmi dilezitym krokem je urCeni délky kroku v
daném nalezeném sméru. Jde ndm o to v daném kroku nalézt feSeni, které bude pouzito jako
vychozi bod pro dalsi iteraci. Toto feSeni nemusi spliovat kritéria piipustnosti, tedy nemusi byt
striktng pipustné, ale musi striktn& spliiovat podminky nezapornosti (x,s)>0 .

Méjme aktudlni fedeni (x*, A", s*) kde (x*,s*)>0 a nalezeny Newtondv smér (Ax", AA* AsY),
potom je jednoduché uréit «, a &, takové aby x*+a,Ax*>0, s"+a,A5">0.
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Méme «,,, & Xy

k
. X;
(xpmax—max min — el s 4.11
iaxi<o  Ax;
k
— . S;
Oy =max| min —— 4.12
iAst<0 AS[

Koeficienty «, a &, budeme vybirat z intervalu «,€(0,x,,,.) a «,€(0,&,,,)

Refeni (x**' A*"" §"*") ziskame takto

k+1 k k k
X =x +0(pr

(Ak+1’Sk+1)=(Ak+o(l;A/\k,Sk+o(l;ASk). 413

Smér (Ax*,AA*, As") odstrafiuje chybu nepiipustnosti aktualniho feseni primarni i dualni Glohy

AAX =—ri=—Ax" +b

A AN+ A =—rr=— A" N —s"+c.

Snadnou upravou vidime, Ze

. 4.14

ry == rf a rit=(1-ad) rt

Odtud lIze také vidét, Ze hledané «, a o, nesméji byt vesti jedné.

Pro praktickou implementaci mizeme pouzit nasledujici formule

A];=min(1,n0(’;), &s=min(1,nod), 4.15

kde parametr n volime z intervalu n€[0.9,1) . Je vhodné volit n tak, Ze se bude zvysovat, jak se

bude feseni pfiblizovat optimalnimu feSeni.
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4.3 Nalezeni Newtonova sméru

vvvvvv

rovnic definované v 3.41. Matice soustavy je v tomto piipadé obvykle velkd a fidkd. Soustava
definovana v 3.41 je dimenze 2n+m. Diky struktufe ulohy 3.41, ale mizeme tuto ulohu
preformulovat tak, ze vysledna tloha bude mensi, presnéji dimenze m a navic matice této soustavy
bude symetrickd, normalni a pozitivné¢ definitni. Symetrie a pozitivni definitnosti 1ze potom vyuzit
pii volbé zplisobu feSeni soustavy.

Ulohu 3.41 v jeji zakladni podobé piepiseme jako

T

A T|lA
0 0flA
0 X|lA

—r,

—r,
] 4.16

S I )
v > =

Matice X a § jsou regularni matice, to vime z jejich konstrukce, jde o diagonalni matice
vytvofené ze striktné kladnych vektord. Proto mizeme eliminovat As tim, ze vyndsobime tieti
fadek matici —X ' a priéteme jej k prvnimu. Dostaneme

[—0‘2 AT”Ax]= —r+X'r,

4 0] aa —r, , 4.17

As=—X"'r —~X'SAx, 4.18
11

D=§ *X?* 4.19

V dalsim kroku vynasobime prvni fadek matici 4D? a pri¢teme jej k druhému. Dostaneme
y p p J¢

AD* A" AX=—r,— AXS'r,+ AS "1, 4.20
As=—r,— A" AA 421
Ax=—S"r —XS'As, 4.22

kde 4.21 je odvozeno pitimo z 4.16.

Touto Gpravou jsme puvodni problém dimenze 2 n+m redukovali na soustavu rovnic dimenze m .
, . 2 T e v . 7 Ie ’ s 7
Navic matice 4 D" A" bude pozitivné definitni normalni matici.
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Reseni soustavy rovnic 4.20 miizeme hledat riiznymi zptsoby, které si rozdélime do dvou kategorii:
* Pfimé metody
©  Choleského rozklad
o LU rozklad
e [tera¢ni metody

©o  Metoda sdruzenych gradientt

Piimé metody spocCivaji v pfesném nalezeni feSeni soustavy rovnic. Nejcastéji se hleda feSeni
pomoci faktorizace problému na trojuhelnikové, popfipadé diagonalni matice jejichZ feSeni je
snadné. Takové feSeni dava presné vysledky a moznost pokraovat nalezenym smérem k piimo
hledanému feSeni.

Druhy zplisob je zalozeny na pouziti nékteré z iteracnich metod, ktera hledd jenom ptiblizné feSeni
soustavy 4.20. To mize byt efektivnéjsi nez Uplna faktorizace soustavy. Protoze feSenim soustavy
rovnic hledame smér, ve kterém se potiebujeme piiblizit k optimalnimu feSeni tlohy, mize za
urcitych podminek takové ptiblizné feSeni postacovat.

V nésledujicich podkapitolach jednotlivé rozebereme tyto metody a blize popiSeme jejich vyhody a
nevyhody. Jednim spoleénym jmenovatelem, ktery vychéazi z definice soustavy 4.20, je Spatna
podminénost matice 4 D*A” zplisobena tim jak se blizime k optimalnimu feSeni a diagonala
definovana 4.19 obsahuje bud’ ¢isla extrémné mala odpovidajici prvkiim x;—0 nebo naopak ¢isla
extrémné velkd odpovidajici prvkim s;,—0. Toto spole¢né se zaokrouhlovacimi chybami
pocitacové aritmetiky zplisobuje problémy se stabilitou a muze vést k selhani algoritmu pii feSeni
soustavy 4.20, coz muze vést ke zkreslenym vysledkim ulohy a dokonce Uplnému selhéni
konvergence algoritmu.

4.3.1 Choleského rozklad

Nejznaméj$im a nejcastéji popisovanym zplisobem feSeni soustavy rovnic 4 D*4"x=b na jejimz
feSeni jsou postaveny metody vnitiniho bodu je Choleského rozklad. Prostiedi Matlab ndm piimo
poskytuje balik funkci s efektivni implementaci Choleského rozkladu a to 1 pro fidké matice. Proto
pouziti Choleského rozkladu, pokud uvazujeme o implementaci v prostfedi Matlab, je z hlediska
implementace vyhodné.

Problém tohoto feSeni miZe byt v jiz zminéném velmi $patném podminéni matice 4 D’A4" ve
chvili kdy se nachazime velmi blizko k optimalnimu feSeni a na diagonale se objevuji Cisla bud’
velmi mald nebo velmi velka. Diky nepfesnostem pocitacové aritmetiky dochazi k chybam, které
mohou vést k selhani rozkladu z diivodu poruseni positivni definitnosti matice soustavy. K tomu
dochdzi v ptipadech, kdy klademe velké naroky na pfesnost feseni.
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Hledani teSeni soustavy rovnic pomoci Choleského rozkladu probihd nasledujicim zplsobem.
Méjme soustavu A D> A" x=b , matici 4 D> A" pomoci Choleského rozkladu rozlozime

AD*A"=LL", 4.23
mame tedy

AD*A"x=LL " x=b, 4.24

odkud pouzitim zp&tné substituce na horni trojuhelnikovou matici L’ a dopiedné substituce na
dolni trojuhelnikovou matici L dostaneme

x:LT\y, y=L\Z a z=Pb.

4.3.2 LU rozklad

LU rozklad nemusi tak efektivni jako zminény Choleského rozklad. Teoreticka slozitost LU
rozkladu je udavana jako O(2n3/3), na rozdil od slozitosti Choleského rozkladu, ktera je udavana
jako O(%/3). Piesto i tento zplisob FeSeni jisté najde své uplatnéni zejména pii zpracovani fidkych
matic, kdy se slozitost rozkladu vyrazn¢ 1i$i od horni teoretické hranice. Dalsi jeho pirednosti mize
byt vétsi odolnost proti zaokrouhlovacim chybam vzniklym diky nepfesnosti pocitacové aritmetiky.
Tim je mysleno hlavné to, ze ve chvilich kdy Choleského rozklad selze z ditvodu poruseni positivni
definitnosti, LU rozklad probéhne a budeme schopni nalézt feSeni soustavy. Ale i tento zptisob ma
své limity a pfi dosaZeni urcité blizkosti optimalniho fesSeni, se stdvaji trojuhelnikové matice ziskané
z rozkladu singularni a tento zplsob implemntace také prestdva fungovat. Stejné¢ tak jako u
Choleského rozkladu i pro tuto metodu existuje velmi sluSna podpora v prosttedi Matlab, ktera také
zohlednuje efektivitu pro fidké matice.

Hledani feSeni soustavy rovnic pomoci LU rozkladu probiha nasledujicim zpiisobem. M¢éjme
soustavu 4 D* A" x=b , matici 4 D* 4" pomoci LU rozkladu rozlozime

PAD*A"=LU
mame tedy

PAD*A"x=LU x=Pb,

odkud pouzitim zpétné substituce pro horni trojihelnikovou matici U a doptfedné substituce pro
dolni trojuhelnikovou matici L dostaneme

x=U\y, y=L\z a z=Pb.
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4.3.3 Metoda sdruzenych gradient

Dalsim zptisobem, kterym lze feSit soustavu rovnic A4 D’ A" x=b je metoda sdruzenych gradientd.
Tento zpiisob feSeni soustavy rovnic patii mezi itera¢ni metody. Vyhoda tohoto pfistupu spociva v
tom, Ze se snazi nahradit ndkladnou operaci feSeni soustavy rovnic, hledanim pfibliZzného feSeni
efektivni iteraéni metodou. D4 se oc¢ekavat, ze v nekterych piipadech, obvzlasté pro velkd n, nebude
nalezeni feSeni tak ndkladné jako faktorizace. BohuZzel tento zptisob ma své problémy, které se ndm
zatim nepodafilo Uplné vytesit. Prvni problém souvisi s jiz zminénou vzrlstajici podminénosti
soustavy, kterd roste s tim jak se méni diagonala soustavy 4.20. Tento problém miva zpravidla za
nasledek, Ze metoda sdruzenych gradienti neni schopna konvergovat ani k pfibliznému feseni, které
by vyhovovalo dovolené toleranci. Toto se da feSit pomoci vhodného predpodminéni. Bohuzel se
ukazuje, Ze neni snadné nalézt vhodny predpodminiova¢ a uz vilbec se ndm nepodafilo najit
jednoduchy obecny predpodminovac, ktery by fungoval na riizné problémy. Velkym problémem s
pfedpodminénim ulohy je to, Ze levné a jednoduché predpodminovace s rostouci podminénosti

vvvvv

metody degraduji a stavi ji svoji efektivitou za zminéné piimé metody.

4.3.4 Ortogonalizace ulohy

Jednou z myslenek, kterou jsme chtéli uplatnit pro feSeni pomoci metody sdruzenych gradientd,
byla ortogonalizace matice omezeni. Pfedpokladem bylo, ze takovou upravou dostaneme soustavu
rovnic 4.20 ve vhodnéj$im tvaru jako souc¢in matic Q" D*Q (ortogonélni-diagonélni-ortogonalni).
Tim jsme doufali, Ze bude snadnéj$i nalézt feSeni takto strukturované soustavy, tedy ze diky
ortogonalité¢ matice ¢ bude metoda sdruzenych gradienti 1épe konvergovat.

Ortogonalizaci ulohy provedeme nasledujicim postupem. Méjme ulohu

minc' x | kde Ax=b a x>0 4.25
Matici A€R™*" , kde m<n , mizeme rozlozit jako

A"=QR =4=R"Q",

kde Q€R"™"™ je ortogondlni a ReER™™ je trojuhelnikovd. Omezujici podminky ulohy
reprezentované soustavou rovnic Ax=> , miizeme nyni transformovat nasledujicim zpisobem

Ax=R"Q" x=b
O"'x=R"b
QTx=l;
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A ulohu 4.25 miZeme nyni piepsat takto

minc" x ,kde O"x=b a x=0. 4.26
Nasledkem toho budeme v kazd¢ iteraci feSit soustavu rovnic 4.20 ve tvaru

0" D*QA=r. 427

Tato soustava rovnic napadné pifipomind soustavu rovnic piedpodminénou ortogondlnim
projektorem viz. [6]. V uvedené literatufe se také docteme o prepodminovacim efektu takovéto
ipravy. Stru¢né feceno, fadkova ortogonalita matice Q" ndm zarudi, ze

k(O" D*0)<k(D?). 428

Toto by ndm mohlo zarucit, ze podminénost soustavy 4.20 bude rlst pomaleji nez samotna
podminénost diagonaly D .

V kapitole zabyvajici se numerickymi vysledky si ukdzeme jaké vysledky tento predpodminovaci
efekt vykazuje. Jiz nyni vSak prozradime, Ze tento zplsob feSeni neni dostacujici, protoze
podminénost soustavy 4.20 i tak nartistd do nepfijemné velikosti a konvergence metody sdruzenych
gradientli postupné selhava tak, jak se blizime k optimalnimu feSeni tlohy. Dalsi nevyhodou tohoto
feSeni je, Ze ortogonalizaci matice A se zvysi koeficient zaplnéni Casto plivodné velmi fidké matice,

vV

omezujicich podminek hraje velky vyznam pfi efektivnim feSeni aloh LP.

4.3.5 Predpodminéni

Pouzijeme-li k feSeni soustavy rovnic 4 D> A" x=b metodu sdruzenych gradientdi, souvisi rychlost
jeji konvergence s ¢islem podminénosti « , které se da vyjadfit jako pomér nejvétsiho a nejmensiho
singularniho ¢isla matice. Navic pokud je matice soustavy normalni, coZ v nasem ptipadé¢ je, da se
M)
M)

. o, . . . max (
toto &islo vyjadtit jako pomér maximalniho a minimalniho vlastniho &isla k(M )= Y

min (

Ptedpodminéni potom spociva v nalezeni takové matice T, pomoci které transformujeme ptivodni
soustavu tak, Ze ¢islo podminénosti nové transformované soustavy bude niZzsi.
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Mame-li

AD*A" x=b
potom plati

TAD' A" x=TAD*A"T"x=Tb  kde =T "x. 4.29
Hledame takové T kde

kK(TAD*A"TT)<k(AD*A").

4.3.6 Baze s maximalni vahou

Bazi vektorového prostoru s maximalni vdhou, budeme rozumét bazi vektorového prostoru R™*™
daného linearnim obalem sloupcti matice 4€R™*" a vybranou ze sloupct matice A4 tak, ze pfi
vybéru sloupci davame piednost tém sloupcim, které odpovidaji prvkim diagondlni matice
DeR"" s vyssi hodnotou. Takto ziskana baze 1ze vhodné pouzit k sestrojeni predpodmiiiovace pro
soustavu rovnic zadanou ve form& 4 D’ A" . Tento pfedpodmifiova& byl ptivodné navrhnut Vaydiou
[4], pro feSeni problémii nejméné nakladné cesty v siti a pozd¢ji dalsimi rozsifen a zobecnén pro
obecné pouziti pfi feSeni uloh LP.

V anglické literatufe se takova baze oznacuje jako ,,Maximum Weight Basis (MWB)“ a my ji v
nasledujicim textu budeme takto také oznacovat.

Nasledujici algoritmus 4.1 ukazuje jakym zplsobem nalezneme MWB bazi matice 4 pfifazenou
odpovidajici diagonale D .

Setadime prvky diagondly D jako vektor d tak, ze d,>...=d,, a stejnym zpisobem
preskupime sloupce matice 4 .

M¢jme B (matici baze), prazdnou matici.
fori=1...n

Jestlize je sloupec A, linedrn€ nezavisly s prvky baze danou sloupci B, potom
vlozime sloupec do baze B=BU 4,

if |B|=m break

end for

Algoritmus 4.1: Sestaveni MWB
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4.3.7 Predpodminéni pomoci MWB

Pouziti MWB pro pfedpodminéni spociva v tom, Ze nalezneme MWB pro matici 4 vaZenou
diagondlou D a pomoci této baze sestavime transforma¢ni matici, kterou pouzijeme jako
piedpodmitioval. Tuto bazi oznadime A, a z prvki D odpovidajicich sloupcim 4, které se
zatadily do baze Ay, sestavime diagonalni matici, kterou oznalime Djy. Jako transformaéni
matici T pro piedpodminéni soustavy A4 D’A”x=b pouzieme T=D;' 4, . Podle 4.29
dostaneme

D, A5 AD’ A" x=D"4;'b
D, 4,'AD* A" A," D, DL Alx=D"A4,'b
D;' 4, AD* A" 4,7 Dy x=b, 4.30
kde D' 4,' AD* A" 4, D" je symetrickd a miiZzeme ji fe$it metodou sdruZenych gradientt.
jesy J ych g
Rozepisme si matici vySe transformované soustavy nasledujicim zptisobem
D, A3 AD* A" A, D=

D; 0
0 D,

Ap

=D, 4, (4. 4y] ;
Ay

A" Dy

431
=D, Ay AyDy Ay A, D +D3' A, Ay Dy Ay Ay D

=1+D, A4, A, D, A\, 4, D,

=I+T A, Dy AT

D4 se ukazat ze podminéni k(T AD*A"T")<K, kde K je omezené a nezavislé na prvcich
diagonaly D. Ukazme si jakym zplisobem se dé tato podminénost odhadnout. Nasledujici tvrzeni a
dikazy byli ptevzaty z [3].

Lemma 4.1

Bud (A,d)eR™"xR".. a bud hodnost A=m . Predpoklidejme, ze B je bdze s maximalni
vahou (MWB) piifazend dvojici (A,d). Ddle bud D=diag(d), Dg=diag(d). Potom pro
kazde j=1,...,n

4 )ID;' B 4l<B 4, 432
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Jako diisledek plati
Dy B~ AD||<||Dy' B AD|<||B" 4| 433

Dukaz:

Bud® 7, mnoZina indexti odpovidajicich sloupcim A4 baze B a I, mnozina zbylych indext
sloupct matice A nepatticich do baze B . Potom pro kazdé j€ I jsou si ob¢ strany 4.32 rovny a
proto 4.32 plati. Jestlize je j€ I, potom mohu nastat dva piipady: a) sloupec A4; se nedostal do
baze, protoze byl linedrni kombinaci sloupct s vétsi vahou jiz zatazenych do baze. Predpokladejme,
ze A; mél vstoupit do baze jako r-ty sloupec B, ale protoze byl linearni kombinaci ptedchozich
r—1 sloupci, plati

pro n&jaké u€R"'  Plati také, ze d,=d; provsechna i€1,...,r—1 . Zjistime, ze

- 1
R 2 .
d,|D;'B 1A1-||sdf(4 ) =llull=l1B™" 4ill

RS
S =T
~
o —
IA
—
M

i=1 d_

takze 4.32 plati; b) sloupec 4; se nedostal do baze, protoze odpovida prvku diagonaly s malou
vahou. V tomto piipadé plati d ;<min(d ;) a proto plati

d<||D_IB_1A.||5L||B_1A.|ISIIB_1A<|| takze 4.32 plati take.
J B J min(dB) J FALRES

Nyni mizeme dokazat 4.33. Prvni nerovnost [|4||<||4||; je znamé4 a druh4 vychazi z 4.32. Pro
kazdé RER™™ plati IRIz=2 IR IF. Uvédomime-li si kazdy sloupec D;' B~ ' AD odpovida
j=1

d,D,' B™' 4, aaplikujeme 4.32 dostaneme

1D, B 4 DIf=2,d, D, B4, <215 4| =|1B"" All;
=1 i=1

c.b.d.
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Lemma 4.2

Bud (A,d)eR"""xR"., a bud hodnost A=m . Predpokliadejme, Ze B je bdze s maximalni
vahou (MWRB) pFifazend dvojici (A,d) . Ddle bud D=diag(d), Dy=diag(d,) a T=D, B™".
Potom plati

K(TAD* A" T")<||B™' All}

Diikaz:
Podle lemmatu 4.1 plati [|7AD||<||B™" 4|[} . Proto plati

A (TAD*A'T")=|T ADIP<||B™ AlI}.

Vime ze
TAD*A"'=D "B (BD;B"+NDyN" B "D '=1+ww",

kde WWT bude positivng semidefinitni. Proto odvodime, Ze A, (TAD*A" T")>1 a odtud

A e
K(TADzATTT)=A—s||B LAl

min

Pro tcel nésledujici véty si definujme
@ =max||B ' A||z:B jebdzi A . 4.34

Nasledujici véta tik4, ze podminénost matice soustavy TAD* A" T je shora omezenid maximem
nezéavislym na diagonéle D’ .

Véta 4.1

Bud (A,d)eR"""xR’., a bud hodnost A=m . Predpoklidejme, Ze B je bdze s maximalni
vahou (MWB) pFifazend dvojici (A,d) . Ddle bud D=diag(d), Dy=diag(d,) a T=D, B™".
Potom

kK(TAD* A" T" <@’ .
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Véta 4.1vyplyva piimo z tvrzeni 4.2 a definice @, .

Z uvedené véty vyplyva, ze podminé€nost soustavy pfedpodminéné pomoci MWB je shora omezena
hranici nezavislou na diagonale D’ . Toto nam d4vé nadgji, ze tiloha bude rozumné konvergovat i v
krocich kdy samotna matice D* je velmi $patné podminéné. To oviem pouze za podminky, Ze @,
ma rozumnou velikost.

Problém tohoto zplsobu piedpodminéni spoc€iva v narocnosti nalezeni MWB pro zadanou matici
A a vektor diagonaly d . Tento problém se nam zatim nepodafilo vyfesit, ale existuje nadéje, ze
pro urcité tfidy tlloh mtze byt nalezen zpusob jak sestrojeni MWB efektivné dosahnout. Toto by
mohlo byt cilem dal§iho badani.

4.3.8 Chyba iterac¢ni metody

Jednim z dalSich problémi pfi pouziti iteratni metody k feSeni Newtonova kroku je to, ze pomoci
této metody nalezneme zpravidla pouze pfiblizné feSeni. Coz ma za nasledek, Ze pfibliZzeni se
optimalnimu feSeni v ur¢eném piiblizném smeéru je oproti spravnému sméru zkreslené. Nasledkem
tohoto zkresleni miiZze byt selhani konvergence algoritmu.

Mame-li ptiblizné feseni soustavy, potom podle 4.20 odpovida
AD* A" AN=—r,— AXS ' r .+ AS ' r +E, 4.35

kde & oznacuje chybu feSeni. Potom dosazenim do 4.21 dostane As, ve kterém je promitnuta
odchylka AA. Dosazenim do 4.21 dostaneme AS=As+v, kde v je odchylka promitnuta
znepfesnosti AA . Dosazenim A5 do 4.22 nemame zaruceno, Ze bude platit —7,=AAx,
Abychom toto zarucili upravime 4.22 takto

Ax=—S"r —XS"'As+5"v, 436
kde v je vektor odchylky splitujici

AS~'v=E. 437
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Dosazenim 4.21,4.22 a 4.35 dostaneme

AAZ=AAx+S"'v
=A(-S"'r XS 'As+S V)
=—AS'r —AXS ' As+A4S"v
= AS 'r A AXS " r AAXS A AN+ AS Y
=—r,+E—AS"'v

Odtud vidime, Ze chyba & bude odstranéna pravé tehdy, kdyz £— A4S 'v=0 jak jsme uvedli v
4.37.

Protoze existuje nekonecné mnoho feSeni v milizeme vybrat nékteré, které bude vyhovovat.
Logickou volbou mtize byt nalezeni feSeni metodou nejmensich ¢tverci. BohuZzel tohle je typ
vypoctl, kterému se snazime pro jeho narocnost vyhnout. Dobrou volbou mize byt
v=(vy,vy)=(S,B'€,0), kde B volime jako vybranou MWB pouZitou pro predpodminéni.
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5. Numerické experimenty

V této kapitole si ukazeme praktické vysledky pokusi pfi feSeni testovacich tloh. Pro testovani
naprogramovaného algoritmu jsme pouzivali tlohy z webového repository www.netlib.org [5],
které poskytuje data rtiznych matematickych problémi. Testovani probihalo v prostiedi Matlab
verze 7.6.0 (R2008a) na pomérné zastaralém hardwaru s procesorem Intel Pentium 4 2,8GHz a 1GB
paméti. Také proto jsme se zamétily spiSe na relativni rychlosti zpracovani v poméru na velikost a
sloZitost tlohy neZ na absolutni vykon, proto tabulky ani grafy neuvadé¢ji jednotky namétenych
hodnot, které povazujeme za nepodstatné.

Uvedeme vysledky vSech riznych implementaci metody prediktor-korektor, které jsme vytvofili.
Kod jednotlivych funkci je velmi podobny, hlavni rozdil, ktery tyto funkce odliSuje, je ve zplisobu
feSeni Newtonova kroku, kde je uvedend soustava rovnic feSena bud’ Choleského rozkladem, LU
rozkladem nebo metodou sdruzenych gradientd.

5.1 LU versus Choleského rozklad

Porovnejme nejdiive implementace algoritmi vyuzivajicich Choleského a LU rozklad. Nésledujici
tabulka 1, ukazuje dimenze omezujicich podminek a doby zpracovani riiznych problému. V této
tabulce jsou uvedené Casy zpracovani tloh, které byly pfed zpracovanim upraveny QR rozkladem,
abychom odstranily zavislé fadky omezeni. Tato Uprava pomoci QR rozkladu ma za nasledek, ze
matice omezeni A je trojuhelnikova, ale relativné plna. Proto je 1 feSena soustava rovnic ve tvaru
ADA" témét plna. To ma za nasledek, e doby zpracovani jsou relativné dlouhé. Tento zpiisob
zpracovani je neefektivni a do vysledki jsme jej zaradily proto, abychom ukézali horni hranice, ke
kterym se slozitost algoritmu blizi.

Nazev ulohy share2b| brandy ship04s ship04l| ship08s ship08I| 25FV47 ship12s ship12l
pocet omezeni 96 220 402 402 778 778 821 1151 1151
dimenze feseni 162 303 1506 2166 2467 4363 1876 2869 5533
Doba feseni CHOL 0,06 0,53 2,53 3,15 18,34| 28,67 32,73] 55,85 85,37
Doba feseni LU 0,09 0,88 3,01 3,58 20,53| 31,45 48,48 62,86 98,03

Tabulka 1: Doby zpracovani uloh, Choleského a LU rozklad.

Hodnoty z tabulky 1, pouZzije k sestrojeni grafu 1, ve kterém ukazeme zavislost doby zpracovani na
dimenzi problému a porovname tuto zavislost s o¢ekavanym teoretickym ptfedpokladem. Graf 1
sleduje trend riistu doby trvani algoritmu v zavislosti na poctu omezujicich podminek, tj. m pokud
je dimenze matice 4 mxn .V tomto grafu jsou zaznamenané tii kiivky. Jedna sledujici trend rlstu
slozitosti tiidy O(#n’), tu jsme do grafu zatadily proto, abychom ukézali, 7e trend naseho algoritmu
odpovida teoretickému predpokladu. Dalsi dvé kiivky ukazuji doby zpracovani obémi metodami,
tedy pti pouziti Choleského i LU rozkladu. Z grafu lze vidét, ze obé tyto metody sleduji trend ristu
slozitosti tiidy O(n’).


http://www.netlib.org/
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Graf 1: Trend doby trvani algoritmu v zavislosti na poctu
omezujicich podminek

Graf 2 porovnava doby zpracovani uloh z tabulky 1 obéma zminénymi zpiisoby. Podle teoretickych
odhadt je LU rozklad, pfi rozkladu plnych matic, az dvakrat pomalejsi. Z grafu 2 je vSak vidét, ze
feSeni praktickych uloh s vyuzitim LU rozkladu je sice pomalejsi nez s vyuzitim Choleského
rozkladu, ale zdaleka ne dvakrat. I proto lze algoritmus vyuzivajici LU rozklad povazovat za dobrou
alternativu. Dtvodem pouziti LU rozkladu misto Choleského rozkladu muze byt pozadavek na
dosazeni vétsi presnosti, ve chvilich kdy Choleského rozklad selhdva kvili nepfesnosti pocitatové
aritmetiky.
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Graf 2: Porovnani doby zpracovani Choleského a LU rozdkladem.

Ptedchozi odstavce jsou zatfazeny pouze proto, abychom si ukdzaly teoretickou sloZitost algoritmu,
kterou algoritmus dosahuje pifi zpracovani plnych matic. ProtoZze v praxi se Castéji setkdme s
ulohami kde matice A je fidka, ukazme si nyni vysledky takovy uloh. Pouzijeme stejné ulohy jako
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v pfedchozim piipadé, jenom pro odstranéni zavislych fadkd pouzijeme LU rozkladu, ktery zachova

fidkost matice podminek omezeni illohy. V tabulce 2 vidime ¢asy zpracovani téchto uloh.

Nazevilohy | POSet | dimenze | gyo LU
share2b 96 162 0,03 0,02
brandy 220 303 0,16 0,16
ship04s 402 1506 0,3 0,16
ship04l 402 2166 0,31 0,16
ship08s 778 2467 1,44 0,28
ship08l 778 4363 1,63 0,39
25fv47 821 1876 3,72 1,48
ship12s 1151 2869 4,2 0,17
ship12l 1151 5533 4,39 0,59
stocfor2 2157 3045 6,33 1,16
Maros-r7 3136 9408 7,13 15,58

Tabulka 2: Doby zpracovani uloh, Choleského a LU rozklad (Fidké

matice).

Graf 3 zobrazuje data tabulky 2 a porovndva zpracovdni pomoci algoritmu vyuZivajiciho
Choleského rozklad a algorimus vyuzivajici LU rozklad. Do grafu je rovnéz zanesena kitivka, ktera
ukazuje trend ristu sloZitosti km’, kde m je podet omezeni a k je konstanta zohlediujici
zaplnéni matice A . Tato kiivka napadné kopiruje Casy zpracovani pomoci algoritmu vyuzivajiciho

LU rozklad. Naopak pii pouziti Choleského rozkladu se tento trend vyrazné lisi.

Z uvedeného

bychom mohli odhadovat, ze pouziti LU rozkladu se vyplati ve chvilich, kdy pomér zaplnéni matice
je nizky. Naopak pfii urcitém zaplnéni se vyplati Choleského rozklad, ktery je pro rozklad hustSich
matic efektivnéj$i a samotné zahusténim matice vlivem Choleského rozkladu, jiz nehraje takovou

roli.

0
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Graf 3: Porovnani doby zpracovani Choleského a LU rozdkladem
(Fidké matice)
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Jesté si ukazme jaky vliv na dosazitelnou pfesnost ma to, jakou metodu rozkladu zvolime pro feSeni
Newtonova kroku, LU nebo Choleského rozklad. V tabulce 3 vidime 4 rGzné problémy, u kterych
ukazujeme posledni krok, ve kterém nalezeni feSeni danou metodou faktorizace jeSté neselhalo.
Tabulka také ukazuje odchylku od pozadovaného feSeni a odchylky od oblasti ptipustnosti pro
primarni i dualni Glohu. Nutno podotknout, Ze dosazené zlepSeni pfesnosti neni néjak zavratné, a
proto je na rozhodnuti uzivatele a na potiebach aplikace, jestli se to vyplati.

Nazev Glohy ship04s| shipo4| ship08s| ship08l
pocet omezeni 402 402 778 778
dimenze reSeni 1506 2166 2467 4363
p -mira duality (podminka | LU 3.82096-012] 6.5408e-014| 1.1502e-007|  4.896e-012
ukoncéeni) CHOL 2.8229e-006/ 5.0488e-008| 1.1502e-007| 3.3588e-008
oy , LU 14 13 13 15
pocet iteraci
CHOL 12 11 13 14
relativni odchylka LU | -24917e011| -2509e-012| -2.1484e-011  6.0443e-012
optimalniho feseni CHOL | -2.1553e-009| -3.1456e-011| -1.6396e-010 -6.4079e-011
- LU 1.3515¢-010|  4.0453e-011|  8.0463e-011|  3.0057e-009
odehylka primarni tlohy o0, 1 5 10606.008  5.50600-0111  3.89676-010,  4.8299€-010
L LU 7.224e-011] 1.7276e-010]  9.4365e-011|  5.9942e-011
odchylka primarni dlohy  Fepa) 9 43196 011 2.96280-008]  9.3014e-011]  3.7116-009

Tabulka 3: Dosazena presnost reseni

5.2 Metoda sdruzenych gradientt

Pro metodu sdruzenych gradienti jsme zminovali dva zplsoby, kterymi jsme se snazily odstranit
problémy s podminénosti soustavy rovnic feSené ve vnitinim kroku algoritmu. Slo o pfedpodminéni
pomoci MWB a ortogonalizaci ulohy.

5.2.1 Predpodmineni pomoci MWB

Vysledky algoritmu vyuzivajici metody sdruzenych gradientd, jak jsme jej implementovali pro
ucely naSich testli, nelze pifimo srovnavat s metodami z ptfedchozi podkapitoly, protoze jsou
zatizeny velmi nékladnym zpusobem nalezeni MWB piedpomiiiovace. A proto si zde uvedeme
pouze vliv pfedpodminovace na podminéni feSené soustavy rovnic. A vliv tohoto pfedpodminéni na
rychlost konvergence metody sdrzenych gradienta.

Pro nalezeni feSeni soustavy rovnic 4.20 metodu sdruzenych gradientl, byla pouzita vestavéna
funkce prostfedi Matlab PCG, ktera feSi soustavu rovnic metodou sdruzenych gradientd s
pfedpodminénim. Ukazme si na tfech ulohdch jak tato metoda byla schopna konvergovat k
piibliznému feSeni s pozadovanou piesnosti. Pozadovana ptesnost piiblizného feseni, ktera se pro
naSe experimenty osvédcila jako dostatecna, byla ve vSech prikladech byla volena e=1e-6.
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Tabulky 4 a 5 ukazuji dva piiklady, ve kterych tento zpiisob implementace dobie fungoval a
pfedpodminéni matice soustavy 4.20 bylo dostacujici. V téchto ptipadech se nalezeni piiblizného
feSeni metodou sdruzenych gradientli vyplatilo a v nékterych krocich algoritmu bylo toto feSeni
nalezeno pomoci velmi malého poctu vnitinich iteraci metody sdruzenych gradientt.

ship04s podminéni PCG
404x1506 predikor korektor
iterace ADA TADAT _poce? presnost _poce? presnost
iteraci iteraci
1 7146,2| 1.4633e+005 92 8,97E-007 94 9,68E-007
2 17336 3518 45 7,06E-007 45 9,37E-007
3 1,08E+005 557.39 30 4,77E-007 30 8,55E-007
4 1,39E+006 767.21 28 9,95E-007 29 5,37E-007
5 1,94E+007 173.91 21 6,73E-007 21 7,63E-007
6 2,46E+008 44.26 18 6,42E-007 19 4,19E-007
7 2,78E+009 7,63 16 5,42E-007 17 5,56E-007
8 1,19E+011 7,79 15 4,55E-007 16 3,52E-007
9 2,26E+012 7,78 12 3,09E-007 14 7,73E-007
10 5,18E+013 7,77 9 8,70E-007 12 5,36E-007
11 1,77E+016 7,94 6 1,85E-007 8 4,00E-007
12 9,44E+018 8,2 2 2,57E-007 7 9,63E-007
13 5,93E+022 937.85 2 1,06E-007 2 7,15E-005

Tabulka 4: Podminéni a konvergence ulohy ship04s

Tabulka 5 ukazuje druhy ptiklad Glohy s vétsi dimezi feSeni. A ukazuje, Ze i s rostouci dimenzi
problému podminénost predpodminéné soustavy néjak zavratné neroste a tato metoda potiebuje jen
nepatrn¢ vyssi pocet vnitinich iteraci k nalezeni pozadovaného piiblizného feseni.

ship04l podminéni PCG
404x2166 predikor korektor
iterace ADA TADAT _poce? presnost .poce? presnost
iteraci iteraci
1 7400,2f  1,49E+005 102 7,33E-007 101 5,72E-007
2 14853 3743,6 51 9,76E-007 45 7,18E-007
3 1,58E+005 429,09 28 9,27E-007 30 6,05E-007
4 2,13E+006 605,44 29 9,78E-007 30 6,17E-007
5 3,78E+007 427.4 22 6,42E-007 22 4,85E-007
6 8,68E+008 95,87 21 6,66E-007 21 9,30E-007
7 1,25E+010 22 19 6,22E-007 19 9,33E-007
8 1,29E+011 15,18 15 6,11E-007 16 7,06E-007
9 1,87E+012 19,96 13 9,81E-007 16 8,30E-007
10 3,37E+013 26,52 12 3,40E-007 15 9,51E-007
11 3,66E+015 912,22 8 8,76E-007 11 5,38E-007
12 7,33E+018 7,86 2 3,61E-008 2 3,66E-008

Tabulka 5: Podminéni a konvergence ulohy ship041
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Posledni ptiklad zachyceny v tabulce 6, naopak demonstruje tlohu u niZ uvedena metoda selhava
kvuli neschopnosti metody sdruzenych gradientti konvergovat k feSeni s pozadovanou pfesnosti. V
tabulce vidime, Ze pfesto Ze metoda sdruzenych gradientl vycerpala maximum krokd, ve kterém by
teoreticky méla byt schopna nalézt pfesné feSeni, nebyla schopna konvergovat ani k piibliznému
feSeni s pozadovanou piesnosti €=1e-6. Toto selhani konvergence je zptisobeno nevhodnym
podminénim v kombinaci se zaokrouhlovacimi chybami pocitacové aritmetiky. Piesto, ze je zde
vysokou horni mezi @, definovanou 4.34. Z tohoto ptikladu je také vidét, Ze Spatna konvergence
této metody neni zplsobena tim jak se blizime k optimalnimu feSeni, ale je Spatnd jiz od zacatku
algoritmu. To je patrné dano strukturou matice A podminek omezeni tlohy.

brandy podminéni PCG
193x303 predikor korektor
iterace ADA TADAT _pocef presnost _poce? presnost
iteraci iteraci
1 2,97E+007| 9,77E+012 177 2,08E-001 179 2,56E-001
2 2,12E+007, 1,76E+014 193 1,21E-001 185 1,04E-001
3 9,46E+006/ 2,00E+015 189 1,30E-002 193 4,73E-002
4 5,80E+007| 2,27E+016 193 5,59E-004 193 5,08E-003
5 2,61E+007| 1,32E+016 193 1,24E-005 191 5,65E-005
6 6,96E+006| 6,56E+015 192 6,26E-003 191 6,96E-003
7 2,29e+008, 5,05E+018 193 1,16E-001 193 1,22E-001
8 1,39E+009  2,60E+021 193 1,10E-001 193 1,32E-001
9 7,26E+008  9,74E+021 188 3,36E-003 192 2,32E-002
10 6,53E+008  9,74E+021 193 1,47E-001 159 1,93E-001
1

Tabulka 6: Podminéni a konvergence ulohy brandy

Protoze ulohu LP zadanou ve tvaru

minc’ x ,kde plati Ax=b a x>0, 5.1

1ze pteformulovat jako

minc’ x, kde plati TAx=Th a x>0, 5.2

nabizi se moznost pietransformovat omezujici podminky tak, abychom dosahli niz$i horni meze
®,, kterd zavisi pravé pouze na struktufe matice A. K tomu abychom nalezli vhodny zptisob
transformac¢ni matice T z 5.2, jsme se v této praci jiz nedopatrali a ponechavame toto jako predmét
k dal$imu badéni.
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5.2.2 Ortogonalizace ulohy

Ukazme si jesté vliv ortogonalizace ulohy na podminénost soustavy rovnic pro ur¢eni Newtonova
kroku. V tabulce 7 je vidét jakym zptisobem roste podminénost diagonaly D* a vedle toho jakym
zpisobem roste podminénost soustavy rovnic 4.27 (Q" DQ). Na prvni pohled je vidét, Ze
ortogonalizovana uloha udrzuje niz§i podminénost feSené soustavy, nicméné v uvedeném piikladé
jiz ve ¢tvrtém kroku algoritmu dosahuje podminénosti fadové 1e5 a metoda sdruZenych gradientl
Jiz selhdva a neni schopna konvergovat ani k pfibliznému feSeni s alespont n&jakou rozumnou

ptfesnosti. CimZ cely algoritmus selhdvé a neni schopen konvergovat.

krok cond D cond Q'DQ
1 5,49 3,59
2 49336 1194,1
3 1,78E+006 34524
4 2,35E+006 1,16E+005
5 1,01E+007 1,42E+005
6| 5,48E+007 1,91E+005
7 9,67E+007 1,34E+006
8 9,35E+008| 4,48E+006
9 2,42E+011 1,06E+007
100 5,52E+013| 2,32E+007
1 1,90E+016| 7,90E+007
12 5,29E+018 1,86E+008

Tabulka 7: Podminéni ortogonalizované

ulohy
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6. Zaver

V této praci byly probrany metody vnitiniho bodu a teorii potiebnd k vytvofeni algoritmu této
metody. Rovnéz byly probrané praktické poznatky, které lze vyuZit pii implementaci algoritma
metod vnitintho bodu. Snahou bylo ukazat rtizné mozné zplisoby feSeni a pouzit metodu
sdruzenych gradientl s o¢ekavanim zrychleni algoritmu, zejména pro tlohy velkych rozméra.

Byl implementovan algoritmus prediktor-korektor metody vnitiniho bodu s vyuZitim tfech riznych
zpisobi feSeni Newtonova sméru hledajiciho krok smérem k feseni v kazdé iteraci. Dva z téchto
zpusobt fesi soustavu rovnic pfimou metodou, to je faktorizaci tlohy a ur¢enim ptesného fesSeni.
Faktorizace je feSena jako Choleského nebo LU rozklad. Tteti zplsob hleda feSeni soustavy rovnic
urcujici Newtoniv krok pomoci metody sdruzenych gradientt, kterd hleda pouze ptiblizné feseni.

Piistup vyuzivajici Choleského rozklad je standardni Casto popisovany zplsob pouZivany pii
implementaci metod vnitfniho bodu. Diky prosttedi Matlab, které ndm poskytuje dobrou a efektivni
implementaci Choleského rozkladu, je tento zplsob snadny k implementaci. Tento zpisob
implementace relativné efektivni a poskytuje stabilni a pesné vysledky.

Druhym zptsobem implementace algoritmu metody vnitiniho bodu je vyuziti LU rozkladu. I pro
tuto variantu existuje velmi dobra podpora v prostiedi Matlab. Tento zplsob feSeni je teoreticky
trochu pomalejsi, zato je odoln&jsi proti selhani a nalezne feSeni i v pfipadé¢ kdy uz Choleského
rozklad selze. Navic v praxi, pfi hledani feSeni uloh s fidkymi maticemi omezujicich podminek,
vykazoval vysledky srovnatelné s algoritmem vyuzivajicim Choleského rozkladu a neziidka jej
svoji rychlosti 1 ptedcil.

Tteti zptisob implementace s vyuzitim metody sdruZzenych gradientli se nepodafilo implementovat
zcela podle naSich ptedstav. Tento zplisob zatim neni pouZitelny pro praktickd feSeni, zejména
protoze se nam nepodafilo nalézt efektivni zplisob nalezeni MWB piedpodminiovace. Neni vSak
vylouceno, ze by se tato metoda dala pouzit pro urcité tiidy problémi. Piredmétem dalSiho badani
by mohlo byt hledani zpisobu jak vyuzit poznatkl ziskanych s MWB piedpodminénim. Dalsi
namét k badani miZe byt hledani vhodné transformace matice A omezujicich podminek tak,

cvwvr

rovnic, pomoci které hleddme krok smérem k feSeni ulohy.

DalSim mechanismus, ktery jsme se snaZily uplatnit spolu s pouzitim metody sdruzenych gradientd,
spocival v ortogonalizaci ulohy. Timto jsme se snazili dosdhnout lepsi konvergence metody
sdruzenych gradienti. Bohuzel ani tento zplisob ndm nepomohl odstranit problém se vzristajici
podminénosti soustavy feseni ve vnitinim kroku algoritmu.

Jednim z cilt této tlohy bylo implementovat efektivni algoritmus pro feSeni uloh LP pomoci metod
vnitiniho bodu. Proto jsme v prostfedi Matlab implementovali tii algoritmy, ve kterych jsme
vyuzily poznatkii uvedenych v pifedchozich kapitolach. Vysledkem jsou tfi variace metody
prediktor-korektor, které se 1iSi ve zplsobu feSeni Newtonova kroku, jakozto nejdrazSiho kroku
algoritmu s nejveétSim potencidlem pro zlepSeni efektivity. Vysledkem jsou funkce ipm pc_chol,
vyuzivajici Choleského rozkladu, ipm pc lu vyuzivajici LU rozkladu a ipm pc cg mwb
vyuzivajici metodu sdruzenych gradientli s ptredpodminenim pomoci MWB. Tyto funkce jsou
soucasti této prace jako piiloha. Implementaci algoritmii metod vnitiniho bodu v prostiedi Matlab
bychom mohli zhodnotit jako v celku jednoduchou zélezitost. Také diky tomu, ze prostiedi Matlab
nam samo o sob& poskytuje dobré prosttedky v podobé vestavénych funkci, které lze vyuzit.
Nicméné i cely algoritmus implementovany v podobé prediktor-korektor tak, jak byl popsan ve 4.
kapitole neni velmi nadro¢ny na implementaci. Naptiklad v porovnani s implementaci simplexového
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algoritmu, implementovaného v ramci bakalafské prace [1], ktery obsahuje daleko vétsi mnozstvi
kodu a je rozdélen do dvou fazi algoritmu, Ize algoritmus metody vnitiniho bodu implementovat v
podstaté jako jeden cyklus, skoro tak snadno jak popisuje algoritmus 3.4. Nejvétsi problémy sebou
pfindsi presnost pocitacové aritmetiky a s tim jiz zminéné problémy s pocitdnim vnitiniho kroku
algoritmu. V pftilohach jsou také piibaleny tlohy, které byly pouzity k testovani implementovanych
algoritmil. Testovaci ulohy obsahuji kazda matici A, vektory b, ¢ a o¢ekavanou hodnotu ucelové
funkce v bod¢ optimalniho feSeni. Tyto tlohy byly ziskany z repository www.netlib.org [5], kde
muZeme najit fadu problémi riznych velikosti.

4

Uplnym zévérem bych rad zhodnotil tuto praci tak, Ze se podafilo implementovat algoritmus
metody vnitinitho bodu standardnim zplsobem s vyuzitim Choleského a LU rozkladu. Tato
implementace nepiindsi zddné nové poznatky z oblasti metod vnitiniho bodu, ale poskytuje stabilni
a relativné efektivni zptisob feseni uloh linearniho programovani. Sice se nepodarilo naplnit ambice
feSeni uloh LP metodou vnitiniho bodu, kterd by vyuzivala metody sdruzenych gradientt, ale jako
autor této prace jsem ziskal cenné poznatky, které by mohli poslouzit jako zaklad k dal§imu badani
nad feSenim tohoto problému.
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8. Prilohy

Soucasti originalu této prace je CDROM obsahujici elektronickou verzi tohoto dokumentu a
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zdrojové kody. Kromé funkei implementujici samotné algoritmy jsou ptilozeny u pomocné funkce

a funkce potiebné k nacteni tloh a pfedzpracovani uloh. Zarovei jsou na ptilozeném CD nahrané
testovaci ulohy ve formatu .mat.

Obsah CDROM

matlab)\
ulohy\

25fv47 .mat
brandy.mat

maros-r7.mat

share2b.
ship041.
ship04s.
ship081.
ship08s.
shipl2l.
shipl2s.

stocfor2.mat

ipm pc _cg mwb.m
ipm pc_cg ort.m

mat
mat
mat
mat
mat
mat
mat

ipm pc_chol.m
ipm pc lu.m

ipm start point.m

ipm step.m

load_problem.m

mwb.m

prepare problem.m

test ipm.m

uptrifullrank.m

IPM.pdf
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