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Abstrakt

Vétsinu praktickych 1uloh, kter¢é vedou k matematickému modelovani pomoci
parcidlnich diferencialnich rovnic (PDR), nelze feSit analyticky, ale musi se vyuzit
numerickych metod. Jednim z kliCovych probléml pii numerickém feSeni PDR je
aproximace okrajovych podminek. Diskretiza¢ni sit musi vérn€ kopirovat hranici
oblasti, coz pro praktické ulohy znamend rozsahlé soustavy linearnich rovnic.
Alternativni postup, tzv. kompozitni konecné prvky, byl navrzen v [1], kdy se
diskretizuji oblasti s velmi jemnymi geometrickymi detaily pomoci hierarchického
zjemnovani nekonformni sité [2]. NavrZzené konecné-prvkové bazové funkce pak maji
velké nosice, tedy vysledné soustavy maji hustéji zaplnéné matice, které¢ se vSak umi

efektivné fesit. Tato prace se zabyva konstrukci a feSenim tloh touto metodou.

Kli¢ova slova: kompozitni metoda konecnych prvki, metoda konecnych prvkd,

diskretizace sité, hierarchicka triangulace, Poissonova uloha

Abstract

Most practical problems that lead to mathematical modelling using partial differential
equations (PDE) cannot be solved analytically, instead numerical methods should be
applied. One of the main problems for numerical solution of PDE is an approximation
of boundary conditions. Discretisation grid must properly represent border of the
domain, which leads to large systems of linear equations for practical problems.
An alternative method, so called composite finite elements, was proposed in [1]. This
method leads to construction of hierarchy of non-conforming grids, which cover the
domain with small geometric details [2]. Composite finite element basis functions have
bigger supports and the resulting system matrices are more dense, but these systems can
be solved efficiently. The aim of this thesis is to construct and solve problems using this
method.

Key words: composite finite elements, finite elements method, domain

discretisation, hierarchical triangulation, Poisson's equation



Seznam pouzitych symboli a zkratek

PDR — Parcialni diferencialni rovnice
MKP — Metoda konec¢nych prvka
CFE — Composite finite elements
A — Matice tuhosti ulohy
F — Vektor pravé stany
u, — Aproximace feSeni
) — Oblast Glohy
I' —Hranice oblasti
K — Element triangulace
T — Diskretiza¢ni sit’

¢ — Bazova funkce
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1 Uvod:

V dnesni dobé¢ jsou kladeny vysoké pozadavky na bezpecnost, kvalitu a cenu. Naptiklad naroky
na konstrukce vSech typit vozidel, konstrukce nosnikil, nebo naptiklad spojii ropnych potrubi
jsou podstatné vyssi, nez tomu byvavalo dfive. VSechny tyto a mnoho dalSich objektl musi
spliiovat nejvys§si mozné bezpecnostni pozadavky, musi mit maximalni odolnost vuci
nepfiznivym vlivim okoli, musi mit co nejleps$i parametry pro plnéni své funkce. Toho je
docileno provadénim mnoZzstvi testi a méfeni na prototypech jednotlivych konstrukci. Pro
mnoho ptipadi je vSak vétSina testll pro prototyp fatalni. Po prob&hnuti testu zdstanou na
prototypu nevratné zmény a poskozeni (napfiklad narazové testy automobild, viz Obr. 1.1),

nebo je prototyp naprosto znicen (napt. zatézové testy podper a nosniki).

SAAB mode in GLyiew

Obr. 1.1: Vizualizace narazovych testi modelu vozidla pouzity z [5]

Proto se hledaji jiné moznosti optimalizace pozadovanych parametrii, nez testy skute¢nych
prototypt. Napiiklad testovani vesmirnych stanic nebo letadel je jisté velice nakladné, ne-li
nemozné. Zacaly se proto vytvafet virtualni modely a testy se provadély pomoci pocitaci
ariznych simulaénich softward virtualné. To zapfi¢inilo zvySeni pozadavkti na numerické
techniky feSeni, vzniklo mnoho novych a specialni modifikace starych metod zaméfené na
konkrétni testy a technické problémy. Vytvoteni modell a pouziti vhodné numerické techniky
umoznilo optimalizovat veskeré parametry testovaného objektu jeste pred tim, nez prvni realny

prototyp spatfil svétlo svéta.



Velké mnozstvi praktickych technickych a védeckych probléml se popisuje parcialnimi
diferencialnimi rovnicemi (PDR). Nalézt feSeni analytickou cestou je vSak jiz pro
2-dimenzionalni ulohy mnohdy nemozné, proto je tieba ptivodni Glohu aproximovat a tlohu
fesit numericky. V této praci, zejména v kapitole 2, se budeme zabyvat popisem numerické
techniky vhodné k feSeni mnoha technickych problémt, a to metodou konecnych prvkt (MKP).
MKP je zalozena na objemové diskretizaci zkoumaného objektu. To znamena, ze se model
objektu rozdéli na konecné mnoho elementi neboli prvki, které pak aproximuji skutecny objem
modelu.

V dnesni dobé se metoda konecnych prvkl stala jednim ze zakladnich kamenti numerickych
technik, vyuziva ji velké mnozstvi softwarti k simulovani fyzikalnich, technickych ¢i védeckych
problému. Jiz pfi vyuce se studenti vysokych skol mohou s touto metodou setkat. Stala se
soucasti osnov mnoha technicky oborl. Ja se s touto metodou setkal poprvé v pifedmétu
Numerické metody a studiem metody jsme se zabyvali i v dal$ich navazujicich predmétech. Jiz
ma bakalafska prace [2] se zabyva jednou z ¢asti MKP, konkrétné diskretizaci oblasti. Metoda
kone¢nych prvka je vhodna pro pouziti u téch uloh, kde pozadavek na piesnost feSeni se lisi
v riznych ¢astech zkoumané oblasti. Naptiklad u nérazovych testd vozidel mizeme zvysit
presnost v predni ¢asti vozidla a na dilezitych soucastkach, naopak v zadni ¢asti vozu miizeme

presnost snizit, ¢imz snizime i vypocetni naroky na samotnou tlohu. Viz Obr. 1.2.

Obr. 1.2: Modelace auta metodou kone¢nych prvki
(Obrazek je z [6])



Dale je metoda konecnych prvkli vhodna u tloh, kde se mlze oblast ménit, kdyz ocekavané
feSeni neni hladké, nebo zkoumana oblast obsahuje né¢jaké komplikované tvary ¢i geometrické
detaily.

Dimenze tlohy feSené pomoci MKP silné zavisi na geometrii zkoumaného objektu. To miize
byt problém u oblasti s velmi malymi geometrickymi detaily. Kvtli dosazeni pozadované
presnosti musime rozdélit cely objekt na mnoho elementt, velikosti odpovidajici geometrickym
detailim oblasti. To miize zapficinit, Ze kvuli drobnému geometrickému detailu rozdélime na
velmi malé elementy i tu Cast objemu objektu, kde to ani zdaleka neni zapotfebi. To nam
podstatné zvedd dimenzi ulohy, coz znacné zvySuje Casové i technické ndroky na samotny
vypocet a limituje pouziti naptiklad multi-gridni metody k nalezeni feSeni. Na problém
s drobnymi geometrickymi detaily (napt. oblasti s vyfezy tvaru kruznice, kterymi se zabyva [2]
1 tato prace) je praveé zaméfena specialni modifikace klasické MKP, tzv. kompozitni metoda
kone¢nych prvki, je hlavni ¢ésti této prace a kterou se budeme zabyvat v kapitole 3. Vyhodou
této metody je to, Ze zachyti drobné geometrické detaily nejen v diskretizaci oblasti, ale
i v konstrukci bazovych funkcich prostoru feseni.

Tato metoda je detailn€ popsana vcéetné rigorézni analyzy v ¢lancich [1] a [3] od autord W.
Hackbusche a S.A. Sautera, ze kterych jsem Cerpal nejvice. V téchto ¢lancich je dale uvedena
i numerickd studie a nékolik vhodnych metod k feseni, naptiklad multi-gridni metoda vhodna

pro nalezeni feSeni této specialni metody.



2 Metoda kone¢nych prvki(MKP)

2.1 Princip metody koneénych prvku

Metoda konecnych prvkil je zaloZena na objemové, resp. obsahové diskretizaci zkoumaného
objektu na konecny pocet elementli reprezentujicich tento objekt. Namisto hledani presného
feSeni analytickou cestou, aproximujeme ulohu pomoci téchto elementti, nad témito elementy
vytvoiime bazové funkce a prostory, kde budeme hledat ptiblizné feseni. Pomoci elementt pak
pfevedeme tlohu na linedrni systém rovnic, jehoz feSenim nalezneme pozadovanou aproximaci
skutecného feSeni. Rliznymi metodami déleni objektu a tvary pouzitych elementl pak mizeme
korigovat pfesnost feseni.
Obecn¢ je metoda konecnych prvki charakterizovana nasledujicimi kroky:
* Rozdéleni oblasti na elementy, tzv. diskretizace. NejCastéji se pouziva déleni na
trojuhelniky, ¢tyithelniky, ale Ize pouzit i dalsi typy konvexnich polygont.
* Urceni bazovych funkci. V tomto textu vyuzijeme po ¢astech linearni funkce, ale casto
se pouzivaji i po ¢astech polynomialni bazové funkce.
*  Aproximace ulohy s pozadovanou piesnosti.
* Sestaveni matice a pravé strany, soustavy linearnich rovnic.
* Aplikace okrajovych podminek.
+  Reseni soustavy rovnic.
V nésledujicim textu kapitoly Cerpame hlavné€ z ¢lanku [4] od autora Endre Siiliho, ve kterém je
popsana teorie metody konecnych prvkd pro parcialni diferencialni rovnice. Ke studiu této

kapitoly je také potieba znat zékladni pojmy funkcionalni analyzy.

2.2 Slabé reseni

K ilustraci metody konecnych prvkid pouzijeme jako ukazkovy ptiklad okrajovou tlohu
eliptické parcilni diferencialni rovnice. Eliptické tlohy reprezentuje nehomogenni analogie
Poissonova rovnice

-Au=f,

kde uzivame Laplacelv operator A, oznacujici

n

p
A=y 25

i=1 0X;



Necht 2 je lipschitzovska oblast na IR" a uvazujme linearni parcialni diferencidlni rovnici

druhého fadu

+Zb —+c) =f(x), x€Q, 2.1)

Xi

kde koeficienty a;, b, c a f spliiuji nasledujici podminky:

aUECI(Q), i,j=1,..,n;
b,eC(Q), i=1,..,n;
c€C(Q), feC(Q),
a také
D ag(x) ZZ’ZE Ve=(g,,...5)ER", xeQ; (2.2)

i, j=1
zde je ¢ kladna konstanta nezavisla na x a & Podminka (2.2) je oznatovéana jako stejnomérna
elipticita a (2.1) proto nazyvame eliptickou rovnici. Existuje nékolik typt okrajovych
podminek, zde uvedeme dvé zakladni:

(a) u = gna I'| (Dirichletova okrajova podminka), kde g udava funkci definovanouna I’ ;

0 : : .
(b) £=h na I', (Neumannova okrajova podminka), kde v udava jednotkovy wvng&jsi

normalovy vektor ke I', akde 4 je skalarni funkce definovanana I, ,
kde I'NI,=0 al UlL,=0Q .

Zacneme s Dirichletovou okrajovou tlohou

_Z ax( lja ) Zb )l/l:f(X), XEQ, (23)

i,j=1
u=0 na 02,
kde ay, b; c a fjsou stejné jako ve (2.2).

Funkce u€C*(Q)NC(Q) spliujici (2.3) se nazyva klasické feseni tilohy. Teorie parcialnich
diferencialnich rovnic tika, Ze existuje jediné klasické feSeni rovnice, pokud jsou ay b, ¢, f
a 002 dostatecné hladké. Nicméné v mnoha praktickych tlohach jsou tyto podminky poruseny
a zde je pouziti klasické teorie nevhodné. Vezméme si naptiklad Poissonovu rovnici s nulovou

Dirichletovou okrajovou podminkou na oblasti Q2=(—1,1)"nalR" [4]:

—-A u:sgn(;——|x| , x€

(AN)
u=0, x€0Q2.

Tato tloha nema klasické feSeni, hledané feSeni by mélo byt spojité na (2, coz neni mozné,

protoze sgn(1/2—|x|] neni spojita funkce na Q.



Abychom dokazali vyfesit parcidlni diferencialni rovnici s nehladkymi daty a prekonali limity

klasické teorie, zobecnime predstavu feSeni oslabenim podminek diferencovatelnosti u.

Definice 1
Necht aijELoo(.Q), i,jZl,...,n, biELw(.Q), i=1,...,n, CELOO(.Q) a necht fELQ(.Q).
Funkce u€Hy(Q) spliwjici
Zf 5“avd Zfb —vdx
i,j=1 Q =1 Q
f x)uvdx= ff x)dx VVEH 0(Q) (2.4)
Q
nazyvame slabym resenim rovnice (2.3). Vsechny parcialni derivace v (2.4) musime chapat ve

smyslu slabé derivace.

Je zfejmé, ze pokud existuje klasické feSeni, pak existuje i slabé feSeni. Naopak ale tvrzeni
neplati. Jestlize ma tuloha slabé feSeni, nemusi byt dostatecn¢ hladké, aby bylo zaroven
klasickym feSenim. Naptiklad tloha (A) ma jednoznacné slabé feSeni u€H é(Q) , presto nema
klasicke feSeni.

Pro zjednoduseni zavedeme nésledujici znaceni:

a(w,v):i_: f aij(x)%%dx+i f bi(x)%v dx+£ c(x)uvdx (2.5)
l(v)=£f(x)v(x)dx- 2.6)

S timto znacenim mizeme piepsat tlohu (2.4) nasledovné:
nalezndte u€ H,(Q) tak, aby platilo a(u,v)=I(v) VveH,(Q).
Nebudeme dokazovat existenci a jednoznacnost feSeni, k tomu jen vyuZijeme vétu

z funkcionalni analyzy. VSechny pfedpoklady jsou splnény.



Véta 2 (Laxova-Milgramova )
Predpokladejme, ze V je redlny Hilbertiv prostor s normou |||l Necht a(.,.) je takovd
bilinedrni forma na V x V, aby platilo:

(@) Jc,>0 YvelV a(v,v)zcv|

.
() Ac,>0 Vv, welV |alv,w)=c[w|, v,
anechtje 1(v)EV" linedrni funkciondl na V tak, e
(c) Ae,>0 YvelV |I(v)|<c,|vll,.
Pak existuje prave jedno u€V tak, ze
a(u,v)=I(v) VYvevr,

navic plati stabilita reSeni

1
<—\!| -
e | . 1, .

2.3 Aproximace ulohy, diskretizace oblasti
V prvnim kroku konstrukce MKP eliptického problému (2.3) pievedeme tilohu na jeji slabou
formulaci:
naleznéte u€V tak, aby platilo a(u,v)=I(v) Vver, (P)

kde ¥ je prostor feseni (napiiklad H () pro homogenni Dirichletovu okrajovou podminku),
a(.,.) je bilinearni funkcional na ¥ x ¥V, a I(.) je linearni funkcional na ¥ (napiiklad (2.5)
a(2.6)). Ve druhém kroku konstrukce nahradime prostor V z problému (P)
kone¢né-dimenzionalnim podprostorem V,<V, ktery je slozen ze spojitych, po Eastech
linearnich funkci asociovanych s délenim zkoumané oblasti. Uvazujme tedy nasledujici
aproximaci problému (P):

naleznéte u,EV, tak, aby platilo a(u,,v,)=Il(v,) Vv,EV,. (Py)
Predpokladejme naptiklad, ze

dimV,=Na Vh:span{(p],...,(p,v},

kde maji linearné nezavislé bazové funkce @;,i=1,..., N dostate¢ng ,,maly* nosi¢. Vyjadiime

aproximované feseni u, z hlediska bazovych funkei @; :

uh<x>:§ U,@i(x), ()

kde zavedeme U, i = 1,...,N(h).



Obr. 2.1: Rozdéleni (triangulace) oblasti Q .

Obrazek triangulace pouzit z [4].

Pak mtizeme ptepsat problém (Py) takto:

naleznéte (U, ...,U VERY tak, aby platilo

2a<<pi,<pj>U,=z<<pA,->,1:1,...,N. (P'y)

Dostaneme systém linearnich rovnic pro U = (U,,...,Uy)" s matici 4=(a(¢p i ®,;)) o rozmérech
N x N. Protoze funkce ¢; maji maly nosi¢, pak bude a(®,,®,) = 0 pro vétsinu dvojic i a j,
takze matice 4 bude fidka. Tato vlastnost je zasadni, jelikozZ mame k dispozici mnoho rychlych
itera¢nich metod pro nalezeni feSeni pro velmi fidké matice. Jakmile vyfeSime problém (P';) pro
U = (U,...,Uy)", rozloZeni (2) nam poskytne pozadovanou aproximaci u. Déle uvedeme
konstrukci MKP na jednoduchém prikladu.
Necht' je € ohrani¢end oblast v |R® s polygonalni hranici 042 ; pak mizeme oblast 0
pfesné pokryt kone€nym poctem trojuhelnikt. Pfedpoklddame, ze kazda dvojice trojuhelniki
triangulace 2 maji spole¢nou bud’ pravé jednu celou hranou, vrchol, nebo jsou disjunktni, jak
je zndzornéno na Obr. 2.1. S kazdym uzlem triangulace asociujeme bazovou funkci ¢, ktera
ma hodnotu 1 v daném uzlu a ma hodnotu 0 v ostatnich uzlech. ¢ je spojita funkce na Q aje
linearni nad kazdym trojuhelnikem, jak je znazornéno na Obr. 2.2.
Vsechny uzly triangulace oblasti Q oéislujme 1,2,...,N a necht jsou @,(x,y),...,¢y(x,»)

ptislusné asociované bazové funkce. Funkce @, ..., ®, jsou linedrn€ nezavislé a jejich obal je

N-dimenzionalni linearni podprostor ¥, prostoru H () .

10



Obr. 2.2: Typicka bazova funkce ¢ konecnych prvki.
Obrazek bazové funkce pouzit z [4].

Uvazujme nasledujici eliptickou okrajovou tlohu:
—-Au=f na {,
u=0 na 0Q.
Zagneme s uvazenim slabé formulace (specialni piipad z kapitoly 2.2, kdy 7=2,a,(x)
pro i=j a a,(x)=0 v jiném piipadé, b,(x)=0 pro vSechna i a ¢(x)=0):
naleznéte u€ H,(Q) tak, aby platilo

Ou0v  Ou Ov
+— VveH (Q
f(@x@x 3y 0 )d dy= ffvdxdy vEH (Q).
Aproximace této ulohy kone¢nymi prvky:
naleznéte u,€V, tak, aby platilo

[ 2802, Ottr OV
O0x Ox 0Oy Oy

)dxdyZJ'fvhdxdy Yv,eV,.
Q
Zapsanim

N
Wl =3 U

mizeme metodu kone¢nych prvki preformulovat nasledujicim zptisobem:

naleznéte (U, ..., U ) ERY tak, aby platilo

ff(pjdxdy pro j=1,..., N.

5% ox t 3y oy )d’Cdy

11



Necht’A = ((l[j), F= (F],...,FN)T,

op, 0, 0P, 0,
ay=a,=[[ 2P0, 9999,
o9\ 0x Ox Oy Oy

F./:J‘f(deXdy’
Q

dxdy,

pak lze aproximaci kone¢nych prvki napsat jako systém linearnich rovnic
AU=F.

v o~ r r ’ . T : : Y ’
Vyfesenim této soustavy ziskame U=(U, ...,U ) , a proto i aproximaci feseni uy.

2.4 Vypocet a konstrukce matic

Ptivodni tlohu tedy aproximujeme systémem linearnich rovnic
AU =F,
kde 4 nazveme globalni matici tuhosti velikosti N x N's prvky

a((pi)(Pj):(v(pilv(Pj):f V(Pi(ny)'V(pj(x)y)dXdy’

avektor F=(F .. F N)T nazveme globalni vektor pravé strany, kde
F=(f.@)=] f(x.y)@ilx, y)dxdy.
Q

Sestaveni matice A4 a vektoru pravé strany F provedeme seCtenim lokalnich pfirdstka
ptislusnych bazovych funkci kazdého trojuhelniku K triangulace oblasti (2. Ocislujeme
vSechny uzly triangulace od 1 do N. Poté ptifadime kazdému trojuhelnik K index £ = 1,...,M.
Kazdy trojuhelnik identifikuje index a trojice vrcholi, kterou sefadime proti sméru hodinovych
rucicek.

Lokalni matice tuhosti 4* trojuhelniku K s indexem k a vrcholy a=(x, y.), b=(xs V1), c=(Xe, Vo),
kterym odpovidaji asociované bazové funkce ®,,P,, P, budou vypadat takto:

k k
a Auy Ay

A'=ld', d, al | kded=[ Ve, (x,y).Vo,(x,y)dxdy
K

k k k
a a a

ca ch cc
kde i,j = a, b, ¢ a lokalni vektor pravé strany F*:

F=[ 5 rh 5 kde f5=[ f(x, y)@,(x, y)dx dy,

kdei=a, b, c.
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Zavedeme funkce g*: IR¥®—R"*", které zobrazi matici 4" na matici 4*".

aa Ay ac
Ak*_ * * * * * * *
s ko ox k% x|
A, App Ay,
* * % * % * *
k k k
* * * %
aca acb acc

*
*
*
*
*
*
*

kde na mistech * budou nuly. Vysledna globalni matice tuhosti 4 pak bude:
M
A=) g"(4").
k=1
Zavedeme funkce #*: R*—R", které zobrazi vektor F* na vektor F*".
e a .. b o ..
* k k k )
e A P A
kde misto * budou nuly. Vysledny vektor pravé strany F bude:
M
F=Y n(F).
k=1
Jakmile méme sestavenou globéalni matici tuhosti 4 i1 vektor pravé strany F' mizeme vyfesit
tlohu AU = F a pomoci U=(U, ...,U,)" ziskime hledanou aproximaci feSeni u,. Samotny
vypocet lokalnich matic tuhosti provedeme transformaci elementu do referen¢nich soutadnic na

referen¢ni trojihelnik, viz Obr. 2.3. Matici 4* spoéteme jako

A*=B"-B* Y |det R*

2

kde |det Rk| je zména objemu trojuhelniku pii transformaci, Y2 je obsah referen¢niho
trojuhelniku a matice B* je transformace gradientd funkci ¢,.®,.®, do referen¢nich
soufadnic. Matice R* a B* vypoé&teme nasledujicimi vzorci:

Xp,—X X.—X,

a’

Yo~ Yas Ye=™Va

Bk:<Rk>T-[j . ﬂ

R'=

’

Transformaci do referencnich soutadnic feSime i vypocet vektoru pravé strany F. Lokalni vektor

pravé strany F* vypocteme pomoci hodnoty funkce f a hodnot funkci ®,,®,, P, v t&zisti

trojuhelniku K o soufadnicich xtk , yf. Diky vhodné konstrukci bazovych funkci bude jejich

wowot v
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1
(0, 0) (1,0) ¢

Obr. 2.3: Referencni trojuhelnik a lokalni soufadnice.

Obrazek pouzit z [4].

Vektor pravé strany F*proto spoteme vzorcem
Fr= (x5 v )%, %, %) v |det R .

Po sestaveni matic ulohy je vhodné aplikovat Dirichletovy podminky. Mame zadany
Dirichletovy podminky u#=0 na 02, jejich aplikace se provadi vynulovanim vSech
nediagonalnim prvkii matice 4 ve vSech fadcich a sloupcich odpovidajicim uzlim triangulace
oblasti 2, které lezi na hranici 0(2.

Podobny postup jako vyse zminény se da aplikovat na rizné problémy. At uz na odlisné typy
rovnic, ruzné okrajové podminky, rizné typy diskretizaci oblasti. Existuji proto rtzné
modifikace metody kone¢nych prvki. Chyba metody je silné zavisla na tvaru jednotlivych
elementd diskretizace zkoumaného objektu. Obecné je potieba, aby vnitfni uhly v radmci
elementu nebyly pfilis$ rozdilné, nevyskytovaly se zadné pfili§ ostré uhly. Proto je nejvhodnéjsi
napiiklad u triangulace pouziti rovnostrannych, nebo pravouhlych trojuhelnikt, kde délka vSech
stran nebude pfili§ rozdilna. Testovani metody a algoritmti feSeni popisované v této praci
probihalo na oblastech nazyvanych ,,platek ementalu* [3], coz je obdélnikova oblast obsahujici
vyfezy ve tvaru kruznice. Pro diskretizaci byl zvolen linearni pravouhly trojuhelnik, kde délky

stran jsou si blizké a proto chyba metody je piijatelna.
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Uvedeme zde nekolik typd elementii pouzivanych pro diskretizace riznych problémi (ptiklady

pouzité z [7]):

i) 1-Dimenzionalni tlohy

Y &
. -

—— -
Obr. 2.4: V tomto obrazku jsou dvé moznosti diskretizace v 1-D. Vlevo je pouzita linearni diskretizace, na
pravém obrazku pak kvadratické diskretizace

ii) 2-Dimenzionalni ulohy

ARAYA

Obr. 2.5: V tomto obrazku je ukazano nékolik moznosti triangulaci. Vlevo je pouzita linearni triangulace, na
prostiednim a pravém obrazku pak dva ptiklady kvadratické triangulace

mnjaiisaial

Obr. 2.6: Zde je ukazana diskretizace pomoci ¢tyfihelniki. Linearni triangulace je na dvou piikladech vlevo, na
dvou prikladech vpravo pak kvadraticka triangulace

iii) 3-Dimenzionalni ulohy

f&' -------- ==

Obr. 2.7: V tomto obrazku jsou ukazany tii ptiklady prostorové diskretizace. Vlevo je diskretizace pomoci Ctyfsténd,
uprostied pomoci pravothlych hranol, vpravo pak pomoci obecnych Sestisténd.

Uzly diskretizaci jsou v obrazcich zobrazeny jako e. Tyto uzly budou slouzit pro konstrukci
bazovych funkei a prostorl pti konkrétnim pouziti diskretizace.

V nasledujici kapitole popiseme kompozitni metodu konecnych prvki.
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Obr. 3.1: Na prvnim obrazku je ptiklad, kdy rozméry oblasti umoziuji vytvofit pocateni pokryti jednoduse
rozdélenim diagonalou na dva trojuhelniky. Jak vidime u druhého obrazku, u této oblasti bychom dostali ptili$ ostry
thel, coz by vedlo ke snizené ptesnosti feseni. Na tfetim obrazku pak vidime vhodné&jsi zptisob pocatecni triangulace

oblasti.

3 Kompozitni metoda koneénych prvki (CFE — Composite

finite elements)

3.1 Diskretizace (triangulace) oblasti a hierarchie siti

V této kapitole Cerpame z Clankt [1] a [3] a pouzivame stejné znaCeni. Diskretizaci oblasti
a tvorbé hierarchie siti se jiz vénovala ma bakalarska prace [2], kterou vyuzijeme pro generaci
nékterych obrazkt. Kvuli konstrukci matice tuhosti a vektoru pravé strany ulohy vSak
potfebujeme kromé diskretizace uvedené v [2] jeSté dalsi informace. V této Casti textu proto
zrekapitulujeme triangulaci oblasti a vSe, co budeme potfebovat pro sestaveni rovnice lohy.
CFE je nekonformni metoda kone¢nych prvki, tj. V,ZV, proto nebudeme definovat
standardni prostory kone¢nych prvku, ale vhodnym zplsobem zahrneme geometrické detaily do
definice bazi prostorii. Predpokladejme, e (QcI|R? ma po &astech hladkou hranici I'=0Q .
Hranice oblasti v§ak mtize obsahovat drobné geometrické detaily, mikrostruktury.

Prvnim krokem triangulace metody kompozitnich kone¢nych prvkil je zkoumanou oblast
rozdelit pomoci pocate¢niho pokryti T, . Toto pokryti mtize byt naptiklad piivodni obdélnikova
oblast rozdélend diagonalou na dva trojuhelniky, coz je vhodné u ¢tvercovych oblasti, nebo
obdélnikovych oblasti blizkych ctverci. Vzhledem k tomu, Ze dal$i kroky triangulace
zachovévaji poméry stran trojuhelnikd z poc¢atecniho pokryti, neni vhodné pro pfili§ vysoké ¢i
uzké oblasti takto postupovat. Mohli bychom dostat nevhodny pomér stran trojuhelniku. Proto
rozdélime oblast radéji na vice trojihelnikt tak, at’ vytvofime co nejlep$i poméry stran,

viz Obr. 3.1.
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Obr.3.2:Sit T; , kde by = 2.

Pocatecni pokryti T, nemtze byt brano jako aproximace hranice oblasti, ale splituje pouze
rovnost 2cdom T, . Oznadenim dom T rozumime vnitiek oblasti pokryté siti T :

Kct

dom T =int

V dalsi fazi vytvoiime hierarchii siti {T[}QS/S ;  tak, Ze budeme triangulovat oblast (2 aZ na

min

urovef 1, zjemiovanim trojihelnikdi poc¢ate¢niho pokryti T, oblasti €2, které lezi uvnitf

oblasti a také téch trojuhelnikd, které protinaji hranici I". Tim mimo jiné dostaneme i sit’ T;

ktera je zobrazena na Obr 3.2. Zjemnovani trojuhelniku K probiha tak, Ze jej rozdélime pomoci
stiednich pticek (spojenim stfedl stran) na 4 trojuhelniky (Ki.), které dédi tvar ptivodniho
trojuhelniku a navic plati:

k=(U_ K|

i=1,..4

. o : . . . .. . .
Dale pak vytvotime hierarchii 1T1};mm< 1<1,, , které reprezentuji hranici I" oblasti (2, a proto je
budeme oznacovat jako hrani¢ni sit€. Nejjemnéjsi hrani¢ni sitt T; by méla reprezentovat

hranici oblasti s dostate¢nou ptesnosti. To znamend, Ze miZzeme hranici I' dostate¢né piesné

aproximovat uzitim hran prvkl lezicich na této hranici, viz Obr. 3.3. VySe zminénou hierarchii
hrani¢nich siti vytvofime tak, Ze vZdy budeme zjemnovat ty trojihelniky sit¢ T; , které

protinaji hranici I' anelezi vné oblasti {2 . Pouzijeme stejny princip zjemiiovani jako u tvorby

17



4

Obr. 3.3: Priklad hrani¢ni sit¢ T; , kde .. = 7, reprezentace okraje je jiz velice presna.

sit¢ T, , ale u kazdého zjemnéného trojihelniku si budeme pamatovat jeho potomky,
tj. trojuhelniky vzniklé jeho zjemnénim. V algoritmu pak pouzijeme opacny postup, u kazdého
nove vzniklého trojuhelniku si budeme pamatovat, ze kterého trojuhelniku vznikl. To je dtlezité
pti konstrukei bazovych funkci a pro vypocet a konstrukci matic tilohy.

Nyni slou¢ime sit’ T; s hierarchii hrani¢nich siti tak, Ze z kazdé sit€ po€inaje T; vybereme
ty trojuhelniky K, které nelezi vné oblasti (2 a které nemaji potomky. Tzn. neexistuje

r

trojuhelnik z vyssi sité, ktery by vznikl délenim tohoto trojuhelniku, viz Obr. 3.4. Tuto

, ’ s CFE ror o v o v v
vyslednou sit’ ozna¢ime T, a nazveme siti kompozitnich kone¢nych prvk. Mnozinu vSech

min

. < CFE . e ot : : . .
uzll sit€ oznaéme @, . Tato sit’ representuje presné rozdéleni oblasti (2 , i kdyz v obecném

piipadé nemuze byt povazovana za klasickou sit’ kone¢nych prvki, protoze se v siti objevuji
visici uzly a sit’ je vysoce nerovnomérna. Zdiraznéme, Ze jemnéjsi rozdéleni oblasti 2 pobliz
hranice I’ je potiebné k definovani bazovych funkci a urceni jejich nosi¢t. S kazdym uzlem
této vysledné sit€¢ bude asociovana jedna bazova funkce. Ke konstrukci téchto bazovych funkeci
pouzitym algoritmem nam vySe zminény postup nebude stacit. Bude nutné vytvofit jesté jednu

hierarchii siti {1_',}, <i<1, . Tuto hierarchii vytvofime tak, Ze nebudeme d¢lit pouze ty

trojuhelniky K sit¢ T, , které nelezi vn¢ oblasti (2 a protinaji hranici, ale také vSechny

trojuhelniky sousedni.
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f2

Obr. 3.4: Piiklad sit¢ TC ", kde by =2 a by = 6.

min

Sousednim trojuhelnikem K' trojihelniku K nazveme takovy trojuhelnik, ktery je ze stejné sité
aspliiuje KNK'# & , tzn maji spolecny alespoii jeden vrchol. Je ziejmé, ze {TZ}C{‘T'I} pro
kazdé /, proto je efektivnéjsi vytvoftit nejdiive hierarchii siti {'_r,} a z té poté¢ vyextrahovat
{T,} . To je v algoritmu feseno tak, Ze si pro kazdy trojuhelnik K pamatujeme diivod zjemnéni.
Zda-li ptimo protinal hranici, nebo hranici protinal jeho soused. Pomoci této informace snadno

sestavime z této sit€¢ CFE sit’. Stejnym zpisobem jako jsme tvofili sit’ T,CFE pak vytvofime sit’

in

—CFE v . y = CFE . . . o
T, . MnozZinu vSech uzll sité oznaéme @, " . Pro konstrukci kompozitnich kone¢nych prvki

rrrrrrrrrr

budeme jesté¢ potiebovat jeden typ siti. Podmnoziny siti {T/}/m,,,s/s/,,m , které obsahuji jen ty
trojuhelniky, které lezi uvnité oblasti (2 oznadime T » a definujeme je jako

7,,={K€T,|K nema 7adné potomky|. V nasledujici sekci se budeme zabyvat definici
bazovych funkci CFE, kde osvétlime, proC je tfeba dé€lit i trojuhelniky sousedni a dale se

budeme zabyvat konstrukci prostortt CFE.
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3.2 Tvorba bazovych funkci

U klasické metody konecnych prvki mela kazdd bazova funkce spolecnou c¢ast nosice
maximalné s tolika jinymi bazovymi funkcemi, s kolika uzly byl uzel asociovany touto bazovou
funkci spojen spole¢nou hranou. U kompozitnich kone¢nych prvki toto neplati. To sice
znamend, ze vysledna matice tuhosti 4 bude méné fidka, nez u klasické metody, ale to je cena
za to, ze snizime dimenzi Glohy pfi stejné presnosti na hranici i o nékolik fada. Jak tedy budou
vypadat bazové funkce u kompozitni metody koneénych prvkl popiSeme v tomto odstavci.
Kazda bazova funkce bude na prvni pohled vypadat stejné jako u klasické metody, tj. jako na
Obr. 2.9. Rozdil ale bude v tom, Ze funkce asociované s uzly vzniklych na riiznych urovnich
budou mit rizné velikosti nosici, jak je zobrazeno na Obr. 3.5. Nosicem kazdé bazové funkce
bude sjednoceni vSech potomk trojuhelnikti, které¢ vznikly na stejné tirovni jako uzel piislusny

této funkci, mimo trojuhelniky leZicich vné oblasti (2 . Na Obr. 3.6 je zobrazen piiklad ¢asti

.« _CFE 1w g wags sy =CFE ..
sit¢ T; ~ (vlevo) a zobrazeni piislusné c¢asti sit€ T, = (vpravo). Barevné jsou zde zobrazeny
nosice bazovych funkci asociovanych s uzly X a 8.

’ ’ CFE . Lo v 1z s 71,0 ’
Béazové funkce ¢y = bude linearni na kazdém z trojuhelnikti, bude nabyvat hodnoty 1 na uzlu

X a bude mit hodnotu 0 na uzlech 1-6. Hodnota na uzlech 7-13 se da zjistit jednoduchou

interpolaci hodnot sousednich uzlt. Bdzova funkce (pSCFE bude nabyvat hodnoty 1 na uzlu 8
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X 3] 1 X 12 3
1 2 1 2

Obr. 3.6: Ukazka nosi¢i bazovych funkei (p(}:{FE a (ngE na sitich . TICFE (vlevo) a T'ICFE (vpravo).

a hodnoty 0 na ostatnich uzlech. Bude také linearni na kazdém trojihelniku sité ‘T'ICI_FE a po

¢astech linearni na kazdém trojuhelniku sité TICFE . S uzly X a 1-9, které jsou uzly obou siti

nin

nebudou zadné bazové funkce asociovany. Slouzi k urCeni nosi¢e bdzovych funkci
asociovanymi s uzly 7-9. Na Obr. 3.6 je nosi¢ bazové funkce (p)C(FE zobrazen Sed¢ (tmave
isvétle Sedd) a nosic bazové funkce (ngE je zobrazen tmavé Sedou barvou. Dva bilé
trojuhelniky uvnitié Cerveného obdélniku znaci elementy vné oblasti {2 . Nad témito elementy
nebudou zadné bazové funkce definovany. Nosi¢ funkce (p)C(FE bude sjednoceni trojuhelnikii
{1,2.X}, {2.3.X}, {X.34}, {X.5.6}, {X,7.8} a {7,4,9}. Nosi¢ funkce ¢y~ bude sjednoceni
trojahelnikt {X,7,8}, {X,8,11}, {8,10,11}, a {8,5,10} Prinikem nosi¢t funkci @5~ a @y "
bude nosic¢ (pSCFE.

V predchozim casti kapitoly jsme vygenerovali hierarchii hrani¢nich siti {Tz}zmm<zglm
reprezentujici hranici I' oblasti {2 a hierarchii uplnych siti {T[}OSIS[ ., které pokryvaji oblast

min

€2 . Na t&chto sitich kone¢nych prvki T (bud’ na hrani¢nich, nebo iplnych) mizeme definovat
standardni prostory koneénych prvki S,

S.=(veR‘(domT)|V Ke€T:v|, je po &stech linearni | .
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Obr. 3.7: Cast hranice I’ 1 je zobrazena Cernou barvou a Cést r » je zobrazena Cervenou barvou.

3.3 Sestaveni matice tuhosti a vektoru pravé strany ulohy

Sestaveni systému rovnic uvedeme na piikladu eliptické okrajové tlohy s homogennimi
Dirichletovymi podminkami na hranici. Necht mame oblast (2 tvaru ,,platku ementalu*,
viz [3]. To znamend, ze je obdélnikového tvaru a ma kruhové vyiezy. Mé&me hranici 02
rozdélenou na I'y al’,, kde I', odpovidd okraji obdélniku a I', odpovidd okrajim
kruhovych vytezd, jak je zobrazeno na Obr.3.7.

UvaZzujme nasledujici eliptickou okrajovou ulohu s homogennimi Dirichletovymi podminkami:
—-Au=f na Q,

u=0 na I,

Uvazujme CFE diskretizaci oblasti (2 . Mame sit’ T,CFE , ktera obsahuje M elementti a mnozinu

nin

CFE o o ’ —CFE , . A o v ~\CFE sror
O, " obsahujici N uzld, sit T,” ", kterd obsahuje M elementd a mnozinu ®; = obsahujici

Y o ... _CFE . - CFE . L. o
N uzli. Na siti T, = sestrojime bazové funkce ¢, =, kde i = 1,....N. M&me aproximaci

slabého feseni u;, zapsanou nasledujicim zptisobem:

uh(xry):ZUi(pi(x:y) .

i=1
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Méme tedy nalézt U=(U, ...U v) ER" tak, aby platilo
AU =F,
kde A=(a;), F=(F, .., F,)",
CFE CFE CFE CFE
op;, 0p; op, " 09,

a'j:aﬁ:£ ox 0x oy 0Oy

F,= [ foSaxdy.
Q

dxdy,

V této Casti si popiSeme sestaveni matice 4 o velikosti N x N a sestaveni vektoru pravé strany F.

Pro kazdy prvek K sité ?,CFE s indexem k=1,..., M sestavime lokalni matici tuhosti A"

;;;;;

a lokélni vektor pravé strany £ k. Pro sestaveni matice A’; budeme potiebovat najit vSechny

bazové funkce, které nemaji nad prvkem K nulovou hodnotu. Tyto funkce nalezneme tak, e

postupné hledame predky prvku K aZ po troven ., Uzel predka prvku K sité '_r,CFE

. . . r r r CFE r v v
s indexem 7 bude asociovan s bazovou funkci ;" , pokud uzel bude zaroven prvkem mnoZiny

@,CFE. Podle hladiny, na které prvek K vznikl pfi triangulaci, a podle umisténi uvniti oblasti

rrrrr

mize takovych uzld byt podstatné vice, nez jen tfi, jak bylo u klasické MKP. Sefad'me indexy

takto nalezenych uzli a oznacme je ij, i5,... . Témto uzlim bude odpovidat X bazovych funkci

CFE

@ " i=1i, iy ..., iy, které nabyvaji nenulové hodnoty nad prvkem K . Matice AFeR X

pro prvek K bude vypadat takto:

Prvky matice spocitame timto vzorcem:

ai:[fV(pl.CFE(x,y).V(pfFE(x,y)dxdy, kde i, j=i,, iy, ...iy
X

I , , .. T .. T *
Zavedeme funkce g*: R —R"", které zobrazi matici 4* na matici 4*".

A

*
*
*
*
*

AN
=1
*
1
* *
<
* =
* *
* :'Q»
* *

*
[
*
[
-~
*

Sl

*
*
*
*
*

kde na mistech * budou nuly.
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Vyslednou matici tuhosti 4 pak spo¢teme pomoci:

Il
M=
0Q
Py

Vektor F k cR" bude vypadat takto:

Fr=[ /5 fF L], kde ff;[f(x,y)(picFE(x,y)dxdy,kdei:il,iz,...,iX‘
K

Zavedeme funkce A*: RY —R”, které zobrazi vektor F* navektor F** takto:
N T A
F*= [* £Eow gk *]
kde misto * budou nuly. Vysledny vektor pravé strany F pak bude:

F=Y n(FY.

M=

k=1

Jakmile mame sestavenou globalni matici tuhosti 4 i vektor pravé strany F' mizeme vyfesSit
Glohu AU = F a pomoci U=(U,...,U )" ziskame hledanou aproximaci feseni u,. Samotny

vypocet lokalnich matic tuhosti provedeme transformaci elementu do referen¢nich soufadnic na

referencni trojuhelnik, viz Obr. 2.3. Krom¢ transformace objemu elementu budeme jesté
potfebovat transformace gradientl jednotlivych bazovych funkci. Prvky matice A"
elementu K suzly X=(xy, vy), Y=(xy, vy), Z=(xz y) spoéteme takto:

al=b"-b'Ys-

|del RE| je zména objemu trojuhelniku pfi transformaci, 2 je obsah referen¢niho
trojtthelniku a p’ a p’ jsou prvky matic B’ a B’, coz jsou transformaéni matice elementu 1,
resp. J, gradientu funkce @;, resp. @;, kde ij = a,b,c,... do referen¢nich souradnic. Element 7,
resp. J, je predek prvku K z hladiny, na které vznikl uzel i, resp. j. Piiklad je zobrazen na
Obr. 3.8. Matici R’; ziskame takto:

Xy =Xy Xz7Xx
Yr=Vx YVz= Vx|

1 0]
0 1)

kde ma element /uzly X'=(x’,y%), Y'= xé,yé Z'=(x},y%). Vektor p' pak odpovida

Rf=

Matici B’,resp. B’ spoéteme timto vzorcem:

prislusnému sloupci matice B’.
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Obr. 3.8: Na obrazku je zobrazena ukdazkova triangulace. Trojuhelniky {1,7,9}, {7,8,9}, {7,4,8} a {9,8,6} vznikly
zjemnénim trojuhelniku {1,4,6}. Ten spolu s {4,2,5}, {4,5,6} a {6,5,3} vznikl zjemnénim trojuhelniku {1,2,3}. Mame
spocitat matici tuhosti pro prvek K s indexem k . Nenulovou hodnotu na tomto prvku budou mit bazové funkce

@1, P2, P3Py P Ps a Py . Matice AF proto bude mit rozmér 7 x 7, tomu odpovidaji Fadky a sloupce matice s

indexy 1,...,7. Prvek matice A pro uzly 1 a 4 spocitame pomoci vzorce af4= b'"b" 1/z-|a'et R , kde element I je

trojuhelnik {1,4,6} a element J je trojuhelnik {1,2,3}.

Matici R’ vypocitame takto:

I VY
R'= Xy— Xy Xz7 Xy

- .1 I I I
Yy=Vx Vz7Vx

; - ¥ c v sy k f1r
Transformaci do referen¢nich soufadnice feSime i vypocet vektoru F. Prvek f; lokalniho

vvvvv

X tI_{ :(xf, yt’; ) trojuhelniku K . Hodnotu bazové funkce @; v t&zisti X tk spocitame jako
primérnou hodnotu funkce @, v uzlech X, Y a Z trojuhelniku K . Hodnoty funkce @,

v uzlech X, Y a Z mizeme ziskat napiiklad jednoduchou interpolaci. Prvek f f_c proto spo¢teme

vzZorcem:

@, (X)+@,(Y)+,(
3

e z
fi{:f(xf,ytk) ) -1/2-|detRk| .
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4 Pouzité algoritmy a priklady

4.1 Algoritmy

Testovaci algoritmus, ktery slouzi k feSeni zadané ulohy

—Au=1 na Q,
u=0 na I,
ou
—=0nal,,
ov 2

se sklada z n¢kolika zakladnich krokti. Spousti se s parametry /,;,a [u.. Tyto kroky jsou:
* nacteni oblasti, podminky pifesnosti ( / - kviili pocateCnimu pokryti)
* vytvoreni pocate¢niho pokryti podle £
* vytvoreni hierarchie uplnych siti {Tz}ogslm , po kazdém kroku zjemiiovani provedeme

redukei sité o elementy lezici mimo oblast (uvniti kruhovych vytezl)

;;;;;;;;;;
rrrrr

zzzzz

e vypocet matice tlohy 4 sectenim lokalnich matic pro v§echny elementy sité T;

rrrrr

* vypodet vektoru pravé strany F seftenim lokalnich vektordi elementd sit€ T,
(vypocet 4 a F probiha v algoritmu jedné metod¢)

» aplikace okrajovych podminek

e vyfeSeni soustavy AU=F

* vypocet feseni uy,

*  vykresleni feSeni
V této ¢asti textu se budeme zabyvat ukazkou jednotlivych algoritml. Pro formulaci nékterych
algoritmti pouzijeme pseudo-programatorsky jazyk. Nejprve tedy popiSeme pozadavky na
zadani Glohy. Zkoumana oblast se naditd z textového souboru, kde prvni hodnota je pocet
kruhovych vytezli, dalsi fadky pak odpovidaji témto vyiezim zadanym soutadnici stfedu

a polomérem, coz nam uréi I',, daldi fadek odpovidd zadanému 4 a posledni dva pak

odpovidaji rohovym bodi, obdélniku uréujicimi I, .
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Obr. 4.1: Na obrazku je zadana oblast tfikrat $irSi nez vyssi. Pfi nevhodné zadaném s bychom mobhli ziskat elementy
nevyhovujiciho tvaru, pfili§ ostré thly. V tomto pfipadé mame /s zadané jako kratsi ze stran obdélniku a proto pocet
déleni vysky(ny) bude 1 a $ifky (nx) bude 3. VSimnéte si, Ze mame mnohem lepsi tvary elementtl, nez kdybychom

délili oblast pouze diagondlou (nx =ny = 1).

Dalsim krokem je vytvoteni poc¢atecniho pokryti podle zadaného 4

metoda init_grid( 2 , /)
nx = pocet déleni sitky oblasti
ny = pocet déleni vysky oblasti, viz. Obr. 4.1.
for i=0 to ny
for j =0 to nx
vytvor_uzel — vytvori uzel odpovidajici souradnicim (i,j) na Obr. 4.1 a nastavi jeho
urover na hodnotu 0
vytvol_prvky — vytvori dva prvky, pokud i,j > 0
vytvor_hrany — vytvori prislusné hrany
end for
end for
end

V dal$im kroku tvofime hierarchii uplnych siti {Tl}og 1<1,, algoritmem:

metoda refine_full(uzly, hrany, prvky, hladina)
for i =1 to pocet_hran
vytvol uzel — wvytvori uzel uprostied hrany i a nastavi jeho uroven na hodnotu
(hladina+1)
vytvot hrany — vytvori dvé hrany rozpiilenim hrany i
end for
for i=1 to pocet prvkl
vytvot _hrany — vytvori 3 hrany spojenim stredui stran, uzly jiz vznikly v predchozim cyklu
vytvol_prvky — wytvori 4 prvky spojenim stiedii stran trojuhelniku i a nastavi, Ze vznikly z
prvku o indexu i
end for
end
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Tento algoritmus volame od 0 az do hladiny /,.;.

delit:

metoda refine_setup(uzly, hrany, prvky, hladina, I',)
for i =1 to pocet_prvkl

uréi_déleni — oznaci, zda prvek i lezi na hranici I, a tedy jestli jej budeme délit
end for
for i =1 to pocet prvkl

ur¢i_sousedstvi — oznaci, zda prvek i sousedi s nékterym prvkem urcenym k déleni
end for
end

Po této metod¢ zavolame metodu k déleni prvki:

metoda refine(uzly, hrany, prvky, hladina)
for i =1 to pocet_hran
if délit - pokud je hrana soucasti prvku urcenému k déleni
vytvol_uzel — vytvori uzel uprostied hrany i a nastavi jeho uroven na hodnotu
(hladina+1)
end if
end for
for i =1 to pocet prvkl
if délit - pokud je prvek urceném k déleni
vytvol_hrany — vytvori 3 hrany spojenim stiedii stran
vytvot prvky — vytvori 4 prvky a nastavi, ze vznikly z prvku i
end if
end for
end

Tento postup opakujeme od urovng /,;,, + 1 az po L.
Nyni sestavime CFE sit’ T,CI_FE . Soucasti této sité budou vSechny prvky, které¢ nemaji potomky a
ty, které sice maji potomky, ale byly rozdéleny kvuli sousedstvi, nikoliv, Ze by protinali hranici

r,.

Sit’ '?,CFE bude obsahovat vSechny prvky, které nemaji potomky.

xxxxx

::::::

jako N uzly. Vzhledem k tomu, ze mame zadany homogenni Neumannovy podminky, tak
neménime vypocet matic ulohy. Aplikace Dirichletovych podminek ndm ovSem usetii nékolik

vypoctil prvkt matice tlohy.
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Funkce f'bude vzhledem k zadani vektor jednicek. Matici 4 a vektor pravé strany F sestavime

timto algoritmem:

rrrrrrrrrrr

ptiprav_indexy — pripravi indexy uzli, ke kterym maji prislusné asociované bdzové
funkce nenulovou hodnotu nad timto prvkem
for j = pocCet_indexil
uréi_index i

; —index 1; odpovida j-tému indexu z pripravenych

vypodti fﬁ —viz kapitola 3.3
F(i;)=F(i;)+ fi/ - pFicte hodnotu k prislusné hodnoté vektoru F
for k = pocet_indexti
if (j ==Kk) nebo (j a k nejsou D uzly) — aplikace Dirichletovych podminek
ur¢i_index_ I, —index i, odpovida k-tému indexu z pripravenych
vypocti aﬁl i, — Viz kapitola 3.3
A(L; ) =A(L;, i) + ap
end if
end for
end for

end for

end

Nyni jiz sta&i vyfesit soustavu AU=F. Dostaneme U=(U, ...,U,)" a pomoci

N
u,(x,7)=2, U, (x,)
i=1
vyjadiime hledanou aproximaci feseni ;.
Nyni uz zbyva jen vykreslit vysledné feSeni. To provadime vykreslovanim jednotlivych
trojuhelnikd site TZCFE do jednoho grafu. Nékolik konkrétnich ptikladd ukazeme v nasledujici

Casti textu, v¢etné nékolika vykresleni vyslednych graft.
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fObr. 4.2: Na prvnim fadku obrazku je zobrazena ,klasicka“ triangulace zevnitf, na druhém fadku je pak zobrazena

triangulace z vnéjsku kruhovych vytezi, jak jsme pouzili v ukdzkovém ptikladu.

4.2 Priklad reSeni Poissonovy ulohy na oblasti se tfemi vyrezy
) r yr . V. , . I CFE —CFE ~
V ukazkovém prikladu je pouzita ukazka, kdy jsou sit¢ T, ~ a T, = tvofeny tak, abychom se

k ¢asti okraje I', blizili volbou /,. z vné&jsku kruhovych vytezi, viz Obr. 4.2, a ne zevniti, jak
je popsano vyse. Rozdil je nepatrny a pro ilustraci je tento postup vhodnéjsi. Uvedeme priklad

pro nasledujici Poissonovu okrajovou tlohu s homogennimi Dirichletovymi a Neumannovymi

podminkami:
—Au=1 na Q,
gt
ov

Mgé&jme oblast (2 tvaru étverce o strané 1 a obsahujici nékolik kruhovych vyiezl, viz. Obr 4.3.

CFE diskretizaci oblasti (2, kdy mame zadano h=1, 1,,=5 a 1,,=8, viz. Obr 4.4, mame

vytvorenou sit’ TSCFE , ktera obsahuje M = 3063 elementd a N = 1912 uzll. Sestavime bazové

CFE . v . . ’ v v ’
funkce ;" ", kde i = 1,...,N. Méjme aproximaci slabého feSeni u;.

N
w,(x,y)=2 U (x,y).
i=1

Matice A ma velikost 1912 x 1912, proto na Obr. 4.5 zobrazime jen nahled na jeji nenulové

prvky.
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Obr. 4.3: Na obrazku je oblast (2 , ktera je definovand jako Q — f) , kde f) :{O)] }X { 0,1} a ,(02 je

sjednocenti tif kruhovych oblasti. Na obrazku je zobrazeno pocate¢ni pokryti T, (trojihelniky {1,3,4} a {1,4,2}).
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Obr. 4.4: Na obrazku je zobrazena CFE sit’ TSCFE . Je zfejmé, Ze je vnitiek oblasti reprezentovan s dostate¢nou

presnosti, ale na pfesnou reprezentaci ¢asti hranice r , bylo vhodné diskretizovat jemn&j$imi trojihelniky.

Vysledné feseni této tlohy ukdZeme na né€kolika obrazcich. Na Obr. 4.6 je zobrazeno feSeni,
kde je interpolovana barva jednotlivych elementl, podle rozsahu feSeni a je zde zobrazena
stupnice hodnot. Na Obr. 4.7 je zobrazeno feseni, které je interpolovano postupné pies celou
oblast. Na Obr. 4.8 je zobrazen 3D graf vysledného feSeni vykreslen po jednotlivych
elementech. Diky nekonformnosti triangulace obsahuje 3D graf né¢kolik otvorl, protoze je

vykreslovan pies elementy.
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Obr. 4.5: Na obrazku jsou zobrazeny nenulové prvky matice 4. V matici, ktera obsahuje pies 3 miliony prvku je jich
nenulovych jen 14428. Ridkost matice je zpisobena nejen konstrukci bazovych funkei, ale i aplikaci Dirichletovy

homogenni podminky.
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Obr. 4.6: Jeden z ptikladl prezentace feseni. Je zde zobrazena stupnice hodnot feseni. Jednotlivé elementy maji

barvu podle primérné hodnoty vrcholl tohoto elementu.
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Obr. 4.7: Zde je zobrazeno hladké stinovéni feeni. Cernymi kruznicemi je zobrazena skutetné hranice I’ 5.
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Obr. 4.8: Na této dvojici obrazki je zobrazeno feSeni véetné triangulace. V levé ¢asti je klasické 2D zobrazeni,

vpravo je pak 3D zobrazeni, kde je v nejbliz§im rohu vidét n€kolik otvorti vzniklych nekonformnosti triangulace.
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4.3 Priklad reSeni Poissonovy ulohy na oblasti s péti vyiezy

vvvvvv

Zde uvedeme Poissonovu okrajovou tlohu (@) pro oblast Q se slozit&jsi hranici I, oproti
piikladu z kapitoly 4.2. Oblast tohoto ptikladu je Q=0Q—Q , kde Q ={0,1}x{0,1} a Q je
sjednocenti tii vétsich kruhovych vytfezli a dvou mensich. Tento piiklad dobfe ilustruje jaky ma
geometrie oblasti vliv na prihyb membrany a jaky vliv ma homogenni Neumannova podminka
na hranici I', . P¥i homogenni Neumannové podmince musi byt izolinie (vrstevnice) kolmé na

tuto hranici v kazdém jejim bod¢€, coz je nejlépe patrné z Obr. 4.9 . Na Obr. 4.10 je pak 3D

zobrazeni prihybu membrany. Vysledné feseni je pro hodnoty 2=1, /,;,=5 a [,,,=8.
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Obr. 4.10: Prohnuti membrany ve 3D pohledu.
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5 Zavér

Studiem metody kompozitnich kone¢nych prvki jsem stravil a jesté stravim mnoho casu. Tato
metoda umoznuje feSeni mnohych uloh s takovou piesnosti, kterd neni jinymi metodami
dosazitelna, at’ uz z hlediska vypocetni ¢i ¢asové narocnosti. Konstrukce této metody ale neni
jednoduchd a je tfeba najit vhodny kompromis volby /.., a .. tak, aby metoda byla jesté
efektivni pro kazdou ulohu zvlast. Pii vysokém /,; mizeme obdrzet ptili§ mnoho neznamych,
pfi nizkém snizujeme piresnost na oblasti dale od okraje a sice snizime pocet neznamych,
zvySime ale procentualni pocet nenulovych prvki matice Glohy.

M¢ studium této metody se tykalo jen specifického problému, Poissonovy rovnice
s homogennimi Dirichletovymi a Neumannovymi podminkami. Navic na oblasti s jasné
definovanymi geometrickymi detaily. Proto je pfede mnou jest¢ spoustu prace pii studiu této
metody pro obecngj$i ulohy. Program metody jsem postavil tak, aby se dalo vyménou
jednotlivych komponent algoritmu pfizpasobit program na jakoukoliv Glohu. Napfiklad hranice
by mohla byt mnohem komplikovanéjsi a v programu by stacilo prepsat metodu pro uréeni, zda
prvek protina hranici. Ptizplisobit program na oblasti, které budou mit komplikovangjsi tvar nez
obdélnik se da také jednoduse, jen tipravou metody tvorby pocatecniho pokryti. Také sestaveni
linearniho systému ulohy pro jiné nez Poissonovy ulohy by znamenal pouze Upravu vypoctu
lokalni matice a vektoru pravé strany pro dany element.

Pro rozsahlé ulohy a vysoké presnosti /,;, a /.. by bylo vhodné problém paralelizovat, naptiklad
rozdelenim oblasti na nékolik ¢asti.

Budu se proto zabyvat studiem této metody 1 v budoucnu, at’ uz jeji aplikaci na komplikovangjsi

problémy nebo na jeji 3-dimenzionalni variantou.
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