VSB - Technicka univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky

DIPLOMOVA PRACE

2005 Marie Sadowska



VSB - Technicka univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikované matematiky

Reseni variacnich nerovnic pomoci
hranicnich integralnich rovnic

2005 Marie Sadowska



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou praci vypracovala samostatné. Uvedla jsem vSechny literarni
prameny a publikace, ze kterych jsem cCerpala.

V Ostravé 10. kvétna 2005



Abstrakt

V této praci je predstaveno feseni 2D Signoriniho tlohy pomoci Symmetric Galerkin Boundary
Element Method. Tato metoda je zalozena na vété o tfech potencidlech, symetrické reprezentaci
Steklovova-Poincarého operatoru a aproximaci inverze operatoru jednoduché vrstvy. Diskretizace
hrani¢ni slabé formulace problému tak vede na tlohu minimalizace energetického funkcionalu. Du-
alni tloha k tomuto minimaliza¢nimu problému je dale fesena pomoci algoritmu kvadratického
programovani s proporcionalizaci a projekcemi. Nakonec jsou uvedeny numerické experimenty.

Klicova slova: Boundary Element Method, Steklovuv-Poincarého operator, Signoriniho tloha,
kvadratické programovani

Abstract

In this work Symmetric Galerkin Boundary Element Method for 2D Signorini problem is pre-
sented. This method is based on a theorem about three potentials, a symmetric representation
of Steklov-Poincaré operator and an approximation of an inverse of single layer operator. A dis-
cretization of a boundary weak formulation of the problem then leads to an energetic functional
minimization problem. A dual problem to this minimization problem is solved using a quadratic
programming algorithm with proportioning and projections. Also, numerical experiments are gi-
ven.

Keywords: Boundary Element Method, Steklov-Poincaré operator, Signorini problem, quadratic
programming
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pouzitych zkratek a symbolu

Boundary Element Method (metoda hrani¢nich prvki),
Finite Element Method (metoda koneénjych prvki),
Fast Fourier Transform (rychld Fourierova transformace),

hranice mnoziny £2,

uzaveér mnoziny {2,

mnozina vSech prirozenych cisel,

n-rozmérny euklidovsky prostor, n € N,

mnozina vSech redlnych cisel,

mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel,

prostor vSech redlnych matic fadu m x n, m,n € N,
prostor vSech redlnych funkci se spojitymi derivacemi na mnoziné )
do n-tého fadu véetné, n € N U {0},

prostor vSech redlnych funkei se spojitymi derivacemi vSech fada
na mnoziné €,

prostor vSech realnych spojitych funkci na mnoziné €2,
skaldrni soudin v Lebesgueové prostoru L2(99),
skalarni sou¢in v R”,

euklidovska norma v R",

Laplacetiv operator,

gradient funkce wu,

restrikce funkce v na mnozinu 2,

duélni prostor k prostoru X,

linearni obal mnoziny M,

primér mnoziny M,

nosi¢ funkce f,

identické zobrazeni,

symbol pro transponovani vektoru nebo matice.
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1 Uvod.

Boundary Element Method (BEM) pfedstavuje alternativu k Finite Element Method (FEM),
kterd je dnes nejuzivanéjsi metodou matematického modelovani. Vyznam BEM spociva pfede-
v§im v redukci dimenze problému, 2D problém se pfevede na problém na 1D hranici, 3D problém
se prevede na 2D hranici. Vyhodou tak je, ze diskretizujeme pouze hranici oblasti, zatimco u FEM
musime diskretizovat celou oblast. Metodu dale dobfe pouzijeme, pokud mé hranice geometricky
slozity tvar. Z jednoduchosti diskretizace hranice a z toho, Ze nemdme zadnou sit uvnit¥ oblasti,
plyne velmi vyhodné pouziti BEM pii feSeni tloh tvarové optimalizace, kontaktnich dloh a také
vnéjsich uloh. Zakladnim znakem BEM je nutnost znalosti fundamentalniho feSeni pfislusného
diferencialniho operatoru v dané dimenzi. Tim mizeme byt ponékud omezeni, protoze ne u vsech
diferencialnich operatort je fundamentalni feseni zndmo. Naopak to, ze fundamentalni feSeni je
presné feSeni, muZe zvysit pfesnost ve vypoctu druhotnych proménnych (napiiklad napéti) [6].
Vychozim bodem této metody je véta o tfech potencidlech a znalost vlastnosti jednotlivych poten-
cialt. Véta o tfech potencialech urcuje feseni v libovolném vnitfnim bodé oblasti pomoci integralni
rovnice. Od této integralni rovnice se odvijeji dva zakladni postupy priblizného feseni, a to me-
toda kolokace a Symmetric Galerkin BEM. V této praci jsme zvolili druhy pfistup. Ten sice oproti
kolokaci zahrnuje navic jednu integraci pfes hranici, a proto je také vice komplikovanéjsi a o néco
pomalejsi metodou nez kolokace, avsak zahrnuje vyc¢isleni hypersingularniho integralniho opera-
toru, coz mé vyuziti v mnoha aplikacich (napiiklad p¥i modelovani §ifeni trhlin). Pomoc{ symetrie
Ize dale dobre snizit dobu vypoctu matice tuhosti, ktera je jednou z vyhod kolokace.

Jako modelovy problém z oblasti mechaniky jsme zvolili 2D kontaktni illohu s Laplaceovym ope-
ratorem a prekazkou definovanou na ¢asti hranice. Uvazovand tloha ma slabou formulaci ve tvaru
varia¢ni nerovnosti. Pomoci Greenovy véty a vyjadfeni normélové derivace feSeni problému po-
moci symetrické reprezentace Steklovova-Poincarého operatoru na hranici [11], pfejdeme od této
variacni nerovnosti na oblasti k hrani¢ni varia¢ni nerovnosti. Neni-li vSak nase kontaktni iloha
homogenni, na pravé strané nerovnosti se nam stale vyskytuje operator, jehoz predpis je urcen inte-
gralem pres celou oblast. Stekloviiv-Poincarého operator zobrazuje feseni homogenniho problému
na hranici na norméalové derivace tohoto TeSeni na hranici a je dan predpisem obsahujici dalsi
hranic¢ni integralni operatory. Jsou jimi operator jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, adjungovany
operator k operatoru dvojvrstvy a hypersinguldrni operator. K nalezeni aproximace inverze ope-
ratoru jednoduché vrstvy, kterd je obsazena v predpisu Steklovova-Poincarého operatoru a pro niz
nemame explicitni vyjadieni, stejné jako k diskretizaci hrani¢ni slabé formulace tlohy, byla pouzita
Galerkinova metoda. Prislusné vlastnosti aproximovaného Steklovova-Poincarého operatoru jsou
obsaZeny napiiklad v [5].

Pouziti symetrické reprezentace Steklovova-Poincarého operatoru se ukazalo byt velmi efektivni
pro feSeni variacnich nerovnic, nebot vede na tilohu minimalizace energetického funkciondlu s ome-
zenim na nerovnost. Pomoci principu duality jsme ziskali pfislusnou dualni minimaliza¢ni tlohu
mnohem mensi dimenze a s jesté 1épe podminénou matici tuhosti. Pro tuto minimalizaci jsme uzili
nedavno navrzeny algoritmus kvadratického programovani zalozeny na kroku sdruzenych gradi-
entl s projekcemi a proporcionalizaci [3]. Tento algoritmus se kvalitativné lisi od jingch algoritmu
tim, Ze je pro néj dokazana rychlost konvergence v zavislosti na podminénosti Hessidnu a zcela ne-
zéavisle na omezenich. Pomoci feseni dualni tlohy jsme pak dopocetli feseni ptivodniho problému.
Naslednym dosazenim tohoto feseni a jeho normalové derivace na hranici do prepisu z véty o tfech
potencialech obdrzime uzitim numerické kvadratury feseni v libovolném bodé uvnitt oblasti.

Pfi vypoc¢tu matice tuhosti je nutné pocitat dvojnasobné integraly pres hranici oblasti, pricemz
jédro integrald mé tvar bud pfimo fundamentalniho feSeni Laplaceovy rovnice nebo jeho derivace.
Z tvaru fundamentalniho feSeni je jasné, ze v urcitych pripadech budou dané integraly singularni.
Jejich vypoctu jsme proto vénovali jistou péci. Pouzili jsme zejména symbolickych vypocti, pomoci
nichz jsme dosahli analytického vycisleni tam, kde to bylo mozné, a zbyvajici integraci jsme provedli
pomoci pravidel pro numericky vypocet integralu. Vypocet diagonélnich prvkd matice ptislusejici
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hypersinguldrnimu operétoru jsme obesli pomoci dilezitého vztahu odvozeného v kapitole (13).
Stejné tak 1ze napfiklad ke kontrole spravnosti vypoctu jednotlivych matic uzit vztahy z kapitoly
(16).

Numerické feSeni zvolené modelové tlohy na kruhové oblasti pomoci Symmetric Galerkin BEM
se spojitymi po Castech linedrnimi testovacimi funkcemi je pro zvoleny pocet uzli na hranici
uvedeno v posledni kapitole.

2 Formulace okrajové ulohy. Fundamentalni reseni.

Bud 0 # Q C R? omezen4 oblast s dost hladkou hranici, f € C(Q2). Budeme uvazovat tilohu

{ “Au=fvQ,

okrajové podminky zadané na Of).

Okrajové podminky mohou byt pfedepsany ve tvaru

e Dirichletovy okrajové podminky: v = g na 02, kde g je spojita funkce na 92,

e Neumannovy okrajové podminky: S—Z = ¢ na 01, kde g je spojitd funkce na 9 a n je
jednotkovy vektor vnéjsi normély k 0f2,

e Smisené okrajové podminky: na @) # I'; C 9 je zaddna Dirichletova okrajovd podminka
ana ) # Iy C 90 je zaddna Neumannova okrajovd podminka, pficemz ') N Ty = ) a
ruly, =09Q.

Uvazujme déle funkci v : R? x R? — R danou pfedpisem

1 1

= ln— .
viey) =g

Symbolem ||-|| budeme rozumét euklidovskou normu, tj.

def
Vo = (z1,20) € R?:  |jz|| = y/a? + 23.

Viimnéme si, ze funkce v € O™ ((R*xR?)\{(z,y) e R?xR?: z=y}). V bodech
(z,2) € R? x R? je funkce v singularni.

Dale bud y libovolny bod z R2. Spoétéme pro kazdé x € R?\ {y} prvni a druhé parcidlni derivace
funkce v vacéi proménné x:

Ov 1 -1 1 2(m; — ;) 1 xi—wy .
@) =5 =yl 3 S Tm o M @
o 2 lz—yl> 2 llz—yll 21 |z -yl
a
2?v 1 1 1 -2 1 2(x; — ;)
@y = s — o~ (Ti— i) h =
O} 2 |z —yl* 27 o=y 2 llz—yl
1 1 1 i —yi)?
S 7.2.M, i=1,2.
2r o~y 2m lz —yll

11



Potom

2
)2
2 a%( ) 1 2 ) ;(x vi)
@y = [ = 2 | =
= 0 27 | lz = yll |z -yl

Ukazali jsme tedy, ze

pro libovolné pevné y € R? Vr € R*\ {y}: A,v(z,y)=0."

Pro kazdé pevné zvolené y € R? je funkce x +— v(x,y) harmonickd v kazdé omezené oblasti
Q c R\ {y}.

Definice 2.1 Funkciv: R2xR? — R danou predpisem (1) nazveme fundamentalnim feSenim
Laplaceovy rovnice v R?.

Déle si piipomeiime, Zze Diracovou distribuci se stiedem v libovolném bodé a € R? rozumime
takovy spojity linearni funkciondl J, na prostoru testovacich funkci C§° (RQ) 2, 7e pro kazdé
¢ € C§° (R?) plati rovnost (3a, ) = ¢(a)’.

Véta 2.1 Pro kazdé y € R? plati

Am’U (1’7 y) = _52/’

4.
Vo € C5° (R?) 1 (Dgv,¢) = (—0y, ).

Diikaz: Bud y € R? pevné a pro kazdé ¢ > 0 oznatme B.(y) = {z € R?: |z — y|| < ¢}. Ziejmé
funkce z — v(z,y) je prvkem L, (R?\ {y})*. Déle plati

loc

2m €
1 1 1 1
dz = — |ln——|dx = —r|llh———|dr | dt =
/ lv(z,y)| dz / o nm_y|‘ t / /27TT’n|r(cost,sint)|| g
B (y) Be(y) 0 0
:/r|lnr|dr.
0

Snadno ovéiime, 7e posledni integral je koneény. Tedy pro libovolné y € R? je funkce x — v(x,y)
prvkem L} (R2). Déle bud ¢ € C§° (R2) a Q C R? omezen4 oblast s dost hladkou hranici tak,

loc

aby suppy C Q. Pro kazdé (dost malé) € > 0 oznacme Q. 2 Q\B.(y) (viz. obrazek (1)). Protoze

1Symbol A, ozna¢uje Laplacetiv operator vidi proménné z, tj. pro v : R%Z x R?2 — R definujeme
2
def 2
Aav(e,y) Y L8 (a,y).
i=1 9%
2cg° (R?) def {w € C>® (R?) : supp ¢ &of {z € R? : p(z) # 0} je kompaktni mnozina v R2}
3Pomoci ostrych zavorek budeme nyni znaéit hodnotu distribuce v dané testovaci funkci.
4Bud 0 # Q C R2. Pak f je prvkem Llloc (Q), pokud pro kazdy kompakt K C Q plati, Ze f je prvkem L! (K)
(tj. ze f je méFitelnd a [ |f|dz < +o0). Kazda funkce f € L} (Q) je také distribuci na Q.
K

loc

12



Obrazek 1: Obrazek k dikazu véty 2.1.

......

..............

----------------
-------

oblast (). jiz neobsahuje y, plati

Agv(x,y) =0 pro kazdé x € Q..

Plati tedy také rovnost

/ v(z,y) - Ap(a)dz = / (0(,9) - pla) — Aav(a,y) - o) da.

QE QE

Z tzv. druhé Greenovy formule® a ze vztahu 0. = QU dB.(y) pak dostaneme®

€T

[oten)- setaian = [ (Elanten) - oo 4o ) dst
oN

=

+ / (j;i(x)v(x,y) — () dij; (J:,y)) ds,.

0B. (y)

Diky tomu, Ze suppp C €2, je prvni integral na pravé strané nulovy. Takze

dp dv
/v(:r7 y) - DNp(z)dz = —(x)v(z,y)ds, — / o(x)— (z,y)dsy . (3)
dn dn,
Qe 0B.(y) 9Bc(y)
omnp ozn
5Ta iika, ze Vu,w € C? (Q) :  [(Au-w—u-Aw)dz = [ (%w—u%) ds.
Q oQ
6Symbol dCLU oznacuje normalovou derivaci funkce v v¢i proménné z a symbol ds, znamend, ze budeme

integrovat podle .
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Podivejme se nyni, jak vypada ddT”(x,y) pro x € 9B.(y). Jednotkovy vnéjsi norméalovy vektor
k 0B.(y) v bod€ = € 9B.(y) (viz. obrazek (1)) je dan pfedpisem

1
n(ﬂf) = - (y1 —T1,Y2 — 582) .
Uzitim (2) pak ziskdme
dv 2. dv 1
—(x,y) = Z (‘T,y) . nz(x) = 273 S aBe(y)

dng —t ox; e
1=

Parametrizaci 0B, (y) dale dostaneme

2

dy 1 1
L= — t,sint)) —In+———— - —sint t)|| dt =
1 /dn (y + € (cost,sint)) 5 In T (cos . sm D] lle (—sint, cost)||
0
27'rd
= filns/ﬁ (y + € (cost,sint)) dt
0
a
27 2
1 1
I, = /(p(y+6(cost,sint)) - —— - |le (—sint,cost)|| dt = —/gp(y+6(cost,sint))dt.
2me 2m
0 0
Protoze
1 1
~ lim elne = — lim =5 = lim < = lim £ =0, (4)
e—04 e—04 % e—04 EL? e—04
plati také
. de :
g =0y (0 =0 o lig B= o)

Limitnim pfechodem od (3) pfi € — 0, ziskdme rovnost

/v(x,y) ~DNp(r)dr = —p(y)

Q

a protoze suppy C €2, plati

/v(%y) -Ap(z)dr = —p(y).
R2

Takze

(~6y. ) = —ply) = / o(z,y) - Dp@)dz = (v, Ap) =T Ay, )

a timto je diikaz ukoncen.

2 £ 2 )
"Tato rovnost plyne z <27§,<p> del <v, ng>, i=1,2.

14



3 Véta o trech potencialech.

Véta 3.1 (O tfech potencidlech) Bud

e O C R? omezend oblast s dost hladkou hranict,

e v:R? x RZ — R fundamentdlni feseni Laplaceovy rovnice v Toving, tj.

1 1

v(r,y) = —In —
() = o P o =]
e uc C%Q).
Pak pro kazdé x € Q plati:
u(z) = —/Au(y) -v(z y)dy+/ (v(w y)%(y) - g(w y)U(@/)) ds
J ’ A " dn dn, ’ v

Diikaz: Bud déno z € Q. Pro kazdé (dost malé) € > 0 oznacme B.(z) = {y e R?: |ly — z|| < ¢}
a dale Q. 2" Q\B.(x). Oblast Q. nyni neobsahuje z, plati tak

Ayv(z,y) =0 pro kazdé y € Q..

Protoze déle 9. = 9Q U 0B.(z), dostdvame podobné jako v ditkazu véty 2.1 pouzitim druhé
Greenovy formule rovnost

/AU(y) -v(z,y)dy = / (j:;(y)v(x,y) - U(y);:(w,y)) dsy+
Q. o0 Y

[ (S - s i ) as, 9

0B ()

Vyjadiime si ted ddT”(as,y) na hranici kruhu B.(x). Spo¢téme nejprve prvni parcidlni derivace
Yy
funkce v vic¢i proménné y:
ov 1 -1 1 —2(z; — ) 1 Ti — Vi

By o lz—y)® 2 le—yl 27 Jo—y)?

Kdy7z si vnéjsi jednotkovy normélovy vektor k hranici kruhu B.(z) v bodé y € 0B.(z) vyjadiime
ve tvaru®

1
n(y) = g(ﬂ«"l — Y1, T2 — Ya),

mizeme psat

dv 2 v 1

8Pro predstavu miize slouzit obrazek (1), v némz zaménime z a y.
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ddTZ) do druhého integralu na pravé strané vztahu (5) obdrzime

/Au (z,y)dy = / <jZ(y)U($79) - u(y)(ﬁ%(x,y)) dsy+
o0

Dosazenim za v a

+ %(y).%lnmolsy— / u(y) 5 —ds, (6)
0Bc(x) B, (z)
om | o [
Parametrizaci 0B.(x) ziskdme
2m .
= / ?TZ (x4 & (cost,sint)) - = SH217I: — N [l (cos i, sint)|| =
0
27
= —%lns/ SZ (x + & (cost,sint))dt
0
a
27 27
I = /u(x + e (cost,sint)) - e (= Si;ﬁt; €08 t)”dt = % /u(x + e (cost,sint))dt.
0 0
Ze vztahu (4) pak plyne, Ze
Jig 1 =0+ () =0

a dale pak

lim I = u(x).
e—04

Limitnim pfechodem od rovnosti (6) pti ¢ — 04 tedy ziskdme

Nu(y) oz pdy = | (S2@)oe,y) - uy)—(2,y) ) ds, — u(z),
/ /(dn dn, )

o0

coz jsme méli dokézat.

Jednotlivé integralni operatory v predchozi vété se nazyvaji potencialy a podobnéji se jimi
budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

4 Potencialy v roviné a jejich vlastnosti.

Definice 4.1 Bud ) C R? omezend oblast s dost hladkou hranici. Funkce v,w, ¢ : R?> — R, které
jsou ddny predpisy

T) = f 1(y) In Te— deSy7
o)

16



o w(z) :a{; o(y) -4 T (ln = y\l) dsy,

= [ o) pdy,
postupné nazyvdme

e potencial jednoduché vrstvy,
e potencial dvojvrstvy,

e Newtonuv potencial.
Funkcim p,o0,p: R?> — R ¥ikdme hustoty prislusnijch potencidli.

Véta 4.1 (O vlastnostech potencialu jednoduché vrstvy) Bud Q@ C R? omezend oblast
s dost hladkou hranici a u € C (9R). Pak potencidl v je spojity v R? a pro kazdé x € OS2 plati

» [i@],, 2 Jm g G ran) =mn @)+ a0 g (k) dsy

int a—0_

o [fr@], i @ an) = —mu)+ [ ) g (ki) dsy,

t. [fﬁ(m)} o {d‘ifm (x)} = 27 (). Tedy potencidl jednoduché vrstvy md v bodech na O skok

v derivaci podle vnéjsi normaly k O€.

Véta 4.2 (O vlastnostech potenciilu dvojvrstvy) Bud Q C R? omezend oblast s dost hlad-
kou hranici a o € C (09). Pak restrikce potencidlu w na 9 je spojitd funkce a pro kazdé xo € 99
plati

e Wyt (10) 2 lim  w(x) = 7o (x0) + w (o),
ZEER2<Q

o Wins (29) Z Ihj?o w(x) = —7o (xg) +w (z9),
e

tj. Wext (T0) — Wint (zo) = 270 (x9). Potencidl dvojurstvy md tedy v bodech na 9Q skok ve funkéni
hodnote.

Tyto limitni vlastnosti potencidlu jednoduché vrstvy a dvojvrstvy v roviné lze najit naptiklad
v [9].

Véta 4.3 (O vlastnostech Newtonova potencialu) Bud 2 C R? omezend oblast s dost hlad-
kou hranici a p € L>=(Q)!°. Pak potencidl ¢ je spojity a spojité diferencovatelny v R2.

9Symbol ng oznacuje vnéjsi jednotkovy normalovy vektor k 9Q v bodé x € 9.
107,%°(Q) zna¢i mnoZinu viech méfitelnych funkci f, pro které IM € R : |f| < M skoro viude v .
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5 Sobolevovy prostory.

V nésledujicich definicich a tvrzenich se omezime pouze na oblasti v R2. Vice podrobnosti Ize
najit napiiklad v [10].

Definice 5.1 (Sobolevuv prostor) Bud

o Q) neprdzdnd omezend oblast v R?,
e ke NU{0},
e peEl,oc0).
Prostor
WEP (Q)
definovany jako zuplnéni
(e @I

kde pro kaZdé u € C*° (Q) definujemel?

k,p) ’

1/p

def
e, | X [1Douta)Paz)
lal<k g

nazveme Sobolevovym prostorem.
Plati:
o L2(Q)=Wo2(Q) > WL2(Q) D W22(Q) D ...,
e W*2(Q) je Hilberttv prostor se skaldrnim souc¢inem

(U, v), o e Z Du(z)D%v(z)dx.
la|<k o

Definice 5.2 (Oblast s lipschitzovskou hranici) Bud Q neprdzdnd omezend oblast v R?. Tuto
oblast nazveme oblasti s lipschitzovskou hranict, pokud lze jeji hranici pokryt koneénym poctem
okoli tak, Ze pro kazdé z téchto okoli U existuji

o kartézsky systém soutadnic (y1,y2),
e, 0cRT,

e funkcea:R — R,
tak, Ze

L4 UﬁaQ = {(y17y2) : |y1‘ < 57 Y2 = a‘(yl)};
o {(y1,52) s |yl <6, a(yr) <y2 <a(y1) +e} CQ,

o {(y1,92): Il <9, a(yr) —e <y2 < a(y)} C RA\Q,

. .. +ag
117de a = (o1, a2) je multiindex a D%u def olely — o921 L
( b 2) J Bx‘l)‘la:ch 8$?18x32 :
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e funkce a je lipschitzovsky spojitd na {y1 : |y1| < 6} .12

Definice 5.3 (Prostor L?(9Q)) Bud Q C R? oblast s lipschitzovskou hranici. Vzhledem k pred-
chozi definici tak mizeme uvaZovat konecny pocet m kartézskych systémi soutadnic (y1,,y2,),
cisel ., 0, a lipschitzovsky spojitych funkci a, dangch vlastnosti. Ddle bud

e f:R? >R,

e pcl,oc0).

Pak definujeme

m oy l/p
def def
FerOR) AL flen Y [ 1o @)l | <.
T:176T

Véta 5.1 (O stopach) Bud Q C R? oblast s lipschitzovskou hranici a p € [1,00). Potom existuje
pravé jedno spojité linedrni zobrazeni

T :WhP(Q) — LP (09)

takové, Ze

Yu e C®(Q):  Tu = ulgq.
Prvek Tu € LP (99) nazyvdme stopou funkce u € WP (Q).

Definice 5.4 (Prostor Hz(99)) Bud Q C R2 oblast s lipschitzovskou hranici. Obraz prostoru
WL2(Q) pri zobrazeni T oznacime

T (W(Q)) = H?(99)

a v H2(89Q) zavedeme normu

holl, it o],

in
vEWL2(Q): Tv=w ’
Hz(99) je vektorovym podprostorem L2(0).

Definice 5.5 (Prostor H~2 (9Q)) Bud Q C R2 oblast s lipschitzovskou hranici. Pak symbolem
H~32 (8Q) oznacujeme dudlni prostor'® k H?z (99Q), tj.

H (00) = (H* (an))* .

12Tzn. existuje L € RT takové, ze pokud |y1| < § a |z1] < J, pak |a(y1) — a(z1)| < L |y1 — 21]-
13Ke kazdému normovanému linearnimu prostoru X lze definovat duélni prostor X* jako mnozinu vSech linearnich
spojitych funkcionalt nad X.
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6 Steklovtuv-Poincarého operator.

Bud 0 # Q C R? omezena oblast s dost hladkou hranici 92 = I'y U 'y, pficemz I'y N Ty = 0,
g1 € C(T1), g2 € C(I'2) a f € C (). Uvazujme smiSenou tlohu
—Au = f vQ
u = g1 mnaly, (7)
% = g9 nals.
Bud u € C? (Q) fesenim ulohy (7). Pak dle véty o tiech potencidlech plati
1 1 du 1 d 1
Ve e Q: ux:/—lni—yds —/(hl)uyds—i—
() 2 |z —y| dn( Jdsy 27 dn, |z -yl (y)dsy
a0 o0
1 1
+ / fy)—In——dy. 8
J 5 P = )

Protoze mame zadanu Dirichletovu okrajovou podminku na I'; a Neumannovu okrajovou pod-
minku na I's, je nutné najit hodnoty S—Z na I';y a hodnoty u na I's, abychom mohli feseni u
uvnit¥ oblasti Q vypodéitat podle vzorce (8). VSimnéme si, Ze prvni integral je vlastné potencial
jednoduché vrstvy s hustotou p (y) = % . % (y) € C(09), druhy integral predstavuje potenciél
dvojvrstvy s hustotou o (y) = %u (y) € C(09N) a tieti integral je Newtoniiv potencial s hustotou
p(y) = 5=f(y) € C(Q). Protoze jiz zndme vlastnosti prvnich dvou potenciélii se spojitymi hus-
totami na 99 a vlastnosti Newtonova potencidlu s hustotou ,skoro v§ude omezenou“ na Q (viz.

kapitolu (4)), dostaneme limitnim pfechodem 2 3 & — x € 9 rovnost

u(z) :a/ Ly b dugs, - —77217Tu(x)+8 L d (1 1) u(y)ds, | +

—In — ——(In
J 2m e =yl dn 2mdny \ [lz =yl

1 1
+ [ FY) o In i dy,
/

2r M e =yl
.
1 1 1 du 1 d 1
Y. on: = = —In———(y)ds,, — — | In—— d
ceon: qu) = [gmp o gone - [ o (g ) v+
o0 o0
2V (4L)() K (u)(x)
1 1
+/f y)— In dy .
W) o ™ =yl
2 No(f)(z)

Obdobné pfi stejném limitnim pfechodu obdrzime

|:dna: (x)} it dn () Tor dn (z) + / 2w dn ) dng ( : |z — y||> oy
o0

d 1 d 1 d 1 1

_ L N ds, + — “ln—d

an, | oran, (“ iz y||) uly)dsy + - / T g ¥
o0 Q
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tj.

1du 1 du d 1 d 1 d 1
Q: 2l @= [ = 1 ym [ = ——
Ve eo 2dn (z) /27rdn ) dn, <n||ac—y||>dsy dnz/27rdny (nm_y)u(y)dsy—!—
o0

o
=K () () 2 —D(u)(x)
1 d 1
= In——— ) dy.
S E=( <“|x—y) Y
Q
2Ny (f) ()
Na 02 tedy soucasné plati
1 du
3u= () - Kl + N(s), ©
1du du
S — =K' (=)+D N1 (f). 1
s =& () + D) + Mt (10)

Jednotlivé integralni operatory pak nazyvame

e V... operator jednoduché vrstvy,

e K ... operator dvojvrstvy,

e K'... adjungovany operéator k operatoru dvojvrstvy,
e D ... hypersingularni operator,

e Ny a N; ...Newtonovy potencialy.
D4 se ukézat, viz. [5, 12], ze
V:H 2 (09) — H?(0Q), K:H?(09)— Hz (09),
K':H 7 (0Q) — H 7 (0Q), D:H?(0Q) — H 7 (09)
jsou spojitymi operatory, a dale pak, ze

e hypersingularni operétor je symetricky a pozitivné semidefinitni,

e operator jednoduché vrstvy je symetricky a pozitivné definitni, pokud je oblast 2 ,, dostatecné
mala“.

Z pozitivni definitnosti V' pak plyne existence V. Z rovnice (9) si vyjadiime

du 1

— =V (:I+K - VINo(f). 11

T = (314 K) )= V) (1)
Pfictenim 3 9% k rovnici (10) ziskdme

1du 1duw , [ du 1du
2dn
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tedy

- (30)(8) -

Uzijeme-li (11) k dosazeni za 3—2 na pravé strané vyse uvedené rovnosti, dostavame na J§2 vztah

j% = (;I+ K’) {V—l (;I + K) (u) — V_lNo(f)} + D(u) + Ni(f),

tedy

dn | \2

du {<1I+K/> yl (;IJFK) + D} (u) + {Nl - (;I+K’) V_lNo} (- 12
=

Operéator . .
S:H? (0Q) — H 2 (09Q)

se nazyva Steklovav-Poincarého operator. Tento operator je linearni, spojity, symetricky a
pozitivné semidefinitni, viz. [5, 12].

7 Hranicni slaba formulace Signoriniho ulohy.

Bud 0 # Q C R? omezen4 oblast s lipschitzovskou hranici. Uvazujme kontaktni tilohu

—Au = f nafQ,
u = 0 naly,,
% = 0 na Ff, (13)
u—g > 0 nal,
d“ > 0 nal,,
du(y—g) = 0 nal,,

pfi¢emz I, T'y a T jsou navzajem disjunktni podmnoziny 9, plati I', UL s UT. = 99, f € L? (Q)
age L*(T,).

Reseni tlohy (13) mfizeme interpretovat jako prithyb membrany natahované jednotkovou silou,
zatizené svislou silou f a uchycené na Casti hranice I'),. Pod dal$i ¢asti hranice I'. se nachazi pre-
kazka vyjadifena pomoci funkce g. Posledni rovnost v tloze se nazyva podminka komplementarity.
Tuto podminku lze interpretovat tak, ze v bodech, ve kterych se membrana nedotkne prekazky,
bude tlak na piekdzku nulovy a v bodech styku s prekdzkou uvazujeme tlak nezdporny (nulovy
pouze tehdy, kdyZ membrana pfesné dosedne na piekazku a reakce pfekdzky bude tedy nulovd).

Bud V = {v e W?(Q): Tv=0naT,}. V je podprostor Sobolevova prostoru W*2(£2). De-
finujme dale K = {v € V:Tv —g > 0na '.}. V§imnéme si, Ze K neni podprostorem W12(Q),
avSak je to uzaviend konvexni mnoZina'® obsahujici pouze z kinematického hlediska rozumné
funkce.

Pfredpoklddejme nyni, Ze u je hladké feSeni dlohy (13). Pak

YweV: —/Auwdx:/fwdm
Q Q

4 Mnozina M je konvexni, pokud pro kazdé u,v € M a pro kazdé t € (0,1) plati, ze tv+ (1 —t)v € M.
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a uzitim Greenovy véty'® dostaneme

Yw eV : /Vu Vwdx — / j—udes = /fwdx.
n
Q oQ Q

Protoze Vw € V : Tw:OnaFuag—Z:OHaFf,plati

YweV: /Vu Vwdx — /fwd:c = /%des.
n
Q Q FC

Polozime-li dile w = v — u, v € K, mizeme psat

du
Yo e K : VuV@w—-u)de— | flo—uw)de= [ —T(v—u)ds.
[ ez

Operétor stop T je linedrni a funkci u pfedpokldaddme hladkou, proto T'(v — w) = Tv — Tu =

Tv — u|pq. V bodech na I, kde u — g > 0, plati S—Z = 0. V ostatnich bodech na I';, kde u — g = 0,

musi platit g—Z(TU —u) = %(TU —g) > 0. Odtud

Yve K : /S—Z(Tv—u)dszo,
.
tedy
Yve K : /Vu V(v —u)dz — /f(v —u)dz > 0. (14)
Q Q

Definice 7.1 Funkci u € K nazveme slabym fesenim Signoriniho problému (13), pokud

Yo e K : Vu V(v —u)dze > | f(v—u)de.
/ /

Predpokladejme znovu, Ze u je dostateéné hladké feseni ulohy (13), a navic, Ze 92 je dost
hladka. Z predchozi kapitoly pak vime, ze

d
Vo € 90 : %(x) = Su(z) — Nf(x). (15)
Z Greenovy véty déale dostaneme
d
Yw e WH2(Q) /Vu Vwdx = /d—udes + /fwdm. (16)
n
Q o0 Q
Dosadime-li z (15) do (16) za %, obdrzime
Yw € WH2(Q) : /Vu Vwdr = /(Su — Nf)Twds + / fwdz. (17)
Q 9 Q
15Greenova véta iika, ze
Yu,v € Wl’Q(Q), i=1,2 : vaa;idx = —/ ;;iudm—i- / Tv-Tu-n;ds,
Q 39

kde n; je i-ta slozka jednotkového vnéjsiho vektoru k 92 v bodé x.
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Polozime-li opét w = v —u, v € K, a dosadime-li z (17) do (14) za prvni integral na levé strané
nerovnosti, dostavame

‘v’veK:/(Su—Nf)(TU—u)ds+/f(v—u)dx—/f(v—u)dxZO.
l9) Q Q

Integraly pres oblast € se nam tedy odectou a zbude pouze hrani¢ni integrél.

Nyni mtzeme slabou formulaci piivodniho problému (13) pfepsat jako hraniéni slabou for-
mulaci:

NajdéteueK:{UEH%((“)Q):sznaFuav—gZOnaFc} takové, ze

VoeK: [ Su-(v—u)ds> [ Nf-(v—u)ds. (18)
Jreem]

8 Diskretizace Steklovova-Poincarého operatoru.

Bud Q C R? neprazdna omezend oblast s lipschitzovskou hranici. UvaZzujme néasledujici tlohu:
najdéte u € V = {v €Hz(00):v=0nal, C 89} takové, Ze

YweV: /Su-wds=/Nf~wds, (19)
o9 o)

f € L? (). Definujeme-li na L?(9N2) skalarni soucin predpisem

(u,v), déf/u-vds7

o0

muzeme tuto tlohu formulovat takto: najdéte u € V takové, ze

VweV: (Su,w), = (Nfw),.

n
Bud nyni & > 0. Hranici 09 rozdélime na n ¢asti I'y, ..., T, piic¢emz 0Q = |J I'; a diamI; < h'6
i=1

pro¢=1,...,n. Necht dale
Vi, = Lin {(,Oi}?zl cV
je néjaky prostor testovacich funkci na 92, napf. se spojitymi bazovymi funkcemi ¢; takovymi, Ze
pro kazdé i = 1,...,n je p; linearni na T';.
Budeme tedy uvazovat tlohu: najdéte up € V), takové, ze

Yo € V, - (Suh,vh>2 = <Nf, Uh>2. (20)
n
Pokud polozime up, = ) up ;- ¢; a volime postupné v, = ¢;, ¢ = 1...,n, dostavime systém
j=1
rovnosti
n
/S Zuh,]@] (,OZdSZ/Nng»LdS, 22177’”‘
o) j=1 o)

e

16primér mnoziny M C R? definujeme takto: diamM ' sup {llz -yl : v,y e M}.
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Protoze Steklovuv-Poincarého operator je linearni, ziskdme soustavu

n
Z“m;‘/&%'%dSZ/Nf-goids, 1=1,...,n.
= e oQ

Tato soustava Galerkinovych rovnosti je ekvivalentni soustavé linearnich rovnic
Sh U = Rh

pro neznamy vektor u = (up1,...,unn,)T, kde
n
Sp = /S@j pids
Q i,j=1

je diskretizovany Steklovuv-Poincarého operator a

n
Ry, = /Nf'%ds
Q i=1

je diskretizovana prava strana.
Protoze ovSem nemame k dispozici explicitni vyjadfeni inverze operatoru V, musime Steklovuv-
Poincarého operator néjak aproximovat. Plati

S=D+ <;I+K’> vt <;I+K>.
Pro kazdé u € Hz (09Q) lze pak psét
1 /
Su(x) = Du(x) + 5[ + K" w(x), xR,
kde w € H™2 (09) je jednozna¢né feSeni tilohy

(Vw, 7y, = <<;I + K) u77'>2 Vr e H™2(09).

. . . m o . .
Bud h > 0. Hranici 02 znovu rozlozime na ¢asti I'y, ..., I',, pfiemz 0Q = |J I'; a diamI'; < h
i=1

proi =1,...,m. Necht )
Zp = Lin {%}1'11 - H_E(ﬁg)

je prostor testovacich funkci na 92, napt. se spojitymi bazovymi funkcemi 1; takovymi, Ze 1; je
linearni na I'; pro kazdé i =1,...,m.
Hledame tedy wy, € Z;, tak, aby

1
N7, € 2, : <th,Th>2=<(2I+K) u,Th> .
2

m
Polozime wy, = > wp, ; - ¢; a volime 7, = 15, i =1,...,m. Dostaneme
i=1

j=1 2

2
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Z linearity operatoru V a skalarniho soucinu pak plyne rovnost
th,j (Vibj, ¥i)y = <2U>¢i> + (Ku, i)y, i=1,...,m. (21)
j=1 2

Ziskali jsme tedy aproximaci S Steklovova-Poincarého operatoru:
~ 1
pro kazdé u € H20Q: Su=Du+ <2I+K’) wy,  na .

Diskrétni Stekloviv-Poincarého operator bude mit nyni tvar

gh = /SQDJ . (pidS y
i,j=1

= ((see)

’,

tedy

Nyni se budeme snazit vyjadrit S, pomoci jednotlivych diskretizovanych operatori. Podivejme se
nejprve, jak vypada Sg; pro j =1,...,n. Z (21) pro u = ¢; plyne

Vo1, 01)y - (Vibm, 1), Wh,1 (305, 01), + <K90j,7/11>2
<V¢1vwm>2 e <V'¢Jma'¢}m>2 Wh,m <2<Pg,¢m>2 K%ﬂ%ﬁ
om v,
odtud
Wh,1 <%907>¢1>2 + <K<10771/11>2
: _ V;fl ) .
Wh,m <2§0j7"/}m>2 K%»¢m>

Oznacme 9y ; Z V, "k, 1), k,l=1,...,m. Pak

“’hk*Z”kl << 90371/)l> <K80j»¢l>2>, k=1,...,m.

Plati proto

wy, = th ke Vk = kzzﬁk,z : (<;‘Pj»1/1l>2 + <K<Pj7wz>2> P
=1

k=1 1=1
a dostavame tak pro¢,5 =1,...,n
5 1 m m
<S<Pjv§0i>2 = <(2I+K’> (szkz << ¢J’¢l> <K<Pj7¢l>2) '%) ,%> +
k=11=1 2

+ <D(,0j, <p2>2 .

Protoze operatory K’ a I jsou linearni, plati

<590j780i>2 = léi <<;¢k790i>2 + <K'¢k,<ﬁi>2) KUK <<;@ja¢l>2 + <K¢j»¢l>2>
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+<D<p]a<pz>2

Prvni vyraz na pravé strané rovnosti predstavuje souc¢in radkového vektoru, matice a sloupcového
vektoru, mizeme tedy psat

<§SOJ7S07,>2 = ( <%¢1,%>2+<K/¢17%0i>2 <%wma§0i>2+<K/’l/)m7§0i>2 )

(395 ¥1)y + (Kpj,91),
: +<D<PJ7S01>2

<%<‘0j’w7”>2 + <K<pjawm>2

Operator K’ je adjungovany k operatoru K a plati tak

Vue H 2 (0Q) Yo € H? (09Q) : (K'u,v)y = (u, Kv), .

Z linearity a symetrie skalarniho souéinu pak dostdvame vztah pro (i, j)-ty prvek matice S

~ 1
<S<pj,<,07:>2 = {2( (ivth1)y  (Pistm)y )+ (( (K@i t1)y - (K@i, ¥m)y )| Vi ™
1 <<Pj7¢1>2 <K¢jaw1>2
<@j7¢m>2 <K§Dj7wm>2
Odtud dostavame predpis
Sp = (;ME - KE) v, (;Mh + Kh> + Dy, (22)
kde
(Do1,p1)y =+ (Donsp1)y (P1.91)y -+ (Pnsth1)y
Dy, = s My = )
<D(p1, Qpn>2 to <D§0n7 90n>2 <901> ¢m>2 o <(pn7 wm>2
(Ko1,91)5 - (Kon, Y1), Vi1, 9109 -+ (Vbm, ¥1)y
<K¢1,¢m>2 <K<Pm¢m>2 <V1/)1,¢m>2 <Vwmawm>2

Pti aproximaci operatoru N postupujeme stejné. Nejprve si vSak ukadzeme, jak nalézt jiné
(jednodussi) vyjddieni operatoru N. Uvazujme Dirichletovu okrajovou tlohu

—Au
U

[y,

0 na 0N. (23)

Predpokladejme, 7ze u € C? (Q) je FeSeni (23) a ze 9 je dost hladka. Toto FeSeni musi spliiovat
také rovnost (9), tj.

Ve e d: Nof(x)=-V (j::) (x). (24)
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Navic u také spliiuje rovnost (12), tj

Vo € 00 : j—;ﬁ(m) = —Nf(z). (25)

Vyjaditme-li si z (24) §%(x) a tento vjraz dosadime do (25), dostavéme vztah
Vred: Nf(x)=V " Nof(z). (26)
Na 09 tedy plati:
1
Nf = (21 + K’) V_lN()f - le == V_lN()f.

Nyni se tedy budeme zabyvat tlohou:
naleznéte N f € H™%(09) takové, 7e Vr € H™2(9Q) 1 (V(Nf), )y = (Nof,7)s -

K feSeni uzijeme opét Galerkinovu metodu. Nejprve zvolime h > 0, naptiklad stejné jako
na strané 25. S ohledem na toto &slo pak rozdélime hranici dQ na dilky I'y,..., T, a zvolime
prostor Zp, s bazi {1, ..., ¥} stejné jako na strané 25. Nasim tkolem je tedy najit (N f), € Zp
tak, aby

N € Zy, : <V(Nf)h,7'h>2 = <N0f, Th>2.

m
Polozime (N f)r, = > (Nf)n,; - ¢; a postupné volime 7, = ¢);, i =1,..., m. Dostavdme potom
j=1

S INFng (Vg i)y = (Nof,thi)y, i=1,...,m. (27)
j=1

Ziskali jsme tak aproximaci N operatoru N:
pro kazdé f € L>(Q): Nf=(Nf), na Q.

Diskrétni prava strana bude mit nyni tvar

neboli

Rovnost (27) lze déale zapsat jako:
(Nf)na (Nof,¥1),

(N )i (No S, )

Oznac¢ime-li opét oy = Vi, " (k, 1), k,1

Il
\'H

..,m, pak

Dostavame tak

(Nf)n= Z(Nf)hk Yr = Zzﬂk,l'<Nof,¢l>2'¢k

k=1 k=11=1



aproi=1,...,n pak plati
<Nfa %‘>2 = <Zzﬁk,l “(Nof,¥n), '¢k7%‘> :
k=11=1 2

Skalarni soucin je linearni, a proto

<Nf7 %‘>2 =3 Wk pi)y - Bt (Nofsihr)y -
k=11=1
Pro i-ty prvek vektoru pravé strany R, pak dostaneme:
(Nof, 1),
<Nf7901>2: ( <(pi71/]l>2 <¢za¢m>2 )'Vhil' , =1, y
<N()f, wm>2
Odvodili jsme tak predpis
Rh = Mi’LTVhilNOh,v (28)
kde
(Nof, 1),
Ny, = : . (29)
<N0fa ¢m>2

9 Reseni Signoriniho llohy pomoci minimalizace energetic-
kého funkcionalu.

V minulé kapitole jsme pomoci Galerkinovy metody diskretizace slabych formulaci okrajovych
uloh a pomoci aproximace operdtortt S a N pievedli tlohu (19) na FeSeni soustavy linedrnich
rovnic

Shu = Rh (30)

pro vektor nezndmych u = (up 1, ... ,uh)n)T, piicem? matice S;, € R™*™ je déna vztahem (22) a
sloupcovy vektor R, € R™ je ddn rovnosti (28). D4 se ukézat, viz. naptiklad [8], Ze problém (30)
je ekvivalentni minimaliza¢nimu problému:

naleznéte u € R" takové, ze J(u) = mli)fl J(v),
veR™

kde pro tzv. energeticky funkcional plati

1 = .
J(v) = EvTShv —Rfv, v=(v1,...,00)". (31)

V kapitole (7) jsme si piedstavili Signoriniho tllohu. Ukolem hraniéni slabé formulace (18) tohoto

problému tak bylo nalezeni pfislusné funkce u € V = {w € H2 (09) : w =0 na I‘u} splnujici dale
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nerovnost u > g na I'.. Chceme-li k feseni ulohy pouzit principu minima energetického funkcio-
nélu, musime jesté navic zavést omezujici podminku. Necht tedy zg,..., zx+p jsou vSechny uzly,
které pii diskretizaci padnou do I'.. Plati-li pro zvolené testovaci funkce

vi(zi)=1proi=k,....,k+p,

budou mit omezujici (vazebni) nerovnosti tvar

Vi Z g (Zk) ’

Vktp > G (Zktp) -

Celkové omezeni tedy miizeme zapsat jako nerovnost

Bv < C,
kde
) .. -1 j=k+i-1
(p+1)xn _ J )
BeRCI B ={ Ty Lo 32
a
Ce R(pﬂ)a Ci=—9(zkti-1)- (33)

Takze diskretizovand podoba tlohy (18) bude ekvivalentni tomuto minimaliza¢nimu problému s
omezenim na nerovnost:

naleznéte u € R" takové, ze Bu < C a J(u) = eRgr;ig — J(v), (34)

pfiéemz hodnota energetického funkcionalu J je dédna rovnosti (31) a matici B a vektor C' uréuji
vztahy (32), (33).

10 Diskretizace hranice. Volba testovacich funkci.

V kapitole (8) jsme hranici 02 diskretizovali dvakrét, a to pfi
e diskretizaci slabé formulace ptivodniho problému (volba h > 0, odpovidajicich dilka I'y, ..., T,
a testovacich funkci ¢1, ..., ¢n),

e diskretizaci prislu$né rovnosti za tic¢elem nalezeni pfedpisu pro aproximaci operatoru S a NV

(volba h > 0, odpovidajicich dilki I'y,...,T,, a testovacich funkei 1, ... s Wm)-
Testovaci funkce ¢; musely spliiovat rovnost ¢; = 0 na I';,. Odhlédneme-li od této podminky, mu-
Zeme obé diskretizace provést shodné. Nesmime pak ovSem zapomenout provést piislusné upravy
na vypoctené matici Sy a vektoru Ry pro zadani Dirichletovy podminky na I';,. Polozime tedy
h=h, n=m aprokazdéi=1,....,n: T;,=TI a @; = ;.
Jednotlivé elementy a testovaci funkce lze volit vice zptisoby.

Muzeme pouzit dilky obsahujici dva uzly a spojité po ¢astech linearni testovaci funkce. Mnozinu
elementu I';, i = 1,...,n, potom vytvoiime tak, ze na 9 (s ohledem na h) zvolime uzly z1,..., z,
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Obrazek 2: Priklad diskretizace hranice pro n = 7.

(o¢islované levotocivé) a ¢dst hranice mezi dvémi sousednimi uzly z; a z;41 nahradime tseckou
(viz. obrézek (2)). Tato tsecka bude tvotit dilek I';. Posledni element I, bude tsecka mezi uzly
Zn & 21.

Testovaci funkci v;, 1 = 1, ..., n, pfedepiSeme tak, Ze bude spojita, rovna jedné pouze v uzlu z;,
ve vSech ostatnich uzlech bude nulovéa a na vSech elementech linedrni. Tedy na kazdém elementu
'y, k #i—1ak # i, bude 9, nulova. Jsou-li pak up; a wup;4+1 hodnoty numerického FeSeni
v uzlech z; a z;11, plati pro toto Feseni up(t) na elementu I'; délky L; (viz. obrézek (4)):

Up,i — Uh,i+1

t t
up(t) = wni - Yi(t) + upizr - Yir1(t) = Uh,i T + Up i1 (1 - L-) = Up,i+1 + ft'

Poznamenejme jesté, ze matice Vj,, Kp, a Dy, budou husté, jediné matice M}y, bude matici fidkou.

11 Vy¢disleni diskretizovaného operatoru jednoduché vrstvy.

Pro (i, j)-ty prvek matice Vj,, i,5 =1...,n, jsme odvodili pfedpis (viz. stranu 27):

Valis) = (Vi iy = [ Vi@ vi(o)dss == [wita) | [ ws)tnlly ol ds, | dss.
N o0

oN

Protoze pro kazdé u,v € H? (99) plati:

= [ o) (=5 [utmly = slas, | as, = [ o) (<50 ) utw iy - o] dsads, =

o0 o0 [2191519]

= [ [ o (55 ) uonmlly - ol dsyds, = [ute) (=5 [otmi - alas, | ds. = Vel
o0

[5191519) o0
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Obrazek 3: Zvolené testovaci funkce.

i

wi-l-l(t):l*%iv te [Ole]

je operator jednoduché vrstvy symetricky a také matice V};, bude symetricka. Testovaci funkce jsou
voleny tak, aby platilo

Y;=0naly < (k#i ak#i—1),

a proto pro ¢,j = 1,...,n dostaneme
% i 1
Valid)= D D —5- /wi(x) /%(y) Iy - allds, | ds;, To=T.. — (35)
k=i—11l=j—1 Iy :

Matici V;, budeme vy¢islovat postupné po fadcich. Pro i-ty fadek musime spocitat

e V;,(i,17), tj. diagondlni prvek, i =1,...,n,
e Vi(i,i+ 1), tj. prvai prvek vpravo od diagondly, : =1,...,n— 1,
o V(i i+ 2), tj. druhy prvek vpravo od diagondly, i = 1,...,n — 2,

1+3,...,n—2 proi=1,
Vi(i,5), =4 i+3,...,n—1 proi=2,
1+3,...,n pro3 <i<n-—3,

e pro i = 1 pfedposledni a posledni prvek na fadku, tj. V,(1,n — 1) a Vi (1,n),

e pro i = 2 posledni prvek na fadku, tj. V,(2,n).
Pro prvky na i-tém fadku, ¢ = 2,...,n, vlevo od diagondly, plati diky symetrii:

Vh(l7j):Vh(j’Z)7 _]:1,,2—1
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Obrazek 4: Linearni interpolace uzlovych hodnot feseni na I';.

F s
Up il

Up j+1-

N »

1+

Zavedeme také znaceni

r(o, ) = [ly(o) — (o).

11.1 Diagonalni prvek.
Podle (35) pro i =1,...,n plati

Viliyi) = 1) + I + I3 + I,

kde
o Iy = firil i) (rifl Yi(y) Inly — || dsy> dsq,
o Ir= f%n{l i) (Ff Yi(y) In[ly — | d8y> dsg,
o I3= —irfi i) (rl{l Yi(y) In[ly — | d8y> dsg,

Ii=—5; [ i) (1:{ Yi(y) Infly — m||dsy> dss.

r;
Integral I,

Parametrizace I';_1:

.Z‘(t) = (1 — t)Zi +tzi—1, t€ [O, 1} R
y(s) = (1 —s)z; + 821, s€][0,1].
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Potom
2" () = [l2s — zicall,  ¥i(x(t) =1 -1,
' () = llzi = zicall, i(y(s)) =1 —s.
Daéle

ly(s) —x@)|| = [[(1 = 8)zi + szi1 — (1 =)z — tzial| = [[zi—1(s — 1) — zi(s — t)|| =
= |l(s = t)(zic1 — z)|| = |s — t| ||zs — zi=1]] -
Proto

Iz = zical

I =
! 2

/(1—t) /(1—s)ln(||zi—zi_1H s — ) ds | dt. (36)

0 0

Uvedeme kéd v Matlabu, kterym byl integral vycislen. Proménnd n zde hraje tilohu normy
ll2i — zial|-

syms n s t

kerl = log(n*(t-s));

ker2 = log(n*(s-t));

i int ((1-s)*kerl,s,0,t) + int((1-s)x*ker2,s,t,1);
int ((1-t)*i,t,0,1);

i
Vysledkem je:
-7/16+1/4%log(n)

Zpétnym dosazenim normy ||z; — 2z;—1|| za n a pfendsobenim konstantou dostédvéame

2
v n 7
Mz =zl ——+1Inflz — 2z .

I p—
! 8 4

Integral I
Parametrizace I';_1:

z(t) = (1—t)z +tzi1, tel0,1],

parametrizace I';:

y(w) = (1 - w)Zi +wzit1, wWE [0, ].] .
Pak

2" ()| = [lzi — zie1ll,  Yi(z(t) =11,
ly' ()|l = |ziv1 — 2ill ,  Yi(y(w)) =1 —w.
Dale

r2(w,t) = |[(1— w)z + wzip1r — (1= )z — tzia|* = Jlw(zisr — 20) +t(z — zia)||* =17

2
17Symbolem (-, -) nyni zna¢ime skalarni souéin v R?, tj. Va,b € R?, a = (a1,a2), b = (b1,b2) : (a,b) def > aib;
i=1
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= ’LU2 ||Z7;+1 — ZLHZ + 2wt <Z,’+1 — 23y, % — Zi_1> + t2 HZL — Zi_1||2 .

Integral, ktery mame za tkol vy¢islit, mame tak ve tvaru

1 1
[zi41 — 2ill [z = zial
I, =— (1-1%) (1 —w)In(r(w,t))dw | dt. (37)
0/ /

2
0

Zatimco u integralu I; jsme méli celou fadu singularit podél ¢t = s, zde mame pouze jeden sin-
gularni bod, a to ¢ = w = 0. Vydisleni budeme provadét pomoci transformace do polarnich
soufadnic, pri¢emz Jacobidn ndm pomiuze eliminovat singularitu. Nejprve si integral pres ¢tverec
{(w, tH)eR?:0<w<1,0<t< 1} rozloZzime na soucet integralu pies trojuhelnik
Ti={(wt)eR*:0<w<1,0<t<w}

a integréalu pres trojihelnik

Tg:{(w,t)€R2:0§w§1,w§t§1}.

Nyni zavedeme polarni souradnice

w = pcosl, t = psinb, (38)

pro integral pres T bude platit

0 1

0 {0, f} , 0, ——|, 39
< TR < [ cos 9] (39)

pro integral ptfes T bude platit
oe{ﬁf} e lo, -1 (40)

12175 P sing|

Jacobidn bude v obou pfipadech stejny, a to J(p,d) = p. Dale

r?(pcosh, psinf) = p* (cos2 0 ||zit1 — 2i||> + sin (20) (241 — 20, 2 — 2i—1) +sin® 0 ||z — zi_1|\2) .

Ea2(0)
(41)
Tedy
fud 1
4 cos 6
L =— i — Zl!llzz — zia | / / (1= psinB)(1 — pcosB)pln(p a(f))dp | do+

0 0

5 [ sme
+/ / (1 —psinf)(1 — pcost)pln(p a(9))dp | df

= \ D0
4

Vnit¥ni integraly maji analytické vy¢isleni, mizeme pouzit matlabovsky kéd:
syms a rho st ct
ker = rho * log( axrho );

y1 = int( (1-rho*st) * (l1-rho*ct) * ker , rho, 0, 1/ct );
y2 int( (1-rho*st) * (1-rho*ct) * ker , rho, 0, 1/st );
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Substituujeme ted za st, ct a a:
syms nl n2 n3 theta

yl = subs(yl,st,sin(theta));

y1l = subs(yl,ct,cos(theta));

y1l = subs(yl,a,sqrt( ni*(cos(theta)) 2 + n2*sin(2xtheta) + n3+*(sin(theta))”"2 ));
yl = simple(yl);

y2 = subs(y2,st,sin(theta));
y2 = subs(y2,ct,cos(theta));
y2 = subs(y2,a,sqrt( ni*(cos(theta)) 2 + n2xsin(2*theta) + n3*(sin(theta))”~2));
y2 = simple(y2);

(42)
Promeénné n1, n3 maji vyznam druhé mocniny pfislusnych norem a proménna n2 hraje roli ska-

larniho soucinu. Nyni provedeme v obou pfipadech numerickou integraci vici proménné 6. Oba

vysledky se¢teme a piendsobenim konstantou — HZ"'“_zigl‘rzi_zi‘l” ziskdme hodnotu integralu I.

Integral I3

Vsimnéme si:

= [ | [ iy -alds, [ds=—o [ [u@u)mly - o dsds, -
r; i1

i1l

1 1
——5- [ [owu@uly-slasds =5 [ @) | [only - ds, | ds = L
r Fia i

i—11%

Integral I,
Parametrizace I';:

;C(t) = (1 - t)Zi +tzit1, t€ [0, 1] ,
y(s) = (1 —8)z + 5201, s€0,1].

Potom

2" (O = llzi41 — 2, a(2(t)) =1-1¢,
Iy ()] = l|lzit1 — 2ill,  i(y(s)) =1—s.

Dale

ly(s) —x@)|| = [|(1 = 8)zi + szip1 — (1 = 1)z — tziga|| = [|zig1(s — 1) — zi(s = t)|| =
= (s = ) (ziv1 — 2)[l = |s = t[ [[zi41 — 2l -

Integral tak mame ve tvaru

2 1 1
14:—“2”12721”/(1—@ /(1—s)ln(||zi+1—zi|||s—t|)ds dt.
T
0

0
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Vsimnéme si, Ze tento integrél je az na danou normu shodny s pfedpisem (36) integralu ;. K vy-
Cisleni tak pouzijeme stejného postupu jako u I; a ziskame vysledek

L= |ziv1 — 2
Y = L El

o —7 Tz —

11.2 Prvni prvek vpravo od diagonaly.
Dle vztahu (35) proi=1,...,n — 1 plati
Vi(iyi+1) = Iy + I + I3 + Iy,

kde

fu)z

[ Yia(y)Inlly — x| d8y> ds.,

I

I=- ( J Yira(y)Inly — = d8y> dsy,
7+1
o I3= f (f Yir1(y) In|ly — x| d8y> ds,,

I

014

_%f’(/h ( f Yir1(y lnHy_.%'Hdsy) ds,.

1+1

Integral Iy

Nejprve si vS§imneme, Ze tento integral je téméf shodny s integralem Iy z vypoctu diagonalniho
prvku. Lisi se pouze v jedné testovaci funkci. Parametrizaci tedy zvolime tplné stejné a pro odlis-
nou testovaci funkci plati

Yip1(y(w)) =w, weo0,1].

Prechodem k polarnim soufadnicim obdrzime tvar

jus JR S
cos 6

zi-1|| h .
(1 —psind) (pcosh) plu(p a(0))dp | dO+
[/

Mz — &l Mz —
2w

sin @

+/ 0/ (1 —psin®) (pcosb) pln(p a())dp | d0| ,

kde a(0) je ddno vtahem (41). Vnitini integraly maji opét analytické vyéisleni, uzijeme kéd
syms a rho st ct
ker = rho * log( axrho );

y1 = int( (1-rho*st) * rho*ct * ker , rho, 0, 1/ct );
y2 = int( (1-rho*st) * rho*ct * ker , rho, 0, 1/st );
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Nésledné substituujeme za st, ct a a pomoci kédu (42) a provedeme v obou piipadech nu-
lzit1—zillllzi—zi—1l

merickou integraci vicéi proménné 6. Sectenim a piendsobenim konstantou — o

dostavame hodnotu integralu I;.

Integral I

Poprvé budeme integrovat pfes disjunktni dilky. Situace se tak zjednodusi, protoze se ndm neob-

vvvvvv

dvojnasobny integral.
Parametrizace I'; _1:
a:(t) = (1—t)zi—|—tzi_1, te [0,1],

parametrizace I';41:

y(s) = (1 —s8)ziya + 8241, s€[0,1].
Potom
2" (O = [lzi — zieall,  a(z(t) =1 -1,

1y ()|l = llzive — zitall,  ira(y(s)) =s
a
r2(s,t) = (1 = 8)zi42 + szi01 — (1= )2 — tzim1||® = ||8(2ig1 — 2ziv2) + (2 — 2i1) + (ziv2 — 2)||.
(43)

Takze

1 1
I = — H2'i+2 - Zi—s-;H ||Z7, - Zi—1|| /(1 _ t) /sln(r(s,t))ds dt.
™
0 0

Tento dvojnasobny integral spoc¢teme numericky.

Integral I3

Tento integrdl je az na jednu testovaci funkci shodny s integralem I, z vypoc¢tu diagonalniho
prvku. PouZijeme tedy stejnou parametrizaci I'; a pro testovaci funkci plati

Vira(y(s)) =s, se0,1].

Integral tak mame ve tvaru

1 1
I3 = _”ZiHQ;Zi”z/(l —t) /SIH(H%H — zil||s — t])ds | dt.
0 0
Kéd v Matlabu, kterym byl integral vycislen (proménnd n mé vyznam normy ||z;11 — z;|):
syms n s t
kerl = log(n*(t-s));

ker2 = log(n*(s-t));
i = int(s*kerl,s,0,t) + int(s*ker2,s,t,1);
i = int((1-t)*i,t,0,1);

Vysledkem je:
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-5/16+1/4*log(n)
Po dosazeni normy ||z;+1 — 2;|| za n a pfendsobenim konstantou dostaneme

lziga — &)

I =
3 8w

—— +In|lzits — 2| -
4‘f'n||2+1 zi

Integral I,
Parametrizace I';:

.%‘(t) = (1 - t)Zi+1 +tz;, te [0, 1] ,
parametrizace I';4;:
y(w) = (1 —w)zip1 + wziye, w € [0,1].
Pak

2" )| = lziv1 — 2ill » Yi(x(t) =t,
Iy (w)|| = llziv2 — zigall, Yip1(y(w)) =1 —w

a také
r?(w,t) = [|(1 = w)zig1 +wzits — (1= )zip1 — t2il|* = [w(zits — zi01) +H(zi1 — 2) > =

= w2 ||Zi+2 — Zi+1||2 + 2wt <Zi+2 — Zi+1,Ri+1 — ZZ> + t2 Hzi+1 — ZZHz .

Tedy integral mame ve tvaru

1 1
I,=— 242 = Ziga ]l 21 = 2] /t /(1 —w) In(r(w,t))dw | dt.
0

21
0

Nyni pouzijeme stejnou transformaci do polarnich soufadnic, jako jsme uzili pii vypoctu Iy u
diagonalniho prvku. Vyjadiime si pak

r?(pcos b, psinf) = p? (0052 0 ||zig2 — zipa||® + sin (20) (ziga — 2iq1, Zig1 — 2i) +sin? 0| zi41 — zl\|2> :

Oéna2 (9)
(44)
Mame tak spocitat integral

_1_
cos 6

I =— live = ziallll2i1 = 2l / / (psin) (1 — pcosB)pln(p a(6))dp | dO+
0

2T
0

sin 6

/ (psinf) (1 — pcosB)pln(p a(6))dp | d0
0

+
LBl \MH

Vnit¥ni integraly maji opét analytické vycisleni, mtizeme pouzit matlabovsky kéd
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syms a rho st ct

ker = rho * log( axrho );
y1 = int( rho*st * (1-rho*ct) * ker , rho, 0, 1/ct );
y2 = int( rho*st * (1-rho*ct) * ker , rho, 0, 1/st );

K nésledné substituci za st, ct a a uZijeme kédu (42), provedeme numerickou integraci vici

_ Nrive—ziqallllzivr—2ll
27 :

0, seCteme a prenasobime konstantou

11.3 Druhy prvek vpravo od diagonaly.
Podle (35) plati proi=1,...,n —2

Viliyi+2) =11 + Is + I3 + Iy,
kde

I = —ﬁ [ wi(z) (rf Yiv2(y) Inlly — x| dSy) dsg,

i—1 i+1

I, = *i f Vi(x) (rf Yiva(y) Inlly — | d5y> dsg,

i it+2

o I3= —ﬁrf%(x) (rf Yit2(y) ln||2/—$||d$y> dsa,

i+1

i

I = —ﬁrj Pi() ( J Yire2(y) Inly — = d8y> dsg.

Iij2
Integral Iy

Integral I; se lisi od Is z vypoc¢tu prvniho prvku vpravo od diagonaly pouze v testovaci funkci.
Opét proto pouZijeme stejnou parametrizaci a pro testovaci funkci bude platit

Yira(y(s)) =1—s, s€[0,1].

Ziskdme tak vztah

1 1
I =— 242 — ziva|l |z — zial| /(1 —t) /(1 —s)In(r(s,t))ds | dt,
0

27
0
pricemz r(s,t) je uréeno vztahem (43). VySe uvedeny dvojnasobny integral spoc¢teme numericky.

Integral I

Integrujeme pfes disjunktni dilky.
Parametrizace I';_1:

z(t) = (1 —t)z +tzi_1, tel0,1],

parametrizace I';;o:

y(s) = (1 - S)Zi-l,-?, + 8zi42, S € [0, 1] .
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Plati
') = llzi — zicall . wi(z(t) =1—t¢,

1y' (N = llzirs = zitall, Piraly(s)) = s
a

r2(s,t) = (1 = 8)zi43 + szi02 — (1 — )2 — tzim1||® = ||8(2ig2 — 2zi4s) + t(z; — 2i1) + (zivs — 2)|°.

Dostavame

21

1 1
I, = — 2i+3 — zita| |2 — zial| /(1 —1) /sln(r(s,t))ds dt.
0 0

Integral vypoc¢teme numericky.

Integral I3

Integral I3 je az na jednu testovaci funkci shodny s integralem I, z vypoc¢tu prvniho prvku vpravo
od diagonaly. Pouzijeme stejnou parametrizaci a plati

"/}i+2(y(w)) =w, wEeE [07 1] :

Transformaci do polarnich soufadnic ziskdme

s

cos 6

I;=— leive = Ziallll2ie1 = 2l / / (psinf) (pcosf) pln(p a(9))dp | A6+

2m
0 \ 0
3 [ smo
+/ /(psinf))(pcos@)pln(p a(9))dp | do| ,
T \0
4

rovnost (44) udava hodnotu a(f). Vnitini integraly vyéislime analyticky pomoci kédu
syms a rho st ct

ker = rho * log( axrho );
y1 = int( rho*st * rho*ct * ker , rho, 0, 1/ct );
y2 = int( rho*st * rho*ct * ker , rho, 0, 1/st );

K substituci za st, ct a a uZijeme kdéd (42), provedeme numerickou integraci viéi 6, secteme

llzitve—2itlllzit1—=ill
2m :

a vynasobime konstantou —

Integral I,

Integrujeme znovu ptes disjunktni dilky.
Parametrizace I';:

z(t) = (L —t)zip1 +tz, tel0,1],

parametrizace I';;o:

y(s) = (1 - S)Zi+3 + S8zi42, S € [O7 1] i
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Plati

[’ @Ol = llzivr — 2l i2(t) =¢,
1y' () = zirs = zigall s Diva(y(s)) =

r2(5,8) = [[(1 = 8)2i4s + s2i42 — (1= t)zig1 — tzi]|* = [|8(2ig — 2i13) + t(zir1 — 2i) + (2i4s — 2i01)|)
Obdrzime

1
I4 — _ ||Zi+3 Zl+2|| HZZ+1 Zl” / /Sln S t S dt
0

Integral se vypocte numericky.

11.4 Dalsi prvky vpravo od diagonaly.

i4+3,...m—2 i=1,

Vyjdeme opét ze vztahu (35). Proi=1,...,n—3, j=< i+3,...,n—1 i=2,
1+3,...,n 3<t1<n—3,
tak plati
i J
Vi(i, )= Y. > Iu,
k=i—11=j—1
kde

1
Bi=-5- [wi@ | el ds, | ds.
'y Iy

Ukolem je tak spocitat jednotlivé integraly Iy, dilky I'y a I'; jsou pfitom ve vSech p¥ipadech dis-
junktni.
Parametrizace I'y:

x(t) = (1 —t)zp41 +tz, te€1]0,1], (45)
parametrizace I';:
y(s) = (1= s)z41 + sz, s€0,1]. (46)
Potom
'@ = llze41 — 2l i2(t) = (1= )i(2r41) + tehil2),
ly (I = llzir = 2ll, ¥(y(s) = (1 = $)¥;(z141) + 51 (21)

(s t) = [1(1 = 8)zi41 + 520 — (1= B)zi1 — tze])* = sz — 201) + H(zaga — 2) + (2101 — 200)[17-
(47)

Ziskdme tak

Zk — Zk zZl Zl
Iy = — 241 ” H - H/ )Yi(ze+1) + ti(2x)] -
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[ 10 905 + s s, ) | .

Tedy
1
[ Ii—l,j—l = ”ZL ~ Zis 1” ||Zj i 1H / /(1 — S) ln(ri_l,j_l(s,t))ds dt
0
1
° Ii—17j — 7HZZ Zi— 1|| HZJ"rl ZJH / /Sln ri_ 1] s t))dS dt7
0
1 1
. Il-,j,lz—HziH Zl” ”ZJ = 1H/t / $)In(r; j_1(s,t))ds | dt,
0 0
1 1
o I :—”Zi+1 ZZ” HZJH &l /t /sln (ri;(s,t))ds | dt.
0 0

Tyto integraly se opét vypocitaji numericky.

11.5 Zbyvajici prvky na prvnim a druhém radku.
Budou nés zajimat prvky V;,(1,n — 1), V4(1,n) a Vj,(2,n). ProtoZe matice V}, je symetricka, plati
Vi(l,n—1) =Vi(n—1,1),

Vsimnéme si, ze prvky Vi, (n—1,1) a Vj,(n,2) jsou tvofeny souctem ¢tyt integrali ,stejného typu
jako druhy prvek vpravo od diagonaly. K vycisleni tedy pouzijeme tplné stejného postupu, jen

pro Va(n—1,1): i—1=n—-2,i=n—-1,i+1=n,i+2=1, i+3 =2,
pro Vi (n,2) : i—1l=n—-1,i=n,i+1=1,i+2=2,i+3=3.

Naproti tomu prvek V,(n,1) je tvofen souctem integralii ,stejného typu“ jako prvni prvek vpravo
od diagonaly, tedy k vycisleni uzijeme taktéz stejného postupu a plati

i—l=n—1,i=n,i+1=1i+2=2.

12 Vydisleni diskretizovaného operatoru dvojvrstvy.

Pro (i, j)-ty prvek matice Ky, 4,5 = 1...,n, jsme ziskali pfedpis (viz. stranu 27):

Kn(i,5) = (K60, /ij )ths(a)ds, = — —/wz /wj Gl = ol ds, | ds
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Testovaci funkce v;, ¢ = 1,...,n, je nenulova pouze na I'; a I';_q, proto pro i,j = 1,...,n dosta-
neme

ozn
= Iy

- * d
Kuiod) = Y / wi@) | [0 - nly - lds, s To=To ()
)
1

kzll]l

Operator dvojvrstvy neni symetricky, musime tedy spocitat vSechny prvky matice. Jednotlivé
integrély Iy, dané pfedpisem (48) si rozdélime do étyf skupin podle vzdjemné polohy dilkd I'y a
I'; a budeme znacit:

o I}, 2 Iy, kde Ty, =T,

o I, 2" I}, kde I'; sousedi zleva s T,
° Ip = = I, kde I'; sousedi zprava s I'i,
o I 2" [;, kde I'; a T, jsou disjunktni.

Nejprve si ukdzeme, jak dané integraly vycislit, a pozdéji, jak sestavit matici. Podivejme se jesté,
jak vypad4a derivace ve sméru jednotkového vnéjsiho norméalového vektoru (vi¢i proménné y) k
hranici 0€2:

2 2
d Oln|ly — = 1 1 2(y; — )
any Wl el =2 = — Z_ =o' 2 Ty—al ™

(y — o ny>
22 My = 5

ly — |

y —III

Podobné jako v minulé kapitole zavedeme znaceni
0
(o,0) " [ly(e) — (o)
a nechf n; oznacuje vnégjsi jednotkovy norméalovy vektor k dilku T';, tj.

(Zit+1 — #i,mi) = 0.

12.1 Integrace pies shodné dilky, I'y =1I.

Bud z libovolny bod na tseéce T';. Uvazujme zobrazeni

Y v = a:7|15>7 y e\ {z}.

ly
Pro y € T')\ {z} je vektor (y — ) ndsobkem vektoru (z;+1 — 2;), a proto (y — x,n;) = 0. Tedy
pro kazdé y € T')\ {z} :
Dostavame tak, ze

If, =0 prok=ii—11=jj—1
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12.2 Integrace pres sousedni dilky, I'; sousedi zleva s I';.

Parametrizace I'y:

o(t) = (1 —t)zpq1 +ta, te€[0,1],
parametrizace I';:
y(w) = (1 —w)z + w241, wel0,1].
Pak
(|2’ (¢

M = llzk41 — 2l
||Z/ ()| = llzi41 — 2l
Yi(x(t)) = (1 — )i(zr41) + thiz),
Yi(y(w)) = (1 —w);(z1) +wip;(z141),

a protoze z; = 241, plati:
ri(w,t) = [|(1 = w)z + wzips — (1= t)zep1 — tze])* = [[w(ziea — 2) + Hzen — 2)[* =
= w” |lz1 — 2] + 2wt (21 — 21, 2k41 — 2k) + £ 2kg1 — 2]
Jesté zbyva vyjadrit skalarni soucin
(y(w) = 2(t), ) = (w(zi41 — 21) + Hzrtr — 26)s ) = t{zR41 — 20, 70) -

Proto

Ly =— [(1— )i (2rg1) + tes(21)] -

1
llzk+1 — 2ell (Zr41 = 25, |21 — 22| 70) /
27
0

1

t
1— w); : Y dwl|dt, k=ii-1, 1=jj—1.
0/[( W)Y (z1) + wj(z141)] 7w w i g, i

Nyni pouzijeme transformaci do polarnich soufadnic (38), (39), (40) uzitou v kapitole (11). Do-
stavame

r2,(pcosb, psinf) = p? (0052 0lzi+1 — zl||2 +sin (20) (2101 — 21, 2641 — 2x) +sin? 0 || zpp1 — zk||2) .

ozn 2 (0)

Po substituci ma jadro tvar

psinf
p?ai,(9)

)
a protoze bude jesté tento vyraz nasoben Jacobidnem p, stava se jadro ¢lenem nezavislym na p.
Vnit¥ni integral se proto redukuje na pouhou integraci soucinu testovacich funkci. Tedy

™

cos 0

4

z — zi|l (= — 2k, |zi1 — 2| n smG

Izizz—” k1 = 2kl (Zhar — 2k, lzies — 2l ) / / Mia(p, 0)dp | o+
27 akl
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sin 9

7 1n9
/ / M (p,0)dp | a6,

kde
(1 —psinb)pcosf k=i—1,1=j-1,
) (1—psing)(1 —pcosh) k=i—-1, =4,
Mia(p, 0) = psinfpcost k=1, 1=j5-1,
psinf(1 — pcosb) k=1, l=3j.

Vnitfni integral podle p ma analytické vycisleni, vnéjsi integral dle § vypocteme numericky.

12.3 Integrace pies sousedni dilky, I'; sousedi zprava s I';.
Parametrizace I'y:

z(w) = (1 —w)z, + wzky1, we0,1],

parametrizace I';:

y(t) = (1 —t)z41 +tz, t€][0,1].

Potom

[z (W)l = llzk+1 — 2ill 5

' O = llz1+1 — 2l »

Yi(z(w)) = (1 — w)vi(zr) + wbs(zp11),
Yi(y(t) = (L =) (2141) + th;(21).

(w
(

Plati z;41 = 2, tedy

ri(tw) = (1= )zig1 +tz — (1— w)ze — wep | = [tz — 2141) + w(zk — ze1)||” =

=12 |21 — z1])* 4 2tw (2101 — 215 201 — 26) + 02 261 — 2

Dale
(y(t) — z(w),m) = (a1 — 2141) + w2k — 2r41), ) = w (2o — Zrt1, ) -
Proto
1
Iy =— e = 2l (2 _227]?17 let4r = 2l ) / w)i(z1) + wi(zr41)] -
0

1
1— 1), ()] ———dt | dw, k=ii—1, [ =j,j—1.
0/[( Vi (zi41) + t; (1)) 2 (6 w) w i N

Uzijeme déle transformaci do polarnich soufadnic (38), (39), (40) z kapitoly (11) a dostédvame

r2,(psin @, pcos ) = p? (sin2 0 ||z141 — z1||” + sin (20) (21401 — 21, 21 — 2k) + €082 0 || zpg1 — zk||2) .

=laj, (0)
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Jadro ma nyni tvar

pcosf
p?ai,(0)

a diky Jacobidnu p je jadro nezévislé na p. Vnitini integral se opét redukuje integraci soucinu
testovacich funkci. Takze

s

4 CosG

z — 2|l (z& — zka1, ||zie1 — z1|| n cosH

I;fl:—ll k1 — 2kl {2k = 21, 1200 — 21l ) / /Mm p.0)dp | do+
2 akl

sin 9

/COSH /Mkl pve)dp do ’
g ag, (0

kde
pcosf(1l — psinb) k=i—-1,1=j—-1,
) pcosBpsind k=i—1, 1=,
My (p,0) = (1—pcosf)(1—psind) k=i, l=35-1,
(1 —pcosh)psind k=1, l=j.

Opét vnitini integral dle p mé analytické vycisleni, vnéjsi integral dle  spoCteme numericky.

12.4 Integrace pres disjunktni dilky.

V tomto ptipadé pouzijeme parametrizace (45) a (46) z kapitoly (11) a pro rg;(s,t) tak plati vztah
(47). Protoze nyni neméme zadny spoleény uzel, dostavame pro skaldrni soucin:

(y(s) —x(t), ) = (s(z1 — z141) + t(zk+1 — 26) + (2141 — 2641), ) =

= (t(zr41 — 2k) + (2141 — 2K41), 1) -

Ziskdme tak

1
A z
If = - M/ [(1 = )i (2hs) + tebi(20)] /1—5% (2141) + s (21)] -
0

t _ _ _
(R — 2k) + (21 — 2e1)s 2041 Z“mds)dt.

r%l(svt)
Tedy
1 1
« I, =- [E2 —22i71|| /(1 / (1—s) —zi-1) + (QZj — %), ||th —z-allng-1)
u ) rifl,jfl(& )
1 1
. 11, = _ —221‘71” /(1 /S i~ Zi1 +(Zg+1 —Z;)»||Zj+1 —zllm) 4 | ar,
T / ) r71,(s:1)
1 1
.« 1t 1:_\|Zz+; ZzH/t /(1_8)< (zi41 Zz)+(zg2 Zz+1)£ 2 = zj-all-1) 4 ar,
T Ti,j—l(sv )

0
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1 1

o yi_ lzni—zll [, {t(zis1 = 20) + (21 = ziva), 201 = 2l mg) 4 o

v 27 § r7i(5,1) o
0 0 ’

Integraly vypocéteme numericky.

12.5 Sestaveni matice.
Ukazeme si nyni postup, jak vypodéitat (i, j)-ty prvek matice K, i,j =1,...,n, T'o =T

1. Test vzdjemné polohy I';_; a I';_q:

o [, 1 = ijl =1L = 0,

o I';_;sousedi zlevas I';_1 = I = 5_17]-_1,

o I';_; sousedi zpravas Iy = L =17, i,

eI, 1a Fj_l jsou disjunktni =1, = Izdfl,jfl'
2. Test vzdjemné polohy I';_; a IT';:

(] ].11',1::[‘]' :>12:0,

o I'; sousedi zlevas [;_1 = Ir = If?l’j,
o I'; sousedi zpravas I';_; = I, = Ifil’j,

e I'_; a I jsou disjunktni = I, = Ild_Lj.

3. Test vzédjemné polohy I'; a I';_;:

oI, =I_1 = 13=0,
o I';_; sousedi zlevas I'; = I3 = If,j—l’
e I';_; sousedi zprava s I'; = I3 = Ilp,j—l’

I'; aT'j_q jsou disjunktni = I3 = Ii‘fj_l.
4. Test vzajemné polohy I'; a I';:

L] Fizl“j $I4=0,

o I'; sousedi zleva s I'; = I, = Il{j,

o I['j sousedi zprava s I'; = I, = I},
o I'; a I'; jsou disjunktni = I, = Iﬁj.
5. Kpn(i,j) =11 + I + I3 + I4.

Jesté zbyva ukazat, jak vyjadfit jednotkovy vnéjsi normalovy vektor n;. Oznacime si souradnice
uzli:

2141 = (Iz+1, yl+1)7 2] = (l'l, l/l)7

potom (z; — z141) = (¥ — Zi41, Y1 — Yi+1)- Vektor kolmy k vektoru (z; — z;41) bude mit soufad-
nice (y;41 — Y1, ¥ — x141). Tento vektor je vnéjsi normalovy vektor!® ke I';. Pro jednotkovy vnéjsi

18Vypoctem zjistime, Ze (yi41 — yi, ¥ — Ti41,0) X (21 — T141, Y1 — Yi41,0) = (0,0, —(y1 — y141)? — (z — w141)?).
Protoze je tieti soufadnice vektorového soucinu zipornd, je vektor (y;+1 — v, @; — ®;41) vnéjsim normalovym
vektorem. -
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normalovy vektor pak plati

(Y141 — Y1, 21 — Tyg1)
2141 — 21|

n, =
a tedy také

2141 — 21l i = (Vi1 — v @0 — Tiga)-

13 Vydisleni diskretizovaného hypersingularniho operatoru.

Pro (i, j)-ty prvek matice Dy, 4,j = 1...,n, madme odvozeno (viz. stranu 27):
d2
Dy (i, j) = (Dvj, ¥i), /D% )Yi(x)ds, = /1/% /%(y)cmmclnlly—wlldsy dsg.
o0

Hypersingularni operétor je symetricky, pro kazdé u,v € H? (09) tedy plati

(Du,v)y = (u, Dv),,

proto také matice D} bude symetricka. Testovaci funkce v;, ¢ = 1,...,n, jsou navrzeny tak, aby
byly nenulové pouze na I'; a I';_1, takze pro 7,57 = 1,...,n dostavame

i J 2
. 1 d
Dy(i,j) = g g ﬂ/wl /w] dnydn, In|ly —z||dsy | dsp, To=T),. (49)

Ukazme si nyni dtlezity vztah platici pro diagondlni prvky matice Dj. Necht u(z) = ¢ pro kazdé
x € R, kde c je libovoln4 redlna konstanta. Potom podle (10) plati

Du(x) =0 Vz € 0.
Polozime-li u|yq, = c¢- Y v, plati také
j=1
<D(C-Z¢j)7¢i> =0, i=1,...,n.
j=1 2
Tedy
¢ Y (DY), =0, i=1,...,n. (50)
j=1
Proto musi byt soucet prvkid na kazdém radku matice Dy nulovy a pro diagonalni prvek plati

==Y Du(i,j), i=1,...,n. (51)
j=1
j#i

Matici Dy, budeme vy¢islovat postupné po fadcich. Pro i-ty fadek je tedy tifeba vypocitat
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Dy, (i,7+ 1), tj. prvni prvek vpravo od diagonély, i =1,...,n — 1,

Dy, (i,7 + 2), tj. druhy prvek vpravo od diagondly, i = 1,...,n — 2,

1+3,...,n—2 proi=1,
Dy(i,j), j=< i+3,...,n—1 proi=2,
t+3,...,n pro3<i<n-—3,

pro i = 1 predposledni a posledni prvek na fadku, tj. Dy(1,n — 1) a Dy(1,n),

pro i = 2 posledni prvek na fadku, tj. Dy (2,n).
Diky symetrii Dy, plati pro prvky na i-tém radku, i = 2,...,n, vlevo od diagonély:

Dh<Z?J):Dh(Jal)v .7:17571_1

Diagonalni prvky spoéitdme pomoci rovnosti (51), vyhneme se tak nejkomplikovanéj$imu vypoctu.
Vyjadiime si déle:

2 2
2 d Z(yl - xl)n% 2 9 Z(yz - xl)nlh

j=1 axj ||y—9c||

B ) 2<y —T,ng) (Y — T, ny)

2 1 :
ly — | lly — |

Oznacujme opét
r(o,0) = [ly(o) —x(e)]-
Jednotkovy vnéjsi normalovy vektor k dilku I'; budeme znacit jako n;, tj.
(zix1 — zi,m5) =0,
a oznac¢me také soufadnice kazdého uzlu:

Zj = ($i7yi)~

13.1 Prvni prvek vpravo od diagonaly.
Dle vztahu (49) proi=1,...,n — 1 plati
Dp(iyi+ 1) =1L+ 1+ Is+ I,

kde

o I =5 [ vilx) <Ff wi+1(y)(m‘;;%1n||y—x|dsy> dsq,

Tio1

19Pouzijeme predpis pro ﬁ In ||y — z|| z minulé kapitoly.
Y
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o Ir= % I ¥ < J tinaly ) Tmodns dn; In[ly — || dsy) dsg,
I

i+1

[ ]
&
Il
&=
H

(f ¢1+1 dn dnl In ||y - Z'” d8y> dsl’

o Iy= %rf (Ff Vi1 (V) g ans dnm In|ly — | d5y> dsa.

i+1
Integral Iy

V singuldrnim bodé z; je testovaci funkce ;1 nulovi, coz ndm zajisti oslabeni singularity a
moznost vycisleni integralu pomoci pfechodu k polarnim souradnicim.
Parametrizace I'; _1:

I(t) = (17t)2i+t2’i_1, te [0,1],
parametrizace T';:

y(w) = (1 —w)z; +wzip1, we0,1].
Pak

' @) = llzi — ziall,  ¥i(z(t)) =1-1,
[y ()|l = [lzi+1 = zill,  Yig1(y(w)) =w
rQ(w,t) =|[(1—w)z +wzipr — (L —t)z; —tzim]|| = |w(zipr — 2:) + t(zi — z,»_;l)||2 =

= w? ||Zi+1 — Zin + 2wt <Z,‘+1 — 23, % — Zi_1> + 12 sz — Z,‘_1||2 .

Postupem uvedenym na konci minulé kapitoly odvodime, ze

e — (Yi — Yim1,Tim1 — 33) a n— (Yi+1 — Yi, Ti — Tiy1)
= -
' Iz = zi-a| ' lziv1 — il

Oznadime si jesté

~ 0zZn

n
ni_1 = (yi_yiflaxifl —3%‘) a n; = (yi+1 —yi7$i—$i+1)-

Dale
W (Zip1 — Zi, iz
<y(w) - x<t)ani—1> =w <Zi+]_ — Ziani—1> = < it+1 v 1>7
|zi — zi—1]|
t{z; — zi—1,N;
<y(w) - x<t)7nz> =1 <Zi — Zi717ni> = M
lzit1 — 2|
Potom

1
1
n=s fa-y /wnzz«—z@«_ln||zi+1—zi||-
™
0

(Pi—1, M) wt (zip1 — 2i, Ni—1) (2 — Zilvﬁi>:| q >
o 2 4 w | d
2i = zi—all |zi41 — 2| 72(w, 2) lzi = zi—1ll [|zi41 — 2l 74 (w, T)
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a vykracenim norem ziskame

1 1
1 ni_1,7; t(2iy1 — 23, Ni— P = %1,
I1:—/(1—t) /w[—<n L) | wh{zi = 20 i) G = 2 lnqdw dt.
2
0

r2(w, t) r4(w, t)
0

Nyni pouzijeme transformaci do polarnich soufadnic (38), (39), (40) z kapitoly (11) a funkce, kte-
rou budeme integrovat (nezapomeneme na Jacobidn), pfechazi do tvaru

(fli—1, 1) p?sin(20) (zi41 — 2, 7i—1) (2 — Zi177~7/i>:|

(1= psinb) (pcost) p [_ p2a2(0) ptat(0)

pricemz

a?(0) = cos 0 || zip1 — 2| + sin (20) (241 — 25, 20 — 2zi—1) +sin? 0 ||z — 21 ||° .

Kracenim ziskame

(1 - psin6) cosf [_ (Ri—1,7:)  sin(20) (zi41 — 23, Ri—1) (21 — Zilaﬁi>:|

a*(0) a*(6)

a proto se integrace dle p redukuje na integraci jedné testovaci funkce, tedy

™

cos 0

1|7 T in(2 - s A
L= /cos@<—<nl L) | sn@0) Fin = 2 Riy) o~ 2 l’nz>> /(1—psin9)dp o+
Y
0

a2(0) a*(0)

sin 6

/ Ni—1,M; in(20) (zi41 — 2i, i P Zi—1, 7y

a*(6)

Integrace dle p je jednoduché, vnéjsi integral je ponechan numerickému vypoctu.

Integral I

Budeme integrovat pres disjunktni dilky.
Parametrizace I';_1:

x(t) = (1 —t)Zi-i-tZi,l, te [0,1],
parametrizace I';4;:

y(s) = (1 — s)zip2 + szit1, s€[0,1].
Pak

2" = ll2i — zi-all, Pi(z(t) =1 —t¢,
1Y () = llzivz = zigall,  Yita(y(s)) = s
a

r2(s,8) = [|(1 = 8)2i4a + s2i41 — (1 — )2 — tzi1]|” = [|8(2is1 — 2ig2) + t(z — zim1) + (2i42 — 2| -
(52)
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Vnéjsi jednotkové normélové vektory jsou dany

Ly i1
oy = Wi Vit — @) nisy = (Yi+2 = Yit1, Tiv1 — Tiy2) (53)
' ll2i — zi-1]| ' [2i+2 — 2zit1]|

Daéle

(s(zi41 — zit2) + (zide — 2i), Tiz1)
[2i — zi-1l

(y(s) — x(t),ni—1) = (s(zit1 — zit2) + (2iv2 — 2i),Mi-1) =

(t(zi — zi1) + (zig2 — 2i), Miy1)
zite — ziva|

(y(s) = z(t), nip1) = (t(z — 2zi—1) + (Zig2 — 2i),Nig1) =

Tedy po vykraceni norem mame

L.

+2<5(Zi+1 — Ziq2) + (Zigo — 2), 1) (H(2i — zi—1) + (Zig2 — Zi)rﬁiﬂq ds) d

Integral dale vypoc¢teme numericky.

Integral I3

Parametrizace I';:

x(t) = (1 —t)zip1 +tz;, te[0,1],
y(s) = (1 — 8)zip1 + 821, s€0,1].

Potom

2" O = lzi41 — zill,  i(2(t)) =,
Iy ()Nl = llzit1 — 2, Yita(y(s)) =1—s.

Integrujeme pres shodné dilky, tedy plati

2
(ni, i) = [lna|” = 1.

Nyni nahradime bod z(t) vnitinim bodem z(t) — en;, € > 0, provedeme vnitini integraci a na-
sledné limitu € — 0. Takze

y(s) — (z(t) —en;) = (1 — 8)ziq1 + 82 — (L —t)zi41 — tz; +en; =

=zip1(t—s) —zi(t —8) +en; = (t — 8)(2zi41 — 2i) + en;.

Z kolmosti vektord n; a (z;41 — 2;) pak dostavame

(y(s) = (@() —eni)ymi) =< a |y(s) = (@(t) = eni)|* = (¢ = 9)* |lzi41 — zl|* + %
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Tedy

3217r/1t /1(1_3)'
o \0

1 g2
.Hzi_,_l 7ZZH2 — +2 3 ds | dt.

3
(t—5)? |lzigr — 2" + €2 ((t — )2 |lzis1 — &l* + 52)

2 .. P .z 5 , 7 5 7 . /.
Clen ||z;41 — 2i||” pfipojujeme k jadru. Uvedme nyni kéd v Matlabu. Proménné esq hraje tlohu
£? a proménnd nsq mé vyznam druhé mocniny normy ||z 11 — 2;||. Nejdiive si pfipravime jadro:

syms nsq esq t s
ker = nsq * ( -1 / ( (t-s)"2*nsq + esq ) + 2*esq / ( (t-s)"2*nsq + esq )"2 );

Déle provedeme vnitini integraci:
i = int( (1-s) * ker, s, 0, 1 );
Limita ¢ — 04 :

= limit( i, esq, O, ’right’);
expand (i) ;

Vysledkem je:
1/2xlog(nsg*(t-1)"2)+1/t-1/2%1log(nsq*t"2)

Dostéavame tedy

ek oo ()

Tento integral nediverguje, protoze ¢len + vynasobeny testovaci funkei dévéa jednicku. Provedeme

t
tak jednoduse integraci dle t:
i = int( t*i, t, 0, 1);

Po vynasobeni konstantou % mame vysledek

Integral I,
Budeme integrovat pres dilky s jednim spoleénym krajnim bodem. Integral vycislime pomoci
transformace do polarnich soufadnic, umozni ndm to nulova testovaci funkce v; v singularnim

bod€ z;41.
Parametrizace T';:

m(t) = (1 — t)2i+1 +tz;,, t€ [0, ].] s
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parametrizace I';4;:

y(w) = (1 - w)ziJrl + wzit2, wE [0, 1] .
Pak

2" N = llzit1 — 2l , Yi(x(t) =t,
Iy (w)|| = l|ziv2 — zix1ll, Yip1(y(w)) =1 —w
a také
r2(w,t) = ||(1 — w)zit1 + wzirs — (1= )21 — tz]|” = [w(zire — zip1) + tzip — 2)|)> =

= w2 ||Zi+2 — Z7;+1||2 + 2wt <Zi+2 — Zi+1,Ri+1 — ZZ> + t2 Hzi+1 — 22H2 .

Vnéjsi jednotkové normalové vektory jsou pak dany

Ry g1
- (Yit1 = Yis Ti — Tit1) a Mis = (Yit2 = Yit1, Tiy1 — Tit2) (54)
' [zi+1 — 2ill ' lzite — zit1l
Daéle ~
(Y(w) — z(t),ni) = w(ziv2 — zit1,M4) = W {Zirz = i )
241 — il
a

t(Zit1 — Ziy Tig1)

(Yy(w) — (1), niv1) =t (zit1 — 2zi,Miv1) =

[zit2 = zisall
Pak po vykriceni norem mame
1 1 o ~ ~
I = 11, /(1 —w) |- (Ti, Tiv1) . o tW (Zit2 = Zir1, ) (Zig1 — 20, Rig1) dw | at.
2 r2(w,t) r4(w,t)
0 0

Nyni pfejdeme k polarnim soufadnicim uzitim (38), (39) a (40). Funkci, kterou budeme integrovat,
mame ve tvaru

psinO(1 — pcos)p {_ (i, i) | p°sin(20) (zivo — Zit1, i) (zi1 — 23, flz‘+1>]

p2a?(6) pat(6)
pricemz

a2(0) = cos? 0 || zixa — ziza ||” + sin (20) (zig2 — zig1, zig1 — 2i) +sin? 0| zip1 — z||>. (55)

Po vykraceni p ziskdvame

sin 6(1 — pcosf) [_ (Mg Nig1) | sin(20) (zita = zig1, 1) (Zig1 — Zivﬁi+1>:| 7

a?(6) a*(6)
a proto
i o5
1 . (P, Mig1)  sin(26) (zip2 — zig1, i) (Zig1 — 2, ig1) /
Ii= — - 1-
1= o /s1n9 ( o2(0) + a1(0) (1 —pcosB)dp | do+
0 0

95



_1_
sin 6

/s1n9 ( nl,nl+1> N sin(20) (zi42 — zit1, M) (Zig1 — z¢,m+1>) / (1= peost)dp | do

a?(6) a*(6)

(=}

N

Integrace podle p je snadné, vnéjsi integral vypocteme numericky.

13.2 Druhy prvek vpravo od diagonaly.
Podle (49) plati proi =1,...,n—2

Dp(i,i+2)=1 + I+ I3 + I,
kde

o I =5 [ i(x) < / 7/)i+2(y)cm;i;rln||y—$||d3y> dsg,
r, r

i+1

o Iy %Ff Yi(x) <I‘f Vit2(y) dnsfinz Infly — | dsy) dsg,

i+2

OIg

%Ff 1/%(17) (I‘f ¢i+2( dnydnw In ”y - x” dsy) dsg,

i4+1

.I4

%1"‘[ 1/11(£E) (I‘f 1/}“'2( dnydnI In ||y - SC” dsy) d5z~

i+2
Integral I

Integral se lisi od Is z vypoctu prvniho prvku vpravo od diagonaly jen v testovaci funkci. Po-
uzijeme proto stejnou parametrizaci a pro odlisnou testovaci funkci bude platit

Yira(y(s)) =1—s, s€][0,1].
Ziskdme tak vztah

1

1 ~ ~
11:% (1—1) /(1_3){—W+
0 0

49 (s(zi41 — zix2) + (zigo — 2i), Ni—1) (2 — zi—1) + (Zig2 — Zi)yﬁi+1>:| ds) dt.

priéemz r(s,t) je uréeno vztahem (52) a 71;_1 a 71,11 jsou uréeny piepisem (53). Tento dvojnasobny
integral spocteme numericky.

Integral I

Budeme integrovat opét pfes disjunktni dilky.
Parametrizace I'; _1:

Z‘(t) = (1 — t)ZZ +tz,-1, tE€ [0, ].] s
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parametrizace I';;o:

y(s) = (1 — 8)ziys + szip2, s€[0,1].
Pak

=" @Ol = llzi = ziall,  ilz(t) =11,
1Y/ ()| = llzis — zivall,  Yita(y(s)) =

r2(s,t) = [|(1 = 8)zips + 522 — (1= )z — tzia|* = |s(2ip2 — zivs) + t(2i — zi1) + (2103 — 20) || -

Vnéjsi jednotkové normalové vektory jsou dany

Ly L'y
P (Yi — Yi—1, i1 — T;) a Mg = (Yits — Yit2: Tit2 — Tit3)
" 2 — zi-1ll " lzi+s — zit2ll

Déle

), i) = (s(zi+2 — 2i43) + (2i43 — 2i),Mi—1)

(y(s) — x(t),ni1) = (s(zit2 — 2it3) + (2i43 — 2 2 — 21

(t(zi — zic1) + (2ig3 — 2i), Mig2)
| zits — zital|

(y(s) — x(t), niya) = (t(z — zic1) + (Zigs — 2i), Nig2) =

Pak po vykraceni norem dostavame

1 1
1 nl 1;n2+2>
— [(1—-1)
277/ (/S r2(s,t) T2 T
0 0

(s(zir2 — ziy3) + (zix3 — i), Mi—1) (H(zi — zi-1) + (zig3 — 1), ﬁi”q ds) dt.

i (s, 1)

Integral dale vypoc¢teme numericky.

Integral I3

Integral je az na jednu testovaci funkci shodny s integralem I z vypoctu prvniho prvku vpravo
od diagonaly. Vy¢cisleni je mozné pomoci pfechodu k polarnim soufadnicim. V tomto piipadé jsou
obé testovaci funkce v; a ;12 nulové v singuldrnim bodé z;;1. PouZijeme stejnou parametrizaci
jako u I a plati

wz-‘rQ(y(w)) =w, wEe¢ [Ov 1] :

Transformaci do polarnich soufadnic ziskdme

1 / . (Miyiy1) | sin(20) (zig2 — zip1, M) (Zig1 — 2i, Nig1) 7
Is = o /511190086‘( 2(6) + a1(0)

(=}
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sin 6

3
+ /sin@cos& <— (R i) + SIn(20) (Zive = 21, ) (Zigs — Zi,ni+1>) / pdp | O],
T

a2(0) a*(0)

kde a(0) je ddno vztahem (55) a vektory 7i; a ;41 jsou uréeny vztahem (54). Vnéjsi integrél pak
vypoc¢teme numerickou cestou.
Integral I

Integrujeme znovu pres disjunktni dilky.
Parametrizace I';:

z(t) = (1—t)zip1 +tz;, t€][0,1],
parametrizace I';;o:

y(s) = (1 — s)zi43 + Szit2, s€[0,1].
Plati

=" Ol = lzier —zills  ilz(t) =,

1" ()|l = llzits — zitall,  ita(y(s)) =s

a
r2(s,t) = ||(1 = 8)zits + sziga — (1 — t)zip1 — tzl|” = ||8(2ir2 — 2ig3) + t(zie1 — 25) + (zips — zip1) || -

Vnéjsi jednotkové normalové vektory jsou pak dany

ozn - ozn -
=Mn; = MNi42
N — (Yi+1 — Yir T — Tit1) a Mg = (Yi+3 — Yit2s Tity2 — Tit3)
' lzit1 — 2l " |Zit3 — Zital|

Tedy

(s(zir2 — zit3) + (Zigs — Zit1), M)
zit1 — zill

((s) —x(t),n:i) = (s(zir2 — 2it3) + (zi13 — 2ip1), M) =

(t(zit1 — 2i) + (2i43 — Zit1), i)
lziv3 — ziyall

(y(s) —x(t), niy2) = (t(zix1 — 2zi) + (2i43 — 2ip1), Nit2) =

Kracenim norem dostavame

+2

Integral dale vypoc¢teme numericky.
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13.3 Dalsi prvky vpravo od diagonaly.

i4+3,...m—2 i=1,
Vyjdeme-li znova ze vztahu (49), pak proi =1,...,n—3, j =< i+3,...,n—1 =2,

i4+3,...,n 3<i<n-—3,
plati

i J
Du(i,j)= Y. > Iu,
k=i—11=j—1

kde

1 d?
Iy = — [ (y)————1In|ly — .
0= gr [0 | [t g g miy = alds, | ds
Ty Iy

Dilky T'y, a I'; jsou vzdy disjunktni. PouZijeme parametrizace (45) a (46) z kapitoly (11). Pro
rri(s,t) plati vatah (47). Pro vné&jsi jednotkové norméalové vektory plati:

ozn . ozn ~

= Ng =n

(yk+1 — Yk, Tk — $k+1) _ (yz+1 — Y, X — $z+1)
2k+1 — 2|l llzi41 — 2l

nge =

Tedy

) = (s(zt — 2141) + (2141 — Zpg1), 7o)

(y(s) — z(t),nk) = (s(z1 — z141) + (Zi41 — 2k+1), 1 2kt — 2]

(t(zk+1 — Zk) + (Zl+1 - Zk+1)a ﬁl>
2141 — 21|

(y(s) —a(t),m) = (t(zhe1 = 21) + (2401 = 2011), 1) =

Kracenim norem hned dostavame

1

1
L= o [ 11— 0u(zur1) + () (/ [(1 = 8)v;(2141) + s5(=1)] {— <Zk’m>+
0
k)

27 ri(s,t)
0

9 (s(z1 — zi41) + (Zi41 — 2r+1),

t§2k+1 —z) + (2141 — Zk+1),ﬁz>} ds> dt.

- )

Tedy

1
1 (i1, 1)
I =— [(1-1%) 1-— T A
* WL o / / °) [ iy j71(87t)+
o ;

o 8(zi—1 = 2j) + (2 — 2i), Ai—y) {t(zi — 2i-1) + (2 — Zi)’ﬁjﬁ] ds) dt,

+
7"?—173‘—1(5715)
1 1 1 <~ _ >
i1, 15
I 1j=— [(1—t — = L
° 1,5 o ( ) /5 [ rf_lj(s,t)—i_
0 0 ’
— t — —
b o ole = 2] + s = 2.1 >( < ; zim) + (241 — ) nﬂ ds) o,
i—1,7\7



1 1
1 (Mg, Tj—1)
—— [t (1— _71
o I 27rO/ b/ E l 7”” 1(S7t)+

o (8(zi—1 = %) + (2 = zit1), M) (M(zigs — 2) + (2 — ZHI),ﬁj_ﬁ] d5> dt,

+

Tij—1(57t)
1 1 < >
1 N, s
L= — ¢ _ A1, )
.« I, %/ /5[ (s t)
0 0 ’
n 2<8(Zj — 2j+1) + (241 — Zi+1)vili> (t(zit1 — 2i) + (2541 — 2it1), 715) das ) at.
ri’j(s,t)

Integraly vypocéteme numericky.

13.4 Zbyvajici prvky na prvnim a druhém radku.
Je tieba jesté vycislit prvky Dy (1,n — 1), Dyp(1,n) a Dyp(2,n). Protoze matice Dy, je symetricka,

plati
Dh(l,n - 1) = Dh(n - 1, 1),

Dh(l,n) = Dh(’I‘L,].),
Dh(Z,n) = Dh(n,Z).

Opét prvky Dp(n—1,1) a Dy (n,2) jsou tvofeny souctem Gtyt integralii ,stejného typu® jako druhy
prvek vpravo od diagonaly. K vy¢isleni tedy pouzijeme tuplné stejného postupu, kde

pro Dy(n—1,1): i—1l=n—-2i=n—-1,i+1=n,i+2=1,i+3=2,
pro Dy(n,2) : i—1l=n—-1,i=n,i+1=114+2=2,i+3=3.

Prvek Dp(n,1) je tvofen souctem integral ,stejného typu“ jako prvni prvek vpravo od diagonély,
takze k vypoctu uzijeme taktéz stejného postupu a plati

i—l=n—-1i=n,i+1l=1i+2=2.

14 Vydisleni diskretizovaného operatoru identity.

Pro (i, j)-ty prvek matice M}, 4,5 =1...,n, mame odvozeno (viz. stranu 27):

Mh(ia.]) ¢]7¢1 /¢j z
Protoze pro nosice testovacich funkei plati
supp ¥; Nsupp ¥; #0 < (j=ineboj=i+1),

dostévame

My(i,j) #0 < (j=ineboj=i+1),
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piicemz n + 1% 1 a1 - 1% 5. Diky rovnosti

Mh(l7]):Mh(]77’)7 Z'ajzlu”wna

bude matice M}, symetricka. Stac¢i nam tedy spocist pouze diagonalni prvky, prvni prvky vpravo
od diagonaly a posledni prvek na prvnim fadku.

14.1 Diagonalni prvek.
Proi=1,...,n mame

My(i,i) = Ir + I,
kde

o It = [(4i())%ds,

i

a1
Integral Iy
Parametrizace T';:

z(t) = (1 —t)ziy1 +tz, tel0,1]
a dale plati
2" (Ol = llzivr — 2ill,  i(z(t)) = t.
Takze
1
I, = /t2 lziv1 — 2| dt = M

3
0

Integral I,
Parametrizace I'; _1:

ZL’(t) = (1 — t)Zl +tz;_1, te€ [0, 1]

a plati

2" ()| = llzi — zicall, i(z(t)) =1t
Proto

1
Zp — Zi—
b= =02 -l = R
0

Dostaneme tedy

zill + 1|20 — zi—1]|

M) = 1=l ,
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14.2 Prvni prvek vpravo od diagonaly.

Proi=1,...,n— 1 mame

Mifisi+1) = [ o) dra(o)ds.
I;

Parametrizace I';:

x(t) = (1 - t)2i+1 +tz;,, te [0, 1]
a plati

2" ()| = [|zig1 — 2zill . Yi(z(t) =t a Pip1(z(t) =1—1.
Takze

lzit1 — 2ill
b

1
Mh(z’,i+1):/t(1—t) e — il dt = =
0

14.3 Posledni prvek na prvnim radku.

Diky symetrii mame My (1,n) = Mp(n,1), kde
Mi(n,1) = [ (a) v (a)ds.
I'n

Tento prvek je tvofen integralem ,stejného typu“ jako prvni prvky vpravo od diagonaly. Protoze
definujeme n + 1 = 1, mizeme hned dosadit do (56) za i ¢islo n a dostaneme

|21 — zn |

Mh(LTL) = 6

15 Vydisleni diskretizovaného Newtonova potencialu.
K vypoctu diskretizované pravé strany Rj,20 je nutné vycisleni Newtonova potencialu
1
No(£)(w) = = [ )5 o = vl dy 657)
Q
pro x € 0f). UvaZujme nejprve rovnici
—Au=f v (58)

Bud u € C? (Q) FeSeni této rovnice a necht 99 je dost hladkéd. Pak w spliiuje rovnost (9), a proto
také

Vred: No(f)(z)= <;1 + K> (u)(z) =V (jﬁ) (). (59)

Vidime tak, Ze najdeme-li jedno dostateéné hladké partikularni feSeni rovnice (58), vypocteme jeho

20Viz. vztahy (28), (29).
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dosazenim do rovnice (59) Newtoniv potencial v jakémkoli bodé hranice 0. Uvazujme proto nyni
okrajovou ulohu

AV f~ v Qo,

@ = 0 mna 99, (60)

kde Qo D Q je néjaka fiktivni oblast a f € L?() je n&jaké rozsiteni funkce f € L2(£2). Kupiikladu
Qo muzZe byt obdélnikova oblast obsahujici 2 a

F_ f VQ)
f‘{ 0 vQ\Q

Bude-li pak @ € W, %(Q0)?" jednoznacné feseni tilohy (60), pak |y, € W12(Q) bude partikularni
FeSeni rovnice (58). Okrajovou tlohu (60) s obdélnikovou oblasti Qg lze efektivné vyfesit napiiklad
pomoci FEM a uzitim rychlych algoritmii pro feSeni soustav linearnich rovnic jako je cyklicka
redukce nebo FFT. Ziskdme tak diskrétni feseni uy. Toto TFeseni a dale jeho vypoctenou normélovou
derivaci dosadime do rovnosti (59) a dostaneme tak aproximaci Newtonova potencidlu (57) pro
libovolné x € 0N).

Pfi dobrém tvaru oblasti © a funkce f muzeme nalézt analytické feSeni v rovnice (58). Polozime
potom

- d " d
up =y u(z); a (d:;) = %(Zj)i/)j
j=1 hoj=1

a Newtontv potencidl (57) budeme aproximovat takto:

No(f) (@) = (;14— K) () () — V (j:;)h (@), «con. (61)

Pro vipocet Rj, pak musime urcit Ny, = ((Nof, Vi)5);,- Dosazenim z (61) dostdvame aproximaci

i

(Nof,vi)y = <<;I + K) (uh)7¢i>2 _ <V (jz)h ,¢i>2 _

1 n n d
:<(2I+K> Zu(zj)%‘ 7¢z‘> —<V j_ldz('zj)wj ,¢i>, i=1,...,n.
) -

j=1 9

7 linearity skalarniho soucinu a jednotlivych operatort pak ziskame

n

" d
(Nofswhidy =Y ulz)) (; (5, ¥i)y + (K%‘a%)z) - d%(zj) (Vs i)y, i=1,...,n.
j=1

j=1
Tedy
1 (=) (a1
Ny, = (ZMh + Kh) . - Vi - . (62)
u(zy) %(Zn)

W2 (Q0) = {u € WH2(Q) : Tu =0}
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16 Uzitecné vlastnosti matic operatoru.

V této kapitole si uvedeme jesté dalsi vlastnosti jednotlivych matic, které nadm vedle definitnosti
mohou poslouzit ke kontrole spravnosti jejich vypoctu. Budeme postupovat podobné jako pti od-
vozovani vztahu pro diagondlni prvek matice Dy,. Bud tedy u(x) = ¢ pro kazdé x € R?, kde c je
libovoln4 realnd konstanta. Je-li 9 dost hladké, pak podle (9) plati rovnost

—u(zx) = —K(u)(z), =z €.

n
Polozime-li u|y,, = c¢- Y 1, plati taktéz
j=1

j=1 j=1
Tedy
1 n n
§Z<1/)371/)1>2 7Z<K¢jawt>25 Z:]w y TV
j=1 j=1

Ziskali jsme tak vztah

%Zn: (i,9) ZK}LZJ 1=1,...,n, (63)

ktery nam tika, Ze polovina souctu prvku na kazdém rfadku matice M} je rovna zaporné vzatému
sou¢tu prvkil na daném faddku matice K. Nechf A je nyni néjakd matice fadu p x n, kde p je

pfirozené ¢islo, a ozna¢me A(%Mh + Kp) £ B. Potom

ZAI’I" ( Mh(r])JrKh(rj)) i=1,...,p, j=1,...,n

Soucet prvkl na i-tém Ffadku matice B, i = 1,...,p, je dan jako
n ) n n n 1 . )
> B3 = DD Alir) ( Ma(r ) + Kn(r, j > ZA i)y (ZMh(r,j) +Kh(r,])> |
j=1 j=1r=1 j=1
Soucet dle j je podle (63) pro » = 1,...,n nulovy, takZe i soucet prvki na kazdém Fadku matice

B je nulov y,. Polozime-li nyni
1 T T

a uvédomime-li si, Ze i soudet na kazdém fadku matice D}, je nulovy?2, zjistime, Ze tuto vlastnost
ma také matice Sp,. Tedy

> S ) =0, i=1,...,n.
j=1

Shrneme-li si pak ziskané vztahy, mame proi=1,...,n:

22Vigz. vztah (50).
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17 Dopocteni FeSeni ve vnitFnim bodé.

n

Bud up = Y up j1; piiblizné feSeni okrajové ulohy (7) na hranici, kde wp 1, ..., up, jsou nu-
Jj=1

mericky vypoctené uzlové hodnoty. Nyni nas bude zajimat také aproximace norméalové derivace

Feseni na hranici, tedy funkce (%), = > (9%), ;i Je-li 0Q dost hladkd a u € C2%(Q) fesenim
=1 ’
ulohy (7), plati podle (12) na 09

du

Proto také plati

d .
<dza¢i>2:<SU,¢i>2—<Nf7¢i>27 7,:1,...,7’l.

Aproximaci (%) , hormalové derivace reseni na hranici budeme hledat tak, aby platilo:

<($:)h7¢i>2 = <§uhvwi>2_<Nf,¢i>2, i=1,...,n,

kde S a N jsou aproximace operatortt S a N23, tedy
n

=1

(jg)h’j (Y, i)y = jiluh,j . <§¢j7¢i>2 - <J\7f,¢i>27 i=1,...,n.

Ziskévame tak

(%)h,l Uh,1
My, - : =5 - : — Ry,
(%)h,n Uh,n

takze hodnoty (S—Z) , V Jednotlivych uzlech vypocitame na zakladé vztahu

(5%)
dn/h,1 Uh,1
e N A
d
(ﬁ)h,n Uh,n
Nyni jiz mame vyjadfeno vse potfebné, tj. hodnoty us ; a ((%)h ; pro kazdé j = 1,...,n, k tomu,

abychom mohli dosadit do (8) a pomoci nékteré numerické kvadratury vypoéist piiblizné feseni
v libovolném vnitfnim bodé oblasti 2.

23Viz. kapitolu (8).
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18 Dualni formulace.

Mame-li funkce f : R™ — R a g : R® — R™ a plati-li navic, ze f a g; jsou konvexni, i = 1,...,m,
potom je minimaliza¢ni tiloha

naleznéte T € R" takové, 7e g (Z) <0 a f(Z)= min  f(z)
zeR™: g(z)<0

ekvivalentni aloze o sedlovém bodu
naleznéte T € R™ a 0 < X € R™ takové, Ze
f@) +2Tg(z)= max min (f(z)+ )\Tg(x)) .

AER™: A>0 z€R

Uvazujme znovu Signoriniho dlohu (13). V kapitole (9) jsme si ukazali, jak najit slabé feSeni pro-
blému (13) pomoci minimalizace energetického funkcionalu. Ozna¢me si nyni

NZ{l,....n}, I'B{ieN:z€l.} a |I|Em.
Podle (34) (viz. také [8]) bude nasim tikolem nalezeni vektoru u € R™, ktery spliiuje

1 ~ ~
Bu<C a J(u) :UGRg}igU<CJ(v), kde J(v) = <2UTShU - REU). (64)

Vytvofeni matice B € R™*" a vektoru C' € R™ je popsano v kapitole (9), viz. vztahy (32) a
(33). Definujme déle

L(w, \) %! %vTéhv R+ AT (Bu—0). (65)

Funkee L(v, \) se nazyva Lagrangeova funkce a A je Lagrangetiv multiplikator. Uloha (64) je tedy
ekvivalentni problému o sedlovém bodu:

naleznéte u € R™ a 0 < X € R™ takové, aby L (u, 5\) = max min L(v, A).
AER™: A>0 veER”

Nejprve tedy budeme minimalizovat Lagrangeovu funkci vaci v. Plati

u = arg Iggln L(v,\) <= V,L(u,\) =Syu— R, +BT™ =0,

tedy

u=3g;" (Rh - BT)\). (66)

Dosazenim (66) za v do pfedpisu (65) vypocéteme, Ze

L (5 (B — BTA) A) =~ g XTBS BT+ XT (BS; R — O) 3 R 5 R

Z_9(N)

Posledni ¢len na pravé strané predstavuje konstantu, proto jej v maximalizaci vic¢i A nemusime
uvazovat. ProtoZe dale maximalizovat funkci znamend minimalizovat tuto funkci ndsobenou minus
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jednickou, méa nase tloha nyni tvar:

naleznéte 0 < A € R™ takové, ze © (\) = o(N). (67)

min
AER™: A>0

Tuto tlohu nazveme dualni tlohou k (64). Reseni )\ této tlohy pak dosadime do vztahu (66)
a ziskdme tak feSeni ptivodniho problému (64). ProtoZe vidy m < n, lze pomoci pfechodu k du-
alni dloze obvykle velmi vyznamné snizit dimenzi daného problému. Algoritmu, kterym muzeme
fesit dlohu (67), vénujeme dalsi kapitolu.

19 Algoritmus pro resSeni dualni ulohy.

Uvazujme dudlni tlohu k problému (64) danou formulaci (67). Ozna¢me

K2 BS,'BT a f%2BS,'R,-C.

Gradient minimalizované funkce © v bodé A bude mit tvar:
g(A) =KX~ .
Oznacime si
o M= {1,...,m},
e A\) 2" {i € M : \; =0}, A()\) nazveme aktivni mnozinou v A,

e F'(\) & {i € M :\; >0}, F()\) nazveme volnou mnozinou v .

Vektor A > 0 je jednozna¢nym fesenim tlohy (67) pravé tehdy, kdy? spliiuje tzv. podminky opti-
mality:

VieM: XN>0=g¢(N)=0 a \=0=g(\>0. (68)

Definujme také ¢(\), B(\) € R™ pfedpisy

(A i e F()N), 0 i€ F(\),
ey ={ 0 icaly & AW :{ g7 (\) Qe A,

kde g; (A) = min {g;()),0}. Projektovanym gradientem v X\ pak nazveme vektor

v(A) = e(A) + B,

vektoru op(A) fikdme volny gradient v A a ((\) nazyvame ofiznutym gradientem v A. Podminky
optimality (68) jsou v A splnény pravé tehdy, kdyZ pro projektovany gradient v A plati

v(\) = 0.

Vektor A € R™ nazveme pfipustnym, pokud A\; > 0 pro kazdé ¢ € M. Projekci P do mnoziny
pfipustnych vektort definujeme pro libovolny vektor A € R™ pfedpisem

P;(\) =max{)\;,0}, i€ M.
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Popiseme si ted algoritmus pro feSeni tlohy (67), ktery vyuziva proporcionalizaci a projekce.
Expanzni krok je definovan rovnosti

N = PO — ap(A)

s konstantni délkou & € (07 |1 K ||_1}. Tento predpis méni iteraci \¥ pouze v indexech aktuélni

volné mnoziny, aktivni mnozina se po provedeni kroku mize zvétsit. Projekci P si dale muzeme
vyjadrit pomoci tzv. redukovaného volného gradientu ¢, ktery je definovan na mnoziné pripust-
nych vektort A jako

Ai :
@i()\)min{a,goi(/\)}, 1€ M.
Pak za predpokladu, ze A* je pFipustny, plati

POF —ap(\F)) = M — ag(\b).

Definujme si nyni konstantu proporcionalizace I' > 0, kterou budeme pouzivat v testovaci nerov-
nosti

|BOF)* < T2a(0F) To(AF).

Bude-li nerovnost splnéna, fekneme, e iterace \¥ je ryze proporcionalni, a provedeme krok sdruze-
nych gradientt (viz. ddle) s pfipadnou projekci. V opa¢ném ptipadé provedeme proporcionalizaéni
krok.

Proporcionalizac¢ni krok je definovan rovnosti

AL = \F — 0y B(NF),

kde

B Tg(A*)
BR)TEB(A)

Qg =

Aktuélni aktivni mnozina indext se po provedeni proporcionaliza¢niho kroku zmensi.
Krok sdruzenych gradientd definujeme predpisem

A= 0 — aggpt, (69)
kde ag je nyni dano jako
T
- (P*)" g(\F)
cg — T
()" Kp*

a smér p* je poéitan nasledujicim zptisobem: pokud byla iterace A\¥ vypoctena pomoci expanzniho
nebo proporcionalizaéniho kroku nebo pokud k = 0, potom p* = ¢(\¥), jinak je p* dano vztahy

kK k-1 _ e(A)TKpE1
P =A%) =", = W

Piedpis (69) méni iteraci \¥ opét pouze v indexech aktudlni volné mnoziny.
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Zakladni schéma algoritmu tedy vypadéa takto:

1. vstup: \° je pocéatecni pripustny vektor, & € (O, ||K||71}, >0,e>0
k=0

2. cyklus: dokud ||v(A\¥)|| > ¢, provadé;

je-li \¥ ryze proporcionélni, potom

o \t1 yypoéti pomoci kroku sdruzenych gradientt,

e test na pripustnost: pokud existuje i € M takové, ze )\f+1 < 0, pak prepocti A\F+!
pomoci expanzniho kroku,

jinak
e \*t1 yypoéti pomoci proporcionalizaéniho kroku,
k=k+1

3. vystup: A* je piipustny vektor feseni.

Pfislusné konvergenéni vlastnosti algoritmu jsou pak uvedeny v [3].

20 Modelova uloha a numerické experimenty.

Uvazujme nyni modelovou Signoriniho tlohu

—Au —1 na Q,
u = 0 na I['y,
du
L= 0 na I’
dn fo
u—g > 0 na I, (70)
g—z > 0 na [,
Eu—g) = 0 mnal,,

kde

Q={(z,y) eR*: 2? + > < 1},

Fu:{(z7y)€ag:|I‘S§ay>0}’

oFc:{(x,y)€89:|x|§§ay<0},

Iy =00\{I', UT.},

g:T. - R, g(x,y):,/%—xz—g—o,ﬁ.

Mnozinu uzld {z1,...,2,} na hranici a testovaci funkce {11,...,,} zvolime dle popisu z kapi-
toly (10). Déle vypocteme matice V},, K, Dy, a My, pfislusné jednotlivym operatorim postupem
popsanym v kapitolach (11), (12), (13) a (14) a dle vztahu (22) tak ziskdme matici S,. Vice se

ted vénujme sestaveni pravé strany Ry, tak, jak je popsdno v kapitole (15). Partikuldrnim feSenim
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rovnice Au = 1 na Q je napfiklad funkce

u(z,y) =

|8,

y2
+Z, UGCOO (Rz)

Spocitdme si hodnoty tohoto partikularniho feseni v jednotlivych uzlech z; = (2;,v:):

= =—, 1=1,...

2 2
yi _ lz=l” 1
Z = :l = 45 ’ , 1. (71)

2
i

u(z) = ZZ +

Jednotkovy vnéjsi normalovy vektor k 0€2 v uzlu z; ma tvar
ni = (T4, y:) = zi

a jednoduse tak spocitame norméalovou derivaci partikularniho feseni v uzlu z;:

d—u(z‘):&-:c'—i—%y‘: HZZH2 1 o . )
dn (3 2 7 2 2 2 27 A '

Dosazenim ze vztahti (71) a (72) do (62) vypoéteme vektor Ny, a pak podle (28) i vektor Ry,. Jak
jiz bylo poznamenano v kapitole (10), musime je$té matici Sy, a vektor Ry, upravit tak, abychom
zadali homogenni Dirichletovu podminku na ¢asti hranice I';,. Tuto ipravu provedeme nasledujicim
zpusobem: pro kazdé i takové, ze z; € I'y,, provedeme

e Su(i,j) =0 pro véechna j = 1,...,n, j # 1,

. Sh(j,i) =0 pro viechna j =1,...,n, j #1,

Matici B a vektor C' zadavajici omezeni na I'. sestavime dle postupu uvedeného v kapitole (9).

Ukéazeme si nyni vysledek implementace BEM se spojitymi po ¢astech linedrnimi prvky pro uve-
denou modelovou Signoriniho tlohu. Hranici jsme rozdélili pravidelnou siti uzla tak, jak ukazuje
obrazek (5). Jednoduché i dvojnasobné integraly pii vypoétu jednotlivych matic byly numericky
vyéisleny s presnosti 1076. Pro zvoleny podet uzl@ n = 8 jsme ziskali tuto matici Sy, a vektor Ry,

0,7905, —0,1605, —0,1453, —0,0636, —0,0517, —0,0636, —0,1453, —0,1605
—0,1605,  0,7905, —0,1605, —0,1453, —0,0636, —0,0517, —0,0636, —0,1453
—0,1453, —0,1605,  0,7905, —0,1605, —0,1453, —0,0636, —0,0517, —0,0636
g, — | 0,063, —0,1453, —0,1605,  0,7905, —0,1605, —0,1453, —0,0636, —0,0517

—0,0517, —0,0636, —0,1453, —0,1605, 0,7905, —0,1605, —0,1453, —0,0636 |
—0,0636, —0,0517, —0,0636, —0,1453, —0,1605, 0,7905, —0,1605, —0,1453
—0,1453, —0,0636, —0,0517, —0,0636, —0,1453, —0,1605,  0,7905, —0,1605
~0,1605, —0,1453, —0,0636, —0,0517, —0,0636, —0,1453, —0,1605,  0,7905

Ry = ( —0,3827, —0,3827, —0,3827, —0,3827, —0,3827, —0,3827, —0,3827, —0,3827 ) .

P1i celkovém poctu osmi uzld ndm na I';, padnou uzly 22, z3 a z4. Upravili jsme proto prislusné
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Obrazek 5: Zvolena diskretizace hranice.

fadky a sloupce matice S, a piislusné prvky vektoru Rj, dle postupu uvedeného vyse. Na I, pad-
nou uzly zg, 27 a zs a matice B a vektor C' (viz. pfedpisy (32), (33)) tak maji tvar:

=]

0 0, 0, -1, 0, 0
B=|o0 0 0 0 0 0 -1, 0 |,
0 0, 0, 0, 0 -1

C = ( 1,3071, 0,6000, 1,3071 ).

Pomoci algoritmu popsaného v kapitole (19) jsme pak vypocetli feseni A duélni tlohy (viz. ka-
pitolu (18)). Implementaci jsme provedli v programovacim jazyce Matlab. Ukonc¢ujici podminka
vypoctu byla zadana jako

|v(AM)]] < 107,

N -1
déle jsme poloziliI’' =1a a=0,5- HBS; 1BTH . Reseni pfislusné duélni dlohy jsme ziskali ve

tvaru

A=(0, 05338, 0)",

pfiéemz algoritmus vyZzadoval pouhé 2 iterace sdruzenych gradientii. Pomoci vztahu (66) jsme pak
dopocetli feseni v puvodniho problému v jednotlivych uzlech:

w=(—0,9625, 0, 0, 0, —0,9625, —1,0767, —0,6000, —1,0767 )" .

Pro volbu n = 64 jsme pak ziskali feSeni vykreslené na obrazku (6). Pfi stejné ukonc¢ujici podmince
i volbé koeficientti I' a & jsme nyni k vypocétu potiebovali 7 iteraci sdruzenych gradientt.

71



Obréazek 6: Reseni modelové tilohy pro n = 64.
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21 Zavér.

V této praci jsme si predstavili Symmetric Galerkin BEM a ukazali jsme si dobré pouziti této me-
tody pri feSeni 2D modelové tlohy mechaniky. Hlavnim tkolem bylo porozuméni vypoctu jednot-
livych singularnich integrali a pfislusna implementace. Jak se nakonec ukazalo, zatimco vy¢isleni
operatord jednoduché vrstvy a dvojvrstvy nepfedstavuje vétsi problém, lze dale jednoduse obejit

~evz

nejkomplikovanéjsi vypocet diagonalniho prvku matice hypersinguldrniho operatoru.

Jako témata dalsich praci se nabizi samoziejmé feSeni 3D kontaktnich problémi (napiiklad
uloh pruznosti [5]) pomoci této metody, pfi¢emz vyhodou je, Ze postup vypoctu matic jednotli-
vych integralnich operatord ve 2D je podobny jako ve 3D. Dal$im zajimavym pfistupem by byla
BETI (Boundary Element Tearing and Interconnecting) metoda [8], kterd spo¢iva v rozlozeni dané
oblasti a feSeni problému na sjednoceni hranici jednotlivych podoblasti pomoci Symmetric Galer-
kin BEM. Protoze jsou vypoc¢tené matice jednotlivych operatora husté, nabizi se zde také moznost
vyuziti tzv. hierarchickych matic, pomoci nichz lze mnohem efektivnéji provadét operace s hus-
tymi maticemi. Za zminku také jisté stoji semikoercitivni tlohy, které lze diskretizovat pomoci
Symmetric Galerkin BEM a nésledné se stejnymi vysledky o konvergenci fesit pomoci uvedeného
algoritmu zaloZeného na proporcionalizaci a projekcich [3].
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