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Abstrakt

Tato prace se zabyva numerickym feSenim Saint-Venantovych rovnic, které popisuji
proudéni vody v fi¢nich tocich, metodou kone¢nych prvki (MKP). Rovnice odvodime z
druhého Newtonova zakona a zakona zachovani hmoty. MKP diskretizace bude provedena pro
linearné-konstantni a kvadraticko-linearni prvky. Diskretizaci dostaneme soustavu nelinearnich
algebraickych rovnic, které dale feSime Newtonovou metodou spolu s iteratni metodou
GMRES.

Klicova slova

Saint-Venantovy rovnice, rovnice mélké vody, metoda koneénych prvkd, Newtonova
metoda, GMRES

Abstract

This thesis deals with numerical solution of Saint-Venant equations, which describes
water flow in rivers, by finite element method (FEM). Equations will be derived from second
Newton law and law of mass conservation. FEM discretisation will be done using quadratic-
linear and linear-constant elements. After discretisation we get system of nonlinear algebraic
equations. For their solution we use Newton method and iterative GMRES method.

Keywords

Saint-Venant equations, shallow water equations, finite element method, Newton method,
GMRES



Seznam pouzitych symboll a zkratek

a zrychleni [m s7]

g tihové zrychleni [m s7]

h vyska vodniho sloupce [m]

l délka koryta [m]

m hmotnost [kg]

p tlak [Pa]

t ¢as [s]

u rychlost [m s™]

X prostorova proménna [m]
Ax délka prostorového kroku [m]
At délka asového kroku [s]

0, Kroneckerovo delta

v kinematicka viskozita [m* s']

p hustota [kg m?]
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1 Uvod

Cilem této prace je numerické feSeni rovnic povrchového proudéni metodou kone¢nych
prvkl. Tyto rovnice popisuji proudéni vody v ficnich tocich, jejich efektivni feSeni je tedy
vyznamné napiiklad pro simulaci §ifeni povodiovych vin.

Prace bude rozdélena do nasledujicich kapitol:

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat odvozenim Saint-Venantovych rovnic (rovnice
mélké vody), které popisuji proudéni kapaliny v ficnim koryté. Rovnice budou odvozeny z 2.
Newtonova zédkona a ze zdkona zachovani hmoty.

Tteti kapitola je vénovana slabé formulaci problému, jeho casové diskretizaci pomoci
dopiedné Eulerovy metody a prostorové diskretizaci metodou konecnych prvki (MKP). V této
kapitole je dale popis sestaveni MPK matic po elementech lokalnich matic a také odvozeni
vycisleni lokalnich matic zobrazenim z referen¢niho elementu.

Ctvrta kapitola se zabyva numerickym feSenim vzniklych nelinedrnich rovnic pomoci
Newtonovy metody s vyuzitim iteraéni metody GMRES pro feseni linedrnich rovnic v rdmci
Newtonovy metody.

Nakonec v paté kapitole se budeme vénovat vysledkim numerickych simulaci pro
linearné-konstantni a kvadraticky-linearni prvky.



2 Fyzikalni model

2.1 Saint-Venantovy rovnice

Saint-Venantovy rovnice (neboli rovnice mélké vody) se pouzivaji k popisu proudéni
vody fi¢nim korytem. Pouziti té€chto rovnic je omezeno témito predpoklady:

1) hustota kapaliny je konstantni,

2) pomér hloubky vody k délce popisovaného useku feky je maly, mizeme tedy
zanedbat vertikalni slozky rychlosti u a jeji velikost uvaZzujeme konstantni
vzhledem k hloubce 4,

3) vertikalni komponenta zrychleni je zanedbatelna (tlak je mozno uvaZovat
hydrostaticky),

4) v naSem modelu neuvazujeme plsobeni dalSich vlivi, jako je naptiklad
Coriolisova sila, tfeni o dno, vitr, zmény mnozstvi kapaliny zptisobené srazkama
pripadné odpafovanim.

Saint-Venantovy rovnice lze odvodit zjednoduSenim z Navier-Stokesovych rovnic
(odvozeni viz [5]), jednodussi je vSak vyuzit k odvozeni 2. Newtonlv zakon pro pohybovou
rovnici a zakon zachovani hmoty (nebo Reynoldstiv transportni teorém) pro rovnici kontinuity.

211 Pohybova rovnice

K odvozeni pohybové rovnice vyuzijeme 2. Newtontv zdkon - zékon sily:
F=ma=m— (2.1)

kde F sila ptisobici na element kapaliny vyraz m a je setrva¢na sila elementu. Casovou derivaci
rychlosti rozepiSeme jako derivaci slozené funkce, nebot’ zavisi jak na prostorové promeénné x,
tak na ¢asové promeénné ¢:

du_0udx  du_0du Ou

g oxot or ox Vo (2:2)

a dosadime do (2.1):



F=m(—u+— , (2.3)

Neuvazujeme-li zZadné dodatecné sily (napiiklad tfeni kapaliny o hranici), ma plsobici
sila F dv¢ slozky: tlakovou a gravitacni ¢ast. Uvazujeme-li dale podlozi kolmé na smér ptisobeni
gravitacni sily, nema gravitacni sila vliv na pohyb tekutiny, a zbyva tedy pouze tlakova cast
zpusobena tlakem na hranici elementu kapaliny a sila zplisobend zménou priufezu koryta 4 v

ramci elementu kapaliny:

F=F —F,+F,
Fo=pd, F,=pa+ 224 5
ox )
04
op
F=—2L g4 Ax. ,
Laax 2.4)

Déle si v rovnici (2.3) vyjadiime hmotnost m pomoci prifezu A a dosadime z rovnice (2.4):

pAAx(%u+8—u

op
=——2LA4A
Py Y X. (2.5)

ox

Za predpokladu hydrostatického tlaku p = hpg spolu s nestladitelnosti kapaliny (p =
konst.) dostaneme po Uprave pohybovou rovnici

—+t—ut+g—=0. (2.6)
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Obrazek 2.1: Sily pusobici na kontrolni
element

K rovnici (2.6) jeste doplnime viskézni Clen, jehoz odvozeni z Navier-Stokesovych
rovnic lze nalézt v [5]. Vysledna rovnice tedy bude vypadat takto:
du *u, Ou dh_

——v—+—u+

=0 . 2.7
ot ox> 0Ox S 2.7)

2.1.2 Rovnice kontinuity
K odvozeni rovnice kontinuity vyuzijeme zdkona zachovani hmoty

d X, X, a
— hdx+ | =—(phu)dx=0, 2.8
T f p f 5, (Phu) (2.8)
ktery tika, Ze soucet zmény hmotnosti elementu kapaliny (tedy oblast ohranic¢ena prostorovymi
proménnymi x;, X;) a zmény hmotnosti zplisobené vteCenim resp. vytecenim hranici elementu je
nulovy. Situaci ilustruje obrazek 2.2.



\V(X1 at)

V(XZat)
—
h(x,t)
h(x,t)
e
X4 X5 X

Obrazek 2.2: Interpretace proménnych v 1D

Za predpokladu nestlacitelnosti kapaliny mtizeme z rovnice (2.8) opét vyloucit hustotu p. Jsou-li
funkce vystupujici jako integrandy rovnice (2.8) dostate¢n¢ hladké, Ize zaménit potadi integrace
a derivace'

X3

)

X,

oh  0(hu)
_+—
ot ox

)deO : (2.9)

Jelikoz integracni meze lze v kapaling volit libovolné, musi byt integrand roven identicky nule,
¢imz dostaneme rovnici kontinuity:

Oh  0(hu)
ot * ox

=0. (2.10)

2.2 Pocateéné-okrajova uloha

V dalSim textu budeme uvazovat nasledujici systém rovnic

I Necht [f(x,y),%}EC(<a,b>X<c,d>) =] f(x,y)dx.

a

b
Pak existuje Z,—i,aplati: fl_i:j_yj‘ f(x,y)dx=f %(x,y)dx viz [2, str. 510].

a a



ar Vox Tax e
oh _0(hu) 1D
TAR TR
uzavieny okrajovymi
u(x,0)=0Vxel0,7],
h(x,0) =h,;x<a (2.12)
=h,;x>a’
a pocatecnimi podminkami
u(0,t)=u(l,t)=0Vt€l0,T]. (2.13)

Tento systém popisuje zjednoduseny jedno-dimenzionalni model §iteni viny v koryté feky
délky / pti protrzeni piehrady, viz obrazek 2.3.

h A

S —

1
|
|
|
|
L
|
1 |
|
|
|
|

0 a
Obrazek 2.3: Pocatecné-okrajova podminka

systemu rovnic (2.11)



3 Slaba formulace, diskretizace

3.1 Casova diskretizace

K Casové diskretizaci systému rovnic (2.11) vyuzijeme doptfednou Eulerovu metodu. Jeji
vyhoda spociva v jednoduché implementaci a vypocetni nendro¢nosti jelikoz jde o explicitni
metodu. Na druhou stranu je to vykoupeno relativni nepifesnosti a nestabilnosti (napt. ve
srovnani s impicitni Eulerovou metodou). Pro dostatecnou piesnost je tfeba volit dostatecné
maly asovy krok.

y'(t)=f(t,y(t)), y(t)=y,
y(t, . )=y(t,)+At f(t,. y(t,)

Jedna se tedy o nejjednodussi linearni jednokrokovou metodu k feseni diferencialnich

3.1)

rovnic. Pfedpis lze odvodit z Taylorova rozvoje, kde navic ziskame i odhad lokalni diskretiza¢ni
chyby pro kazdy krok (O(4F)), pro feSeni problému na intervalu délky T je pocet kroki
proporcionalni 1/4t a tedy globalni diskretiza¢ni chyba dopfedné Eulerovy metody je fadu
O(A¢).

Pro pfesnéjsi casovou diskretizaci je také mozno vyuzit implicitni Eulerovu metodu nebo
nékterou z Runge-Kuttovych, ptipadné linearnich vicekrokovych metod [3, kap. 25].

3.2 Slaba formulace

Myslenkou slabé formulace je zeslabeni pozadavki na hladkost feSeni v ptvodni
formulaci, ¢imz ptipustime vice moznych fyzikalnich feseni.

Uvazujme pocate¢né-okrajovou ulohu z kapitoly 2.2, kde na ¢leny s Casovou derivaci
aplikujeme Eulerovu dopiednou metodu:



1y 0w ouw ;o _ 1

—u’ - + '+ —u’ =1,
Atu vaxz ax“ gax Atu J
1, 0(Wu!) 1 -1 .
— B I il i
At ox At J

u(x,0)=u’(x)=0;VxeQ=[0,], (32
h(x,0)=h"(x) =h,;x<a
=h,;x>a’

u(0,6)=u(l,t)=0Vt€[0,T].

Pienasobime prvni rovnici testovaci funkci vE€V a druhou rovnici testovaci funkci weW
kde V' a W jsou vhodné prostory testovacich funkci. Otazkami existence jednoznacného feSeni,
tedy i spravnou volbou prostort testovacich funkci V' a W se zabyva napt. [1]. Ob€ rovnice
zintegrujeme pies interval [0,/]. Parcialni derivace podle proménné x budeme v dal$im textu
znacit dolnim indexem:

LfLtjvci)c—vfu'){xvdx+fu)’;u"'vdx+gfh‘)’éva’XZLJIujilvdx;
VveV=H,(Q), =1
, (3.3)
1 - N 1
— | Wwdx+ | (Wu') wdx=—
At'£ w dx i( u’) wdx At!
VYwew=H'(Q), j=1

i—1
W ow;

b

Integraci per partes a dosazenim okrajovych podminek pak dostaneme slabou formulaci ulohy
uw' su'e Hy(Q),u’(0)=u'(1)=0,
1 . , o . 1 -
—f u'vdx +vf ujvxdx+f uﬁu’vdx%—gf h"vxdxz—f u' " 'vdx
Aty Q Q Q Aty

VveH,(Q), j=1
(3.4)
WoheH' (Q),
1 , o 1 .
[ Wwax+[ (Wu),wdx=——[ I’
Ati w dx g( u’) wdx AZJ; w.

VweH' (Q), j=1

10



3.3 Prostorova diskretizace a MKP

Podstatou metody konecnych prvkil je nahrazeni nekone¢né-dimenzionalniho prostoru
testovacich funkci (v nasem piipadé V a W) prostorem kone¢né-dimenzionalnim, u néhoz bazi
volime tak, aby matice, které¢ vzniknou diskretizaci feSenych uloh byly tidké, a tedy manipulace

s nimi byla rychld a efektivni.

Chceme tedy aproximovat prostor V' konecné-dimenzionalnim prostorem V), a prostor W
prostorem W, tak, aby byla splnéna LBB? podminka. Proto budeme volit bazové funkce prostoru
Vi, (resp. W) po Castech kvadratické a linearni (resp. linearni a konstantni)®.

Uvazujme déleni 7, oblsati 2 = [0,/]] na intervaly e, = [x.x], ¢ O {1,..,N},
0=x,<x,<...<xy_,<x,=I.Natomto déleni zadefinujeme prostory V; a W, takto:

Via=[v,€C(Q),; v/ e, € P*(e;)V e,€T,, v, (0)=v,(1)=0} ,
W, ={w,eC(Q); wye,cP'(e)V e, €T,},

pro kvadraticko-linearni a

Vii=v€C(Q),;v|e€P (e,)V e,€T,,v,(0)=v,(1)=0} ,
Wo={w,:R>R,wle,€P’(e,)V e, €T} ,

pro linearné-konstantni aproximaci prostort V' a W.

Nyni k volb¢ baze prostord V;, a W,. Pro po ¢astech konstantni aproximaci staci vzit jako
bazi funkce (pﬁJ , které nabyvaji konstantni hodnoty na pravé jednom intervalu e; a na ostatnich
jsou nulové, tedy

0( ): 1 N eri

P; (x 0 - xée Ji€l(l,...,N|. (3.5)

Pro po castech linearni aproximaci je pfirozené zadefinovat bdzovou funkci takto:

(p,»l(xj)=5,»,j;i,jE{O,...,N} , jeji znazornéni je na obrazku 3.1.

2 LBB podminka (LadySenskaja-Babuska-Brezzi) je diskrétni obdobou inf-sup podminky, viz [4]

3 Prostor W, sice neni podprostor ¥, ale v kapitole 5.1 ukazeme, Ze i tato volba prostoru je postacujici

pro numerické feSeni problému.

11



Obrazek 3.1: Po c¢astech linearni bazova

funkce @,

Na jednom intervalu e; jsou tedy zadefinovany dvé linedrni bazové funkce (p; _, a (p} :

X.—X
(pg—l(x): l S X€e,
e
— X, . 3.6
(pj(x):% : xee, (3.6)
e,

Bazové funkce pro kvadratickou aproximaci zadefinujeme obdobné jako u aproximace
linearni. Tyto kvadratické funkce ale nejsou jednoznacné uréeny na déleni oblasti 7, na kazdém

intervalu ¢; potfebujeme jeden dodate¢ny uzel, tento uzel ozna¢ime X;_;,, a zadefinujeme takto
(x,+x,_,)

xi—;—:f : (37)

Kvadratické bazové funkee zadefinujeme stejné jako ty linedrni, tedy ;(x;)=9, ; s tim

i
rozdilem, ze mnoziny indexti i a j se nyni rozrostou o indexy nové definovanych
uzlt: i, j€{0,1/2,...,N—1/2, N} . Na kazdém intervalu e; budou tedy nenulové nejvyse tfi
bazové funkce. Pro zpfehlednéni zapisu jeSt€é na kazdém intervalu e; zavedeme lokalni
pomocnou proménnou y: y=(x —X 1—_1)/ | e,-| . Tato proménna nabyva 0 na zacatku a 1 na konci

intervalu e;. Touto pomocnou proménnou uz je pak vyjadieni tfi nenulovych kvadratickych

12



bazovych funkci jednoduché:

oia(x) = (1=y(x)(1-2y(x)) ; xee,
@p(x) = 4y(x)(1-y(x)) ; x€e : (3.8)
@/(x) = —y(x)(1-2y(x)) ; x€e,

Znazornéni téchto funkci je na obrazku 3.2. Funkce (pi2 _, je stejnd jako (p,-2 , jen posunuta o

jeden element doleva.

+

x\-1 x|-1.12 xi

Obrazek 3.2: Po castech kvadratické bazové

k 2 2
Sunkce @7, @i

Kazdy prvek prostoru V, a W, lze vyjadfit jako linearni kombinaci bazovych funkci
danych prostortl, a proto hledame-li feseni rovnic (3.4) na téchto prostorech, hledame feSeni ve
tvaru



D ul @l (x)
Dol (x)

<
/:'

=
S—

I

(3.9)

=
~.
—
=
~
Il

kde k = 2 pro kvadraticko-linearni, £ = 1 pro linearné-konstantni aproximaci, a rovnice (3.4)

mizeme prepsat do tohoto tvaru:
u eV, u’(0)=u’(1)=0,
Lok J (o Joo ok (TP N S R
At:!;u (pi dx+v_£ux((pi)xdx+£ u.u (pzdx—i_g!)h ((p1>xdx_At£u (pi
V(prVh_k
- (3.10)
W:h'ew,,,
1 - o S 1 o
—fh’(pf 1dx+_f hiu @f la’x+fh’ui(pﬁC la’xz—_fh*’ Lpi !
At r o Aty
V(P:FIEWh,k

Pti vycislovani jednotlivych integrali rovnic se jiz projevi dilezitost volby baze prostorti
V, a W,. Vysledné matice totiz budou fidké, nebot’ integraly budou nenulové jen na malém
poctu elementll (v zavislosti na typu aproximace, u kvadraticko-linedrni aproximace budou

matice hustsi).

Pro jednodussi a prehlednéjsi zapis jesté piepiSeme systém rovnic (3.10) do maticové

formy:
MI+K'+4’(u) B’ (/] |27 .
Cl(h)+Ci(h) M| |W] |p2] ‘
kde
| kK k
(M), =37 ] @l d,

(K7), =V [ (@), (@), dx

Q
(C{(h))lm:f hi(p]r(n(pf{_ldx ,
Q

14



Jak je widét, jediné matice, které zavisi na casovém kroku ;j jsou matice
A’ (u),C { (h),C é (h) . Ostatni matice jsou konstantni, nebudeme tady u nich psat horni index
J. Staci je vygenerovat pouze jednou pro celou simulaci a uSetfit tim vypocetni ¢as. Vektory
pravych stran b} b} mizeme potitat za vyuziti matic M, M, . Dosadime z (3.9) do

vyjadieni vektord pravych stran:

_ 1 - -1 _1
(bf),- = a7 (; u), lcpl,;)(P,-kde; U, lzi(ﬁ;@fdx’
b{ _ M]Uj_l (3.12)
bl = (Sl el = h [ el
2)i At Q ( m " " l m "At Q ! l :
b = M,h""!

3.4 Vycisleni MKP matic

Matice ve vyjadreni (3.11) lze sestavit po uzlech. Tento piistup se nabizi jako prvni,
ovSem jeho nevyhoda spociva v tom, Ze pii pocitani hodnot matic v urcitém uzlu potfebujeme
znat 1 uzly s nim sousedici. U jedno-dimenzionalniho modelu to neni problém, ten nastava az pii
vypoctu ve vice dimenzich. Proto vyuzijeme pfistupu, ktery sestavuje matice pies jednotlivé
elementy. Tento pfistup je také prehlednéjsi a 1épe algoritmizovatelny. Tento pfistup popiseme

15



pfi sestavovani matice K pro linearni prvky. U ostatnich matic je postup obdobny.

_ 2 2
Pro sestaveni matice K potiebujeme napocitat integraly (K )i,m_v£ (@,,)(@]), dx ,

které si dale miizeme rozepsat pres jednotlivé intervaly e;. Jelikoz ale ndmi definované bazové
funkce jsou nenulové pouze na urcitych intervalech, miizeme spocitat pouze lokalni matice
elementtl a z nich pak sestavit globalni matici K . Na kazdém intervalu e; jsou nenulové pouze

dvé linearni bazové funkce, a tedy lokalni matice K, bude 2x2:

[ (@l @i )de [ (@) (@), dx

K,=v|e e
a [@hdep ) [(@)(e)de | o
Déle zadefinujeme matici B, derivaci bazovych funkei:
8=, (o). (314
Pomoci této matice miizeme prepsat matici elementd (3.13) do této podoby:
K,=v | B B,dx (3.15)

€

U jedno-dimenzionalniho modelu je jiz napoc¢itani integralti podle (3.15) jednoduché, ve
vice dimenzich je vSak vyhodné tyto integraly pocitat na referenénim elementu E. Pro
jednoduchost budeme krajni body elementu e; na kterém chceme spocitat lokalni matici znacit

x" x'?'. Na zobrazeni F:%— x, které bude zobrazovat referenéni element na e, budeme

klast tyto naroky: F(0)= ' F(l):x(z), F je afinni zobrazeni. Z téchto pozadavku

dostaneme predpis pro zobrazeni F:

F()?)Zx(l)+3c(x(2)—x(l)) : (3.16)

Nyni miZeme svézat predpisy pro bazové funkce @; a @P; pomoci zobrazeni F:
@,°oF=@,, a derivaci bazové funkce na referenénim elementu spocitime jako derivaci
slozené funkce:

P op, 0, _ TR Jr_aF
ox ' 0

== == , , (3.17)
ox OXx Oox Ox

=

_[8@1 a(Pz:|aF

kde J je jakobidn zobrazeni F¥. Ze vzorce (3.17) uz ziskame ptedpis pro vypocet matice B, pro

4 Ve vzorci (3.17) je transpozice jakobianu. U jedno-dimenzionalniho problému je jakobian pouze
skalar, ovsem u problému ve vice dimenzich jde o matici a tam uz je transpozice zapotiebi.
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vzorec (3.15), potiebujeme ale jesté matici B Na referen¢nim elementu £ jsou definovany dvé
linearni bazové funkce

X 3.18
o (3.18)

které jsou jednoznacné urceny funkénimi hodnotami v krajnich bodech referen¢niho

elementu X,, X, :

(3.19)

Z rovnic (3.18) a (3.19) pak pro kazdou bazovou funkci miizeme sestavit soustavu, ktera urcuje
neznamé koeficienty a;, b;.

¢ ® b2
™ 4 F ™ 4
| \\ /! / | | \\ / / |
| 4 N N |
< >
| N | | N |
| / \ | | / \ |
/ | /! S
!l/ = !l/ =
0 1 X x® x? X
Obrazek 3.3: Zobrazeni F zobrazujici referencni element na element ¢,
ol # e
x =
Pi3) 1 %5, ’
) o (3.20)
~ o |1 X || a,
X): =
P, (%) _1 )?2_ _bz_ 1]

Pro matici B pottebujeme derivaci téchto funkci, zajimaji nas tedy jen koeficienty b,, b,. Tyto
koeficienty vypocitame pomoci Cramerova pravidla.
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pell %
1 %)
b=t Up'=p p (321)
1 0 ’
| 0] R s
b,= D =b,D .
2 1 1 2

~

Nakonec zadefinujeme matici B 2[ l;l , l;l] .Dle (3.17), (3.18) a (3.21) plati

a tedy

B=J"BD" (3.22)
dosazenim (3.22) do (3.15) tak dostaneme
B=J"BD"
K, = v[(J "B JTBD \ax=v[ B"J ' ST BD 2dx (3.23)

e ¢

= B'J ' TBID["

Nyni jiz m@izeme sestavit globalni matici K . K tomu potiebujeme lokalni matice K,
zobrazeni O,;, které¢ které zobrazuje lokdlni indexy uzld na globalni a seznam uzld s
predepsanou Dirichletovou okrajovou podminkou 1, . P¥i pouziti linedrnich prvki v jedno-

dimenzionalnim modelu je zobrazeni O; definovano nasledovné:

o,:11,2]-10,..., N|
o,(1) = 1-1
0,(2) = 1

Algoritmus ktery bude sestavovat globalni matici K pak bude vypadat nasledovné:

funkce Assemble K

01 for 1 =1 ... N

02 for j =1 ... m

03 for k=1 ... m

04 if (j==k) 0O (0.(3) O I, & O,(k) O Ip)

18



05
06
07
08
09

(K)o15),0000 +=
end if
end for
end for

end for

Konec algoritmu, v proménné K je ulozZen

19
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4 Numerické reseni

Jak je vidét z maticové formulace (3.11), potiebujeme v kazdém casovém kroku j fesit
soustavu algebraickych rovnic pro nezndmé 3/ | i’ . BohuZel je tato soustava nelinearni, a proto

je tfeba pouzit n¢jakou specidlni metodu pro feSeni nelinearnich rovnic. Touto metodou bude
Newtonova metoda.

41 Newtonova metoda
Necht je dana (nelinedrni) rovnice
F(x)=0;F:R->R. 4.1)
Ekvivalentnimi Gpravami ji mzeme prevést na tvar x=x+A(x)-F(x).
Hledani kotene rovnice (4.1) je tedy ekvivalentni k hledani pevného bodu zobrazeni
G(x)=x+A(x)-F(x), 4.2)
a iteracni predpis bude tohoto tvaru:
X =G (x,)=x,+A(x,) F(x,) . (4.3)

Po Newtonové metod¢ poZadujeme, aby byla fadu dvé, prvni nenulova derivace G(x)
musi byt tedy také fadu dve&’. Derivovanim pravé strany rovnice (4.2) a dosazenim feSeni
rovnice (4.1) dostaneme podminku na koeficient A(x):

5 Necht {x,} je posloupnost aproximaci kofene rovnice (4.1) a x” je kofen této rovnice. Rekneme, Ze
itera¢ni metoda je fadu I tehdy a jen tehdy, plati-li nasledujici nerovnost:

* * I _
AC>0:|x"—x,,,|<C|x" —x,| pron=0,1....
Oznaéme chybu aproximace e,+; = x,+; - X" a rozvitime ji Taylorovym rozvojem v okoli bodu x:

o k)
e, =%, ~X=G(x,)-G(x)=—G(x)+ D, G—('x>(x —x*).

n n n
im0 k!

Vyuzitim Lagrangeova tvaru zbytku pak chybu aproximace mizeme vyjadrit takto:

< G(k)(x*) X G("’“)(E) mtl
€, ]; Tl e, < ) e,

;€€(min(x,, x"), max(x,,x7)) .
Pokud jsou derivace G(x) v bodé x* rovny nule az do ¥adu m, zavisi chyba aproximace e,.; pouze na
(m+1)-ni derivaci G(x) v bodé x". Rad metody tedy zavisi na fadu prvni nenulové derivace G(x) v

bodé x".
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Alx)=——— (4.4)

Dosazenim do rovnice (4.2) tedy ziskavame iteraCni piedpis pro hledani pevného bodu
zobrazeni (4.2) témito iteracemi:

F(x,)
X=X, 4.5
+1 F (xn) ( )
Uvazujeme-li soustavu rovnic

F(x)=0,F:R">R", (4.6)

muzeme iteracni schéma (4.5) piepsat do tohoto tvaru:

' -1
xk“:xk—(F (xk)) F(xY) (4.7)

kde F'(x*) je jakobian matice F(x*)°. V kazdé iteraci je tedy tieba poéitat inverzi matice, coz je
zvlasté pii vetsich soustavach vypocetné velmi naro¢né, iterace se proto pocitaji takto:

F (xNAX'=—F(x"), (4.8)

F=xrraxt (4.9)

V rovnici (4.8) feSime linedrni soustavu rovnic, coz je v poméru k pocitani inverze matice

vypocetné levna zalezitost. Dalsi vylepSeni Newtonovy metody spociva v pozorovani, Ze smér

Ax* mize byt spravny, ale touto iteraci "pfestielime" feSeni a nasledna iterace tak bude zatiZena

veétsi chybou jak je ilustrovano na obrazku 4.1. Proto do metody zavedeme tlumici parametr a s
pocatecni hodnotou a=1.

K= taaxt. (4.10)

Vektor Ax* ndm udava, ve kterém sméru hodnota F(x') klesa. Pokud by se stalo, Ze
hodnota v nasledujicim kroku F(x*'") je vyssi, stati zmensit tlumici parametr a provést novou
iteraci.

6 Funkce (4.6) je reprezentovana n redlnymi funkcemi m proménnych. Oznacime-li kazdou takovouto
funkeci

Fi(x)ZO;F,-.'IRm—ﬂR;iE{ 1,2,..., n} ,
a existuji-li vSechny parcialni derivace téchto funkci, mizeme jakobian F'(x) definovat jako matici,
pro jejiz prvky plati nasledujici:

0F,(x)

0x;

'

F,(x) ;ig(l1,2,...,n), jE{1,2,...,m] .
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Obrazek 4.1: Ilustrace k nutnosti bisekce v

Newtonové metodé

Symbolicky zapis Newtonovy metody:

funkce Newton (xq, eps)

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11

12

norml

while

= norm2

= norm (fx);

(norm (dx) /norml >= eps)

alfa

xl = x + alfa-

norm3 = norm(f

if

(norm (fx1)

22

(jakobian funkce f (x))

(Yeseni linedrni soustavy)

dx;
(x1));

< norm?2)



13 break;

14 end if

15 alfa = alfa/2;
16 end for

17 x = x1;

18 norm2 = norm3;

19 end while

Konec algoritmu, v proménné x je ulozZen vysledek

Bisekce v Newtonove metodé probiha na fadcich 09-16, x, je poCatecni aproximace a eps
je pozadovana presnost feSeni. Ukoncovaci kritérium Newtonovy metody muze byt také
nastaveno tak, aby celkovy pocet iteraci nepfesahl urCitou hodnotu, také je mozno omezit
maximalni mozny pocet bisekci v jedné iteraci.

Abychom mohli na soustavu (3.11) pouzit Newtonovu metodu, musime ji pfevést na tvar
ekvivalentni k (4.6):

M, +K+4'(u) B

F(x)=|"! A {7 R -
(x) Cl(h)+Ci(h) M, ] X [h’ . (4.11)

b,

V kazdém kroku Newtonovy metody pak musime feSit linearni soustavu (4.8). Tuto
soustavu budeme tesit metodou GMRES.

42 GMRES

GMRES (z anglického generalized minimal residual method) je iteracni metoda pro
feSeni soustav linearnich rovnic. Metoda aproximuje feseni v Krylovovych prostorech
generovanych matici soustavy a zaroven konstruuje jejich bazi v Arnoldiho procesu.

funkce GMRES (xg)

01 Yo = A*Xy - b;
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02 B = norm(xre);

03 vi = ro/B;

04 for 3 =1 ... n

05 wy = A-vy;

06 for i =1 ... j

07 hi,y = <wy,vi>;
08 Wy = W5 — hi,5vi;
09 end for

10 hy:1,3 = norm(ws) ;

11 Vi = ws/hyi, 55

12 end for

13 Vo = argmin {Be; - Hp'Val};

14 Xnm = Xo — Vm'Ym;

Konec algoritmu, v proménné x, je uloZen vysledek

Algoritmus generuje v kazdém kroku novy bazovy vektor V;., zvétSujicich se
Krylovovych prostord. Tyto vektory se ukladaji do matice ¥, , kde m je podet krokil, ve

kterém metoda konverguje k feSeni s pozadovanou ptesnosti. U rozsahlych soustav tak vyvstava
problém s pamétovou naro¢nosti, nebot’ pro konstrukci piiblizného feSeni potfebujeme znat

vsechny vektory V; .

Jednim z moznych feSeni pamétové narocnosti metody GMRES je tzv. restartovana
metoda GMRES(R). Jeji zakladni myslenka spo¢iva v tom, ze po uréitém poctu iteraci R
spocteme piiblizné feSeni X a algoritmus restartujeme s pocatecni aproximaci X,= X, . Zde
ovSem narazime na dal$i problém — jak volit parametr R pro restart algoritmu. Pro rostouci R
bychom ocekévali, ze rychlost konvergence se bude zvysovat, bohuzel obecné to neni pravda,
existuji soustavy kdy GMRES(k) pro konverguje v uréitém poctu kroki a GMRES(n)

nekonverguje pro n > k. Toto chovani také velmi ovliviiuje volba pocatecni aproximace X, .

funkce GMRES (xy, R)

01 Yo = A*Xy - b;
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02 B = norm(xre);

03 vi = ro/B;

04 for 3 =1 ... R

05 wy = A-vy;

06 for i =1 ... j

07 hi,y = <wy,vi>;
08 Wy = W5 — hi,5vi;
09 end for

10 hy:1,3 = norm(ws) ;

11 Vi = ws/hyi, 55

12 end for

13 vz = argmin {Re; - Hzx-vz};
14 Xg = Xo — Vi'Vr/

15 Xo = Xgr;

16 GoTo 01

Konec algoritmu, v proménné xz je uloZen vysledek

Jako u kazdé iteracni metody, i zde mizeme pouzit pfedpodminéni, které vyznamnym
zpusobem sniZuje pocet iteraci. Pfedpodminéni spociva v tom, ze matici soustavy nahradime
matici ji podobnou, kterd je ovSem Iépe podminéna, a iteraéni metody, kterych rychlost
konvergence je zavisla na ¢islu podminénosti soustavy, tedy konverguji k pfibliznému feSeni v
mensim poctu iteraci.

Podrobné;jsi popis metody GMRES a riiznych predpodmitiovact Ize nalézt v [6].
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5 Numerické simulace

Tato kapitola se bude vénovat numerickému feSeni rovnic (2.11) resp. jejich MKP
formulaci (3.10). Z dGvodu ptitomnosti advektivniho ¢lenu v téchto rovnicich nelze volit Casovy
diskretizacni krok At a prostorovy diskretiza¢ni krok Ax libovolné. To vyjadiuje CFL podminka:

uALoc cer".
Ax

Tato podminka ma i celkem zfejmy fyzikalni smysl: casova diskretizace musi byt volena
tak, aby vlna o rychlosti u# za dobu At nemohla opustit element o délce Ax. V kapitole 3.1 byla
pro ¢asovou diskretizaci zvolena dopfedna Eulerova metoda. Pro dostate¢nou piesnost této
metody je tfeba volit dostatecné maly krok, coz opét koresponduje s CFL podminkou. Vliv
volby délky ¢asového diskretiza¢niho kroku pak bude patrny i v rychlosti konvergence metody
GMRES.

V nasledujicich simulacich bude pocitano s témito parametry:
[=5m,
2=9.80665m s % (stfedni hodnota gravitaéniho zrychleni),

v=10°m?s"" (odpovida viskozité vody pti 20°C),

h,=15m,
h,=1.0m
a=12m.

Hodnoty feseni v ¢ase ¢ = 0 s jsou znamy z pocatecni podminky. Ty také tvori pocatecni
iteraci feSeni v Case ¢ = At, ktera vstupuje do Newtonovy metody.

Pro simulace s linearné-konstantni i kvadraticko-linearni aproximaci budeme pocitat s

nasledujicimi casovymi a prostorovymi diskretiza¢nimi kroky:
At€[0.015,0.025,0.045,0.085,0.16s] ,
Ax€[0.025m,0.05m,0.10m,0.20 m| .

5.1  Simulace s linearné-konstantnimi prvky

V nasleduyjicich grafech je pro riizné prostorové diskretizacni kroky porovnan pocet
iteraci metody GMRES v jednotlivych Casovych krocich pfi pouziti linedrné-konstantnich
prvkd. Jelikoz je metoda GMRES volana pti kazdé Newtonove iteraci, je pocet iteraci v grafech
odpovidajici jednomu ¢asovému kroku souctem poctu iteraci ve vSech bézich metody GMRES
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v ramci celého béhu Newtonovy metody.’

Z graft je patrné, ze nejvice GMRES iteraci bylo zapotiebi u prvni asové iterace, coz je
ziejm& zpusobeno pocateCnim skokem ve vysce hladiny 4. Nejméné GMRES iteraci bylo
zapotiebi u nejjemnéjsi Casové diskretizace. To je na druhou stranu vykoupeno tim, Ze pro
simulaci do ur€itého ¢asu 7 je u jemnéjsi diskretizace zapotiebi provést vice ¢asovych iteraci. Z
graft je dale vidét, ze pro hrubsi casovou diskretizaci pomérné vyznamné roste po¢et GMRES
iteraci, coz souvisi pravé s jiz zmiflovanou CFL podminkou, kdy se matice soustavy stava
$patn€ podminénou.

its Ax=0.025
1400 ————
— 1. iterace
1200 | —t=16s
1000 | 17328
~t=48s
8o
600
400 —
,////
200
) ——————
0.01 0.02 0.04 0.08 016 At

Graf 1: Pocet iteraci pro linearné-konstantni prvky v zavislosti na ¢asové
diskretizaci pro Ax = 0.025 m

7 Pokud pro pfechod z casového kroku j do j+1 bylo zapotiebi tii iteraci Newtonovy metody a v téchto
iteracich prob¢hly podtupné 7, 5 a 2 iterace GMRES, je celkovy po¢et GMRES iteraci v ramci
jednoho ¢asového kroku 14.
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its Ax=0.05m

700
— 1. iterace
600 | t=16s
t=32s
500 ~t=48s
400
300
/
200 —
,/////
100 —
0 —— ___———
0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 2: Pocet iteraci pro linedrne-konstantni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.05 m

its Ax=0.10m
350
— 1. iterace
300 | t=16s
5 t=32s
50 ~t=48s
200
150
_—
100 ///
///
50— —
— — =
0
0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 3: Pocet iteraci pro linedrne-konstantni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.10 m
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its Ax=10.20m

160

— 1. iterace
140 | =165 //

120 t=32s
~t=48s

100
80
60
40
20 — —

0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 4: Pocet iteraci pro linedrne-konstantni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.20 m

5.2 Simulace s kvadraticko-linearnimi prvky

V nasleduyjicich grafech je pro rtizné prostorové diskretizacni kroky porovnan pocet
iteraci metody GMRES v jednotlivych ¢asovych krocich pii pouziti kvadraticko-linearnich
prvkda.

Podobn¢ jako u linearné-konstantnich prvka, nejvice GMRES iteraci bylo zapotiebi u

Pro stejnou casovou i prostorovou diskretizaci bylo u kvadraticko-linedrnich prvka

zapotiebi méné¢ GMRES iteraci, na druhou stranu kaza GMRES iterace byla vypocetné

wev s
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its Ax=0.025 m

800

— 1. iterace
700 | —t=16s

600 t=32s —
~t=48s

500

400
300
200 —
100

0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 5: Pocet iteraci pro kvadraticko-linedarni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.025 m

its Ax=0.05m

400

— 1. iterace
350 | —t=16s
300 t=32s
—t=48s

250

200
150

100

50

0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 6: Pocet iteraci pro kvadraticko-linedarni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.05 m
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its Ax=0.10 m

200
— 1. iterace
180 —
“t=16s —

160 1 {-32s B
140

~t=48s
120

100
80
60
40
20

0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf'7: Pocet iteraci pro kvadraticko-linedarni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.10 m

its Ax=0.20 m

120

— 1. iterace
100 ~—t=16s

t=32s
80 | t=48s
60
40 -
20
0
0.01 0.02 0.04 0.08 0.16 At

Graf 8: Pocet iteraci pro kvadraticko-linedarni prvky v zavislosti na casové
diskretizaci pro Ax = 0.20 m
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6 Zaver

Cilem této prace bylo numerické feSeni rovnic povrchového proudéni metodou
kone¢nych prvkid. Proto byly ve druhé kapitole odvozeny Saint-Venantovy rovnice a ve treti
kapitole jejich slaba formulace, diskretizace a MKP formulace. Nasledujici kapitola byla

vénovana numerickym metodam pouzitym k feSeni vzniklych algebraickych rovnic. Posledni
kapitola byla vénovana numerickym simulacim s riiznou volbou kone¢nych prvk.

Zefektivnéni numerického feSeni by bylo mozno dosdhnout tim, ze by se linedrni
soustavy, které vznikaji v ramci Newtonovy metody, feSily pomoci metody GMRES s adaptivni
presnosti - ¢im blize bychom byli feSeni v ramci Newtonovy metody, tim presnéji bychom
museli fesit linearni soustavy pomoci GMRES. Tim bychom usetfili jisty po¢et GMRES iteraci
v kazdém kroku Newtonovy metody.

Pro feSeni Saint-Venantovych je mozné pouzit také nepojitou Galerkinovu metodu
(DGFEM - Discontinuous Galerkin Finite Element Method). Jeji vyhoda spociva v tom, Ze
neklade zddné naroky na spojitost feSeni mezi jednotlivymi elementy, jako je tomu u klasické
metody konecnych prvk, a tedy Iépe postihuje feSeni s nespojitostmi nebo velkymi
gradienty [1].
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8 Prilohy
K diplomové praci je ptilozeno CD, které obsahuje
+ tuto praci ve formatu .pdf,
«  zdrojové kody programii pro Matlab,

«  vystupy numerickych simulaci.
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Simulace v ¢aser=1.6 s

Porovnani vysek 4 pro konstantni (¢ern€) a linedrni (Cervené) v Case t = 1.6 s.

t=18
157
141 ~
13}
=12t
11F
1
Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1
@ o5 1 15 2 25 3 35 4 45
X
Ax =0.10m, At = 0.0l s
t=18
157
141

09 1 1 1 1 1 1 1 1
0 .

Ax =0.10m, At = 0.04 s

45

35

09 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 . .

Ax = 0.025 m, At = 0.01 s

09 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Ax = 0.025 m, At = 0.04 s



Simulace v ¢aser=3.2 s

Porovnani vysek 4 pro konstantni (¢ern€) a linedrni (Cervené) v Case ¢t = 3.2 s.

t=32

Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
X

Ax =0.10 m, At = 0.01 s
=32
15;
14}
13}

09 1 1 1 1 1
0

0.5 1 14 2 25

Ax =0.10 m,

At =0.04 s

35

t=32

Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
X

Ax =0.025m, A4t = 0.01 s
=32
15;
14}
13}

09 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Ax = 0.025 m, At = 0.04 s



Simulace v ¢ase r=4.8 s

Porovnani vysek 4 pro konstantni (¢ern€) a linedrni (Cerveng) v Case ¢t = 4.8 s.

t=48 t=48
1561 1561
14} 14}
1.3+ 1.3+

Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 05 1 145 2 25 3 35 4 4.5 5 0 05 1 145 2 25 3 35 4 4.5 5

H H
Ax=0.10m, At = 0.01 s Ax = 0.025 m, At = 0.01 s
t=48 t=48

156+ 156+
14} 14}
13F 13F

Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Dg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 & o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 &
Ax = 0.10m, At = 0.04 s Ax =0.025 m, At = 0.04 s
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