
VŠB – Technická univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a

informatiky
Katedra aplikované matematiky
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Abstrakt

Ćılem práce je prozkoumat využit́ı magického ohodnoceńı při ukládáńı ř́ıdkých matic. Součást́ı
práce je shrnut́ı známých zp̊usob̊u uložeńı ř́ıdké matice a porovnáńı klasických zp̊usob̊u uložeńı
ř́ıdkých matic a uložeńı, které využ́ıvá hranově magického totálńıho ohodnoceńı, z hlediska
početńı a časové náročnosti.

Abstract

The scope of the thesis is to investigate the use of magic labeling for storing sparse matrix.
A part of this thesis is a overview of known forms of storing sparse matrix. This thesis
investigates the time intensity of known methods and edge-magic total labeling approach.
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4.3 Horńı odhad magické konstanty k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1 Úvod

Ve své práci se zaměř́ım na porovnáńı dvou nejznáměǰśıch zp̊usob̊u ukládáńı ř́ıdkých matic
s nově navrženým systémem využ́ıvaj́ıćım hranově magické ohodnoceńı.

Práce je rozdělena do čtyř část́ı. Prvńı část se týká pojmů z teorie graf̊u, které využiji
k objasněńı hranově magického ohodnoceńı grafu.

V druhé části své diplomové práce poṕı̌si systém ukládáńı ř́ıdkých matic a to systém ijv,
systém komprimovaného sloupce a vysvětĺım strukturu ukládáńı ř́ıdké matice pomoćı hra-
nově magického totálńıho ohodnoceńı. Provedu teoretický rozbor časových náročnost́ı operaćı
s takto uloženými ř́ıdkými maticemi ve zkoumaných zp̊usobech uložeńı.

Třet́ı část obsahuje vyhodnoceńı výsledk̊u časové náročnosti operaćı mezi systémem ijv,
systémem komprimovaného sloupce a uložeńı pomoćı hranově magického totálńıho ohodno-
ceńı.

V posledńı části své práce rozeberu některé možnosti urychleńı nalezeńı hranově magického
ohodnoceńı.
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2 Základńı pojmy

2.1 Graf

Graf G je uspořádaná dvojice (V,E), kde V (G) je neprázdná množina vrchol̊u a E(G) je
množina (ne nutně všech) dvouprvkových podmnožin množiny V . Prvk̊um množiny E(G)
ř́ıkáme hrany, prvk̊um hrany ř́ıkáme koncové vrcholy. Počet vrchol̊u grafu G označ́ıme jako
|V (G)|, počet hran pak označ́ıme jako |E(G)|.

Vrchol množiny V (G) budeme značit v, i-tý vrchol označ́ıme vi.

Hranu množiny E(G) budeme značit e, i-tou hranu označ́ıme ei. Ve své práci budu někdy
využ́ıvat značeńı (vi, vj) (přestože je to neuspořádaná dvojice), které znač́ı hranu mezi vrcholy
vi a vj .

V tomto textu budu pracovat s konečnými jednoduchými neorientovanými grafy, tj. grafy,
jejichž množiny vrchol̊u a hran jsou konečné, hrany existuj́ı pouze mezi dvěma r̊uznými vrcholy
a hrany nejsou orientované.

2.2 Stupeň vrcholu

Stupeň vrcholu v je počet hran, se kterými je vrchol v incidentńı, a znač́ı se deg(v).

2.3 Cesta

Cesta v grafu G je posloupnost vrchol̊u a hran (v0, e1, v1, ..., et, vt), kde vrcholy v0, ..., vt jsou
navzájem r̊uzné vrcholy grafu G a pro všechna i = 1, ..., t je ei = (vi−1, vi) ∈ E(G). Cestu
označ́ıme Pt, kde t vyjadřuje počet vrchol̊u cesty P . V mé práci t − 1 vyjadřuje délku cesty.

2.4 Kartézský součin dvou graf̊u

Kartézský součin dvou graf̊u F a H je graf G, který má vrcholovu množinu V (F ) × V (H),
kde × znamená kartézský součin množin, a dva vrcholy (u1, v1) a (u2, v2) ∈ V (G) jsou spo-
jeny hranou právě tehdy, když plat́ı u1 = u2 a v1v2 ∈ E(H) nebo v1 = v2 a u1u2 ∈ E(F ).
Pro všechna u1u2 ∈ V (F ), v1v2 ∈ V (H). Kartézský součin graf̊u znač́ıme F�H.

Počet vrchol̊u grafu G = F�H je

|V (G)| = |V (F )||V (H)|,

počet hran lze vyjádřit jako

|E(G)| = |E(F )||V (H)| + |E(H)||V (F )|.
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Př́ıklad kartézského součinu dvou graf̊u ilustruje následuj́ıćı obrázek.

2.5 Pojmy label, index, váha

Index bude celé č́ıslo přǐrazené určitému objektu podle potřeby. Ve většině př́ıpadech budeme
indexy zač́ınat od nuly.

Váhou budeme nazývat hodnotu prvku aij matice sousednosti A, kde i označuje index řádku
a j označuje index sloupce.

Labelem označujeme č́ıslo přǐrazované hranám a vrchol̊um v magickém ohodnoceńı, viz kapi-
tola 3 Ohodnoceńı grafu.

Obecně váha a label jsou r̊uzná č́ısla, hraně budeme přǐrazovat obě (label i váhu).

3 Ohodnoceńı grafu

Ohodnoceńı grafu G je zobrazeńı, které přǐrazuje vrchol̊um nebo hranám grafu G č́ıslo (ob-
vykle kladné nebo nezáporné), které nazveme label. Slovo label počešt́ıme a budeme skloňovat
podle vzoru hrad.

Zavedeme značeńı λ(vi) pro label vrcholu vi a značeńı λ(vi, vj) pro label hrany mezi vrcholy
vi a vj , popř́ıpadě značeńı λ(ei) pro label hrany ei.

Vrcholové ohodnoceńı

Vrcholové ohodnoceńı grafu G je zobrazeńı, které přǐrazuje labely pouze vrchol̊um grafu G.

Hranové ohodnoceńı

Hranové ohodnoceńı grafu G je zobrazeńı, které přǐrazuje labely pouze hranám grafu G.

Totálńı ohodnoceńı

Totálńı ohodnoceńı je takové zobrazeńı, že labely jsou přǐrazovány hranám i vrchol̊um grafu G.

V tomto textu pracujeme s totálńım ohodnoceńım a využ́ıváme jako množinu label̊u č́ısla od
1 do (|V (G)| + |E(G)|).
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3.1 Hranově magické totálńı ohodnoceńı

Ve své práci budu pracovat s hranově magickým totálńım ohodnoceńım, pro které plat́ı, že
součet label̊u libovolné hrany grafu G a obou jej́ıch koncových vrchol̊u je roven pevně zvo-
lenému č́ıslu k pro všechny hrany grafu G.

Jinými slovy řečeno hranově magické totálńı ohodnoceńı grafu G je prosté zobrazeńı λ
(V (G) ∪ E(G)) na celá č́ısla 1, 2, 3, ..., |V (G)| + |E(G)| s vlastnost́ı, že pro každou hranu
(x, y) plat́ı:

λ(x) + λ(x, y) + λ(y) = k,

kde k je nějaká pevně zvolená přirozená konstanta. Součet λ(x) + λ(x, y) + λ(y) budeme
nazývat součtem label̊u hrany (x, y) a k magickou konstantou ohodnoceńı λ.
Př́ıklad totálńıho magického ohodnoceńı téhož grafu pro dvě r̊uzné konstanty k je na obrázku:

4 Odhady magické konstanty k

Mějme graf G = Pm�Pn. Kartézským součinem dvou cest vznikne mř́ıžka o rozměrech m×n,
kde m je počet vrchol̊u v řádku a n počet vrchol̊u ve sloupci. Na tyto grafy se zaměř́ıme
v daľśım textu. Abychom se vyhnuli triviálńımu př́ıpadu, předpokládejme, že m, n > 1.
Triviálńım př́ıpadem vznikne mř́ıžka o jednom vrcholu nebo cesta. Vzhledem k tomu, že se
zabýváme časovou náročnost́ı, je tento triviálńı př́ıpad př́ılǐs malý pro zahrnut́ı do testováńı
jednotlivých operaćı.

Počet vrchol̊u grafu G spoč́ıtáme jako

|V (G)| = mn.

Počet hran grafu G spoč́ıtáme jako

|E(G)| = m(n − 1) + n(m − 1) = 2mn − m − n.

Zavedeme značeńı L pro množinu č́ısel od 1 do (|V (G)| + |E(G)|). Pro dolńı a horńı odhad
magické konstanty k muśıme znát počet potřebných č́ısel v ohodnoceńı, který označ́ıme |L|.
Tato č́ısla budou přǐrazena jednotlivým vrchol̊um a hranám daného grafu G, přičemž se žádná
hodnota 1, 2, ...|L| nemůže objevit dvakrát. Je zřejmé, že plat́ı
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|L| = |V (G)| + |E(G)| = mn + m(n − 1) + n(m − 1),

po úpravě dostaneme

|L| = 3mn − m − n.

Znázorněńı grafu G = P4�P5:

4.1 Stupně vrchol̊u

Zavedeme označeńı Vi pro množinu vrchol̊u stupně i, kde i = 2, 3, 4. Vrcholy stupně 1 se
v grafech, se kterými budu pracovat, nevyskytuj́ı, proto nejmenš́ı i = 2. Taktéž se v těchto
grafech nevyskytuj́ı vrcholy stupně větš́ıho než 4, proto největš́ı i = 4. Dále zavedeme označeńı
|Vi| pro počet vrchol̊u stupně i. U graf̊u Pm�Pn, kterými se zabývám ve své práci, v́ıme, že
počet vrchol̊u stupně 2 bude vždy čtyři, tedy |V2| = 4. Pro počet vrchol̊u stupně 3 plat́ı: |V3| =
2(n−2)+2(m−2). Pro počet vrchol̊u stupně 4 plat́ı: |V4| = |V (G)|−4− [2(n−2)+2(m−2)].
|V3| a |V4| mohou být nulové pro m = n = 2.

4.2 Dolńı odhad magické konstanty k

Označ́ıme L(Vi) množinu label̊u pro množinu vrchol̊u stupň̊u i, plat́ı |L(Vi)| = |Vi|,
lij označ́ıme j-tý prvek množiny L(Vi).

Ukážeme, že stejný graf může mı́t několik r̊uzných hranově magických totálńıch ohodnoceńı
s r̊uznými magickými konstantami. Hodnoty magické konstanty nejsou libovolné, ale můžeme
je odhadnout.

Pro dolńı odhad magické konstanty k je požadováno, aby vrcholy s nejvyšš́ımi stupni měly
co nejmenš́ı možné labely, protože se do odhadu započ́ıtávaj́ı tolikrát, jaký je jejich stupeň.

Obecně můžeme vytvořit vzorec pro součet label̊u vrchol̊u jednotlivých stupň̊u jako

i
|Vi|∑
j=1

lij ,
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neboli

i|Vi|
li1+li|Vi|

2 .

Z výše uvedených vzorc̊u dostaneme součty stupň̊u vrchol̊u stupně i a hran magické konstanty
k:

Vrcholy stupně 4

Součet label̊u na vrcholech stupně 4 je

4[mn−4−2(m−2)−2(n−2)][1+mn−4−2(m−2)−2(n−2)]
2 = · · · = 2[mn− 2m− 2n+4][mn− 2m− 2n+5]

Vrcholy stupně 3

Součet label̊u na vrcholech stupně 3 je

3[[2(n−2)+2(m−2)][(1+mn−4−2(n−2)−2(m−2)+1−1)+(1+mn−4−2(n−2)−2(m−2)+2(m−2)+2(n−2)−1)]]
2 =

· · · = 3[2(n−2)+2(m−2)][2mn−2m−2n+1]
2

Vrcholy stupně 2

Součet label̊u na vrcholech stupně 2 je

2.4[[(1+mn−4−(2(n−2)+2(m−2)))+(2(m−2)+2(n−2)−1+1)]+1+mn−4−(2(n−2)+2(m−2))+2(n−2)+2(m−2)−1+1+3]
2 =

· · · = 4(2mn − 3)

Hrany

Součet label̊u hran je

[m(n − 1) + n(m − 1)]
2

.

[(m(n − 1) + n(m − 1) + mn) + (m(n − 1) + n(m − 1) + mn − m(n − 1) − n(m − 1) + 1)]
2

=

· · · =
[2mn − m − n][4mn − m − n + 1]

2

Dolńı odhad magické konstanty k

Z výše uvedených mezisoučt̊u dostáváme odhad:

4(2mn − 3) + 3[2(n − 2) + 2(m − 2)][2mn − 2m − 2n + 1]+
+2[mn − 2m − 2n + 4][mn − 2m − 2n + 5] + [2mn−m−n][4mn−m−n+1]

2 .

Vzhledem k tomu, že poč́ıtáme odhad pro jednu hranu grafu G, muśıme celý výraz vydělit
počtem hran:
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4(2mn−3)+3[2(n−2)+2(m−2)][2mn−2m−2n+1]+2[mn−2m−2n+4][mn−2m−2n+5]+
[2mn−m−n][4mn−m−n+1]

2
2mn−m−n ,

po úpravě dostaneme:

6m2n2+m2n+mn2−28mn− 7m2

2
− 7n2

2
+ 35m

2
+ 35n

2
+4

2mn−m−n

tedy:

k ≥ 6m2n2+m2n+mn2−28mn− 7m2

2
− 7n2

2
+ 35m

2
+ 35n

2
+4

2mn−m−n .

Dolńı odhad magické konstanty označ́ıme kmin. Pokud kmin neńı celé č́ıslo, pak za kmin

budeme považovat dkmine.

4.3 Horńı odhad magické konstanty k

Pro horńı odhad konstanty k chceme, aby vrcholy nejvyšš́ıho stupně měly co nejvyšš́ı labely,
protože se do odhadu započ́ıtávaj́ı tolikrát, jaký je stupeň vrcholu.

Obecně můžeme vytvořit vzorec pro součet label̊u vrchol̊u jednotlivých stupň̊u jako

i
|Vi|∑
j=1

lij ,

neboli

i|Vi|
li1+li|Vi|

2 .

Z výše uvedených vzorc̊u dostaneme mezisoučty magické konstanty k pro hrany a jednotlivé
množiny vrchol̊u př́ıslušného stupně:

Vrcholy stupně 4

Součet label̊u na vrcholech stupně 4 je

4[mn−4−2(m−2)−2(n−2)][[3mn−m−n]+(3mn−m−n−(mn−4−2(m−2)−2(n−2)−1)]
2 =

· · · = 2[mn − 2m − 2n + 4][5mn − 3].

Vrcholy stupně 3

Součet label̊u na vrcholech stupně 3 je

3[[2(n − 2) + 2(m − 2)]
2

.

[(3mn − m − n − (mn − 4 − 2(m − 2) − 2(n − 2) − 1 + 1))
2

+

+
(3mn − m − n − (mn − 4 − 2(m − 2) − 2(n − 2) − 1 + 1) − 2(n − 2) − 2(m − 2) + 1)]]

2
=

· · · =
3[(2m + 2n − 8)(4mn + 1)]

2
.
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Vrcholy stupně 2

Součet label̊u na vrcholech stupně 2 je

2·4[[(3mn−m−n−(mn−4−2(m−2)−2(n−2)−1+1)−2(n−2)−2(m−2)+1−1)]
2 +

+3mn−m−n−(mn−4−2(m−2)−2(n−2)−1+1)−2(n−2)−2(m−2)+1−1−3
2 = · · · = 4[4mn − 2m − 2n + 5].

Hrany

Součet label̊u hran je

[m(n−1)+n(m−1)][1+(m(n−1)+n(m−1)]
2 .

Horńı odhad magické konstanty k

Z výše uvedených mezisoučt̊u dostáváme odhad:

2[mn−2m−2n+4][5mn−3]+3[(2m+2n−8)(4mn+1)]
2 +4mn−2m−2n+5+ [m(n−1)+n(m−1)][1+(m(n−1)+n(m−1)]

2 ,
po úpravě dostaneme:

12m2n2 − 10m2n − 10mn2 − 8mn + m2

2 + n2

2 + 25m
2 + 25n

2 − 31,

což opět muśıme vyděĺıme počtem hran:

k ≤ 12m2n2−10m2n−10mn2−8mn+m2

2
+n2

2
+ 25m

2
+ 25n

2
−31

2mn−m−n ,

Horńı odhad magické konstanty označ́ıme kmax. Pokud kmax neńı celé č́ıslo, pak za kmax

budeme považovat bkmaxc.

4.4 Spektrum magické konstanty k

Spektrem magické konstanty k budeme nazývat interval celých č́ısel. Hranice tohoto intervalu
bude dolńı a horńı odhad magické konstanty. kmin, resp. kmax. Zaj́ımá nás, jak rychle velikost
spektra roste v závislosti na rostoućıch hodnotách m a n. Pro odvozeńı spektra použijeme
výše uvedené vzorce pro kmin a kmax. Po jednoduchých úpravách źıskáme pro kmin tento
vzorec:

12m2n2−10m2n−10mn2+16mn+5m2+5n2−19m−19n+32
2·(2mn−m−n) .

Podobně źıskáme vzorec pro kmax:

24m2n2−20m2n−20mn2+8mn+m2+n2+13m+13n−32
2·(2mn−m−n) .

Spektrum magické konstanty k urč́ıme jako rozd́ıl kmax a kmin. Po úpravě źıskáváme vzorec
š́ı̌rky spektra

6m2n2−5m2n−5mn2−4mn−2m2−2n2+16m+16n−32
2mn−m−n .
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Z výše uvedených vzorc̊u vid́ıme, že odhady v závislosti na m,n rostou následovně:
pro dolńı odhad kmin řádově:

3mn,

pro horńı odhad kmax řádově:

6mn,

pro odhad š́ı̌rky spektra řádově:

3mn.

Tento odhad je zaj́ımavý z toho d̊uvodu, že s rostoućımi hodnotami m a n roste i velikost
spektra magické konstanty, č́ımž čekáme, že roste i počet možných ohodnoceńı grafu.

Je přirozené očekávat, že všechny grafy m × n budou mı́t hranově magické totálńı ohod-
noceńı (grafy vyhovuj́ı nutným podmı́nkám, jsou skoro pravidelné a nav́ıc známe výsledky
ohodnocováńı graf̊u podle Josepha A. Galliana).

Př́ıklady graf̊u s magickým ohodnoceńım
cyklus délky, která je dělitelná 4

cesta Pn

kompletńı bipartitńı graf Km,n pro jakákoli m,n

strom s méně než 16 vrcholy
hvězda

Petersen̊uv graf
drak

slunce

5 Ukládáńı ř́ıdkých matic

Řı́dká matice je matice, která obsahuje řádově v́ıce nul než nenulových prvk̊u. Ř́ıdká matice
se dá uložit úsporněji než v poli o rozměrech r× s, kde r je počet řádk̊u a s je počet sloupc̊u.
Tato úspora se projev́ı, až když jsou počty řádk̊u a sloupc̊u větš́ı než deśıtky, stovky. Pro
názornost využ́ıvám v textu jen malé matice.

Př́ıklad 1:

A =


1 0 2 0
3 0 0 6
0 7 0 9
5 0 0 4


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5.1 ijv systém uložeńı

ijv systém uložeńı, tzv. tripletová forma, je nejjednodušš́ı zp̊usob uložeńı ř́ıdké matice. Tento
systém využ́ıvá tři pole – dvě pole celých č́ısel i[ ], j[ ] a pole reálných č́ısel v[ ]. Hodnoty v
poli i[ ] označuj́ı řádek, v poli j[ ] pak sloupec nenulového prvku, v poli v[ ] ukládáme samotné
hodnoty prvku. Č́ıslováńı řádk̊u i sloupc̊u zač́ınáme od nuly z d̊uvodu přehlednosti, protože
algoritmy programuji v programovaćım jazyce C + +, kde se pole indexuj́ı právě od nuly.
Matici A z Př́ıkladu 1 typu m × n ulož́ıme do poĺı i[ ], j[ ], v[ ] takto

i n t i [ ] = { 0 , 1 , 3 , 2 , 0 , 1 , 2 , 3 } ;
i n t j [ ] = { 0 , 0 , 0 , 1 , 2 , 3 , 3 , 3 } ;
double v [ ] = { 1 , 3 , 5 , 7 , 2 , 6 , 9 , 4 } ;

ijv systém lze jednoduše vytvořit, ovšem jeho použ́ıt́ı pro rozsáhlé ř́ıdké matice neńı vhodné,
viz kapitola 7.1 Vyhledáváńı v systému ijv. Pole nemusej́ı být uspořádána.

5.2 Systém uložeńı komprimovaného sloupce

Tato forma opět použ́ıvá tři pole. Pole celých č́ısel p[ ] je délky n + 1, pole celých č́ısel
i[ ] délky nzmax a pole reálných č́ısel v[ ] délky nzmax, kde nzmax je maximálńı možný
počet nenulových prvk̊u matice. Index řádku daného prvku matice v sloupci j je uložen v
i[p[j]] a př́ıslušná hodnota je uložena na stejné pozici v poli v[ ]. Prvńı prvek p[0] je vždy
0 a p[n] ≤ nzmax. V p[j + 1] je uložen součet počtu nenulových prvk̊u matice do j-tého
sloupce včetně(sloupce jsme opět č́ıslovali od 0). Matici A z předchoźı strany ulož́ıme metodou
komprimovaného sloupce takto:

i n t p [ ] = {0 , 3 , 4 , 5 , 8} ;
i n t i [ ] = { 0 , 1 , 3 , 2 , 0 , 1 , 2 , 3 } ;
double v [ ] = { 1 , 3 , 5 , 7 , 2 , 6 , 9 , 4 } ;

5.3 Systém uložeńı komprimovaného řádku

Ř́ıdká matice se ukládá podobně jako u metody komprimovaného sloupce, ale v tomto př́ıpadě
komprimujeme řádek. Systém opět obsahuje tři pole. Pole celých č́ısel p[ ] je délky m+1, pole
celých č́ısel i[ ] délky nzmax a pole reálných č́ısel v[ ] délky nzmax, kde nzmax je maximálńı
možný počet prvk̊u matice. Index sloupce na daný prvek matice v sloupci j je uložen v i[p[j]]
a př́ıslušná hodnota je uložena na stejné pozici v poli v.
Matici A ulož́ıme metodou komprimovaného řádku takto:

i n t p [ ] = {0 , 2 , 4 , 6 , 8} ;
i n t i [ ] = { 0 , 2 , 0 , 3 , 1 , 3 , 0 , 3 } ;
double v [ ] = { 1 , 2 , 3 , 6 , 7 , 9 , 5 , 4 } ;

5.4 Ukládáńı pomoćı magického ohodnoceńı

5.4.1 Specifický tvar ř́ıdké matice

Mějme graf G = Pm�Pn. Každá hrana grafu G reprezentuje nenulový prvek matice soused-
nosti A. Zat́ım pro jednoduchost budeme předpokládat, že nenulové prvky jsou reprezentovány
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hodnotou 1. Matice A bude čtvercová ř́ıdká, symetrická s nulami na diagonále – ve své práci
budu pracovat s maticemi tohoto typu. Dále v́ıme, že vzniklá matice sousednosti bude mı́t
rozměry mn × mn.
Máme-li graf G = P3�P2 na Obrázku 1:

Obrázek 1:

pak př́ıslušná matice A bude vypadat takto

Př́ıklad 2:

A =



0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0

 .

5.4.2 Struktura uložeńı

K uložeńı ř́ıdké matice A z Př́ıkladu 2 pomoćı magického ohodnoceńı muśıme uložit magickou
konstantu k, rozměry śıtě m a n, pole reálných č́ısel hodnoty[ ], pro jednoduchost jsou to v
tomto př́ıkladu samé jedničky, velikost pole hodnoty[ ] je (|V (G)|+ |E(G)|), a dvourozměrné
pole sousednosti s[ ][2] velikosti (|V (G)| + |E(G)|) řádk̊u a 2 sloupc̊u, tzn. počet řádk̊u pole
s[ ][2] se bude měnit, ale počet sloupc̊u bude vždy 2. Index řádku pole s[ ][2] označuje hodnotu
labelu zvětšeného o jedna, jednička se přič́ıtá z d̊uvodu, že pole se v C++ indexuje od nuly,
ale prvńı č́ıslo label̊u je hodnota 1. V každém řádku pole s[ ][2] je uložena dvojice vrchol̊u,
mezi kterými je hrana s labelem, která odpov́ıdá indexu řádku pole s[ ][2] zvýšenému o jedna.
Pokud label nálež́ı vrcholu (neńı to tedy dvojice r̊uzných vrchol̊u), je v řádku s indexem (label
−1) uložen tento vrchol na obou pozićıch.

Pro ukládáńı do této struktury oč́ıslujeme jednotlivé vrcholy grafu G = Pm�Pn. Inde-
xováńı vrchol̊u je od 1 do |V (G)|, kde v1 označ́ıme prvńı vrchol vlevo nahoře, pokračujeme
sousedy vpravo a dále po řádćıch.

V tomto textu budeme pro jednoduchost pracovat s celými č́ısly.
Pro názornost mějme graf G = P3�P2. Vrcholy grafu G označ́ıme:
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Jedno z možných hranově totálńıch ohodnoceńı s k = 21 je:

Ohodnoceńı 1:

Pro tento graf G plat́ı: m = 3, n = 2, k = 21, |V (G)| = 6, |E(G)| = 7. Počet label̊u je tedy
13. Pole s[ ][2] vypadá následovně:

Tabulka 1:

s[ ][2]
index label prvńı vrchol druhý vrchol

0 1 v1 v1

1 2 v5 v5

2 3 v3 v6

3 4 v2 v3

4 5 v3 v3

5 6 v5 v6

6 7 v2 v5

7 8 v1 v2

8 9 v4 v4

9 10 v4 v5

10 11 v1 v4

11 12 v2 v2

12 13 v6 v6

Vzhledem k tomu, že se při algoritmizaci ukládáńı jedná i o pamět’ovou náročnost uložeńı,
nebudeme pole sousednosti s[ ][2] ukládat včetně sloupc̊u ”index” a ”label”, tyto hodnoty
źıskáme jednoduše z pozice v poli. Pole sousednosti s[ ][2] bude uloženo v paměti poč́ıtače
následuj́ıćım zp̊usobem.
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Tabulka 2:

v1 v1

v5 v5

v3 v6

v2 v3

v3 v3

v5 v6

v2 v5

v1 v2

v4 v4

v4 v5

v1 v4

v2 v2

v6 v6

V praxi však nemáme nenulové prvky matice pouze hodnoty jedna. Hodnoty matice soused-
nosti mohou vyjadřovat určitou fyzikálńı veličinu. V takovém př́ıpadě muśıme při ukládáńı
matice sousednosti pomoćı magického ohodnoceńı použ́ıt pole hodnoty[ ] velikosti (|V (G)| +
|E(G)|). Každý nenulový prvek matice je v magickém ohodnoceńı reprezentován hranou. Této
hraně je v magickém ohodnoceńı přidělen určitý label. Abychom neztratili informaci o váze
fyzikálńı veličiny (jaký nenulový prvek byl na této pozici uložen), ulož́ıme váhu nenulového
prvku matice sousednosti A do pole hodnoty[ ] na pozici hodnoty[label − 1]. Pole je velikosti
(|V (G)|+ |E(G)|), protože v magickém ohodnoceńı jsou labely přǐrazeny vrchol̊um i hranám
a na začátku nev́ıme, které labely budou přiděleny hranám a které vrchol̊um.

Mějme matici A z Př́ıkladu 2 s konkrétńımi hodnotami, s ohodnoceńım viz Ohodnoceńı 1 :

Př́ıklad 3:

B =



0 1 0 2 0 0
1 0 5 0 3 0
0 5 0 0 0 9
2 0 0 0 4 0
0 3 0 4 0 6
0 0 9 0 6 0

 .

Pro matici B z Př́ıkladu 3 pole s[ ][2] v tabulce Tabulka 1 i Tabulka 2 z̊ustane stejné, pole
hodnoty[ ] vypadá následovně

hodnoty[ ]
index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
label 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

hodnota 0 0 9 5 0 6 3 1 0 4 2 0 0

Opět z d̊uvodu pamět’ové náročnosti uložeńı, ulož́ıme pole w[ ] bez ”zbytečných” řádk̊u ”in-
dex” a ”label”, pole hodnoty[ ] bude uloženo v paměti poč́ıtače takto:

0 0 9 5 0 6 3 1 0 4 2 0 0
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5.5 Bloky a jiné speciálńı typy uložeńı

Jestliže je matice A tvořena z hustých čtvercových blok̊u nenulových č́ısel nějakého re-
gulárńıho typu, můžeme modifikovat systém uložeńı komprimovaného sloupce nebo řádku,
který využijeme k uložeńı blokového modelu. Blokové matice vznikaj́ı diskretizaćı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic, ve kterých jsou r̊uzné stupně volnosti asociovány s blokem mř́ıžky. Pak
rozděĺıme matici na malé bloky velikosti rovnaj́ıćı se č́ıslu stupň̊u volnosti, s každým blokem
zacháźıme jako s hustou matićı, přestože může obsahovat nulové prvky.

Dále nb je dimenze bloku a nnzb je počet nenulových blok̊u v matici A typu n × n, pak
konečné uložeńı potřebuje nnz = nnzb × n2

b . Dimenze bloku nd matice A je pak definována
jako nd = n/nb.

K uložeńı blokového systému potřebujeme(podobně jako u systému uložeńı komprimo-
vaného řádku) 3 pole: obdelńıkové pole pro č́ısla s plovoućı čárkou (val(1 : nnzb, 1 : nb, 1 : nb)),
které ukládá nenulové bloky v (blokovém)řádkovém uspořádáńı. Pole celých č́ısel (colind(1 :
nnzb)), ve kterém se ukládá aktuálńı sloupec matice A ukazuj́ıćı na prvńı elementy nenu-
lových blok̊u. Třet́ı pole je pole ukazatel̊u (rowblk(1 : nd + 1)), které obsahuje ukazatel na
začátek každého bloku řádek v val(:, :, :) a colind(:).

Tento zp̊usob uložeńı však neńı vhodný pro matice sousednosti grafu mř́ıžky Pm�Pn,
proto se mu nebudeme dále věnovat. Existuj́ı i daľśı zp̊usoby uložeńı, ale nejsou tak rozš́ı̌rené.
1

6 Výhody a nevýhody jednotlivých systémů uložeńı

6.1 Systém ijv

Systém ijv neńı vhodný při ukládáńı velkých matic. Pole i[ ], pole j[ ] a pole v[ ] budou
velká. Prvky nejsou v poĺıch uspořádány, což znamená, že při př́ıstupu k určitému hledanému
prvku aij matice A, muśıme prohledávat velká pole. Pokud prvky v poĺıch budou uspořádány,
vyhledáváńı bude rychleǰśı, ale je třeba použ́ıt nav́ıc algoritmus k uspořádáváńı poĺı. Pole i[ ]
se dá uspořádat, ale to zabere určitý čas – např. řad́ıćı algoritmus quick sort má časovou
náročnost O(n log n), avšak v nejhorš́ım př́ıpadě je tato časová náročnost O(n2). Nav́ıc to po
uspořádáńı nebude klasický systém ijv, ale jiný málo využ́ıvaný systém uložeńı matice.

Systém ukládáńı ijv také neńı optimálńı ani pro uložeńı matic, které jsou velmi ř́ıdké.
Velikost poĺı budou menš́ı, než při ukládáńı velkých matic s vysokým počtem nenulových
prvk̊u, avšak operace, při kterých muśıme pracovat s jednotlivými prvky uložené matice A,
budou zpomaleny vyhledáváńım daného prvku v tomto systému uložeńı. Při rozhodováńı,
zda-li je hledaný prvek aij nulový nebo ne, muśıme procházet pole i[ ]. V př́ıpadě uložeńı
velmi ř́ıdké matice A, tzn. matice A obsahuje př́ıĺı̌s mnoho nulových prvk̊u, muśıme pole i[ ]
procházet mnohokrát zbytečně.

Pokud je pro nás d̊uležitá časová náročnost při následné práci s takto uloženými maticemi,
je systém ijv vhodné použ́ıt pro uložeńı menš́ıch ř́ıdkých matic.

V př́ıpadech, kdy se nám nejedná o časovou náročnost vyhledáváńı jednotlivých prvk̊u
aij uložené matice A je tento systém uložeńı velmi jednoduše naprogramovatelný pro jakékoli
ř́ıdké matice.

Výhodou je, že se pomoćı systému ijv daj́ı uložit jakékoli matice – obdélńıkové i čtvercové,
matice nemusej́ı mı́t žádný specifický tvar jako u uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı.

1Davis, T. A.: Direct methods for sparse linear systems
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6.2 Systém komprimovaného sloupce

Mějme matici typu m × n. Č́ıslo m určuje počet řádk̊u matice a č́ıslo n počet jejich sloupc̊u.
Pro matici A bude platit m < n. Pro matici B pak bude platit m > n. Snadno tak rozlǐśıme,
zda matice má v́ıce řádk̊u (B) nebo sloupc̊u (A).

Dále předpokládejme, že počet nenulových prvk̊u matice A i B je stejný a označme tento
počet nz.

Systém komprimovaného sloupce využ́ıvá pro uložeńı ř́ıdké matice tři pole. Vı́me, že obě
matice A i B maj́ı stejný počet nenulových prvk̊u, což znamená, že pole v[ ] (pole pro uložeńı
vah nenulových prvk̊u) bude pro uložeńı obou matic A i B velikosti nz. Každý nenulový prvek
těchto matic, má v poli i[ ] uložen index svého řádku. To znamená, že pole i[ ] je také velikosti
nz pro obě matice A i B. Tato dvě pole v[ ] a i[ ] pro obě matice zaberou v paměti poč́ıtače
stejné mı́sto. Nezálež́ı tedy na tom, jestli má matice v́ıce řádk̊u nebo v́ıce sloupc̊u. U pole p[ ]
však nastane rozd́ıl. Matice A má v́ıce sloupc̊u, proto bude pole p[ ] (počet nenulových prvk̊u
matice j-tého sloupce včetně) pro tuto matici větš́ı velikosti než pro matici B. Pokud máme
matice A a B, pak menš́ı pamět’ové nároky na své uložeńı bude mı́t matice B, u které plat́ı
m > n.

Pokud je d̊uležitá časová náročnost operaćı s uloženými maticemi, systém uložeńı ř́ıdké ma-
tice pomoćı komprimovaného sloupce se d́ıky své struktuře hod́ı v př́ıpadech, že potřebujeme
častěji přistupovat k prvk̊um uložené matice aij po sloupćıch.

Výhodou je, stejně jako u systému ukládáńı ijv, že se pomoćı systému komprimovaného
sloupce daj́ı uložit jakékoli matice – obdélńıkové i čtvercové, matice nemusej́ı mı́t žádný spe-
cifický tvar jako u uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı.

6.3 Magické ohodnoceńı

Nevýhodou popsaného ukládáńı pomoćı magického ohodnoceńı je, že muśıme mı́t matici
určitého typu (viz kapitola 5.4.1 Specifický tvar ř́ıdké matice). Nemůžeme tedy ukládáńı po-
moćı magického ohodnoceńı použ́ıt na libovolnou ř́ıdkou matici. Tento fakt je velmi nepř́ıjemný,
protože matice ve specifickém tvaru př́ılǐs často z praxe nemáme.

Daľśı obrovskou nevýhodou je, že s uloženými maticemi chceme pracovat. Pokude ale
matici např́ıklad vynásob́ıme vektorem nebo jinou matićı, změńıme jej́ı strukturu a tud́ıž
nemůžeme použ́ıt nalezené magické ohodnoceńı. Museli bychom zjǐst’ovat magické ohodno-
ceńı jiného grafu.

Pokud však najdeme magické ohodnoceńı śıtě, která nebude obdélńıková (popř́ıpadě čtver-
cová) a která bude vyjadřovat nějakou ř́ıdkou matici, pak je možné také tuto matici uložit
pomoćı magického ohodnoceńı.

Výhodou ukládáńı matice sousednosti pomoćı magického ohodnoceńı je ta, že vyhledáńı
jakéhokoli prvku je časově konstantńı a tato konstanta je malá. Tzn. že nebude záležet na
druhu operace, které chceme s takto uloženými maticemi provádět, prvky budou nacházeny
př́ımým př́ıstupem do pole sousednosti s[ ][2].

7 Vyhledáváńı prvku axy matice v jednotlivých uložeńıch

S uloženými ř́ıdkými maticemi potřebujeme pracovat. Abychom mohli provádět r̊uzné operace
(např́ıklad násobeńı matice vektorem, násobeńı matice matićı apod.), potřebujeme přistupovat
k jednotlivým nenulovým prvk̊um těchto matic. V této kapitole poṕı̌si, jak vyhledáváńı fun-
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guje v jednotlivých systémech uložeńı. Prvek axy je prvkem matice A s indexem řádku x a s
indexem sloupce y. Indexy x a y zač́ınáme od nuly.

7.1 Vyhledáváńı v systému ijv

Máme k dispozici

• pole i[ ] ... indexy řádk̊u nenulových prvk̊u matice A,

• pole j[ ] ... indexy sloupc̊u nenulových prvk̊u matice A

• pole v[ ] ... hodnoty nenulových prvk̊u.

Pro př́ıstup k určitému prvku matice axy se muśı v ijv systému uložeńı procházet celé pole
i, protože prvky nejsou nijak seřazeny. V momentě nalezeńı požadovaného indexu řádku x v
poli i[ ] muśıme porovnat hodnotu indexu sloupce y s hodnotou v poli j[ ] na pozici, na které
je v poli i[ ] uložen řádek. Pokud prvek axy byl v p̊uvodńı matici nulový, muśıme proj́ıt celé
pole i[ ]. Proto je tento ijv systém nevhodný pro ukládáńı větš́ıch ř́ıdkých matic. Vyhledáváńı
jednotlivých prvk̊u je poměrně časově náročné. V př́ıpadě, že je pole neuspořádané, je časová
náročnost O(nzmax), v př́ıpadě, že pole uspořádané je, je časová náročnost O(log2 nzmax),
kde nzmax je počet nenulových prvk̊u matice A.

7.2 Vyhledáváńı v systému komprimovaného sloupce

Máme k dispozici

• pole p[ ] ... počet nenulových prvk̊u matice do j-tého sloupce včetně,

• pole i[ ] ... indexy řádk̊u nenulových prvk̊u matice A,

• pole v[ ] ... hodnoty nenulových prvk̊u.

Pro nalezeńı prvku axy v tomto systému uložeńı přistouṕıme nejdř́ıve do pole p[y + 1], kde je
uložen počet nenulových prvk̊u matice ve sloupćıch předchoźıch včetně aktuálńıho sloupce y.
Abychom źıskali počet nenulových prvk̊u ve sloupci y, pod́ıváme se na p[y]. Počet nenulových
prvk̊u v daném sloupci y je tedy p[y + 1] − p[y]. Daľśım krokem pro nalezeńı prvku axy je
prohledáńı pole i[ ] – pole, kde jsou uloženy indexy řádku nenulových prvk̊u. Index x řádku
hledaného prvku axy může být na pozici od i[p[y]] až i[p[y+1]−1]. Pokud v poli i[ ] na těchto
pozićıch nalezneme hodnotu x, prvek byl nenulový a jeho váhu nalezneme v poli v[ ] na stejné
pozici, kde byl nalezen řádek x v poli i[ ].

7.3 Vyhledáváńı v magickém ohodnoceńı

Máme k dispozici

• konstantu k ... magická konstanta pro konkretńı ohodnoceńı,

• rozměr m ... počet řádk̊u mř́ıžky,

• rozměr n ... počet sloupc̊u mř́ıžky,

• pole sousednosti s[ ][2] ... dvojice vrchol̊u, mezi kterými je hrana a jej́ı label nebo label
vrcholu.
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Pro př́ıstup k nenulovému prvku axy v uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı potřebujeme
ještě pole vrchol̊u w[ ], které na w[č́ıslo vrcholu - 1] = λvrcholu. Pole w[ ] je velikosti mn. Toto
pole w[ ] dostaneme jednoduše z dvourozměrného pole s[ ][2](Tabulka 1), kde label jednotlivých
vrchol̊u źıskáme pr̊uchodem pole s[ ][2] a zjǐstěńım, ve kterých řádćıch jsou dva stejně indexo-
vané vrcholy. Mohlo by se zdát, že toto pole je zbytečné tvořit, když jsme schopni naj́ıt label
vrcholu v poli s[ ][2], ale při algoritmizaci je to nezbytné z d̊uvodu časové náročnosti. Pokud
máme pole w[ ] vytvořené, nemuśıme už kv̊uli labelu vrcholu procházet pole sousednosti s[ ][2].

Pole vrchol̊u w[ ] pro Př́ıklad 2 s magickou konstantou k = 21, m = 3, n = 2:

w[ ]
označeńı vrcholu v1 v2 v3 v4 v5 v6

label vrcholu 1 12 5 9 2 13

Vzhledem k pamět’ové náročnosti uložeńı, vypust́ıme celý řádek ”označeńı vrcholu” a název
”label vrcholu”, pole w[ ] bude uloženo v paměti poč́ıtače takto

1 12 5 9 2 13

Máme rozhodnout, zda-li je prvek axy v p̊uvodńı matici nulový nebo nenulový. Pokud je axy

nenulový, urč́ıme jeho hodnotu. Pro toto rozhodováńı pracujeme s indexy řádku a sloupce
prvku axy, které jsou v magickém uložeńı reprezentovány jako jednotlivé hrany (samozřejmě
plat́ı pouze pro nenulové prvky).

Zda-li je prvek axy nenulový, zjist́ıme př́ımým př́ıstupem do pole sousednosti s[ ][2] takto:
x odpov́ıdá vrcholu vx+1, y odpov́ıdá vrcholu vy+1 . Zaj́ımá nás, jestli je mezi těmito dvěma
vrcholy hrana. Jestliže hrana mezi těmito dvěma vrcholy neexistuje, pak prvek axy byl nu-
lový, jestliže však hrana existuje, prvek axy byl nenulový a jeho hodnotu nalezneme v poli
hodnoty[ ] podle labelu hrany.

Nalezneme př́ıslušné labely λ(vx+1) pro vx+1 a λ(vy+1) pro vy+1 v poli vrchol̊u w[ ]. Dále
vypočteme label hrany, který byl měl být mezi vx+1 a vy+1, tedy λ(vx+1, vy+1) = k−λ(vx+1)−
λ(vy+1). Pokud v poli na s[λ(vx+1, vy+1) − 1][0] je uložen vx+1 a na s[λ(vx+1, vy+1) − 1][1] je
uložen vy+1(nebo naopak, na pořad́ı nezálež́ı z d̊uvodu symetrie matice), pak můžeme ř́ıct, že
prvek axy byl v p̊uvodńı matici A nenulový a jeho hodnotu najdeme v poli hodnoty[λ(vx+1, vy+1)−
1]. Pokud na těchto pozićıch nejsou vrcholy vx+1 a vy+1, pak vrcholy sousedńı nejsou (nee-
xistuje hrana mezi vrcholy vx+1 a vy+1).

7.3.1 Konkrétńı př́ıklad pro vyhledáváńı v magickém ohodnoceńı

Mějme graf G = P2�P2. V grafu G oč́ıslujeme vrcholy. Použijeme jedno z možných hranově
magických ohodnoceńı s magickou konstantou k = 13
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Z grafu G vytvoř́ıme matici sousednosti řádu 4

A =


0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0



Pro ukázku nahrad́ıme hodnoty 1 jinými nenulovými hodnotami. Jak už bylo zmı́něno v
kapitole 5.4.2 Struktura uložeńı, hodnoty matice sousednosti mohou reprezentovat fyzikálńı
veličinu, proto zvoĺıme i jiné hodnoty než hodnotu 1, přičemž muśıme zachovat symetrii
matice. Dostaneme matici B.

B =


0 3 5 0
3 0 0 6
5 0 0 1
0 6 1 0



Pole sousednosti s[ ][2] pro matici B (samozřejmě plat́ı i pro matici A) je následuj́ıćı

s[ ][2]
v1 v1

v4 v4

v2 v4

v1 v2

v3 v3

v3 v4

v1 v3

v2 v2

Pole hodnot hodnoty[ ] pro matici B je následuj́ıćı

hodnoty[ ]
0 0 6 3 0 1 5 0

Z pole sousednosti s[ ][2] vytvoř́ıme pole vrchol̊u w[ ]

w[ ]
1 8 5 2

Při práci s poli je d̊uležité nezapomenout, že indexy prvk̊u se č́ısluj́ı od nuly.
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Problém

Vybereme si libovolný prvek bxy matice sousednosti B. Prvek bxy označuje hranu mezi vrcholy
vx+1 a vy+1. Chceme zjistit, zda je tento prvek v matici sousednosti B nenulový, a pokud
ano, chceme znát jeho hodnotu.

a) urč́ıme prvek b13 – hledaný prvek je č́ıslo 6
b) urč́ıme prvek b30 – hledaný prvek je č́ıslo 0
c) urč́ıme prvek b12 – hledaný prvek je č́ıslo 0

Řešeńı a)

Prvek b13 označuje hranu mezi vrcholy v1+1 = v2 a v3+1v4

1. krok:

• najdeme labely vrchol̊u v2 a v4 v poli w[ ] - přistouṕıme tedy do pole w na pozice w[1]
a w[3], źıskáme λ(v2) = 8, λ(v4) = 2

• spoč́ıtáme label potenciálńı hrany λ(hrany) = k − λ(v2) − λ(v4) , tedy λ(v2, v4) =
13 − 8 − 2 = 3

2. krok:

• zkontrolujeme existenci pozice λ(v2, v4) − 1 v poli sousednosti s[ ][2] – v́ıme, že pole
s[ ][2] je velikosti 8 (tzn. nejvyšš́ı možný index je pak 7), kontrolujeme pozici s[2] – tato
pozice v poli existuje, protože 2 ∈ 〈0, 7〉, můžeme přistoupit ke 3. kroku

3. krok:

• zkontrolujeme existenci hrany – přistouṕıme do pole sousednosti s[ ][2] na pozici s[λ(v2, v4)−
1], tedy na pozici řádku s[2][i] (i = 1, 2), s[2][0] obsahuje v2, s[2][1] obsahuje v4, můžeme
ř́ıct, že hrana mezi vrcholy existuje, tzn. prvek b13 je nenulový

4. krok:

• zjist́ıme hodnotu nenulového prvku - přistouṕıme do pole hodnoty[ ] na pozici hodnoty[λ(v2, v4)−
1], tedy na hodnoty[2], nenulový prvek má hodnotu 6.

Řešeńı b)

Prvek b30 označuje hranu mezi vrcholy v3+1 = v4 a v0+1 = v1

1. krok:

• najdeme labely vrchol̊u v4 a v1 v poli w[ ] - přistouṕıme tedy do pole w na pozice w[3]
a w[0], źıskáme λ(v4) = 2, λ(v1) = 1
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• spoč́ıtáme label potenciálńı hrany λ(hrany) = k − λ(v4) − λ(v1) , tedy λ(v4, v1) =
13 − 2 − 1 = 10

2. krok:

• zkontrolujeme existenci pozice λ(v4, v1) − 1 v poli sousednosti s[ ][2] – v́ıme, že pole
s[ ][2] je velikosti 8 (tzn. nejvyšš́ı možný index je pak 7), kontrolujeme pozici s[9] - tato
pozice v poli neexistuje, protože 9 /∈ 〈0, 7〉, tzn. neexistuje hrana mezi vrcholy v4 a v1,
prvek b30 matice sousednosti B prohláśıme za nulový

Řešeńı c)

Prvek b12 označuje hranu mezi vrcholy v2 a v3

1. krok:

• najdeme labely vrchol̊u v2 a v3 v poli w[ ] - přistouṕıme tedy do pole w na pozice w[1]
a w[2], źıskáme λ(v2) = 8, λ(v3) = 5

• spoč́ıtáme label potencionálńı hrany λ(hrany) = k − λ(v2) − λ(v3) , tedy λ(v2, v3) =
13 − 8 − 5 = 0

2. krok:

• zkontrolujeme existenci pozice λ(v2, v3) − 1 v poli sousednosti s – pole s[ ] je velikosti
8 (tzn. nejvyšš́ı možný index je pak 7), kontrolujeme pozici s[−1] - tato pozice v poli
neexistuje, protože −1 /∈ 〈0, 7〉, tzn. neexistuje hrana mezi vrcholy v2 a v3, proto prvek
b30 matice sousednosti B prohláśıme za nulový

Shrnut́ı

Při algoritmizaci ukládáńı matice sousednosti B pomoćı magického ohodnoceńı a následného
vyhledáváńı prvku bxy v tomto uložeńı je nutné si uvědomit, že mohou nastat př́ıpady i) a ii).

Př́ıpad i) demonstruje snahu přistoupit do pole na záporných pozićıch, což samozřejmě tech-
nicky neńı možné, protože pole jsou indexována od nuly.

Př́ıpad ii) ukazuje situaci př́ıstupu k prvku pole na pozici, která v poli neexistuje, resp. na
pozici s indexem, který je větš́ı než velikost pole zmenšená o jedna.

Poṕı̌seme posledńı možnou variantu, která může nastat. Zvoĺıme prvek matice, který označ́ı
dva vrcholy śıtě. Vrcholy označme vp a vd. Opět vyhledáme λ(vp) a λ(vd) v poli w[ ]. Label
λ(vp, vd) hrany mezi vp a vd spoč́ıtáme už známým vzorcem λ(vp, vd) = k − λ(vp) − λ(vd).
Zjist́ıme, že pozice λ(vp, vd) zmenšený o jedna existuje v poli v[ ] , avšak v řádku na této
pozici jsou v sloupćıch jiné vrcholy, než právě vrchol vp a vd. To znamená, že hrana mezi vp

a vd neexistuje.
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8 Operace s maticemi

8.1 Násobeńı matice vektorem zprava

Mějme matici A řádu mn×mn a sloupcový vektor délky mn. Výsledkem násobeńı matice A
vektorem v zprava bude sloupcový vektor y délky mn.

a0,0 a0,1 · · · a0,mn a0,mn−1

a1,0 · · · a1,mn−1
...

. . .
...

amn,0 · · · amn−2,mn−2

amn−1,0 · · · amn−1,mn−1




v0

v1
...

vmn−2

vmn−1

 =


y0

y1
...

ymn−2

ymn−1


Pro y = Av plat́ı

yi =
mn−1∑
j=0

ai,jvj , kde i = 0, 1, · · · ,mn − 1.

8.1.1 Systém ijv

Jak už bylo řečeno v kapitole 7.1 Vyhledáváńı v systému ijv, indexy řádk̊u prvk̊u uložené
matice sousednosti A v poli i[ ] v uložeńı ijv nejsou uspořádány. Pokud chceme přistoupit k
určitému prvku aij matice sousednosti A uložené pomoćı systému ijv, muśıme v nejhorš́ım
př́ıpadě (v př́ıpadě že byl prvek nulový) prohledat celé pole index̊u řádk̊u i[ ].

Pro násobeńı matice A vektorem v zprava postupně procháźıme pole index̊u řádk̊u i[ ].
Nenulovou hodnotu na dané pozici násob́ıme př́ıslušnou hodnotou ve vektoru a přičteme do
výsledného vektoru. Konkrétně vysledek[i[k]]+ = vektor[j[k]] · v[k].

8.1.2 Systém komprimovaného sloupce

Pro př́ıstup k prvku aij matice A uložené pomoćı systému komprimovaného sloupce nemuśıme
prohledávat celá pole, viz 7.2 Vyhledáváńı v systému komprimovaného sloupce. Pro nalezeńı
daného prvku aij matice A muśıme prohledat určitý počet pozic pole index̊u řádk̊u i[ ], tento
počet je závislý na počtu nenulových prvk̊u v daném sloupci j prvku aij . Vı́me ovšem, že
nejhorš́ı možný počet pozic, které je nutno prohledat může být řád n matice A (počet jejich
řádk̊u). Ve skutečnosti pozic k prohledáńı bude méně, protože uložená matice A byla ř́ıdká.

Rychleǰśı variantou je postupně procházet všechny nenulové prvky a připoč́ıtávat je k prv-
k̊um výsledného vektoru.

for(int i=0;i<sloupec.size();i++){
for(int j=sloupec[i];j<sloupec[i+1];j++){

vysledek[radek[j]] += vektor[i]*hodnoty[j];
}

}

Vı́me, že násobeńı matice A vektorem v zprava bude časově náročněǰśı než násobeńı matice
A vektorem v zleva, protože při násobeńı matice A vektorem v zprava potřebujeme nenulové
prvky matice z jednotlivých řádk̊u, ke kterým je v systému komprimovaného sloupce př́ıstup
komplikovaněǰśı než v př́ıstupu ke sloupci.
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8.1.3 Magické ohodnoceńı

V kapitole 7.3 Vyhledáváńı v magickém ohodnoceńı byl popsán postup pro vyhledáńı určitého
prvku aij matice sousednosti A. Z popsaného postupu je zřejmé, že nalezeńı daného prvku
aij matice sousednosti A zabere vždy stejný čas. Proto nezálež́ı, zda-li násob́ıme matici sou-
sednosti A vektorem zleva nebo zprava. Tzn. nezálež́ı, zda potřebujeme vyhledat celý sloupec
matice nebo jej́ı řádek.

8.2 Násobeńı matice vektorem zleva

Mějme matici A typu mn × mn a řádkový vektor řádu mn. Výsledkem násobeńı matice A
vektorem v zleva bude řádkový vektor y řádu mn.

[
v0 v1 · · · vmn−2 vmn−1

]


a0,0 a0,1 · · · a0,mn a0,mn−1

a1,0 · · · a1,mn−1
...

. . .
...

amn,0 · · · amn−2,mn−2

amn−1,0 · · · amn−1,mn−1

 =

=
[

y0 y1 · · · ymn−2 ymn−1

]
Pro y = vA plat́ı:

yi =
mn−1∑
j=0

ajivj , kde i = 0, 1, · · · ,mn − 1

8.2.1 Systém ijv

Při násobeńı matice sousednosti A řádkovým vektorem v zleva násob́ıme celý sloupec matice
vektorem. Opět projdeme nenulové hodnoty a přičteme na př́ıslušné pozice ve výsledném
vektoru. Časová náročnost vA je stejná jako Av.

8.2.2 Systém komprimovaného sloupce

Pro násobeńı matice sousednosti A vektorem v zleva v systému uložeńı pomoćı komprimo-
vaného sloupce potřebujeme sloupec uložené matice A. Obecně tato struktura uložeńı velmi
rychle umožňuje př́ıstup k prvk̊um matice po jednotlivých sloupćıch.

Zrychleńı však opět doćıĺıme procházeńım nenulových prvk̊u a jejich násobeńım prvkem
vektoru v. Systém komprimovaného sloupce umožňuje rychleǰśı př́ıstup ke sloupci než k řádku
matice A, tud́ıž čekáme, že násobeńı matice A vektorem v zleva bude rychleǰśı než násobeńı
matice A vektorem v zprava.

8.2.3 Magické ohodnoceńı

Časová náročnost násobeńı vA v uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı bude mı́t stejnou
časovou náročnost jako násobeńı Av. V kapitole 7.3 Vyhledáváńı v magickém ohodnoceńı byl
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popsán postup pro vyhledáńı určitého prvku aij matice sousednosti A. Z popsaného postupu
je zřejmé, že nalezeńı daného prvku aij matice sousednosti A zabere vždy stejný čas. Proto
nezálež́ı, zda-li násob́ıme matici sousednosti A vektorem zleva nebo zprava. Tzn. nezálež́ı, zda
potřebujeme vyhledat celý sloupec matice nebo jej́ı řádek.

9 Shrnut́ı předpokládaných výsledk̊u

9.1 Vyhledáváńı prvk̊u

V tuto chv́ıli byla popsána náročnost vyhledáváńı prvk̊u uložené matice sousednosti A v jed-
notlivých uložeńıch. Předpokládáme, že systém uložeńı ijv si vzhledem k časové náročnosti
povede ze všech tř́ı zkoumaných uložeńı nejh̊uř. Tento závěr je zřejmý z nutnosti prohledáváńı
celého pole i[ ]. Vyhledáńı prvku aij v systému uložeńı pomoćı komprimovaného sloupce bude
rychleǰśı, protože nemuśıme nikdy při hledáńı prohledat žádné jeho celé pole. Vyhledáváńı v
prvku aij v uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı bude nejrychleǰśı – rozhodnut́ı o jeho nulo-
vosti se provede př́ımým př́ıstupem do pole sousednosti s[ ][2], nemuśıme žádné pole procházet.

9.2 Násobeńı vektorem

Pro násobeńı matice vektorem přistupujeme postupně ke všem nenulovým prvk̊um matice
sousednosti, násob́ıme je s př́ıslušným prvkem vektoru a tento výsledek pak přič́ıtáme k
výslednému prvku vektoru. Z tohoto d̊uvodu očekáváme, že časová náročnost násobeńı matice
vektorem zprava a zleva budou stejné v rámci jednoho uložeńı – přesněji v uložeńı pomoćı
systému ijv a systému pomoćı magického ohodnoceńı, v uložeńı pomoćı komprimovaného
sloupce čekáme, že násobeńı matice A vektorem v zprava bude časově náročněǰśı než násobeńı
matice A vektorem v zleva.

Zaj́ımavým výsledkem pak bude porovnáńı časové náročnosti násobeńı matice vektorem
v systému uložeńı ijv, systému komprimovaného sloupce a v systému pomoćı magického
ohodnoceńı. Z návrhu algoritmu – pracováńı pouze s nenulovými prvky uložené matice, se dá
předpokládat, že výrazné odlǐsnosti v časové náročnosti nebudou. Časová náročnost se bude
lǐsit velmi málo taky z d̊uvodu, že testované matice jsou velmi malinké.

10 Implementované algoritmy

Pro vytvořeńı všech algoritmů jsem využila programovaćı jazyk C + +. Implementované al-
goritmy jsou na přiloženém CD.

10.1 Nalezeńı magického ohodnoceńı

10.1.1 Zdrojový soubor Emt global.cpp

Tento program najde všechna hranově magická totálńı ohodnoceńı pro śıt’ námi zadaných
rozměr̊u m a n, kde m je počet řádk̊u a n počet sloupc̊u mř́ıžky, pro všechny možné magické
konstanty k ve zvoleném rozmeźı kmin až kmax.

Program Emt global.cpp vytvoř́ı dva textové soubory – soubor s informacemi o jednot-
livých ohodnoceńıch vystup info.txt. V tomto souboru jsou uloženy rozměry śıtě m a n,
počet vrchol̊u a hran śıtě, počet potřebných label̊u pro ohodnoceńı, dále pak hodnoty kmin
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a kmax. Pro jednotlivé hodnoty k je zde uveden počet nalezených ohodnoceńı. Posledńım
údajem je čas nalezeńı všech možných ohodnoceńı dané śıtě o rozměrech m, n.

Druhý vytvořený textový soubor s názvem vystup ohodnoceni.txt obsahuje jednotlivá
konkretńı ohodnoceńı mř́ıžky daného rozměru m, n. U každého ohodnoceńı je uvedena hod-
nota magické konstanty k, pro kterou bylo ohodnoceńı nalezeno.

Následuje ukázka souboru vystup info.txt pro mř́ıžku 3 × 2.

Graf ma rozmery 3 x 2

Pocet vrcholu: 6
Pocet hran: 7
Pocet labelu: 13

Soubor obsahuje ohodnoceni z tohto intervalu:
k_min: 17
k_max: 25

------------------------------------------------------------------------------

k=17 : 24 ohodnoceni
k=18 : 28 ohodnoceni
k=19 : 20 ohodnoceni
k=20 : 108 ohodnoceni
k=21 : 56 ohodnoceni
k=22 : 108 ohodnoceni
k=23 : 20 ohodnoceni
k=24 : 28 ohodnoceni
k=25 : 24 ohodnoceni

------------------------------------------------------------------------------

vypocet trval 0 vterin

Ukázku celého textového souboru vystup ohodnoceni.txt neuvád́ım, protože pro śıt’ rozměr̊u
3 × 2 bylo nalezeno 416 r̊uzných ohodnoceńı. Následuje ukázka části výstupu textového sou-
boru (prvńı dvě nalezená ohodnoceńı pro konstantu k = 17 a posledńı nalezené ohodnoceńı
pro k = 25).

k = 17

ohodnoceny graf:
1 11 5 8 4
13 10 7
3 12 2 9 6

----------------------------------
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k = 17

ohodnoceny graf:
1 13 3 12 2
11 10 9
5 8 4 7 6

----------------------------------
.
.
.

----------------------------------

k = 25

ohodnoceny graf:
13 3 9 6 10
1 4 7
11 2 12 5 8

----------------------------------

Soubor Emt global.cpp jsme naprogramovali z d̊uvodu kontroly navržeńı algoritmu pro
hledáńı magického ohodnoceńı grafu. Správnost algoritmu můžeme zkontrolovat tak, že počty
nalezených ohodnoceńı pro jednotlivé konstanty k śıtě rozměr̊u m × n musej́ı být dělitelné
4. Pro śıt’ rozměr̊u m × n, kde m = n, tedy jedná se o čtvercovou mř́ıžku, pak tyto počty
musej́ı být dělitelné 8. Obdélńık má 4 symetrie – otočeńı o 0 stupň̊u a 180 stupň̊u, a dvě osové
souměrnosti - podle svislé a vodorovné osy – tedy dělitelnost 4. Čtverec má symetríı 8, proto
počty ohodnoceńı musej́ı být dělitelné 8.

10.1.2 Zdrojový soubor Emt global jeden.cpp

Program Emt global jeden.cpp je modifikaćı předešlého programu Emt global.cpp. Pro-
gram EMT global jeden.cpp nalezne jedno ohodnoceńı pro śıt’ zadané velikosti a zadané
konstanty. Vstupem programu jsou rozměry mř́ıžky m, n a hodnota magické konstanty k, pro
kterou se bude hledáńı provádět.

Výstupem jsou opět dva textové soubory – vystup info.txt a vystup ohodnoceni.txt,
ve kterém v tomto př́ıpadě bude uvedeno jen jedno ohodnoceńı mř́ıžky rozměru m × n.

Následuje ukázka souboru vystup ohodnoceni.txt pro mř́ıžku 3 × 2 a námi zvolenou kon-
stantu k = 21.
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k=21

ohodnoceny graf:
1 8 12 4 5
11 7 3
9 10 2 6 13

----------------------------

Ukázku ohodnoceného grafu z textového souboru vystup ohodnoceni.txt znázorńıme gra-
ficky

Největš́ı mř́ıžka, která t́ımto programem byla ohodnocena, měla rozměry m = 6, n = 5.
Při snaze ohodnotit mř́ıžku větš́ı už bylo nutno proj́ıt tolik možnost́ı, že jsme se výsledku
nedočkali.

10.1.3 Zdrojový soubor export EMT.cpp

Tento program je stejný program jako Emt global jeden.cpp, ale provád́ı výstup do tex-
tového souboru export ohodnoceni.txt, s t́ımto textovým souborem pak pracuj́ı všechny
programy, které prováděj́ı operace s maticemi uloženými pomoćı magického ohodnoceńı.

Prvńı řádek souboru export ohodnoceni.txt obsahuje hodnotu magické konstanty k, na
druhém řádku je uložen počet řádk̊u mř́ıžky m, na třet́ım řádku je pak uložen počet sloupc̊u
mř́ıžky n. Od čtvrtého řádku následuje pole sousednosti s[ ][2]. Každý řádek pak obsahuje
dvě hodnoty a to indexy vrchol̊u.

Následuje ukázka textového souboru export ohodnoceni.txt pro mř́ıžku m× n, k = 21.

21
3
2
1 1
5 5
3 6
2 3
3 3
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5 6
2 5
1 2
4 4
4 5
1 4
2 2
6 6

10.2 Generováńı matice a vektoru

10.2.1 Zdrojový soubor generuj matici.cpp

Jak už bylo napsáno v kapitole 5.4.1 Specifický tvar ř́ıdké matice, nemůžeme pomoćı magického
ohodnoceńı ukládat libovolnou ř́ıdkou matici. Matice muśı být čtvercová a symetrická, viz
5.4.1 Specifický tvar ř́ıdké matice. Proto jsem vytvořila program generuj matici.cpp, která
vytvoř́ı matici, kterou lze pomoćı magického ohodnoceńı uložit.

Po spuštěńı programu generuj matici.cpp je uživatel vyzván, aby zadal rozměry mř́ıžky
– rozměry m a n. Vzniklá matice bude typu mn × mn. Daľśım vstupem programu je zadáńı
minimálńı a maximálńı váhy, která bude generována náhodně a bude uložena na pozici ne-
nulového prvku matice sousednosti A. Náhodně vygenerované váhy prvk̊u matice budou pro
názornost celá č́ısla mezi těmito dvěma hodnotami. Např. zadá-li uživatel minimálńı váhu
−3 a maximálńı 4, váhy prvk̊u matice budou z množiny {−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4}. Pokud je mi-
nimálńı váha zadána záporná a maximálńı kladná, mohlo by se stát, že se vygeneruje váha
0, to ale nechceme (narušeńı specifického tvaru matice sousednosti), proto je tato možnost v
programu ošetřena t́ım, že v př́ıpadě vygenerováńı nuly se zvýš́ı tato váha na jedničku.

Program vygeneruje ř́ıdkou matici specifického tvaru typu mn×mn s váhami prvk̊u v roz-
meźı zadaném uživatelem. Tato matice je uložena do textového souboru s názvem matice.txt.
Jednotlivé prvky matice jsou v textovém souboru odděleny mezerou, řádek je ukončen ente-
rem, avšak posledńı řádek se enterem neukončuje.

Vytvořený soubor matice.txt umı́ nač́ıst všechny tři programy pro uložeńı ř́ıdké matice:

ulozeni matice tripplet.cpp,
ulozeni matice compressed.cpp,
ulozeni matice magicke ohodnoceni.cpp.

10.2.2 Zdrojový soubor generuj vektor.cpp

Pro měřeńı časové náročnosti jsem naprogramovala násobeńı uložené matice sousednosti vek-
torem zprava a zleva. Program generuj vektor.cpp vytvoř́ı vektor v zadané délky. Vstupem
generuj vektor.cpp je délka vektoru. Vı́me, že uložená matice sousednosti je čtvercová typu
mn×mn, proto délka vektoru bude mn. Opět uživatel muśı zadat dolńı a horńı hranici č́ısel,
mezi kterými se budou náhodně generovat váhy jednotlivých prvk̊u vektoru v.

Program vygeneruje vektor požadované délky a ulož́ı jej do textového souboru vektor.txt.
Textový soubor pak nač́ıtaj́ı programy pro násobeńı matice sousednosti vektorem zprava a
zleva uvedené v kapitole 8.1 Násobeńı vektorem zprava a zleva.
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10.2.3 Zdrojový soubor generuj tvar.cpp

Jedná se o stejný program jako generuj matici.cpp s t́ım rozd́ılem, že mı́sto konkrétńıch
vah prvk̊u máme na těchto pozićıch matice jedničky.

Tento program vytvoř́ı specifický tvar matice typu mn × mn, kde váhy prvk̊u budou
jedničky. Vygenerovanou matici ulož́ı také do textového souboru typ matice.txt.

10.3 Ukládáńı ř́ıdkých matic

10.3.1 Zdrojový soubor ulozeni matice tripplet.cpp

Program ulozeni matice tripplet.cpp načte ř́ıdkou matici z textového souboru s názvem
matice.txt a ulož́ı ji systémem ijv do textového souboru s názvem matice tripplet.txt.

Textový soubor matice tripplet.txt obsahuje na prvńıch dvou řádćıch rozměry ukládané
matice m a n (i když v́ıme, že naše ukládané matice budou čtvercové, ale program funguje
pro libovolné matice). Na třet́ım řádku s polem index̊u řádk̊u nenulových prvk̊u – pole i[ ],
čtvrtý řádek obsahuje indexy sloupc̊u nenulových prvk̊u – pole j[ ], pátý řádek pak obsahuje
pole vah v[ ].

Oddělovačem jednotlivých řádk̊u v textovém souboru je enter, oddělovač jednotlivých
hodnot je mezera.

10.3.2 Zdrojový soubor ulozeni matice compressed.cpp

Program ulozeni matice compressed.cpp načte ř́ıdkou matici z textového souboru s názvem
matice.txt a ulož́ı ji do textového souboru matice compressed.txt.

Textový soubor matice compressed.txt stejně jako matice tripplet.txt obsahuje
na prvńıch dvou řádćıch rozměry ukládané matice m a n. Pole p[ ] – pole počtu nenulových
prvk̊u j-tého sloupce včetně nalezneme na třet́ım řádku souboru matice compressed.txt.
Čtvrtý řádek je pole i[ ] – indexy řádk̊u nenulových prvk̊u uložené matice sousednosti A.
Posledńı řádek obsahuje pole v[ ], ve kterém jsou uloženy váhy nenulových prvk̊u uložené
matice sousednosti A.

Oddělovačem jednotlivých řádk̊u v textovém souboru je nový řádek, oddělovač jednot-
livých hodnot je mezera.

10.3.3 Zdrojový soubor ulozeni matice magicke ohodnoceni.cpp

Program ulozeni matice magicke ohodnoceni.cpp načte ř́ıdkou matici z textového souboru
matice.txt. Pro uložeńı do textového souboru matice magicke ohodnoceni.txt, potřebuje
ještě tento program nač́ıst export ohodnoceni.txt.

Textový soubor matice magicke ohodnoceni.txt obsahuje pouze jeden řádek, na kterém
je uloženo pole hodnoty[ ].

10.4 Násobeńı vektorem zprava a zleva

10.4.1 Zdrojové soubory nasobeni vektorem zprava tripplet.cpp,
nasobeni vektorem zleva tripplet.cpp

Programy pracuj́ı s uloženou matićı z textového souboru matice tripplet.txt a vektorem
načteným z textového souboru vektor.txt.

Výsledný vektor násobeńı matice a vektrou zprava (resp. zleva) je vypsán na konzoli.
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10.4.2 Zdrojové soubory nasobeni vektorem zprava compressed.cpp

Programy načtou uloženou matici z textového souboru matice compressed.txt a vektor z
textového souboru vektor.txt.

Výsledný vektor násobeńı matice a vektoru zprava (resp. zleva) je vypsán na konzoli.

10.4.3 Zdrojové soubory nasobeni vektorem zprava magicke ohodnoceni.cpp,
nasobeni vektorem zleva magicke ohodnoceni.cpp

Uložená matice je nač́ıtána z textového souboru matice magicke ohodnoceni.txt. Dále oba
programy potřebuj́ı export ohodnoceńı, ve kterém je uložena hodnota magické konstanty
k, rozměry m a n a pole sousednosti s[ ][2]. Z tohoto d̊uvodu se načte i textový soubor
export ohodnoceni.txt.

Výsledný vektor násobeńı uložené matice a vektoru zprava (zleva) je vypsán na konzoli.

10.5 Př́ıstup k prvk̊um matice

Ve této práci chceme také porovnat rychlost př́ıstupu (rychlost vyhledáńı) ke všem prvk̊um
uložené matice sousednosti A v systému uložeńı ijv, pomoćı komprimovaného sloupce a po-
moćı magického ohodnoceńı.

Programy postupně přistupuj́ı ke všem prvk̊um uložené matice a zaznamenávaj́ı celkový
čas.

10.6 Měřeńı časové náročnosti algoritmů

Abychom mohli jednotlivé systémy uložeńı porovnat vzhledem k jejich časové náročnosti, byly
vytvořeny algoritmy, které čas měř́ı.

Programy ignoruj́ı režii nač́ıtáńı uložených matic z textových soubor̊u. Čas se měř́ı pouze
při vykonáváńı dané operace. Čas násobeńı matice vektorem je tedy čas potřebný k vyhledáńı
potřebných prvk̊u matice a jejich vynásobeńı s prvky vektoru.

Všechny programy měř́ıćı čas vraćı čas v sekundách. V těle algoritmu je v tuto chv́ıli
nastaven for cyklus, který proběhne desettiśıckrát, abychom mohli zaznamenat časy. Časy
jsou velmi malé, protože testuji matice malých řád̊u (pro velkou matici se mi nepodařilo naj́ıt
hranově magické totálńı ohodnoceńı), proto cyklus proběhne desettiśıckrát, aby se výsledný
čas dal zaznamenat.

Implementovali jsme následuj́ıćı algoritmy měř́ıćı čas:

cas pristup tripplet.cpp
cas pristup compressed.cpp
cas pristup magicke ohodnoceni.cpp
cas nasobeni vektorem zprava tripplet.cpp
cas nasobeni vektorem zprava compressed.cpp
cas nasobeni vektorem zprava magicke ohodnoceni.cpp
cas nasobeni vektorem zleva tripplet.cpp
cas nasobeni vektorem zleva compressed.cpp
cas nasobeni vektorem zleva magicke ohodnoceni.cpp

Důležité je zd̊uraznit, že všechny operace prob́ıhaj́ı v paměti, tud́ıž časy nejsou zvyšovány
(zkreslovány) př́ıstupem na disk.
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10.7 Postup při použit́ı implementovaných algoritmů

Chceme testovat matici sousednosti A typu m × n, např. 20 × 20, tedy mř́ıžku o rozměrech
m × n, kde m = 5, n = 4. Dále chceme porovnat časovou náročnost př́ıstupu k jednotlivým
prvk̊um aij matice sousednosti A v jednotlivých uložeńıch a časovou náročnost násobeńı této
matice sousednosti A vektorem v zprava a zleva.

1. krok – generováńı matice, matice bude uložena v textovém souboru matice.txt

• spust́ıme program generuj matici.cpp

• zadáme rozměry mř́ıžky, v našem konkrétńım př́ıpadě bude m = 5, n = 4 (vznikne
matice typu 20 × 20)

• zadáme rozsah vah prvk̊u matice – např. dolńı váhu zvoĺıme −5, horńı 5

Pro práci s matićı v uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı, potřebujeme znát magickou kon-
stantu k, rozměry mř́ıžky m, n a pole sousednosti s[ ][2], tyto údaje jsou uloženy v textovém
souboru export ohodnoceni.txt

2. krok – vytvořeńı exportu ohodnoceńı, výstup bude uložen v souboru export ohodnoceni.txt

• spust́ıme program export EMT.cpp

• zadáme rozměry mř́ıžky, v našem konkrétńım př́ıpadě bude m = 5, n = 4

3. krok – uložeńı vygenerované matice

• spust́ıme program ulozeni matice tripplet.cpp – vznikne textový soubor s názvem
matice tripplet.txt

• spust́ıme program ulozeni matice compressed.cpp – vznikne textový soubor s názvem
matice compressed.txt

• spust́ıme program ulozeni matice magicke ohodnoceni.cpp – vznikne textový soubor
s názvem matice magicke ohodnoceni.txt

4. krok – změř́ıme čas př́ıstupu k jednotlivým prvk̊um matice A ve všech třech typech uložeńı

• spust́ıme program – cas pristup tripplet.cpp – vrát́ı čas v sekundách př́ıstupu
v systému uložeńı ijv

• spust́ıme program – cas pristup compressed.cpp – vrát́ı čas v sekundách př́ıstupu
v systému uložeńı komprimovaného sloupce

• spust́ıme program – cas pristup magicke ohodnoceni.cpp – vrát́ı čas v sekundách
př́ıstupu v systému uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı
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Po 4.kroku již známe dobu př́ıstupu ke všem prvk̊um matice sousednosti A ve všech třech
typech uložeńı. Výsledky toho měřeńı jsou zaznamenány v tabulce v kapitole 11 Výsledky.

5. krok – generováńı vektoru, vektor bude uložen v textovém souboru vektor.txt

• spust́ıme program generuj vektor.cpp

• zadáme délku vektoru – délka je mn, pro matici typu 20 × 20 je délka vektoru 20

• zadáme rozsah vah prvk̊u vektoru – např. dolńı váhu zvoĺıme −3, horńı 5

Po 5. kroku máme k dispozici matici A uloženou třemi r̊uznými zp̊usoby a vygenerovaný
vektor potřebné délky.

6. krok – násobeńı uložené matice A vektorem v zprava

• spust́ıme program cas nasobeni vektorem zprava tripplet.cpp –
vrát́ı čas v sekundách potřebný pro násobeńı v systému uložeńı ijv

• spust́ıme program cas nasobeni vektorem zprava compressed.cpp –
vrát́ı čas v sekundách potřebný pro násobeńı v systému uložeńı pomoćı komprimovaného
sloupce

• spust́ıme program cas nasobeni vektorem zprava magicke ohodnoceni.cpp –
vrát́ı čas v sekundách potřebný pro násobeńı v systému uložeńı pomoćı magického
ohodnoceńı

11 Výsledky

V této práci chceme porovnat časovou náročnost při práci s uloženými maticemi sousednosti
v jednotlivých systémech uložeńı.

Výsledky jsem zaznamenala do tabulek podle velikosti ukládané matice sousednosti A.
V tabulkách pro jednotlivé matice nalezneme potřebný čas pro nalezeńı magického ohodnoceńı
př́ıslušné śıtě, čas př́ıstupu k prvk̊um matice a časy násobeńı matic sousednosti vektorem
zprava a zleva.

Pro přehlednost je nejlepš́ı dosažený čas v operaćıch př́ıstup k prvk̊um matice, násobeńı
matice vektorem zprava a násobeńı matice vektorem zleva v tabulce označen červeně.

11.1 Testovaná data

11.1.1 Matice typu 30 × 30, mř́ıžka 6 × 5

Matice A typu 30 × 30, vektor v velikosti 30
typ uložeńı čas Av v sekundách čas vA v sekundách

ijv 6, 565.10−5 6, 539.10−5

komprimovaný sloupec 2, 638.10−5 1, 560.10−5

magické ohodnoceńı 2, 250.10−5 2, 810.10−5
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Čas př́ıstupu ke všem prvk̊um matice A typu 30 × 30
typ uložeńı čas př́ıstupu v sekundách

ijv 6, 636.10−3

komprimovaný sloupec 2, 640.10−4

magické ohodnoceńı 2, 500.10−5

Čas nalezeńı magického ohodnoceńı pro 6 × 5 v sekundách
1439

11.1.2 Matice typu 20 × 20, mř́ıžka 5 × 4

Matice A typu 20 × 20, vektor v řádu 20
typ uložeńı čas Av v sekundách čas vA v sekundách

ijv 2, 157.10−5 2, 157.10−5

komprimovaný sloupec 1, 397.10−5 1, 200.10−5

magické ohodnoceńı 1, 260.10−5 1, 410.10−5

Čas př́ıstupu ke všem prvk̊um matice A typu 20 × 20
typ uložeńı čas př́ıstupu v sekundách

ijv 2, 114−3

komprimovaný sloupec 1, 313.10−4

magické ohodnoceńı 1, 400.10−5

Čas nalezeńı magického ohodnoceńı pro 5 × 4 v sekundách
135

11.1.3 Matice typu 16 × 16, mř́ıžka 4 × 4

Matice A typu 16 × 16, vektor v velikosti 16
typ uložeńı čas Av v sekundách čas vA v sekundách

ijv 8, 125.10−6 8, 922.10−6

komprimovaný sloupec 6, 880.10−6 6, 300.10−6

magické ohodnoceńı 6, 800.10−6 6, 800.10−6

Čas př́ıstupu ke všem prvk̊um matice A typu 16 × 16
typ uložeńı čas př́ıstupu v sekundách

ijv 8, 985.10−4

komprimovaný sloupec 7, 500.10−5

magické ohodnoceńı 7, 800.10−6

Čas nalezeńı magického ohodnoceńı pro 4 × 4 v sekundách
10023
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11.1.4 Matice typu 12 × 12

Matice A typu 12 × 12, vektor v velikosti 12
typ uložeńı čas Av v sekundách čas vA v sekundách

ijv 3, 516.10−6 3, 325.10−6

komprimovaný sloupec 3, 700.10−6 3, 350.10−6

magické ohodnoceńı 3, 400.10−6 3, 400.10−6

Čas př́ıstupu ke všem prvk̊um matice A typu 12 × 12
typ uložeńı čas př́ıstupu v sekundách

ijv 3, 375.10−4

komprimovaný sloupec 3, 910.10−5

magické ohodnoceńı 4, 700.10−6

Čas nalezeńı magického ohodnoceńı pro 4 × 3 v sekundách
2

11.2 Shrnut́ı výsledk̊u

Př́ıstup ke všem aij

Časová náročnost př́ıstupu k prvku aij matice sousednosti je v systému uložeńı ijv nejvyšš́ı.
Jak už bylo napsáno v kapitole 7 Vyhledáváńı prvku aij pro nalezeńı prvku aij v tomto systému
uložeńı muśıme procházet pole i[ ], ve kterém nejsou obecně prvky uspořádané.

Časová náročnost vyhledáńı prvku matice sousednosti je v systému uložeńı pomoćı kom-
primovaného sloupce menš́ı než u systému ijv. Nejrychleǰśı př́ıstup ke všem prvk̊um matice
má systém uložeńı pomoćı magického ohodnoceńı. Tyto výsledky nejsou překvapivé, časová
náročnost je dána navrženou strukturou jednotlivých uložeńı. Za zmı́něńı stoj́ı fakt, že časové
náročnosti jednotlivých systémů se v př́ıstupu ke všem prvk̊um matice sousednosti A lǐsily o
řád.

Násobeńı vektorem

Algoritmy jsou navrženy t́ımto zp̊usobem: postupně se projdou všechny uložené nenulové
prvky matice sousednosti A a jejich váha pak přisṕıvá k jednotlivým prvk̊um výsledného
vektoru.

Časové náročnosti násobeńı matice vektorem (zprava či zleva) vycházely řádově stejně u
všech třech typ̊u zkoumaných systémů uložeńı.

12 Nalezeńı magického ohodnoceńı

Počet potřebných label̊u pro graf G = Pm�Pn je |V (G)| + |E(G)|. Labely využ́ıvané v této
práci jsou č́ısla od 1 do |V (G)|+ |V (E)|. Hledáme bijektivńı zobrazeńı λ z (V (G)∪E(G)) na
celá č́ısla 1, 2, 3, ..., |V (G)| + |E(G)|. Požadavek bijektivnosti zpomaluje vyhledáńı takového
ohodnoceńı, které je magické. Při ukládáńı matice sousednosti nám nezálež́ı z jaké množiny
jsou labely. Důležité je nalezeńı nějakého hranově magického ohodnoceńı pro danou mř́ıžku.
Proto je takto zvolená množina label̊u př́ılǐs omezená.
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12.1 Návrh na zrychleńı nalezeńı magického ohodnoceńı

Zrychleńı nalezeńı hranově magického ohodnoceńı se dá vyřešit rozš́ı̌reńım množiny label̊u.
Počet label̊u zvýš́ıme o konstantu h, kde h < |V (G)|. T́ımto řešeńım roste pravděpodobnost
nalezeńı hranově magického ohodnoceńı. Na druhou stranu roste pamět’ová náročnost, protože
muśıme zvětšit pole sousednosti s[ ][2]. Rychlost př́ıstupu k prvk̊um ukládané matice by však
z̊ustal skoro stejný – zvětšeńım pole sousednosti s[ ][ ] se rozš́ı̌ŕı počet pozic, na které se může
v pr̊uběhu hledáńı prvku aij přistupovat. Tzn. budou prováděny zbytečné operace porovnáńı
prvk̊u, které jsou v poli sousednosti uloženy, protože ne celé pole bude využito pro záznam
label̊u hran a vrchol̊u.

Daľśım možným zp̊usobem k urychleńı hledáńı magického ohodnoceńı je nastaveńı časového
limitu, který bude věnován nalezeńı vhodného ohodnoceńı pro jednotlivé prvky zadané mř́ıžky.
T́ımto zp̊usobem se program zbytečně nebude zdržovat a zkuśı naj́ıt rychleji jiné ohodnoceńı.
Problém ovšem bude odhadnout časový limit, během kterého se má jednotlivý prvek ohod-
notit.

Hranově magické totálńı ohodnoceńı umı́me v tuto chv́ıli hledat pouze poč́ıtačově tzv.
hrubou silou. Zrychleńı by nastalo, kdyby se povedlo naj́ıt obecný předpis pro nalezeńı ma-
gického ohodnoceńı grafu. V tomto př́ıpadě by pak bylo možné ukládat i jiné matice, než se
kterými jsme v celém textu pracovali.

12.1.1 Implementované algoritmy k urychleńı nalezeńı magického ohodnoceńı

Rozš́ı̌reńı množiny label̊u – zdrojový soubor Emt fast vice labelu.cpp

Urychleńı nalezeńı hranově magického ohodnoceńı v programu Emt fast vice labelu.cpp
spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı množiny label̊u. Jedná se o modifikaci programu Emt global jeden.cpp
s t́ım rozd́ılem, že uživatel nevoĺı magickou konstantu k, ale může zadat konstantu h ∈ N,
o kterou se zvětš́ı množina label̊u použ́ıvaná při ohodnocováńı grafu. Aby rozš́ı̌reńı množiny
label̊u mělo význam pro urychleńı nalezeńı magického ohodnoceńı, hodnota h < |V (G)|, po-
kud tomu tak neńı, uživatel je na tuto skutečnost upozorněn výpisem na obrazovku. Před
samotným zadáńım h je uživateli oznámena maximálńı možná hodnota h. Program ovšem
funguje i po zadáńı větš́ı než vhodné konstanty h, protože tento program byl vytvořen pro
testováńı. Program ukonč́ı hledáńı při nalezeńı prvńıho vyhovuj́ıćıho ohodnoceńı.

Program Emt fast vice labelu.cpp vytvoř́ı stejně jako Emt global jeden.cpp dva tex-
tové soubory – vystup info.txt, kde jsou uloženy rozměry śıtě m a n, počet vrchol̊u a hran,
počet potřebných label̊u pro ohodnoceńı, počet nových label̊u a hodnoty magické konstanty
kmin a kmax, a vystup ohodnoceni.txt, který obsahuje konkrétńı ohodnoceńı mř́ıžky daného
rozměru m a n. Program na konzoli vyṕı̌se čas v sekundách, který byl potřebný k nalezeńı
ohodnoceńı.

Následuj́ı ukázky soubor̊u vystup info.txt a vystup ohodnoceni.txt programu
Emt fast vice labelu.cpp. pro mř́ıžku 3 × 3.

Soubor vystup info.txt

Graf ma rozmery 3 x 3

Pocet vrcholu: 9
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Pocet hran: 12
Pocet labelu: 21
Novy pocet labelu: 26

Soubor obsahuje ohodnoceni z tohto intervalu:
k_min: 25
k_max: 41

------------------------------------------------------------------------------

k=25 : 1 ohodnoceni

------------------------------------------------------------------------------

vypocet trval 0 vterin

Soubor vystup ohodnoceni.txt

k = 25

ohodnoceny graf:
1 19 5 11 9
22 17 10
2 20 3 16 6
15 18 12
8 13 4 14 7

----------------------------------

Jak můžeme vidět ve výstupu souboru vystup info.txt, počet label̊u byl p̊uvodně 21, při
rozš́ı̌reńı množiny label̊u o 5 se počet možných label̊u zvýšil na 26. V hranově magickém
totálńım ohodnoceńı by nejvyšš́ı přǐrazený label byl 21, ale vid́ıme, že program nalezl jako
prvńı ohodnoceńı, kde použil label 22 (viz prvńı sloupec, druhý řádek ohodnoceného grafu).

Srovnáńı časové náročnosti Emt global jeden.cpp a Emt fast vice labelu.cpp

Mř́ıžka 4 × 3
Program počet label̊u h - počet label̊u nav́ıc čas v sekundách

Emt global jeden.cpp 29 0 12
Emt fast vice labelu.cpp 39 10 15
Emt global jeden.cpp 29 0 12

Emt fast vice labelu.cpp 34 5 15
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Mř́ıžka 4 × 4
Program počet label̊u h - počet label̊u nav́ıc čas v sekundách

Emt global jeden.cpp 40 0 10023
Emt fast vice labelu.cpp 40 15 −−
Emt global jeden.cpp 40 0 10023

Emt fast vice labelu.cpp 40 5 −−

Pro hranově magické totálńı ohodnoceńı mř́ıžky 4 × 4 potřebujeme 40 label̊u. Pomoćı pro-
gramu Emt global jeden.cpp se podařilo tuto mř́ıžku ohodnotit za 10 023 sekund. V pro-
gramu Emt fast vice labelu.cpp se hranově magické ohodnoceńı nepodařilo nalézt ani po 16
hodinách, množina label̊u byla zvýšená o 15 label̊u, tedy počet možných label̊u bylo 55. Ani
v př́ıpadě, kdy byl počet label̊u zvýšen jen o 5, nedočkali jsme se nalezeńı ohodnoceńı grafu.

Časový limit pro ohodnoceńı jednotlivých vrchol̊u a hran – zdrojový soubor
Emt fast random.cpp

Urychleńı nalezeńı hranově magického ohodnoceńı grafu v programu Emt fast random.cpp
spoč́ıvá v zadáńı časového limitu pro ohodnoceńı jednotlivého vrcholu nebo hrany. Uživatel
zadá čas v sekundách, který je potřebný k ohodnoceńı jednotlivé hrany nebo vrcholu. Pokud
se v časovém limitu nepodař́ı vrchol nebo hranu ohodnotit, program se vrát́ı o krok zpět a
pokuśı se znova ohodnotit vrchol nebo hranu, ze které se nemohl ”dostat” k daľśımu prvku.
Program je ukončen při nalezeńı prvńıho vyhovuj́ıćıho ohodnoceńı, nebo když projde všechna
možná ohodnoceńı jednotlivých vrchol̊u a hran, ale nesplńı časový limit. Program na konzoli
vyṕı̌se čas v sekundách, který byl potřebný k nalezeńı ohodnoceńı.

Výsledky srovnáńı časové náročnosti nalezeńı hranově magického ohodnoceńı pomoćı pro-
gramu Emt global jeden.cpp a Emt fast random.cpp nedopadly podle očekáváńı. Testo-
vala jsem mř́ıžku o rozměrech 4× 3. Program Emt global jeden.cpp dokázal nalézt hranově
magické totálńı ohodnoceńı za 12 sekund. Program Emt fast random.cpp nalezl hranově
magické totálńı ohodnoceńı za 16 sekund, zaj́ımavé ale je, že tato doba, 16 sekund, nebyla
závislá na časovém limitu, program byl spuštěn s časovým limitem od 10−1 po 10−20 sekundy.

Shrnut́ı

Algoritmy navržené pro urychleńı nalezeńı magického ohodnoceńı nepřinesly očekáváné výsledky.
Z tohoto d̊uvodu soud́ım, že pro urychleńı hledáńı magického ohodnoceńı grafu bude nutné
nalézt obecný předpis.
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13 Závěr

Ćılem diplomové práce bylo srovnat časovou náročnost nejpouž́ıvaněǰśıch zp̊usob̊u uložeńı
ř́ıdkých matic s nově navrženým systémem využ́ıvaj́ıćı hranově magického totálńıho ohod-
noceńı. Konkrétně jsem tento nový zp̊usob ukládáńı ř́ıdkých matic srovnávala se systémem
uložeńı ijv a systémem uložeńı pomoćı komprimovaného sloupce.

Hledáńı samotného hranově magického ohodnoceńı grafu je velmi časově náročné. Dopo-
sud nebyl nalezen obecný předpis pro hledáńı magického ohodnoceńı, proto se hledáńı provád́ı
poč́ıtačově a to hrubou silou. Z d̊uvodu ”neznalosti” obecného předpisu pro hledáńı hra-
nově magického totálńıho ohodnoceńı jsem testovala pouze ř́ıdké matice ve specifickém tvaru,
u kterých jsem byla schopná v reálném čase naj́ıt jedno hranově magické totálńı ohodnoceńı.
Přesto se hranově magické totálńı ohodnoceńı podařilo nalézt jen pro malé grafy (největš́ı
ohodnocená mř́ıžka byla rozměru 6 × 5, tedy matice 30 × 30). Pokud by se uvažovalo dále
pokračovat ve výzkumu př́ınosu ukládáńı ř́ıdkých matic pomoćı hranově magického ohodno-
ceńı, pak by nalezeńı předpisu bylo nezbytné.

Snaha o zrychleńı nalezeńı magického ohodnoceńı grafu nepřinesla uspokojivé výsledky.
Ani jeden z navrhovaných zp̊usob̊u (rozš́ı̌reńı množiny label̊u, stanoveńı časového limitu pro
ohodnoceńı jednotlivých prvk̊u mř́ıžky) podle provedeného testováńı neurychĺı nalezeńı ma-
gického ohodnoceńı grafu.

Výsledky testováńı časové náročnosti jednoznačně ukázaly, že nový zp̊usob ukládáńı ř́ıdkých
matic pomoćı hranově magického totálńıho ohodnoceńı je v př́ıstupu ke všem prvk̊um uložené
matice sousednosti A z porovnávaných systémů nejrychleǰśı.

Testy časové náročnosti násobeńı matice vektorem neprokázaly jednoznačně, který ze srovná-
vaných zp̊usob̊u je nejrychleǰśı.

Ukládáńı matic pomoćı magického ohodnoceńı grafu má smysl v př́ıpadě, kdy pro nás neńı
d̊uležitý čas pro nalezeńı magického ohodnoceńı. Jak už ale bylo zmı́něno výše, nepovedlo se
ohodnotit mř́ıžku větš́ıch rozměr̊u než 6 × 5, což je velmi malá matice, která má nav́ıc spe-
cifický tvar. V př́ıpadě daľśıho využit́ı ukládáńı matic pomoćı magického ohodnoceńı bude
opravdu nezbytné nalézt obecný předpis pro hledáńı magického ohodnoceńı grafu.
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