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ÚvodTehniká praxe je stále èastìji Vy¾aduje materiály s vlastnostmi, které jakpøírodní, tak bì¾né umìlé materiály nemají. Nìkteré z tìhto vlastností lzedoílit u kompozitníh materiálù se speiálnì navr¾enou strukturou. Je v¹aktøeba tuto strukturu navrhnout, nebo alespoò pro u¾ navr¾enou strukturuzjistit zkoumané vlastnosti materiálu. Vezmeme{li v úvahu fakt, ¾e struktu-ralizae kompozitù nìkdy zaèíná u¾ pøi rozmìreh øádovì setin milimetru,a vezmeme{li v úvahu enu výroby a s ní spojenou enu vývoje takovéhomateriálu, je zøejmì, potøeba postihnout skuteèné hování matematikýmmodelem.Pøi modelování kompozitního materiálu bývá materiál rozdìlen na maléþbuòkyÿ. O ka¾dé buòe se pøedpokládá, ¾e je z látky o danýh vlastnos-teh. Vlastnosti kompozitu jsou pak urèeny uspoøádáním buòek, a fyzikál-ními vlastnostmi ka¾dé buòky. Materiál jednotlivýh buòek nìkdy bývá opìtkompozit. Pokud jsou vlastnosti materiálù buòek popsány fyzikálními veli-èinami, není potøeba buòky dále diskretizovat. Tato práe se nezabývá ná-vrhem struktury kompozitu, pouze modelováním jeho fyzikálníh vlastností.Cílem bude modelové popsání materiálu s odli¹nými vlastnostmi v tahu atlaku. Doílené vlastnosti pak bývají upotøebeny v jednotlivýh buòkáh.Chování kompozitu bude modelováno pomoí metody koneènýh prvkù.Model bude postihovat i jev þlepeníÿ mezi vlákny kompozitu a pojivem.Z neznámýh, urèujííh deformai ka¾dého bodu materiálu, bude modelpøeveden pomoí duální formulae na problém o neznámýh urèujíí vlast-nosti sil v bodeh kontaktu vláken a pojiva. Rozmìr tohoto problému budepohopitelnì mnohem ni¾¹í ne¾ rozmìr pùvodní úlohy. Po urèitýh transfor-maíh pak bude úloha pøevedena na problém nalezení minima n{rozmìrnékvadratiké funke s omezeními ve tvaru rovnosti a nerovností. Po zpìt-nýh transformaíh a pøepoètu z duálníh promìnnýh dostaneme hledanéposunutí ka¾dého bodu materiálu.
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Kapitola 1Zadání geometrie kompozituJako modelovou úlohu jsem dostal kompozitní materiál slo¾ený z pojivovéhomateriálu, ve kterém jsou rovnobì¾nì ulo¾eny vlákna shodného polomìru.Vlákna mohou být na svém povrhu k pojivovému materiálu pøilepena. Geo-metrie kompozitu je dále ve smìru vláken nemìnná. Síly pùsobí na materiálpouze ve smìru kolmém na smìr vláken. Pøedpokládáme pouze rovinnou de-formai, a tak pùvodnì trojrozmìrná úloha bude øe¹ena ve dvou rozmìreh.V¹e je lépe patrné na obrázku 1.1. Od této hvíle se budu vìnovat pouzedvourozmìrné úloze.
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Obrázek 1.1: Zkoumaný kompozit v 3D a v 2D øezu (vèetnì pùsobení sil)
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Kapitola 2Spojitá formulae úlohy
2.1 Dekompozie pojivaPøedstavme si systém 1 + n homogenníh izotropníh tìles, z nih¾ ka¾dévymezuje oblast b
i v R2 s dostateènì hladkou hranií b�i. Tato tìlesa odpo-vídají pojivu a jednotlivým vláknùm. Oblast odpovídajíí pojivu kompozit-ního materiálu pak z jistýh dùvodù rozdìlíme na n disjunktníh podoblastí,o¾ je zobrazeno na obrázku 2.1.

ΩΩ
44

ΩΩ66

ΩΩ88

ΩΩ22
ΩΩ11

ΩΩ10
(atd..)

ΩΩ

ΩΩ33

ΩΩ44

ΩΩ 55

ΩΩ66
ΩΩ11

ΩΩ33

ΩΩ
55

ΩΩ
77

ΩΩ99

22

44

Obrázek 2.1: Dekompozie oblasti pojiva b
1 na! 
2k a pøeznaèení oblastívláken b
k+1 na! 
2k�1Od tohoto místa budu oznaèovat ètvereèek s vláknem jako element.
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KAPITOLA 2. SPOJITÁ FORMULACE ÚLOHY 72.2 Oznaèení oblastí a hraniKa¾dému i{tému elementu v kompozitu o ex � ey elementeh pøíslu¹í dvìoblasti. Oblast vlákna 
2i�1, a oblast pojiva 
2i. Ka¾dé p{té oblasti pakodpovídá její hranie �p To je patrné i z obrázku 2.2. Pro ilustrai jsemsi zvolil obrázek pouze se dvìma vlákny, na kterém je v¹ak patrné v¹e pod-statné. Hranie �p pro lihé p, to jest hranie vlákna, splývá s hranií �pK ,kde mù¾e dojít ke kontaktu s okolním pojivem. Hranie �p pro sudé p,se mohou rozlo¾it na souvislé èásti: �p = �pD [�pN [�pK [�pS, to jest hraniepojiva, kde oznaèení postupnì odpovídá èástem hrani s Dirihletovou �pDa Neumannovou �pN okrajovou podmínkou, dále pak hranii �pK na kterémù¾e dojít ke kontaktu s hranií vlákna �p�1K (zde budou podmínky na pøí-padné þlepeníÿ a nepronikání oblastí do sebe), a nakone hranii �pS , kteráodpovídá sousední hranii �jS po dekompozii oblastí. Na hranie �pS a �jSpak budou uplatòovány umìlé lepií podmínky, které navzájem si odpoví-dajíí body z obou hrani ztoto¾ní (slepí nekoneènì velkou silou). To takéodpovídá skuteènosti { jedná se toti¾ o stále jedno tìleso { pojivo.
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Obrázek 2.2: Oblasti kompozitu po dekompozii2.3 Podmínky rovnováhy pru¾nýh tìlesTeorie pru¾nosti dokazuje, ¾e vektor posunutí ~u = [u(x; y); v(x; y)℄T jednotli-výh bodù jednoho tìlesa je vektorová funke vektorového argumentu, kteráminimalizuje poteniál J(~u) tìlesa. Pro 2n tìles je pak elkový poteniál dán



KAPITOLA 2. SPOJITÁ FORMULACE ÚLOHY 8souètem poteniálù jednotlivýh tìles:J(~u) = 2nXp=1(12 Z
p ~�(~u)T [D℄~�(~u) d
 � Z
p ~f T~u d
p � Z�pN ~hT~u d�pN)(2.1)Kde ~� (~u) = h�u�x ; �v�y ; �u�y + �v�xiT je vektor deformae~f = h ~fx(x; y); ~fy(x; y)iT je vektor objemovýh sil~h = h ~hx(x; y); ~hy(x; y)iT je vektor povrhovýh sil[D℄ = E(1��)(1+�)(1�2�) 24 1 �1�� 0�1�� 1 00 0 1�2�2(1��) 35 matie plyne z linearizo-vaného Hookova zákonapro rovinnou deformaiE . . . je Youngùv modul pru¾nosti pro zvolený materiál� . . . je Poissonova konstanta pro zvolený materiálDále dokazuje, ¾e elastiký poteniál ap �~sp;~tp� = 12 R
p ~�(~s)T [D℄~�(~t ) d
psplòuje pro ka¾dou oblast pøirozená omezení, tak¾eap �~sp;~tp� = ap �~tp; ~sp� ^ ap (~sp; ~sp) � 0Neumannova okrajová podmínka je zahrnuta v minimalizovaném funk-ionálu J(~u). Dirihletovu okrajovou podmínku zapí¹eme jakou(0; y) = 0 8(0; y) 2 �2kD 8k (2.2)v(x; 0) = 0 8(x; 0) 2 �2kD 8k (2.3)Zbývá je¹tì zahrnout podmínky nepronikání oblastí do sebe, a spojenírozlo¾enýh oblastí pojiva v jeden elek. Podmínku nepronikání nejprve od-vodím pro obenìj¹í pøípad. Tato podmínka bude jakýmsi lineárním pøiblí¾e-ním skuteènosti. Pøedpokládejme, ¾e pro ka¾dý bod na hranii �2k�1K oblastivlákna umíme najít bod na kontaktní hranii �2kK oblasti pojiva. To zna-mená, ¾e máme spojitou mapovaí funki O : �2k�1K ! �2kK která spojitì pøi-øadí ka¾dému bodu [x; y℄ 2 �2k�1K na hranii vlákna bod [bx; by℄ 2 �2kK , kterýje k nìmu velmi blízký. Zde obì hranie nemusí být na poèátku nutnì v kon-taktu. Postaèuje, kdy¾ pro ka¾dý bod x 2 �2k�1K umím najít bodO(x) 2 �2kK .Linearizovaná podmínka nepronikání 2.4 pøiblí¾ena na obrázku 2.3 pak vy-padá�~u2k�1(~x)� ~u2k(O(~x))� ~n � pro n�a�s p�r�{pad = 0z }| {(O(~x)� ~x) ~n 8~x 2 �2k�1K (2.4)



KAPITOLA 2. SPOJITÁ FORMULACE ÚLOHY 9Dále pro ka¾dé dvì oblasti 
2i a 
2j vzniklé z dekompozie pojiva,které spolu souvisí èástí hranie, oznaème tuto spoleènou hranii jako �2i;2j.Z pøedhozího oznaèení pak platí�2i;2j 2 �2iS ^ �2i;2j 2 �2jS
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nnObrázek 2.3: Bodová podmínka nepronikáníNyní si pøedstavme Sobolevùv prostor} = H1 �
1��H1 �
2�� : : : �H1 �
2k� ;a jako K = KE \ IK oznaème mno¾inu v¹eh pøípustnýh posunutí, kdeKE = �~v = �~v(x); ~v(y)� 2 } : plat�{ 2:5 ^ 2:6	~v(x)(0; y) = 0 ^ ~v(y)(x; 0) = 0 (2.5)8~x 2 �2i;2j : ~v
2i(~x) = ~v
2j (~x) 8�2i;2j (2.6)zahrnuje Dirihletovu podmínku a podmínku spojitosti posunutí pojiva po de-kompozii (vnìj¹í podmínky elementu), aKI = n~v 2 } : 8k; 8~x 2 �2k�1K : (~v(~x)� ~v (O(~x)))~n � 0ozahrnuje linearizovanou podmínku nepronikání tìles na kontaktu pojivas vláknem (vnitøní podmínky elementu).Pøipomínám, ¾e hledáme vektorovou funki ~u, která ka¾dému bodu [x; y℄pøiøadí vektor, o který se tento bod následkem sil ~f a ~h posune. Hledámeji jako ~u 2 K pro minimum poteniální energieJ(~u) � J(~v) 8~v 2 K (2.7)



Kapitola 3Diskretizae a metodakoneènýh prvkù
3.1 Linearizae ~u po trojúhelnííh
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Obrázek 3.1: Pøedstava lineární vektorové funke vektorového argumentuÚlohu budu øe¹it pomoí Metody koneènýh prvkù (MKP). Øe¹ení buduhledat jako spojitou plohu slo¾enou z po èásteh lineárníh plo¹ek. V¹ehnyoblasti se rozlo¾í na trojúhelníky. Posunutí ~u = [u(~x); v(~x)℄ bude uvnitøjednotlivýh trojúhelníkù lineární, na hraniíh trojúhelníkù bude spojité.Dá se to pøedstavit, jako ¾e u(~x) a v(~x) jsou dvì trojúhelníkové plo¹ky jakona obrázku 3.1. Takováto lineární funke je urèena hodnotami u a v vevrholeh trojúhelníku, o¾ se dá zapsat jakou(x; y) = �1 + �2x+ �3y (3.1)v(x; y) = �4 + �5x+ �6y (3.2)~u(xi; yi) = (ui; vi) ~u(xj ; yj) = (uj ; vj) ~u(xm; ym) = (um; vm) (3.3)kde i; j;m jsou indexy urèujíí vrholy trojúhelníku. Takovýto trojúhelníksi lze pøedstavit jako na obrázku 3.2. Výsledná funke posunutí v¹eh bodùkompozitu pak bude souètem posunutí pro jednotlivé trojúhelníky.10



KAPITOLA 3. DISKRETIZACE A MKP 113.2 Vztahy pro trojúhelníkový prvek MKP
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Obrázek 3.2: Oznaèení trojúhelníkuPro výpoèet funkionálu J(~u) potøebujeme znát funki ~u a ~�. Z pøed-hozího odstave plyne, ¾e ~u mù¾eme urèit z posunutí vrholù trojúhelníkù.Z rovni 3.1, 3.2 a 3.3 plyne:ui = �1 + �2xi + �3yi vi = �4 + �5xi + �6yiuj = �1 + �2xj + �3yj vj = �4 + �5xj + �6yjum = �1 + �2xm + �3ym vm = �4 + �5xm + �6ymTyto dvì soustavy mají øe¹ení�1 = 12� (aiui + ajuj + amum) �4 = 12� (aivi + ajvj + amvm)�2 = 12� (biui + bjuj + bmum) �5 = 12� (bivi + bjvj + bmvm)�3 = 12� (iui + juj + mum) �6 = 12� (ivi + jvj + mvm)ai = xjym � xmyj bi = yj � ym i = xm � xjaj = xmyi � xiym bj = ym � yi j = xi � xmam = xiyj � xjyi bm = yi � yj m = xj � xi2� = det ������ 1 xi yi1 xj yj1 xm ym ������



KAPITOLA 3. DISKRETIZACE A MKP 12Pøedhozí rovnie zapí¹eme do mati pro ~u = � uv � dostaneme
~u = � 1 x y 0 0 00 0 0 1 x y � 12� 26666664 ai 0 aj 0 am 0bi 0 bj 0 bm 0i 0 j 0 m 00 ai 0 aj 0 am0 bi 0 bj 0 bm0 i 0 j 0 m

37777775| {z }N
26666664 uiviujvjumvm

37777775 =
0BBBBB�� 1 x y � 12� 24 ai aj ambi bj bmi j m 35| {z }bN 24 ui viuj vjum vm 351CCCCCAT

a pro ~� = ��u�x ; �v�y ; �u�y + �v�x�T dostaneme~� = 24[0 1 0℄ bN24 uiujum35 ; [0 0 1℄ bN24 vivjvm35 ; [0 0 1℄ bN24 uiujum35+ [0 1 0℄ bN24 vivjvm3535T= 12� 24 bi 0 bj 0 bm 00 i 0 j 0 mi bi j bj m bm 35| {z }H
26666664 uiviujvjumvm

37777775Pro poteniální energii trojúhelníkuJ4(~u) = Z4 a(~u; ~u) dS � Z4 ~fT~udS � Z�4 ~hT~udlpak pomoí pøedhozíh rovni a pomoí oznaèení 3.4 dostaneme26666664 uiviujvjumvm
37777775T ozn:=jako u� � 1 x y 0 0 00 0 0 1 x y � ozn:=jako x� (3.4)



KAPITOLA 3. DISKRETIZACE A MKP 13J(~u) = J (~u(u�)) = 12uT�HTDHu�| {z }linearizovan�e ~��Z4 � fx(x; y)fy(x; y) �x� dSNu� � Z�4 � hx(x; y)hy(x; y) � x� Nu�| {z }linearizovan�e ~u d�Ka¾dou oblast dìlíme na mnoho trojúhelníèkù s malým obsahem. Protomù¾eme hodnotou ~f pova¾ovat na trojúhelníku za konstantní. Za [fx; fy℄dosadíme hodnoty v tì¾i¹ti, do x� pak souøadnie tì¾i¹tì, a za dS obsahtrojúhelníku i; j;m.Integrál po køive � pak provedeme na úseèkáh kde je síla ~h de�nována,a pou¾iji lihobì¾níkové pravidlo:Zab h(~x)ds = 12 (h(~xa) + h(~xb)) jjd�elka �use�ky abjj3.3 Vztahy pro diskretizované tìlesoDosazením do vztahu pro energetiký poteniál a roz¹íøením na elé tìlesodostáváme J(~u) = 12 X84ijm uT�ijm Kz }| {HTDHu�ijm�X84ijm �fx(~t4); xfx(~t4); yfx(~t4); fy(~t4); xfy(~t4); yfy(~t4)��SN4ijmu�ijm�X8i;j:i;j2�N ; i<ji je soused j p(xj � xi)2 + (yj � yi)22 [hx(~xi); hy(~xi); hx(~xj); hy(~xj)℄2664 uiviujvj 3775~t4 . . . je tì¾i¹tì trojúhelníèku ijmSumy v pøede¹lýh vzoríh lze postihnout jedinou matií. Pokud diskre-tizované tìleso obsahuje z bodù, tak dostávámeJ(~u) = J(u1; v1; : : : ; uz; vz) = 12 [u1; v1; : : : ; uz; vz℄K2666664 u1v1...uzvz
3777775�� [u1; v1; : : : ; uz; vz℄ f



KAPITOLA 3. DISKRETIZACE A MKP 14V¹imnìme si, ¾e neznámou, kterou se sna¾íme vypoèíst, u¾ nehledámejako libovolnou vektorovou funki ~u(x; y) souøadni x a y, ale jako po èástehlineární funki danou parametry x1 : : : xz. Pokud zjistíme x1 : : : xz, mù¾emevypoèíst funkèní hodnotu v libovolném bodì tìlesa. MatieK bývá nazývánajako matie tuhosti. Vektor f (neplést s f nebo ~f) postihuje silové pùsobenína tìleso. Ve vektoru f je popsána Neumanova okrajová podmínka (pùsobenívnìj¹íh sil), a pùsobení objemovýh sil na tìleso.Je zajímavé, ¾e vlastnosti matie tuhosti souvisí se skuteèným fyzikálnímmodelem natolik, ¾e neobsahuje takzvané tuhé pohyby, o¾ jsou posun e-lého tìlesa ve smìru osy x, ve smìru osy y a rotae. Toto se v ní projeví tak,¾e tøi její øádky jsou lineární kombinaí zbývajííh. Pokud je na èásti hraniepøedepsaná Dirihletova okrajová podmínka, tak (podle toho jak je pøede-psaná) sni¾uje poèet lineárnì závislýh øádkù, nebo odstraòuje singularitu.Dirihletova okrajová podmínka øíká, které body �xujeme v jednom (nebotaké obou) ze smìrù os x a y. Do matie tuhosti a do vektoru f ji dostanemenapøíklad tak, ¾e pokud heme �xovat bod ~xi ve smìru osy x, øádek a slou-pe matieK odpovídajíí prvku ui nahradíme nulami. Na (2i�1; 2i�1){toupozii (odpovídajíí prvku ui) matie K dosadíme nenulové vìt¹í èíslo [106℄.Do vektoru f pak na (2i� 1){tou pozii dosadíme 0.Matie tuhosti K je symetriká (stejnì jako byl symetriký elastiký po-teniál a(~u;~v)) a pozitivnì de�nitní (respektive semide�nitní, pokud je sin-gulární). Naví je velmi øídká. Na ka¾dém øádku má nenulové prvky pouzena poziíh odpovídajíí indexùm bodù, se kterými sousedí. Pro vhodnou in-dexai bodù, je matie pásová. Takovýto tvar je vhodný pro výpoèet inverznímatie (respektive inverzní matie její regulární submatie) pomoí LU,nebo Cholevského rozkladu.3.4 Vztahy pro soustavu diskretizovanýh tìlesV této èásti se budeme zabývat popisem elé soustavy n tìles. Od tohotomísta budeme pojivo, rozdìlené dekompozií na víe oblastí, hápat jako víetìles. Pro i{té tìleso u¾ umíme zkonstruovat matii tuhosti Ki, a vektor fi.Z nih lze sestrojit matii tuhosti K a vektor f elé soustavy. Pøipomínám,¾e Ki jsou vìt¹inou singulární matieK = 26664 K1 0 � � � 00 K2 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � Kn 37775 f = 26664 f1f2...fn 37775Matie K a vektor f v¹ak nezaruèují podmínku nepronikání tìles, aninepopisují skuteènost, ¾e v dùsledku dekompozie zde máme dvojie bodù,které jsou ve skuteènosti shodné (spojitost pojiva).



KAPITOLA 3. DISKRETIZACE A MKP 15Linearizovanou podmínku nepronikání zajistíme omezením BIu � 0,kde BI bude m� n;m < n matie s hodností m. Pro ka¾dé dva body a a b,které byly na poèátku u sebe, bude mít BI jeden øádek. Øádky bi matie BIbudou nulové, s vhodnì umístìnými souøadniemi vnìj¹íh normál v tìhtodvou bodeh (oznaèeny jako �nax; nay� ; �nbx; nby�). Omezení zajistí, ¾e se dvapùvodnì sousedíí body vlákna a pojiva mohou pouze vzdalovat. Hodnota udávajíí pùvodní normálovou vzdálenost bodù a a b, je v na¹em pøípadìnulová.
bi ! BIz }| {24 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � nax nay � � � nbx nby � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 35

uz }| {2666666666664
...uava...ubvb...
3777777777775 �  = 0 (3.5)

Proto¾e je pojivo po dekompozii rozdìleno do víe oblastí, zbývá zajistitspojitost posunutí u bodù pojiva na hraniíh které dekompozií vznikly.Zajistíme to omezením ve tvaru BEu = 0, kde pro ka¾dé dva body, kteréheme ztoto¾nit, bude mít matie BE dva nulové øádky s vyjímkou èísel 1a �1 na patøiènýh místeh. První øádek zamezí rozdílu v x{ovýh slo¾káhposunutí, druhý pak v y{ovýh. Pokud budeme htít body a a b ztoto¾nit,bude podmínka vypadat taktoBEz }| {2664 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � 1 0 � � � �1 0 � � �� � � 0 1 � � � 0 �1 � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3775
uz }| {2666666666664
...uava...ubvb...
3777777777775 = 0

Øádky matie BI musí být lineárnì nezávislé. Urèité komplikae nastávajív bodeh, kde se stýká víe oblastí.Vektor posunutí u bodù ve vrholeh trojúhelníkù pak bude øe¹enímproblému kvadratikého programování12uTKu� fTu! min ^ BIu � 0 ^ BEu = 0 (3.6)



Kapitola 4Duální problém
4.1 Pøevod do duálníh promìnnýhPøesto¾e má formulae 3.6 tvar standardního problému kvadratikého pro-gramování, není vhodná pro numeriké øe¹ení. Jeden z dùvodù je ten, ¾e ma-tie K je typiky ¹patnì podmínìná a v na¹em pøípadì v¾dy singulární. A zadruhé mno¾ina pøípustnýh u daná omezeními v 3.6, je dost obená na to,aby se dala pou¾ít projeke na tuto mno¾inu. Z tìhto dùvodù je tì¾ké získatty slo¾ky øe¹ení, jen¾ jsou na hraniíh omezení BIu �  = 0 ^ BEu = 0.Vý¹e zmínìné komplikae redukuje duální teorie konvexního programo-vání. Jak jsem u¾ naznaèil, je matie K singulární. Má tedy neprázdný nu-lový prostor { jádro, o¾ je zpùsobeno oblastmi nesvázanými Dirihletovouokrajovou podmínkou.Lagrangián problému 3.6 vypadáL (u; �I ; �E) = 12uTKu� fTu+ �TI (BIu� ) + �TEBEukde �I a �E jsou Lagrangeovy multiplikátory pro nerovnosti a rovnosti. Provìt¹í pøehlednost zavedeme oznaèení� = � �I�E � ; B = � BIBE � a b = � 0 �Potom mù¾eme Lagrangián zapsat zkráenìji jakoL (u; �) = 12uTKu� fTu+ �T (Bu� b) (4.1)Je známo, ¾e øe¹ení problému 3.6 je ekvivalentní s formulaíNajdi (bu; b�) takov�e;�ze L�bu; b�� = sup�I�0 infu L (u; �) (4.2)16



KAPITOLA 4. DUÁLNÍ PROBLÉM 17Kdy¾ �xujeme �, je Lagrangeova funke L(�; �) konvexní v první promìnné,a minimální u pro L(�; �) splòuje podmínku, nulovosti gradientuKu� f +BT� = 0 (4.3)Rovnie 4.3 má netriviální (nenulové) øe¹ení (nás zajímá nenulové øe¹ení{ pøedpokládáme, ¾e k nìjakému posunu v dùsledku pùsobení sil dojde),pokud � splòuje f �BT� 2 ImK (4.4)o¾ lze také vyjádøit, s pou¾itím významu matie R její¾ sloupe tvoøí bázinulového prostoru matie K, jakoRT �f �BT � = 0 (4.5)Tato matie lze na¹tìstí lehe zkonstruovat. Zamyslíme{li se nad vý-znamem tuhýh pohybù (posuny ve smìru obou os, a rotae) zpùsobujíílineárnì závislé øádky v matiíh Ki, tedy i v K, budou sloupe R popiso-vat právì tyto pohyby. Pro posun ve smìru osy x pro dané tìleso, to budevektor nul s jednièkami na poziíh u(i), pro indexy v¹eh bodù tìlesa. Prosmìr v ose y to bude obdobné. Rotai popí¹eme tak, ¾e na ka¾dou po-zii pro posunutí [u(i); v(i)℄ i{tého bodu se souøadniemi [xi; yi℄ zapí¹eme[�(yi � Sy); (xi � Sx)℄, kde [Sx; Sy℄ je pøibli¾nì støed oblasti tìlesa. Posunstøedu rotae do støedu tìlesa je zde v¹ak pouze proti numerikým hybám.Pokud by toti¾ støed rotae byl daleko, vektory rotaí jednotlivýh bodùby byly témìø rovnobì¾né. [Mimohodem tuto hybu jsem udìlal, a nebylosnadné zjistit, v èem hyba je℄. Pro lep¹í popis uvádím obrázek (4.1).
yy

xx [x,y]

[−y,x]

[[

]]
[Sxx,Syy]]Obrázek 4.1: Pøiblí¾ení rotae ve sloupi RNyní máme zaji¹tìno, ¾e � splòuje 4.4. Oznaème Ky generalizovanouinverzní matii k matii K. Tato matie splòujeKKyK = K (4.6)



KAPITOLA 4. DUÁLNÍ PROBLÉM 18Lze dokázat, ¾e jestli¾e u øe¹í 4.3 (ekvivalentní s 4.5), pak se dá u dopoèítatjako u = Ky �f �BT��+R� (4.7)Zbývá urèit koe�ient �. Význam Lagrangeovýh multiplikátorù je popsánv seki 4.2. Pokud vazby, které multiplikátory popisují praskly, budou mul-tiplikátory nulové. Pokud nepraskly, bude podmínka popsána v øádku ma-tie B, odpovídajíí nenulovému multiplikátoru, platit. Pro matii ~B, kterávznikne vyneháním øádkù odpovídajííh nulovým koe�ientùm �, budeplatit ~Bu = b. Po pøenásobení rovnie (4.7) zleva èlenem RT ~BT ~B bude� = (RT ~BT ~BR)�1RT ~BT �b� ~BK+ �f �BT��� (4.8)Po dosazení vztahu 4.7 do problému 4.2, úpravì pøi ní¾ vezmeme v úvahunásledujíí vztahy a vztah 4.5,K = KT ) (Ky)T = Ky�Ky�T KKy = KyRTK = KR = 0 (nulov�a matie)po zmìnì znamének (z toho plyne zmìna suprema na minimum), a po vyne-hání pro minimalizai nepodstatného èlenu 12fTKyf , dostáváme vztah 4.9,ve kterém u¾ �guruje pouze promìnná �.min �(�) za podm�{nek �I � 0 ^ RT �f �BT�� = 0 (4.9)�(�) = 12�TBKyBT�� �T �BKyf � b�Je dokázáno, ¾e mù¾eme pou¾ít matie Ky, která nemusí nutnì splòovatv¹ehny podmínky More-Penroseovy pseudoinverze. Vypoète se jakoKy = diag�Ky1; � � � ;Kys�kde s je poèet oblastí, aKy je pro regulární matiiKy = K�1, pro singulárníse spoèítá následovnì. Vyneháním urèitého øádku a sloupe stejného indexuse poèet lineárnì závislýh øádkù vzniklé submatie sní¾í. Takto postupu-jeme, dokud nezískáme regulární submatii. Spoèteme inverzi takto vzniklésubmatie, a dosadíme ji na pozie, které jí odpovídaly. Na vynehaná místadoplníme nuly. Je dokázáno, ¾e takto vzniklá matie odpovídá podmíne 4.6.Pokud má mít problém 4.9 jednoznaèné øe¹ení, nesmí být matie RTBTsingulární. Plyne to ze vztahu 4.5. Tuto podmínku v¹ak na¹e matie nespl-òují. Bylo to elkem pøekvapení a museli jsme do problému zavést dodateè-nou podmínku. O tom se zmíním v sekíh 4.3 a 4.5.



KAPITOLA 4. DUÁLNÍ PROBLÉM 194.2 Fyzikální význam Lagrangeovýh multipliká-torùMatie B popisuje podmínky nepronikání mezi vláknem a pojivem, a ztoto¾-nìní bodù, které vznikly dekompozií z jednoho bodu. Lagrangeovy multipli-kátory vystupují ve èlenu �T (Bx� b) rovnie 4.2 (̂ je u nás 0). Matie Bpopisuje omezení, která klademe na soustavu. Èlen �T (Bx� b) má význampenalty za naru¹ení omezujííh podmínek. Lagrangeovu funki L(u; �) ma-ximalizujeme vzhledem k �. Èím Lagrangeova funke vìt¹í, tím je soustavave stavu s vy¹¹í energií.Fyzikálnì to lze interpretovat, jako ¾e � mají obdobu sil, které pùsobí naka¾dou dvojii bodù, popsanýh v øádku matie B, aby byly splnìny pod-mínky kladené na soustavu. Proto¾e �T (Bx� b) maximalizujeme vzhledemk �, mù¾eme pøedpokládat, ¾e omezujíí podmínky budou bezezbytku spl-nìny.Podmínky dané v BI popisují normálové síly na kontaktu vlákna a po-jiva. Omezení �I � ~0 zamezuje tahu na jejih hranii kontaktu. Povolujepouze tlak. To odpovídá situai, kdy obì tìlesa nejsou slepena. Pokud zmì-níme omezení na �I � �min, dostaneme do soustavy lepení.4.3 Nutná modi�kae úlohy s lepením { pøidáníteèného lepeníNyní vysvìtlím proè má matie RTBT , tak jak jsem doposud de�noval RTa BT , lineárnì závislé øádky. Øádky matie B popisují omezení na �, to jestomezení na body, které jsou na hraniíh oblastí. Øádky matie RT zasepopisují mimo jiné rotai oblastí. Kdy¾ si pøedstavíme, ¾e omezení v B jsouve smìru vnìj¹íh normál, kde¾to smìr rotae v R je v¾dy teèný, jak je vidìtna obrázku 4.2, tak je kolmost nìkterýh øádkù v RT a B zøejmá. Ni natom nezmìní ani kdy¾ vezmeme rotai kolem jiného støedu. Ta se dá popsatpomoí rotae kolem tì¾i¹tì tìlesa a posunutí. Posunutí je v¹ak v R popsánotaky.Zde je taky vidìt, ¾e kdybyhom zvolili vlákna jiného prùøezu ne¾ pøi-bli¾nì kruhového, tento jev by nenastal, rotae by nemìla smìr teèen. S toutoskuteèností, která byla objevena pøi testování implementae nebylo na po-èátku poèítáno, a tak jsme museli dodat dal¹í podmínku.Proto¾e BI popisuje vzájemné pùsobení tìlesa a vlákna pouze ve smìruvnìj¹íh normál, nabízí se v pøípadì s lepením také omezení ve smìru teèném.To odpovídá lepení v teèném smìru. Matii BI proto roz¹íøíme naBI = � BInBIT �
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Obrázek 4.2: Smìry vektorù rotae kolem støedu a vektorù normál jsou nakruhu kolmékde BIn je pùvodní matie BI a BIt je matie popisujíí teèné síly. Tybudou omezeny na maximum a minimum. Ve shodì s notaí vzore (3.5),bude podmínka vypadat takto
��maxIt � BItz }| {24 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �nay nax � � � �nby nbx � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 35

uz }| {2666666666664
...uava...ubvb...
3777777777775 � �maxIt

Koneènì vztah (4.9) roz¹íøený o teèné lepení bude vypadadat taktomin �(�) za podm�{nek �In � 0 ^ ��maxIt � �It � �maxIt (4.10)a RT �f �BT�� = 0�(�) = 12�TBKyBT�� �T �BKyf � b�4.4 Odtrhávání slepenýh èástíPokud normálové tahové síly pøekroèí urèitou mez, dojde na této èásti pù-vodnì slepené hranie k odtr¾ení vlákna od pojiva. Stejnì tak to platí i prosíly teèné. Musí se také na to, aby se po pøetr¾ení normálové vazby v urèitémbodì pøetrhla v tém¾e bodì i vazba teèná a naopak. Dále o tomto problémuv kapitole 6.3.



KAPITOLA 4. DUÁLNÍ PROBLÉM 214.5 Nutná modi�kae úlohy bez lepeníV úloze bez lepení, kde neuva¾ujeme tøení mezi vláknem a pojivem, mù¾ek pojivu nijak nepøihyené vlákno rotovat jakkoli. Proto je správné vy-nehat v matii R øádky, které rotai popisují. Zdálo by se, ¾e tím je v¹evyøe¹ené, a obejdeme se bez teèného lepení. Matie RTB nemá lineárnì zá-vislé øádky, a zdálo by se, ¾e zde ¾ádný problém nehrozí. Opak je pravdou.Problémy nastávají pøi zpìtné rekonstruki. Nemáme toti¾ nijak zaruèeno,¾e matie RT ~BT ~BR ze vztahu (4.8), potøebná k výpoètu � bude regulární.Nyní si uká¾eme, ve kterýh pøípadeh k singularitì RT ~BT ~BR dohází.V prvním pøípadì je matie RT ~BT ~BR singulární. Tento jev vzniká, kdy¾na vlákno pùsobí síla jen v jednom bodì, nebo ve dvou, které jsou naprotisobì. Matie ~B pak popisuje pouze posun tohoto (resp. tìhto) bodù v nor-málovém smìru. To ale nepopisuje posun ve smìru kolmém k normálovému.Na obrázku 4.3 je tyrkysovì urèena správná poloha vlákna, ¹edì pak nìkterépolohy, které mù¾eme získat. [MATLAB by jako øe¹ení ponehal vlákno v pù-vodní poloze.℄

Obrázek 4.3: Nelze jednodu¹e rekonstruovat posun ve smìru osy xDruhý pøípad nastane, kdy¾ jsou v¹ehny normálové multiplikátory nu-lové. To odpovídá matii RT ~BT ~BR, slo¾ené ze samýh nul. MATLAB øe¹enítakto zadané soustavy vypoète jako nulový vektor. Tahem vnìj¹íh sil vzniká¹tìrbina vìt¹í ne¾ vlákno, na vlákno nevzniká ¾ádná normálová síla. Pøípad,kdy k tomu dojde, je naznaèen na obrázku 4.4. Pøi rekonstruki pak mù¾ebýt vlákno kdekoli. Polohu vlákna ve ¹tìrbinì nelze urèit. V praxi v¹ak v¾dyna vlákno pùsobí objemová síla (gravitae). Jejím zavedením pak dostanemenormálovou sílu alespoò v jednom bodì vlákna. To pak odpovídá prvnímupøípadu. Její pùsobení je vidìt na obrázku 4.5.
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Obrázek 4.4: Bez objemovýh sil nelze urèit polohu vláknaPro vyøe¹ení prvního pøípadu pak vyu¾ijeme teèného lepení z pøípadus lepením. Velikost teèného lepení dáme velmi malou, tak¾e neovlivní øe¹enív normálovém smìru. Teèné vazby pro nulové normálové zru¹íme (praskly),pro nenulové normálové je neháme. Po této úpravì bude matie RT ~BT ~BRregulární.Správné by ov¹em bylo dopoèítat � z posunutí odpovídajíího bodu po-jiva. Nemuseli byhom poèítat s teènými silami, sní¾il by se tak rozmìrúlohy.4.6 Modi�kaePøesto¾e je problém (4.10) mnohem vhodnìj¹í pro numeriké øe¹ení ne¾ (3.6),mù¾e být je¹tì vylep¹en (pomiòme rozdíl zpùsobený pøidáním teèného le-pení). Oznaème F = BKyBT ~d = BKyf~G = RTBT ~e = RT fa neh» T je regulární matie která popisuje ortonormalizaèní proes øádkùmatie ~G, tak¾e matie G = T ~Gmá ortogonální øádky. Dále oznaèímee = T ~eproblém (4.10) pak vypadá min 12�TF�� �T ~d (4.11)za podm�{nek �In � 0 ^ ��maxIt � �It � �maxIt ^ G� = e
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Obrázek 4.5: Po zavedení objemovýh sil je poloha urèenaPodmínky na �It a �In se dají sjednotit (omezení mohou zahrnovat i �1):��maxI � �I � �maxINyní hledejme øe¹ení 4.11 ve tvaru� = �+ �� (4.12)kde G�� = e. Proto¾e12�TF� = 12�TF�� �T � ~d� F ���+ 12 ��TF ��� ��T ~dproblém (4.11) po návratu do starého znaèení (tj. � oznaèíme jako �, alenezapomeneme na substitui ( 4.12) a po vyøe¹ení 4.13 k øe¹ení pøièteme ��)vypadá takto min 12�TF�� �Td (4.13)za podm�{nek � �maxI � �I � ��I � �maxI ^ G� = 0 ^ d = ~d� F ~�Nyní srovnejme Hessiany H1 = F + � ~GT ~G a H2 = F + �GTG Lagrange-ovýh funkí problémù (4.10) a (4.13). Neh» v¹ehna vlastní èísla F nále¾íintervalu ha; bi a nenulová vlastní èísla matie ~GT ~G nále¾í intervalu h; di.Potom spektrum Hessianù le¾í v intervaleh� (H1) � ha; bi [ ha+ �; b+ �di � (H2) � ha; bi [ ha+ �; b+ �i



KAPITOLA 4. DUÁLNÍ PROBLÉM 24Pokud je � dost velké (o¾ odpovídá velké pøesnosti v omezení na rov-nost), a  < d, potom je spektrum H1 rozdìleno do dvou intervalù, z nih¾ten pravý je vìt¹í. Jak dokazuje pan Axelsson, poèet iteraí sdru¾enýh gra-dientù pak závisí na �. V druhém pøípadì mají oba intervaly stejnou velikost.Poèet iteraí sdru¾enýh gradientù k pak podle èlánku [1℄ vzrùstá s èíslempodmínìnosti �� (H2) = 4b=a, a pro pøesnost � jek � 12int r4ba ln�2��+ 1!Je vidìt, ¾e nezávisí na �.Poslední krok modi�kae pak vyhází z pozorování, ¾e Lagrangián pro-blému (4.13) lze rozlo¾it ortogonálními projektoryQ = GTG a P = I �Q (4.14)na prostor obrazù GT (pomoí Q) a nulový prostor G (pomoí P ). Pro-blém (4.13) je ekvivalentní smin 12�TPFP�� �TPd (4.15)za podm�{nek � �maxI � �I � ��I � �maxI ^ G� = 0 ^ d = ~d� F ~�a Hessian H3 = PFP + �Q pøidru¾eného LagrangiánuL (�; �; �) = 12�T (PFP + �Q)�� �TPd+ �TG�je projektory P a Q rozdìlen na invariantní podprostory. Z toho plyne, kdy¾oznaèíme hap; bpi interval, ve kterém se naházejí v¹ehny nenulová vlastníèísla matie PFP , ¾e vlastní èísla H3 splòují�(H3) � hap; bpi [ f�g a hap; bpi � ha; bia vzoreèek pro poèet iteraí sdru¾enýh gradientù problému (4.15) pak vy-padá k � 12 int s bpap ln�2��+ 3!



Kapitola 5Øe¹ení problémukvadratikého programováníomezeného na rovnosta nerovnost5.1 Pøiblí¾ení problémuPøipomene si znìní problému (4.10). Hledá se v nìm minimum n{rozmìrnékvadratiké funke s omezením na rovnost a nerovnosti. Obrázek 5.1 se tosna¾í pøiblí¾it. Omezení na rovnost omezuje pøípustnou mno¾inu øe¹ení napodprostor de�nièního oboru kvadratiké funke. My zde máme jako de-�nièní obor rovinu, a podprostor pøibli¾uje èervená pøímka. Omezení nanerovnosti je tvaru �mini � �i � �maxi , pro ka¾dé i. Konstanty �mini (resp.�maxi ) mohou nabývat i hodnoty �1 (resp. 1). Na obrázku je to pøiblí-¾eno modrým þpùlpásemÿ. Minimum pak hledáme na prùniku obou omezení(tuèná èervená úseèka). V této prái bude pouze naznaèen prinip øe¹ení.V¹e ostatní je v èlánku [2℄

Obrázek 5.1: Pøiblí¾ení problému (4.10) ve 3D25



KAPITOLA 5. ØE©ENÍ QP PROBLÉMU 265.2 Popis øe¹ení QP problémuProblém se budeme sna¾it øe¹it numeriky. Omezení na rovnost zahrnemedo minimalizované funke, omezení na nerovnost pak budeme kontrolovat vka¾dém iteraèním kroku. Pro pøehlednost oznaèíme FP = PFP a dP = Pd.Pak tedy bude Lagrangian problému (4.10) vypadatL (�; �; �) = 12�TFP�� �TdP + �TG�+ 12� kQ�k2a gragient Lagrangiánug (�; �; �) = FP�� dP +GT (�+ �G�)Pøípustné øe¹ení je omezeno nerovnostmi. Dále má omezení na nerovnostipìkný tvar. Omezena je ka¾dá slo¾ka zvlá¹», a tak se pøípustnost øe¹ení nejensnadno ovìøuje, ale také je snadná projeke do nerovnostmi pøípustné mno-¾iny. Øe¹ení a jednotlivé iterae mohou le¾et na hranii pøípustné mno¾iny.Témìø v¹ehny úlohy z praxe jsou takové, ¾e v¾dy budou. Mno¾inu v¹ehindexù, které jsou na hranii omezení oznaème A. Bude nás zajímat taképrojektovaný gradient gP = gP (�; �; �) Lagrangiánu L, který pro slo¾ky nahranii nevede v tìhto slo¾káh pryè z nerovnostmi pøípustné mno¾iny, a vbodì � je dán jakogPi = gi pro �mini � ��i � �i � �maxi � ��i nebo i 62 AgPi = g�i pro �i = �mini � ��i ^ �i = �maxi � ��i nebo i 2 Ag�i = � min(gi; 0); �i = �mini � ��imax(gi; 0); �i = �maxi � ��iPostup øe¹ení bude následujíí. Mno¾inu indexù rozdìlíme na dvì èásti.V první, oznaèené jako A, si budeme uhovávat indexy na hranii omezenína nerovnosti. V druhé, oznaèené F , bude zbytek.A(�) = �i 2 N : �i = �mini � ��i nebo �i = �maxi � ��i	F(�) = �i 2 N : �mini � ��i � �i � �maxi � ��i	Kde N je mno¾ina indexù vektoru �. Gradient pak rozdìlíme také podletìhto slo¾ek na'i(�) = gPi pro i 2 F(�) 'i(�) = 0 pro i 2 A(�)�i(�) = gPi pro i 2 A(�) �i(�) = 0 pro i 2 F(�)Èást � jsou jakési þnehtìnéÿ slo¾ky gradientu. Sna¾í se dostat indexyna hranii zpìt dovnitø. Postup iteraí pak rozdìlíme na dva proesy. V prv-ním budeme postupovat podle smìrù ', a pøípadnì roz¹iøovat mno¾inu A.



KAPITOLA 5. ØE©ENÍ QP PROBLÉMU 27Zde pou¾ijeme metodu sdru¾enýh gradientù. Pokud násobek � pøekroèí ',nastane proes zvaný proportioning. Zde budeme naopak indexy z A uvolòo-vat. Uvolníme v¹ak jen ty, které mají nenulové �. V proesu proportioningubudeme dbát na to, abyhom neopustili pøípustnou mno¾inu. Pokud kroksdru¾enýh gradientù bude míøit ven z pøípustné mno¾iny, bude situae slo-¾itìj¹í. Zjistíme hodnotu funke L ve pøede¹lém kroku, a v projeki krokusdru¾enýh gradientù na pøípustnou mno¾inu. Pokud se hodnota sní¾í, vez-meme jako následujíí iterai hodnotu po projeki. Pokud ne, zkrátíme kroktak, abyhom se nedostali z pøípustné mno¾iny ven.To elé pak bude ve smyèe, která bude stále zpøesòovat omezení narovnost. Zde se bude mìnit �, a zvy¹ovat hodnota �.Následujíí algoritmus je pouze naznaèením skuteèného. Nejsou v nìmpopsány proesy v jednotlivýh kroíh. V¹e potøebné lze nalézt v [2℄.5.3 AlgoritmusKrok 0 finiializae parametrùgnastav 0 < � < 1 [0.1℄ pro zpøesòování rovnosti,1 <  [10℄ pro zvy¹ování penalty,�0 > 0 [50℄ jako poèáteèní penaltu,�0 [0.1℄ pro poèáteèní pøesnost na rovnost,M > 0 [100℄ jako vyva¾ovaí pomìr,�0 [~0℄ a k = 0Krok 2 fsdru¾ené gradienty a proportioninggnajdi �k tak, ¾e k'+ �k �M G�kKrok 3 Jestli¾e k'+ �k a G�k jsou dostateènì malé, pak �k je øe¹eníKrok 4 if G�k � �kthen �k+1 = �k + �kG�k; �k+1 = �k; �k+1 = ��kelse �k+1 = �k; �k+1 = �k; �k+1 = �kKrok 5 k = k + 1 jdi na krok 1.



Kapitola 6Implementae
6.1 Popis programuPro implementai byl zvolen program MATLAB, na který má ¹kola lieni.Programové prostøedí MATLAB bylo vhodné snadnou vyjadøitelnost mati-ovýh operaí. Vlastní program je rozdìlen do nìkolika èástí.Hlavní a øídíí je skript test matrie. Obsahuje v¹ehny parametryúlohy, volání podprogramù pro generai potøebnýh mati, volá øe¹iè QP pro-blému, øe¹í odtrhávání, a vykresluje výsledky. Ostatní funke jsem seskupilpodle témat, kterýh se týkají. Zde je jejih hrubý popis.Generování sítìsit bez diry kruh{Vraí souøadnie sí»e kruhu o daném støedu, polomìrua daném stupni diskretizae.sit s dirou tvere kruh{Vraí souøadnie sí»e pojiva. Volitelná je délkaètvere, polomìr a støed vlákna a stupeò diskretizae.sit bez diry to bunky4b{Spoète matii popisujíí ètyøúhelníky diskreti-zae. Dále pak identi�kuje vnìj¹í hranii.sit s dirou to bunky4b{toté¾ pro pojivo. Hranie je rozdìlena na vnitønía ètyøi vnìj¹í.bunky4b to bunky3b{Matii popisujíí ètyøúhelníky diskretizae pøevedena matii popisujíí trojúhelníky. Ètyøúhelníky rozdìluje po krat¹í úhlo-pøíèe.Generování matimatie tuhosti{Poèítá matii tuhosti, a vektor f pravýh stran.matrie{Konstruuje matie A, f , RT , B a omezení na � pro elý materiál.28



KAPITOLA 6. IMPLEMENTACE 29Operae s matiemipseudoinverse{Poèítá pseudoinverzi matie A. Pozor funguje jen v rámitohoto programu.ortonormalizae{Gramm{Shmidtovým ortonormalizaèním proesem or-tonormalizuje øádky obdélníkové matie. Má faktoriální slo¾itost. Pro vìt¹íúlohy nutno pøeprogramovat.QP problémqpe{Algoritmus øe¹ièe.qpe f{Poèítá funkèní hodnotu Lagrangeovy funke.qpe fs{Zkrauje krok sdru¾enýh gradientù na pøípustnou mno¾inu.qpe proj{Provádí projeki vektoru do pøípustné mno¾iny.qpe r{Poèítá gradient (residuum).qpe res{Rozdìluje residuum na komponenty.qpe sets{Nastavuje volnou a aktivní mno¾inu.Kreslíí proeduryplot bunky3b{Kreslí trojúhelníky diskretizae.kresli reseni{Vykreslí deformovanou sí», a zobrazí pùvodní rozlo¾ení ma-teriálu.kresli sily{Vykresluje multiplikátory popisujíí síly pùsobíí na vlákno.6.2 Diskretizae elementuPro metodu koneènýh prvkù je potøeba rozdìlit element na trojúhelníky.Ty by mìly být øádovì stejné velikosti, a nemìly by mít tupé úhly. Po oèís-lování v¹eh vrholù by mìl být nejvìt¹í rozdíl èísel vrholù v trojúhelníkuo nejmen¹í. Matie tuhosti pak bude pásová, o o nejmen¹í ¹íøe pásu.Diskretizae pojivaPro vytvoøení sítì pojiva jsem se pokusil þnamapovatÿ ètverovou sí» s vy-jmutým vnitøkem na ètvere s kruhovou dírou uprostøed (viz obrázek 6.1).Hustotu diskretizae zvy¹uji tak, ¾e tlustì vyznaèený úsek rozdìlím na 2; 3; : : :bodù. Na obrázku 6.1 je vidìt stupeò diskretizae 1 (nahoøe) a 2 (dole).Vnitøní body vnitøního ètvere se pravidelnì (dìlení úhlu) rozprostøou na kruh.Tím získám modøe a zelenì naznaèené úseèky. Ty pak rozdìlím podle stupnìdiskretizae na shodné délky, a pospojuji (èervené èáry). No a tím jsem ho-tov. Je potøeba dodat, ¾e generátor sítì umí generovat i sí» pro vlákno, kterénení ve støedu elementu (viz obrázek 6.2).
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Obrázek 6.1: Mapování ètverové sítì s vyjmutým vnitøkem na sí» pojiva
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Obrázek 6.2: Støed vlákna lze v elementu posunout



KAPITOLA 6. IMPLEMENTACE 31Diskretizae vlákna

22
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Obrázek 6.3: Mapování ètverové sítì na sí» vláknaPro vytvoøení sítì vlákna jsem se pokou¹el namapovat ètvere na kruh.Chtìl jsem, aby body byly rozlo¾eny rovnomìrnì, spí¹e pak k okraji vlákna.Body ve ètverové síti mohu rozdìlit na skupiny po støedovì soumìrnýhètveríh (na obrázku 6.3 vlevo dole naznaèeno zelenì). Tyto skupiny ozna-èím �i i = 1 : : : n. Dále pomyslnì zkonstruuji n+ 1 kru¾ni, kde n je poèetskupin bodù na ètveri. Ka¾dá i{tá kru¾nie bude mít polomìr r � i=(n+1)(na obrázku 6.3 vpravo dole vyznaèeny èervenou a zelenou barvou). Na nej-vnitønìj¹í kru¾nii (zelenou) zapomenu. Pak v¹em kru¾niím vepí¹u ètvere.Body nále¾íí skupinì �n namapuji pøímo na vnìj¹í kruh. Body skupin�i i < n pak namapuji o nìo slo¾itìji. Pro ka¾dý bod x 2 �i zjistím jehosouøadnie na kruhu odpovídajíí skupinì�i a na ètveri vepsanému tomutokruhu. Tyto dva body urèují úseèku, na kterém se výsledná poloha bodux 2 �i. Poloha na úseèe ab pak bude ve vzdálenosti kabk(n � i)=(n + 1)od bodu úseèky na kru¾nii. Výsledek pro stupeò diskretizae 4 je vidìtna obrázku 6.4.
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Obrázek 6.4: Diskretizae vlákna6.3 Úloha s lepením { øe¹ení odtrháváníPøi úloze s lepením mù¾e doházet k postupnému odtrhávání pùvodnì pøile-peného vlákna od pojiva. Síla v bodì na hranii nesmí pøekroèit urèitou mez.Teèné síly jsou omezeny v obou smìreh, normálové jsou omezeny na tah.To je zaji¹tìno omezením na �. Vyøe¹í se tedy QP problém. Pokud � nabýváhodnoty svého omezení, vazba praskne. To je u teènýh sil zaji¹tìno zmìnouomezení shora i zdola na nulu. Správné by bylo vynehat pøíslu¹né øádkyv matii B, ale to by bylo algoritmiky nároènìj¹í. U normálovýh sil pakprasknutí zajistíme omezením � zdola na nulu. Pokud praskla nìjaká vazba,bude se øe¹it QP problém znovu. Pokud ne, máme výsledek.V programu je také zaji¹tìno, ¾e pokud praskne normálové lepení, prasknetaké pøíslu¹né lepení teèné, a naopak.



Kapitola 7Numeriké experimenty
7.1 Úloha bez lepeníPokud mezi vlákny kompozitu neexistuje lepení, bude mít materiál odli¹névlastnosti v tahu od vlastností v tlaku. Uva¾ujme, ¾e pojivo je velmi pru¾né,a snadno deformovatelné. Naopak vlákna budou nepru¾ná, a z velmi tì¾edeformovatelného materiálu. Vezmìme si situai z obrázku 7.1. Kompozitnímateriál je zde namáhán v tahu. Dále uva¾ujme prùøez (úseèku) rovnobì¾nýs osou x. Tahem vnìj¹íh sil vznikají mezi vláknem a pojivem ¹tìrbinky.Ty pak v my¹leném prùøezu nekladou tahu odpor, a ten jde na úkor po-jiva na zbytku prùøezu. Kompozitní materiál by se mìl prodlou¾it víe, ne¾materiál pojiva stejnýh rozmìrù.
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Obrázek 7.1: Kompozit namáhán tahem ve smìru osy yNaopak, pokud bude tìleso namáháno v tlaku, budou se pevná vláknadeformai bránit. Materiál s vlákny by mìl být naopak hùøe deformovatelný,ne¾ materiál jednolitý. Z tìhto vlastností plyne, ¾e zvolený kompozitní ma-teriál má jiný Youngùv modul pru¾nosti v tlaku, a jiný v tahu.33



KAPITOLA 7. NUMERICKÉ EXPERIMENTY 34Pro demonstrai takovýhto vlastností jsem provedl výpoèet pro kompo-zitní materiál, a jednolitý s podobným stupnìm diskretizae. Na oba jsemnehal pùsobit stejné síly, a výsledné posunutí jsem zvìt¹il, aby deformaebyla snáze pozorovatelná. Výsledek jsem zobrazil na obrázíh 7.2 a 7.3.Èervenými obrysy je u kompozitního materiálu zobrazena pùvodní poloha.Obrázky potvrzují to, o jsme pøedpokládali. Na obrázku 7.4 jsou pak zobra-zeny síly pùsobíí na vlákno v bodeh dotyku s pojivem. Køí¾ky pak oznaèujívolné body. Pro úplnost dodám parametry:Evl�akno : 1e3 síla: 10Epojivo: 1e5 vnìj¹í diskretizae : 4� 4�vl�akno: 0,2 vnitøní diskretizae : 2�pojivo: 0,4Dále jsem sledoval, jak se hová algoritmus QP problému pøi vzrùstajíívnitøní diskretizai elementu. Zvolil jsem si v¾dy dvì úlohy na 3 � 3 ele-menteh, a zvy¹oval vnitøní diskretizai. V tabule pod sebou je v¾dy úlohana tlak a na tah. Sledoval jsem poèty iteraí sdru¾enýh gradientù, poètysekí ve kterýh se provádí proportioning, poèty kontinuálníh blokù sdru-¾enýh gradientù a poèet zpøesnìní na rovnost. Polo¾ka vnitøní diskretizaeudává jednak stupeò diskretizae, tak poèet bodù na hranì elementu.Rozmìr u �max krokù g. proportioning èas(s)Rozmìr � vnitø. diskr. blokù g. poèet zpøesnìní ops594 90 390 6 9256 1/5 24 4 7; 6 � 107594 90 220 4 12256 1/5 21 4 7; 8 � 1071746 810 1462 7 226496 2/9 506 4 1; 7 � 1091746 810 1158 17 174496 2/9 151 4 1; 2 � 1093474 810 1086 6 221736 3/13 69 4 1; 8 � 1093474 810 1671 26 491736 3/13 201 4 3; 8 � 1095778 810 3211 7 1425976 4/17 782 4 1; 1� 10105778 810 944 10 647976 4/17 102 4 4; 2 � 109Sledoval jsem také, jak se mìní nároènost QP algoritmu pøi zmìnì poètuelementù, pøi stejném stupni diskretizae elementu. Byly sledovány tyté¾velièiny. Mìøení probíhala pro materiály od 1� 1, a¾ po 4� 4 elementy pøi
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Obrázek 7.2: Srovnání kompozitu a obyèejného materiálu v tahu shora
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Obrázek 7.3: Srovnání kompozitu a obyèejného materiálu v tlaku shora
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Obrázek 7.4: Srovnání silového pùsobení pojiva na vlákno v tahu shora(vlevo), a v tlaku shora (vpravo)vnitøním stupni diskretizae 3. Pøi úloze na 4� 4 elementeh poèítaè èastoswappoval, o¾ je výraznì patrné na dosa¾eném èase. V tabule pod sebouje v¾dy opìt úloha na tlak a na tah.Rozmìr u �max krokù g. proportioning èas(s)Rozmìr � elementù blokù g. poèet zpøesnìní ops386 90 56 3 0,248 1� 1 21 3 9� 105386 90 29 3 0,248 1� 1 15 3 6� 1051544 90 291 5 15294 2� 2 37 3 1; 1� 1081544 90 331 5 17294 2� 2 39 4 1; 2� 1083474 810 1086 6 221736 3� 3 69 4 1; 8� 1093474 810 1671 26 491736 3� 3 201 4 3; 8� 1096176 810 2258 5 162201374 4� 4 94 4 1; 3 � 10106176 810 1612 5 157151374 4� 4 36 4 1; 1 � 1010



KAPITOLA 7. NUMERICKÉ EXPERIMENTY 387.2 Úloha s lepenímPokud zavedeme lepení, mù¾e materiál fungovat jako pojistka. Urèitou síluvydr¾í (deformae nebude zas tak velká), a po jejím pøekroèení se zaènouvlákna ryhle odtrhávat (deformae se razantnì zvìt¹í). Podotýkám, ¾e tatozmìna je nevratná. Pøíklad takovéhoto odtrhávání je zobrazen na obrázku 7.5.V kompozitním materiálu zde pùsobí na pravou hranu síla v kladném smìruosy x. Projdìme si tento obrázek zleva doprava po øádíh. Nejprve zdemáme materiál pøed deformaí. Druhý obrázek udává velikost sil pøed odtr-háváním. Na dal¹íh obrázíh lepení praská v bodeh, ve kterýh síly pøekro-èily své maximum. Nakone nastane situae, kdy se ¾ádná vazba nepøetrhne(pøedposlední obrázek), a probìhne rekonstruke z � (poslední obrázek).Prasklé vazby jsou vyznaèeny køí¾kem. Je vidìt, ¾e na dvou pøedposledníhobrázíh praskají vazby v teènýh smìreh.Nakone byh je¹tì uvedl pøíklad, kdy nepatrnou zmìnou pùsobíí sílydohází k výrazné zmìnì prodlou¾ení (obrázek 7.6). Síla zde opìt pùsobína pravou hranu kompozitu v kladném smìru osy x. Zmìnou síly o 1; 3% seprodlou¾ení zdvojnásobí. V prvním pøípadì je¹tì lepíí vazby vydr¾í, v dru-hém pak pøi nepatrném zvý¹ení pùsobíí síly lepení povolí.
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Obrázek 7.5: Síly pøi odtrhávání
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Obrázek 7.6: Materiál má vlastnost þtahové pojistkyÿ



ZávìrNáplní diplomové práe byla implementae modelového pøíkladu na defor-maèní vlastnosti kompozitu. Hlavním ílem pak bylo namodelování mate-riálu s výraznì odli¹nými vlastnostmi v tahu a tlaku. Do úlohy bylo dálezahrnuto lepení a odtrhávání vlákna od pojiva kompozitu. V øe¹ení bylo vy-u¾ito duální formulae úlohy na pru¾nost soustavy tìles. Duální formulaevýraznì sni¾uje rozmìr úlohy. Dále zde byla podána metoda diskretizaekruhu, a ètvere s kruhovým otvorem na ètyøúhelníky.Pøi øe¹ení a implementai se vyskytl problém ve formulai úlohy s lepe-ním. Ukázalo se toti¾, ¾e duální formulae pouze v normálovýh multipli-kátoreh není jednoznaèná vzhledem k rotai vláken. Problém byl vyøe¹enzavedením teèného lepení. Druhý problém se vyskytl pøi zpìtné rekonstrukiz duálníh promìnnýh v úlohze bez lepení. V urèitýh pøípadeh nebylasprávnì urèena poloha vláken v kompozitu. Øe¹ením bylo zavedení teènýhmultiplikátorù limitnì malé velikosti.Materiál zde namodelovaný lze vyu¾ít jako jeden ze stavebníh prvkù slo-¾itìj¹ího kompozitního materiálu. Lze urèit jeho vlastnosti v tlaku a tahu.Tento stavební prvek lze brát jako homogenní materiál s namìøenými vlast-nostmi, a nemusí se dále dìlit na èásti.

41



Literatura[1℄ Zdenìk Dostál, Franiso A. M. Gomes Neto, Sandra A. Santos:Solution of problems by FETI domain deomposition with naturaloarse spae projetions[2℄ Zdenìk Dostál:Box onstrained quadrati programming with proportioning and pro-jetionsSIAM 1997[3℄ Zdenìk Dostál, Franiso A. M. Gomes Neto, Sandra A. Santos:Duality{based domain deomposition with natural oarse{spae forvariational inequalities[4℄ Zdenìk Dostál:Duality based domain deomposition with proportioning for the solutionof free boundary problemsSIAM 1997[3℄ O. C. Zienkiewiz:The �nite element method in engineering sieneMGrawHill 1971[4℄ Karel Rektorys:Variaèní metody v in¾enýrskýh problémeh a v problémeh matema-tiké fyzikyAademia 1999[5℄ Josef ©krá¹ek, Zdenìk Tihý:Základy aplikované matematiky I, IISNTL 1989
42


