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Uvod

Technickd praxe je stile castéji Vyzaduje materidly s vlastnostmi, které jak
prirodni, tak bézné umélé materidly nemaji. Nékteré z téchto vlastnosti Ize
docilit u kompozitnich materidla se specidlné navrzenou strukturou. Je vSak
tfeba tuto strukturu navrhnout, nebo alespon pro uZ navrzenou strukturu
zjistit zkoumané vlastnosti materiadlu. Vezmeme-li v tvahu fakt, 7e struktu-
ralizace kompozitii nékdy zacinad uz pii rozmérech rddové setin milimetru,
a vezmeme-li v tvahu cenu vyroby a s ni spojenou cenu vyvoje takového
materialu, je zfejmé, potieba postihnout skutec¢né chovani matematickym
modelem.

Pti modelovani kompozitniho materidlu byva material rozdélen na malé
L,bunky“. O kazdé buince se predpoklada, ze je z latky o danych vlastnos-
tech. Vlastnosti kompozitu jsou pak uréeny usporadanim bunek, a fyzikal-
nimi vlastnostmi kazdé bunky. Materidl jednotlivych bunek nékdy byva opét
kompozit. Pokud jsou vlastnosti materiali bunek popsany fyzikalnimi veli-
¢inami, neni potifeba bunky dale diskretizovat. Tato prace se nezabyva na-
vrhem struktury kompozitu, pouze modelovanim jeho fyzikalnich vlastnosti.
Cilem bude modelové popsani materidlu s odlisnymi vlastnostmi v tahu a
tlaku. Docilené vlastnosti pak byvaji upotiebeny v jednotlivych bunkach.

Chovani kompozitu bude modelovano pomoci metody koneénych prvki.
Model bude postihovat i jev ,lepeni* mezi vldkny kompozitu a pojivem.
Z nezndmych, urcujicich deformaci kazdého bodu materidlu, bude model
preveden pomoci dudlni formulace na problém o neznamych uréujici vlast-
nosti sil v bodech kontaktu vldken a pojiva. Rozmér tohoto problému bude
pochopitelné mnohem nizsi nez rozmér puvodni tlohy. Po uréitych transfor-
macich pak bude tloha prevedena na problém nalezeni minima n—rozmérné
kvadratické funkce s omezenimi ve tvaru rovnosti a nerovnosti. Po zpét-
nych transformacich a piepoctu z dudlnich proménnych dostaneme hledané
posunuti kazdého bodu materialu.



Kapitola 1

Zadani geometrie kompozitu

Jako modelovou tillohu jsem dostal kompozitni materidl slozeny z pojivového
materidlu, ve kterém jsou rovnobézné ulozeny vldkna shodného poloméru.
Vldkna mohou byt na svém povrchu k pojivovému materidlu prilepena. Geo-
metrie kompozitu je dile ve sméru vliken neménnd. Sily piisobi na material
pouze ve sméru kolmém na smér vliken. Predpokladame pouze rovinnou de-
formaci, a tak ptivodné trojrozmérna tiloha bude feSena ve dvou rozmérech.
Vse je lépe patrné na obrazku 1.1. Od této chvile se budu vénovat pouze
dvourozmérné tloze.
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Obrazek 1.1: Zkoumany kompozit v 3D a v 2D fezu (véetné pusobeni sil)



Kapitola 2

Spojita formulace ulohy

2.1 Dekompozice pojiva

Predstavme si systém 1 4+ n homogennich izotropnich téles, z nichz kazdé
vymezuje oblast Q' v R? s dostate¢né hladkou hranici I'%. Tato télesa odpo-
vidaji pojivu a jednotlivym vldkntim. Oblast odpovidajici pojivu kompozit-
niho materidlu pak z jistych divodt rozdélime na n disjunktnich podoblasti,
coZ je zobrazeno na obrazku 2.1.
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Obrazek 2.1: Dekompozice oblasti pojiva Q! I8 0% 4 preznaceni oblasti
vldken QF+1 2§ 21

Od tohoto mista budu oznacovat ¢tverecek s vladknem jako element.
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2.2 Oznacdeni oblasti a hranic

Kazdému i—tému elementu v kompozitu o ex x ey elementech ptislusi dvé
oblasti. Oblast vlikna Q%~! a oblast pojiva Q%. Kazdé p-té oblasti pak
odpovida jeji hranice I'? To je patrné i z obrazku 2.2. Pro ilustraci jsem
si zvolil obrazek pouze se dvéma vlakny, na kterém je v8ak patrné vse pod-
statné. Hranice I'? pro liché p, to jest hranice vlakna, splyva s hranici T'%,
kde muze dojit ke kontaktu s okolnim pojivem. Hranice I'P pro sudé p,
se mohou rozlozit na souvislé ¢asti: I'? = T UTH UTH U Fg, to jest hranice
pojiva, kde oznaceni postupné odpovida ¢astem hranic s Dirichletovou F’]D
a Neumannovou I'}; okrajovou podminkou, dale pak hranici I'}- na které
miize dojit ke kontaktu s hranici vldkna F’;{l (zde budou podminky na pfi-
padné ,lepeni“ a nepronikani oblasti do sebe), a nakonec hranici F’;, ktera
odpovida sousedni hranici ng po dekompozici oblasti. Na hranice I‘g a ng
pak budou uplatiioviny umélé lepici podminky, které navzajem si odpovi-
dajici body z obou hranic ztotozni (slepi nekonecné velkou silou). To také
odpovida skutecnosti — jedna se totiz o stale jedno téleso — pojivo.

M| Ts

-
[l

Obrazek 2.2: Oblasti kompozitu po dekompozici

2.3 Podminky rovnovahy pruznych téles

Teorie pruznosti dokazuje, ze vektor posunuti @ = [u(z,y), v(z, y)]T jednotli-
vych bodu jednoho télesa je vektorova funkce vektorového argumentu, kterd
minimalizuje potencidl J (i) télesa. Pro 2n téles je pak celkovy potencidl dan



KAPITOLA 2. SPOJITA FORMULACE ULOHY 8

souctem potencidli jednotlivych téles:
2n 1 T
J(i) =Y —/ &@)T[D)E@) d — [ fd dQp —/ i
p=1 2 Jor Qr L
Kde

T
€(u) = [g—g, g_Z’ ’g—z + %} je vektor deformace
. . . T
f= [fx(x, Y), fy(z, y)} je vektor objemovych sil

- - . T
h = [hx(x, y), hy(z, y)} je vektor povrchovych sil

1 5 0 matice plyne z linearizo-
[D] = % = 1 0 vaného Hookova zdkona
0 0 21(1__25) pro rovinnou deformaci
E ... je Youngtv modul pruznosti pro zvoleny material
v ... je Poissonova konstanta pro zvoleny material

Daéle dokazuje, 7e elasticky potencidl a? (57’,25_77’) =1 Jon & T[D]et) dp
spliuje pro kazdou oblast prirozend omezeni, takze

aP (57’,{7’) =qP (fp,?’) A a? (s7,8") >0

Neumannova okrajova podminka je zahrnuta v minimalizovaném funk-
cionalu J (). Dirichletovu okrajovou podminku zapiSeme jako

u(0,5) =0 Y(0,y) € T2 Vk (2.2)
v(z,0)=0 Y(z,0)€T% Vk

vvvvv

rozloZenych oblasti pojiva v jeden celek. Podminku nepronikani nejprve od-
vodim pro obecnéjsi pripad. Tato podminka bude jakymsi linearnim priblize-
nim skuteénosti. Predpokladejme, ze pro kazdy bod na hranici F%ffl oblasti
vldkna umime najit bod na kontaktni hranici F%“ oblasti pojiva. To zna-
mend, ze mame spojitou mapovaci funkci O : I‘%*l — F%“ kterad spojité pri-
fadi kazdému bodu [z,y] € F%“_l na hranici vldkna bod [z,7] € T2, ktery
je k nému velmi blizky. Zde obé hranice nemusi byt na po¢atku nutné v kon-
taktu. Postacuje, kdyz pro kazdy bod z € F%“_l umim najit bod O(z) € T%.
Linearizovana podminka nepronikini 2.4 priblizena na obrazku 2.3 pak vy-
pada

pro nas pripad = 0
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Dale pro kazdé dvé oblasti Q% a Q% vzniklé z dekompozice pojiva,
které spolu souvisi ¢asti hranice, ozna¢me tuto spole¢nou hranici jako %27,
7 predchoziho oznaceni pak plati

r%% er% A T%%ery

2k-1

2k
Q* O(x)\ﬁ r

Obrazek 2.3: Bodova podminka nepronikani

Nyni si predstavme Soboleviiv prostor
p=H' () x H' () x ... x H' (0%),
a jako K = K NIK oznadme mnozinu vsech piipustnych posunuti, kde

KE = {17: [U(I),’l_)'(y)] €p: plati 2.5 A 2.6}

17(1)(0,?/) =0 A 6(y)(ac,0) =0 (2.5)
VZE € T202 i (F) = g2 (Z) VT2H% (2.6)

zahrnuje Dirichletovu podminku a podminku spojitosti posunuti pojiva po de-
kompozici (vnéjsi podminky elementu), a

K — {176 o Yk VZETE1 (5(@) - 7(0&))) 7 < 0}

zahrnuje linearizovanou podminku nepronikani téles na kontaktu pojiva
s vldknem (vnitini podminky elementu).

Pfipomindm, Ze hleddme vektorovou funkci i, kterd kazdému bodu [z, y]
priradi vektor, o ktery se tento bod nasledkem sil f a h posune. Hledame
ji jako @ € K pro minimum potencidlni energie

J(@) < J(@) VieK (2.7)



Kapitola 3

Diskretizace a metoda
konec¢nych prvki

3.1 Linearizace u po trojihelnicich

>
>

Obrazek 3.1: Predstava linearni vektorové funkce vektorového argumentu

Ulohu budu fesit pomoci Metody koneénych prvkit (MKP). Regeni budu
hledat jako spojitou plochu sloZenou z po ¢astech linearnich plosek. VSechny
oblasti se rozlozi na trojuhelniky. Posunuti @ = [u(Z),v(Z)] bude uvnit¥
jednotlivych trojihelniki linedrni, na hranicich trojihelnikt bude spojité.
D4 se to predstavit, jako ze u(Z) a v(Z) jsou dvé trojihelnikové plosky jako
na obrazku 3.1. Takovato linearni funkce je urcena hodnotami u a v ve

vrcholech trojuhelniku, coz se da zapsat jako

u(z,y) = ag + @z + a3y (3.1)
v(z,y) = o + a5z + oy (3.2)
(i, yi) = (uisvi)  d(zg,y5) = (uj,v5)  @(@m,Ym) = (Umsvm)  (3.3)

kde 4, j, m jsou indexy urcéujici vrcholy trojuhelniku. Takovyto trojuhelnik
si lze predstavit jako na obrazku 3.2. Vyslednd funkce posunuti vsech bodu
kompozitu pak bude souc¢tem posunuti pro jednotlivé trojihelniky.

10
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3.2 Vztahy pro trojuhelnikovy prvek MKP

Vi

Xi

N\ 4

yi

v

Obrazek 3.2: Oznadeni trojihelniku

—

Pro vypocet funkciondlu J(%) potfebujeme znat funkci @ a €. Z pred-
choziho odstavce plyne, Ze @ muzeme urcit z posunuti vrcholt trojthelnik.

Z rovnic 3.1, 3.2 a 3.3 plyne:

U; = o1+ ax; + a3Y;
u; = o1+ QT; + azy;
Uy = O+ QTm + 03Ym

Tyto dvé soustavy maji feseni

o = 5 (e + ajuj + apum)
ay = g (biui + bjuj + byug,)
a3 = ﬁ (ciu; + cjuj + cpum)
a; = ZjYm — TmYj b;
a; = ITmYi— TiYm b;
am =  TiYj — Ty bin
2A = det

1
1

Vi = 04+ as5T; + OgY;

v = Q4+ Q5T+ gy,

Um = 04+ 5Ty + OgYm

_ 1 0y 2y

ay = 5x (av; + a0 + anvy)
T

a5 = 3x (bﬂ)i + ijj + bmvm)
I

as = 5x (civi +cjvj + cpmUm)

Yj = Ym Ci = Tm — Tj

Ym — Yi ;i = Ti—Tm

Yi = Yj Cm = Tj— T

T Y

Tj Y5

Tm  Ym
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. , . . . . U
Predchozi rovnice zapiSeme do matic pro 4 = [ } dostaneme
v

ai 0 a; 0 ap O U,
bi 0 bj 0 bm 0 (%
= 1 =z y 0 00 L & 0 Cj 0 Cm 0 Uj
10001z vy |20 0 a 0 aj 0 ap v;
0 b 0 b 0 by Um
L 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ [ vm
N
T
1 a; a; Qm Ug V;
[ 1 =y ] IA b bj bp uj v
G Cj Cm Um Um
N
0 o) 0 el T
a pro € = (a—g , a—; , B—Z + a—;) dostaneme
N Uy N Uj N Uy N Uj
€= |[010]N | u; |,[001N [ v; | ,[001]N | u; | +[010]N | v;
Um Um Um, Um
F T
bi 0 b 0 by O Vi
1 J W
=— |0 ¢ 0 ¢ 0 ecp J
2A ’Uj
C; bi Cj bj Cm bm u
. - m
H L Um

Pro potencialni energii trojihelniku

YN

/ a(it, @) dS — / fliads — [ hTadl
A A 1N

pak pomoci predchozich rovnic a pomoci oznaceni 3.4 dostaneme

T

ozn.

uo
jako

12
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1
J(@) = J (d(ug)) = §u£HTD Hu, -

linearizované €

[ ha(z,y) ] xo Nug  dT
N—_——

fa(@,y) ]xo dSNu, —/ hy (2, y)

/A fy (f, y) FA
Kazdou oblast délime na mnoho trojihelni¢k s malym obsahem. Proto
miizeme hodnotou f povazovat na trojihelniku za konstantni. Za [f, fy]

vvvvvvvv

linearizované o

trojahelniku 4, 5, m.

Integral po kiivce I' pak provedeme na tiseckach kde je sila h definovana,

a pouziji lichobéznikové pravidlo:

/abh(zi’)ds =

3.3 Vztahy pro diskretizované téleso

(h(Za) + h()) ||délka tsecky ab|

DN | =

Dosazenim do vztahu pro energeticky potencidl a rozsifenim na celé téleso

dostavame
K

— 1 T T

J@ =5 Y, uw,, H'DHu,, —
VAl‘jm

> [folta)wfoltn) yfea), fy(Ea), o fy(En), yfy(Fa)] ASNa,, wo,,,, —

VAijm

U

Ti — T 2 + Yi — Vi 2 . . . . Vs

Z \/( J Z) 5 ( J l) [h;p($z), hy(xz), hz(ﬂfj), hy(fE])] UZV

Vi, jii,j€T N ,i<j J
ije soused j Vg

—
Mvey

ta ... je tézisté trojuhelnicku i5m

Sumy v predeslych vzorcich lze postihnout jedinou matici. Pokud diskre-
tizované téleso obsahuje z bodu, tak dostavame

Uy

| .
J(ﬁ):J(ul,vl,...,uz,vz)zi[ul,vl,...,uz,vz]K : —

Uy

Vg

—[ug, 01, Uy, 0]
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Vsimnéme si, ze neznamou, kterou se snazime vypocist, uz nehleddme
jako libovolnou vektorovou funkci @(x, y) soufadnic z a y, ale jako po ¢astech
linearni funkci danou parametry z; ... x,. Pokud zjistime z; ... x,, miZeme
vypocist funkéni hodnotu v libovolném bodé télesa. Matice K byva nazyvana
jako matice tuhosti. Vektor f (neplést s f nebo f) postihuje silové plisobeni
na téleso. Ve vektoru f je popsdna Neumanova okrajova podminka (pisobeni

vnéjsich sil), a pisobeni objemovych sil na téleso.

Je zajimavé, ze vlastnosti matice tuhosti souvisi se skuteénym fyzikalnim
modelem natolik, ze neobsahuje takzvané tuhé pohyby, coz jsou posun ce-
lého télesa ve sméru osy x, ve sméru osy y a rotace. Toto se v ni projevi tak,
7e t1i jeji fadky jsou linedrni kombinaci zbyvajicich. Pokud je na ¢asti hranice
predepsand Dirichletova okrajovd podminka, tak (podle toho jak je prede-
psand) snizuje pocet linearné zavislych fadkt, nebo odstranuje singularitu.
Dirichletova okrajovd podminka fika, které body fixujeme v jednom (nebo
také obou) ze smérii os x a y. Do matice tuhosti a do vektoru f ji dostaneme
napfiiklad tak, Ze pokud chceme fixovat bod #; ve sméru osy x, fddek a slou-
pec matice K odpovidajici prvku u; nahradime nulami. Na (2i—1,2i—1)-tou
pozici (odpovidajici prvku u;) matice K dosadime nenulové vétsi ¢islo [109].
Do vektoru f pak na (2 — 1)-tou pozici dosadime 0.

Matice tuhosti K je symetricka (stejné jako byl symetricky elasticky po-
tencial a (i, ¥)) a pozitivné definitni (respektive semidefinitni, pokud je sin-
guldrni). Navic je velmi fidka. Na kazdém Fadku mé nenulové prvky pouze
na pozicich odpovidajici indextim bodii, se kterymi sousedi. Pro vhodnou in-
dexaci bodii, je matice pasova. Takovyto tvar je vhodny pro vypocet inverzni
matice (respektive inverzni matice jeji reguldrni submatice) pomoci LU,

nebo Cholevského rozkladu.

3.4 Vztahy pro soustavu diskretizovanych téles

V této casti se budeme zabyvat popisem celé soustavy n téles. Od tohoto
mista budeme pojivo, rozdélené dekompozici na vice oblasti, chapat jako vice
téles. Pro i—té téleso uz umime zkonstruovat matici tuhosti K;, a vektor f;.
Z nich lze sestrojit matici tuhosti K a vektor f celé soustavy. Pfipominam,
7e K; jsou vétsinou singularni matice

Ki 0 - 0 f)
0 Ky -~ 0 f
K=\ . . . . f=1.
0 0 - K, f,

Matice K a vektor f vSak nezarucuji podminku nepronikini téles, ani
nepopisuji skutecnost, ze v disledku dekompozice zde mame dvojice bodii,
které jsou ve skutecnosti shodné (spojitost pojiva).
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Linearizovanou podminku nepronikini zajistime omezenim Bju > 0,
kde By bude m x n,m < n matice s hodnosti m. Pro kazdé dva body a a b,
které byly na po¢atku u sebe, bude mit B jeden fadek. Radky b; matice By
budou nulové, s vhodné umisténymi souradnicemi vnéjsich normal v téchto
dvou bodech (oznaceny jako [ng,nZ] , [n’;,ng]) Omezeni zajisti, Ze se dva
ptvodné sousedici body vlakna a pojiva mohou pouze vzdalovat. Hodnota ¢
udavajici piuvodni norméalovou vzdalenost bodi a a b, je v nasem pripadé

nulova.

—
B; Uy
’ e e - Vg
a a b b . _
b, — ng ny ny Ny <c=0 (3.5)
Up

Protoze je pojivo po dekompozici rozdéleno do vice oblasti, zbyva zajistit
spojitost posunuti v bodu pojiva na hranicich které dekompozici vznikly.
Zajistime to omezenim ve tvaru Brpu = 0, kde pro kazdé dva body, které
chceme ztotoznit, bude mit matice By dva nulové radky s vyjimkou c¢isel 1
a —1 na patriénych mistech. Prvni fadek zamezi rozdilu v z—ovych slozkach
posunuti, druhy pak v y—ovych. Pokud budeme chtit body a a b ztotoznit,
bude podminka vypadat takto

—
Bp :
| 1o e
1 0 -1 =0
Uy
v

Radky matice By musi byt linedrné nezavislé. Uré¢ité komplikace nastévaji
v bodech, kde se styka vice oblasti.

Vektor posunuti v bodt ve vrcholech trojihelnik pak bude feSenim
problému kvadratického programovani

1
§uTKu —f"u—>min A Bju<0 A Bgpu=0 (3.6)



Kapitola 4

Dualni problém

4.1 Prevod do dudalnich proménnych

Prestoze ma formulace 3.6 tvar standardniho problému kvadratického pro-
gramovani, neni vhodna pro numerické feseni. Jeden z divodii je ten, ze ma-
tice K je typicky $patné podminénd a v nasem piipadé vzdy singularni. A za
druhé mnozina piipustnych v dand omezenimi v 3.6, je dost obecna na to,
aby se dala pouzit projekce na tuto mnozinu. Z téchto divodi je tézké ziskat
ty slozky tesSeni, jenz jsou na hranicich omezeni Bju <c¢=0 A Bgu = 0.

Vyse zminéné komplikace redukuje duélni teorie konvexniho programo-
vani. Jak jsem uz naznadil, je matice K singularni. M4 tedy neprazdny nu-
lovy prostor — jadro, coz je zptisobeno oblastmi nesvazanymi Dirichletovou
okrajovou podminkou.

Lagrangidn problému 3.6 vypada
1
L(u,A\r,\p) = EuTKu — fTu+ XV (Bju—¢) + \EBgu

kde A\; a Ag jsou Lagrangeovy multiplikdtory pro nerovnosti a rovnosti. Pro
vétsi prehlednost zavedeme oznaceni
a ¢=|°¢
10

| Ar | Br
-] el

Potom mtizeme Lagrangidn zapsat zkracenéji jako

L(u,2) = %UTKU — Ty 2T (Bu—7?) (4.1)

Je znadmo, Ze feSeni problému 3.6 je ekvivalentni s formulaci

Najdi (@, 2) takové, 7e L (a X) — sup inf L (u, \) (4.2)
Ar>0 ¥

16
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Kdyz fixujeme A, je Lagrangeova funkce L(-, A) konvexni v prvni proménné,
a minimélni v pro L(-, A) spliiuje podminku, nulovosti gradientu

Ku—f+BT'X=0 (4.3)

Rovnice 4.3 ma netrividlni (nenulové) feseni (nés zajima nenulové feseni

— predpokladdme, 7e k néjakému posunu v disledku piisobeni sil dojde),
pokud A splihuje

f—B"AeImK (4.4)

coz lze také vyjadrit, s pouzitim vyznamu matice R jejiz sloupce tvori béazi
nulového prostoru matice K, jako

R"(f-B")=0 (4.5)

Tato matice lze nastésti lehce zkonstruovat. Zamyslime-li se nad vy-
znamem tuhych pohybt (posuny ve sméru obou os, a rotace) zpusobujici
linearné zavislé radky v maticich K;, tedy i v K, budou sloupce R popiso-
vat pravé tyto pohyby. Pro posun ve sméru osy x pro dané téleso, to bude
vektor nul s jednickami na pozicich u;, pro indexy vSech bodi télesa. Pro
smér v ose y to bude obdobné. Rotaci popiSeme tak, Ze na kazdou po-
zici pro posunuti [ugy,v(;)] i-tého bodu se soufadnicemi [z;,y;] zapiSeme
[—(yi = Sy), (x; — Sy)], kde [S;, Sy] je priblizné stied oblasti télesa. Posun
stfedu rotace do stfedu télesa je zde vsak pouze proti numerickym chybam.
Pokud by totiz stfed rotace byl daleko, vektory rotaci jednotlivych bodi
by byly téméf rovnobézné. [Mimochodem tuto chybu jsem udélal, a nebylo
snadné zjistit, v ¢em chyba je]. Pro lepsi popis uvddim obrézek (4.1).

[_y’x] A

X [x,y]

vy <

[Sx,Sy]

Obrazek 4.1: Priblizeni rotace ve sloupci R

Nyni mame zajisténo, 7e \ spliuje 4.4. Oznaéme KT generalizovanou
inverzni matici k matici K. Tato matice splhuje

KK'K =K (4.6)
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Lze dokézat, ze jestlize u tesi 4.3 (ekvivalentni s 4.5), pak se da u dopocitat
jako
u=K'(f —B")\) + Ra (4.7)

Zbyva urcit koeficient c. Vyznam Lagrangeovych multiplikdtorta je popsan
v sekci 4.2. Pokud vazby, které multiplikdtory popisuji praskly, budou mul-
tiplikdtory nulové. Pokud nepraskly, bude podminka popsidna v fddku ma-
tice B, odpovidajici nenulovému multiplikdtoru, platit. Pro matici B, ktera
vznikne vynechdnim fadkd odpovidajicich nulovym koeficientim A, bude
platit Bu = ¢. Po pienésobeni rovnice (4.7) zleva élenem RT BT B bude

a=(R"TB"BR)"'R"B" (E— BE* (f - BTA)) (4.8)

Po dosazeni vztahu 4.7 do problému 4.2, Gpravé pii niz vezmeme v ivahu
nasledujici vztahy a vztah 4.5,

K=K"'= (KT =K'

T
(KT ) KK = Kt

RTK = KR =0 (nulovd matice)

po zméné znamének (z toho plyne zména suprema na minimum), a po vyne-
chani pro minimalizaci nepodstatného ¢lenu %fTKJff, dostavame vztah 4.9,
ve kterém uz figuruje pouze proménna .

min O()) za podminek A\; >0 A R’ (f — BT)\) =0 (4.9)
Lor tRT T T N
O(\) = 5A"BK'BTA— (BK f—c)

Je dokézano, 7e miizeme pouzit matice KT, kter4 nemusi nutné spliiovat
vSechny podminky More-Penroseovy pseudoinverze. Vypocte se jako

K' = diag (K{Kg)

kde s je pocet oblasti, a K1 je pro regularni matici Kt = K1, pro singularni
se spocita nasledovné. Vynechanim urcitého fadku a sloupce stejného indexu
se pocet linearné zavislych fadkia vzniklé submatice snizi. Takto postupu-
jeme, dokud neziskame regularni submatici. Spo¢teme inverzi takto vzniklé
submatice, a dosadime ji na pozice, které ji odpovidaly. Na vynechana mista
doplnime nuly. Je dokézano, ze takto vznikld matice odpovida podmince 4.6.

Pokud m4 mit problém 4.9 jednoznaéné feSeni, nesmi byt matice RT BT
singularni. Plyne to ze vztahu 4.5. Tuto podminku vsak nase matice nespl-
nuji. Bylo to celkem piekvapeni a museli jsme do problému zavést dodatec-
nou podminku. O tom se zminim v sekcich 4.3 a 4.5.
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4.2 Fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplika-
tort

Matice B popisuje podminky nepronikani mezi vliknem a pojivem, a ztotoz-
néni bodi, které vznikly dekompozici z jednoho bodu. Lagrangeovy multipli-
katory vystupuji ve &lenu AT (Bz — ¢) rovnice 4.2 (¢ je u nas 0). Matice B
popisuje omezeni, kterd klademe na soustavu. Clen A7 (Bz — ¢) m4 vyznam
penalty za naruseni omezujicich podminek. Lagrangeovu funkci L(u, A) ma-
ximalizujeme vzhledem k \. Cim Lagrangeova funkce vétsi, tim je soustava
ve stavu s vyssi energii.

Fyzikalné to lze interpretovat, jako ze A maji obdobu sil, které ptisobi na
kazdou dvojici bodu, popsanych v fadku matice B, aby byly splnény pod-
minky kladené na soustavu. Protoze A (Bx — ¢) maximalizujeme vzhledem
k A, miZeme predpokladat, Ze omezujici podminky budou bezezbytku spl-
nény.

Podminky dané v Bj popisuji normdlové sily na kontaktu vlakna a po-
jiva. Omezeni A; > 0 zamezuje tahu na jejich hranici kontaktu. Povoluje
pouze tlak. To odpovida situaci, kdy obé télesa nejsou slepena. Pokud zmé-
nime omezeni na A; > Anin, dostaneme do soustavy lepeni.

4.3 Nutna modifikace tlohy s lepenim — pridani
te¢ného lepeni

Nyni vysvétlim pro¢ ma matice RT BT, tak jak jsem doposud definoval R”
a BT, linearné zavislé fadky. Radky matice B popisuji omezeni na ), to jest
omezeni na body, které jsou na hranicich oblasti. R4dky matice RT zase
popisuji mimo jiné rotaci oblasti. Kdyz si predstavime, Ze omezeni v B jsou
ve sméru vnéjsich normal, kdezto smér rotace v R je vzdy teény, jak je vidét
na obrazku 4.2, tak je kolmost nékterych fadkd v R a B ziejma. Nic na
tom nezméni ani kdyz vezmeme rotaci kolem jiného stiedu. Ta se d& popsat

taky.

Zde je taky vidét, ze kdybychom zvolili vldkna jiného priifezu nez pri-
blizné kruhového, tento jev by nenastal, rotace by neméla smér tecen. S touto
skutecnosti, kterd byla objevena pti testovani implementace nebylo na po-
¢atku pocitano, a tak jsme museli dodat dal$i podminku.

Protoze B popisuje vzajemné pusobeni télesa a vlikna pouze ve sméru
vnéjsich normadl, nabizi se v pfipadé s lepenim také omezeni ve sméru te¢ném.
To odpovida lepeni v te¢ném sméru. Matici By proto rozsifime na
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Obrazek 4.2: Sméry vektort rotace kolem stfedu a vektorti normél jsou na

kruhu kolmé

kde Bj, je ptvodni matice By a By, je matice popisujici tecné sily. Ty
budou omezeny na maximum a minimum. Ve shodé s notaci vzorce (3.5),

bude podminka vypadat takto

~ o
Br, Ug
e Vg
_)\mazr .. _ma a ... _,b b :
7, < Ty Ny Ty Ny
.. .. .. up
Up

S )\7]7:0,.’1)

Kone¢né vztah (4.9) rozsifeny o teéné lepeni bude vypadadat takto

min ©(A) za podminek Az, >0 A =A7" < A, < A7

aR" (f-B"\)=0

1
O(\) = SXATBK'BTA = AT (BKTf - E)

4.4 Odtrhavani slepenych c¢asti

(4.10)

Pokud normalové tahové sily prekroc¢i uréitou mez, dojde na této ¢asti pi-
vodné slepené hranice k odtrzeni vldkna od pojiva. Stejné tak to platii pro
sily te¢né. Musi se také na to, aby se po pretrzeni norméalové vazby v uréitém
bodé pretrhla v témze bodé i vazba tec¢nd a naopak. Déle o tomto problému

v kapitole 6.3.
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4.5 Nutna modifikace Glohy bez lepeni

V floze bez lepeni, kde neuvazujeme tieni mezi vldknem a pojivem, miize
k pojivu nijak nepftichycené vlakno rotovat jakkoli. Proto je spravné vy-
nechat v matici R tadky, které rotaci popisuji. Zdalo by se, Ze tim je vSe
vyfeSené, a obejdeme se bez te¢ného lepeni. Matice R” B nemé linedrné za-
vislé fadky, a zdalo by se, Ze zde zadny problém nehrozi. Opak je pravdou.
Problémy nastavaji pii zpétné rekonstrukci. Nemame totiz nijak zarucéeno,
#e matice RT BT BR ze vztahu (4.8), potfebna k vypoétu a bude regularni.
Nyni si ukdzeme, ve kterych pripadech k singularité RT BT BR dochézi.

V prvnim piipadé je matice RT BT BR singulérni. Tento jev vznik4, kdy?
na vlakno ptsobi sila jen v jednom bodé, nebo ve dvou, které jsou naproti
sob&. Matice B pak popisuje pouze posun tohoto (resp. téchto) boda v nor-
malovém sméru. To ale nepopisuje posun ve sméru kolmém k normélovému.
Na obrazku 4.3 je tyrkysové urcena spravné poloha vldkna, $edé pak nékteré
polohy, které mizeme ziskat. [MATLAB by jako feseni ponechal vldkno v p1-
vodni poloze.]

\V

B
. 4

A A

Obrazek 4.3: Nelze jednoduse rekonstruovat posun ve sméru osy z

Druhy piipad nastane, kdyZ jsou vSechny normalové multiplikdtory nu-
lové. To odpovida matici RTBTBR, slozené ze samych nul. MATLAB feSeni
takto zadané soustavy vypocte jako nulovy vektor. Tahem vnéjsich sil vznika
§térbina vétsi nez vlakno, na vldkno nevznika 7zadna normaélova sila. Pripad,
kdy k tomu dojde, je naznacen na obrazku 4.4. Pri rekonstrukci pak miize
byt vlakno kdekoli. Polohu vldkna ve stérbiné nelze urcit. V praxi vSak vzdy
na vlakno piisobi objemova sila (gravitace). Jejim zavedenim pak dostaneme
normalovou silu alespon v jednom bodé vladkna. To pak odpovida prvnimu
pripadu. Jeji ptsobeni je vidét na obrazku 4.5.
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V

V

Pohyb pouze v ose y

A A

Pohyb pouze v ose X

Obrazek 4.4: Bez objemovych sil nelze urcit polohu vldkna

Pro vyfteseni prvniho piipadu pak vyuzijeme teéného lepeni z ptipadu
s lepenim. Velikost te¢ného lepeni dame velmi malou, takze neovlivni feSeni
v normélovém sméru. Te¢né vazby pro nulové normélové zrusime (praskly),
pro nenulové norméalové je nechdme. Po této tpravé bude matice R” BT BR
regularni.

Spravné by ovSem bylo dopocitat a z posunuti odpovidajiciho bodu po-
jiva. Nemuseli bychom poditat s teénymi silami, snizil by se tak rozmér
ulohy.

4.6 Modifikace

Piestoze je problém (4.10) mnohem vhodnéjsi pro numerické feseni nez (3.6),
miize byt jesté vylepsen (pominime rozdil zptsobeny pfiddnim teéného le-
peni). Ozna¢me

BK'f
RTf

F = BK'BT d
G = R'BT ¢

a necht T je reguldrni matice kterd popisuje ortonormalizaéni proces fadkt
matice GG, takze matice
G=TG

mé ortogondlni radky. Déle oznacime
e="Te

problém (4.10) pak vypada

1 -
min EATFA —\Td (4.11)

za podminek Az, >0 A =A7* <A <APY A Gh=e
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1.2+

Obrazek 4.5: Po zavedeni objemovych sil je poloha urcena

Podminky na A7, a A\;, se daji sjednotit (omezeni mohou zahrnovat i +00):

_>\7Inaa: <)\ < >\7Inaa:

Nyni hledejme feSeni 4.11 ve tvaru
A=p+A (4.12)
kde G\ = e. Protoze
%)\TF)\ = %NTF,u —uT (ci— FS\) + %S\TFS\ —Td

problém (4.11) po navratu do starého znaceni (tj. g oznacime jako A, ale
nezapomeneme na substituci ( 4.12) a po vyfeseni 4.13 k feSeni pfi¢teme \)
vypada takto

1
mmEHTA—VH (4.13)
za podminek  — AT9T < A — A < AP A GA=0 A d=d— FA

Nyni srovnejme Hessiany Hy = F + pGTG a Hy = F + pGT G Lagrange-
ovych funkci problému (4.10) a (4.13). Necht vSechna vlastni ¢isla F' nélezi
intervalu (a,b) a nenulové vlastni Gisla matice GG nalezi intervalu (c, d).
Potom spektrum Hessiant lezi v intervalech

U(Hl) - (a,b)U<a+pc,b+pd) U(HQ) - (aab>U<a+pab+p>
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Pokud je p dost velké (coz odpovida velké piesnosti v omezeni na rov-
nost), a ¢ < d, potom je spektrum H; rozdéleno do dvou intervalii, z nichz
ten pravy je vétsi. Jak dokazuje pan Axelsson, pocet iteraci sdruZenych gra-
dienti pak zavisi na p. V druhém piipadé maji oba intervaly stejnou velikost.
Pocet iteraci sdruzenych gradientt k pak podle ¢lanku [1] vzristd s ¢islem
podminénosti & (H2) = 4b/a, a pro piesnost € je

1 4
kg—im( —bln <g>+1)
2 a €

Je vidét, 7e nezavisi na p.

Posledni krok modifikace pak vychazi z pozorovéni, Ze Lagrangian pro-
blému (4.13) lze rozlozit ortogonalnimi projektory

Q=G"G a P=I-Q (4.14)

na prostor obraztt GT (pomoci Q) a nulovy prostor G' (pomoci P). Pro-
blém (4.13) je ekvivalentni s

1
min §ATPFPA ~\TPd (4.15)
za podminek — AP < X\p — A < AP A GA=0 A d=d— F\

a Hessian H3y = PF P + p@) pfidruzeného Lagrangianu

1

LA, p) = §AT (PFP + pQ) A — X' Pd + TG

je projektory P a () rozdélen na invariantni podprostory. Z toho plyne, kdyz
ozna¢ime (ap,b,) interval, ve kterém se nachazeji vSechny nenulova vlastni
¢isla matice PF P, ze vlastni ¢isla Hs splhuji

o(H3) C <apabp> U{p} a <apabp> C (a,b)

a vzoreCek pro pocet iteraci sdruzenych gradientii problému (4.15) pak vy-

pada
1 / 2
kg—im( b—pln<—>+3>
2 ap €



Kapitola 5

Reseni problému
kvadratického programovani

omezeneho na rovnost
a nerovnost

5.1 Priblizeni problému

Pfipomene si znéni problému (4.10). Hledd se v ném minimum n-rozmérné
kvadratické funkce s omezenim na rovnost a nerovnosti. Obrazek 5.1 se to
snazi priblizit. Omezeni na rovnost omezuje pripustnou mnozinu feSeni na
podprostor definiéniho oboru kvadratické funkce. My zde mame jako de-
finiéni obor rovinu, a podprostor priblizuje Cervend piimka. Omezeni na
nerovnosti je tvaru )\;"i" < A < A% pro kazdé 1. Konstanty )\;"i" (resp.
A7) mohou nabyvat i hodnoty —oo (resp. o0). Na obrazku je to pribli-
zeno modrym ,,pulpasem“. Minimum pak hleddme na priniku obou omezeni
(tuéna cervend tsecka). V této praci bude pouze naznacen princip feseni.
Vse ostatni je v ¢lanku [2]

Obrazek 5.1: Piiblizeni problému (4.10) ve 3D

25
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5.2 Popis rfeseni QP problému

Problém se budeme snazit fesit numericky. Omezeni na rovnost zahrneme
do minimalizované funkce, omezeni na nerovnost pak budeme kontrolovat v
kazdém itera¢nim kroku. Pro prehlednost ozna¢ime Fp = PFP a dp = Pd.
Pak tedy bude Lagrangian problému (4.10) vypadat

1 1
L\ p,p) = AT Fpd = Ndp + 5" GX + Sp[|QA|
a gragient Lagrangidnu
9 (A, p) = FpA —dp + GT (u+ pG))

Pripustné feseni je omezeno nerovnostmi. Dale ma& omezeni na nerovnosti
pékny tvar. Omezena je kazda slozka zv1ast, a tak se pfipustnost feSeni nejen
snadno ovéruje, ale také je snadna projekce do nerovnostmi pfipustné mno-
7iny. Reseni a jednotlivé iterace mohou lezet na hranici pFipustné mno#iny.
Témér vSechny ulohy z praxe jsou takové, ze vzdy budou. Mnozinu vsech
indexi, které jsou na hranici omezeni ozna¢me A. Bude nis zajimat také
projektovany gradient g = g© (X, i, p) Lagrangidnu L, ktery pro slozky na
hranici nevede v téchto slozkich pry¢ z nerovnostmi pripustné mnoziny, a v
bodé X je dan jako

9 =gi pro AP — X <X SAPT— X mebo i A
gz'P:gi pro N =A""— XA A AN =A""—); nebo i€ A

9i max(g;,0), A = AT — )

Postup reSeni bude nasledujici. Mnozinu indext rozdélime na dvé ¢asti.
V prvni, oznacené jako A, si budeme uchovévat indexy na hranici omezeni
na nerovnosti. V druhé, oznadené F, bude zbytek.

FA) = {ZEN : A;mn_AiSAiSAme—)\i}

Kde N je mnoZina index® vektoru \. Gradient pak rozdé&lime také podle
téchto slozek na

wi(N)
Bi(N)

g’ pro i€ F(\) ¢i(A)=0 pro i€ A}
g pro i€ A(\) Bi(A\)=0 pro i€ F(\)

Cést B jsou jakési ,nechténé“ slozky gradientu. Snazi se dostat indexy
na hranici zpét dovnit¥. Postup iteraci pak rozdélime na dva procesy. V prv-
nim budeme postupovat podle smérii p, a pFipadné rozsifovat mnozinu A.
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Zde pouzijeme metodu sdruzenych gradienti. Pokud nasobek [ prekrodi ¢,
nastane proces zvany proportioning. Zde budeme naopak indexy z A uvoliio-
vat. Uvolnime vSak jen ty, které maji nenulové 8. V procesu proportioningu
budeme dbat na to, abychom neopustili pfipustnou mnozinu. Pokud krok
sdruzenych gradienti bude mifit ven z pfipustné mnoziny, bude situace slo-
7itéj8i. Zjistime hodnotu funkce L ve predeslém kroku, a v projekci kroku
sdruzenych gradienti na pripustnou mnozinu. Pokud se hodnota snizi, vez-
meme jako nésledujici iteraci hodnotu po projekci. Pokud ne, zkratime krok

tak, abychom se nedostali z pripustné mnoziny ven.

To celé pak bude ve smycce, ktera bude stale zpiresiiovat omezeni na
rovnost. Zde se bude ménit p, a zvysovat hodnota p.

Nésledujici algoritmus je pouze naznacenim skutecného. Nejsou v ném
popsény procesy v jednotlivych krocich. V8e potiebné lze nalézt v [2].

5.3 Algoritmus

Krok 0 {inicializace parametri}

nastav 0 < o < 1 [0.1] pro zpfesiiovani rovnosti,

1 <« [10] pro zvySovani penalty,

po > 0 [50] jako pocateéni penaltu,

no [0.1] pro poc¢ateéni presnost na rovnost,

M > 0 [100] jako vyvazovaci pomér,

Ho [ﬁ] ak=0
Krok 2 {sdruzené gradienty a proportioning}

najdi \¥ tak, ze |lo + 8] < M ||GA¥||
Krok 8 Jestlize ||¢ + G| a HG)\’“H jsou dostatedné malé, pak \* je feSeni
Krok 4 if HG)\kH <k

then pf 1 = pF + p G, ppiy = pr, M1 = am

else p* 1 = pk, ppir = yok, Mk = Mk
Krok 5 k =k +1 jdi na krok 1.
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Implementace

6.1 Popis programu

Pro implementaci byl zvolen program MATLAB, na ktery mé skola licenci.
Programové prostfedi MATLAB bylo vhodné snadnou vyjadritelnost mati-
covych operaci. Vlastni program je rozdélen do nékolika ¢asti.

Hlavni a fidici je skript test_matrice. Obsahuje vSechny parametry
ulohy, volani podprogramu pro generaci potiebnych matic, vola fesi¢ QP pro-
blému, resi odtrhavani, a vykresluje vysledky. Ostatni funkce jsem seskupil
podle témat, kterych se tykaji. Zde je jejich hruby popis.

Generovani sité

sit_bez_diry_kruh-Vraci soufadnice site kruhu o daném st¥edu, poloméru
a daném stupni diskretizace.

sit_s_dirou_ctverec_kruh-Vraci soutradnice site pojiva. Voliteln4 je délka
¢tverce, polomér a stied vldkna a stupen diskretizace.
sit_bez_diry_to_bunky4b-Spodte matici popisujici ¢tyiuhelniky diskreti-
zace. Déle pak identifikuje vnéjsi hranici.

sit_s_dirou_to_bunky4b—totéz pro pojivo. Hranice je rozdélena na vnitini
a Ctyli vnéjsi.

bunky4b_to_bunky3b-Matici popisujici ¢tyitahelniky diskretizace prevede
na matici popisujici trojihelniky. Ctyithelniky rozdéluje po kratsi tihlo-
pricce.

Generovani matic

matice_tuhosti-Pocitd matici tuhosti, a vektor f pravych stran.
matrice-Konstruuje matice A, f, R”, B a omezeni na A pro cely material.
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Operace s maticemi

pseudoinverse—Pocitd pseudoinverzi matice A. Pozor funguje jen v ramci
tohoto programu.

ortonormalizace-Gramm-Schmidtovym ortonormaliza¢nim procesem or-
tonormalizuje fadky obdélnikové matice. M4 faktoridlni slozitost. Pro vétsi
tlohy nutno preprogramovat.

QP problém

qpe—Algoritmus fesice.

ape_f-Pocitd funkéni hodnotu Lagrangeovy funkce.
qpe_fs—Zkracuje krok sdruzenych gradientit na piipustnou mnozinu.
qpe_proj—Provadi projekci vektoru do pripustné mnoziny.
gpe_r-Pocita gradient (residuum).

gpe_res—Rozdéluje residuum na komponenty.

qgpe-_sets—Nastavuje volnou a aktivni mnozinu.

Kreslici procedury

plot_bunky3b-Kresli trojuhelniky diskretizace.

kresli_reseni—Vykresli deformovanou sit, a zobrazi piivodni rozloZeni ma-
teridlu.

kresli_sily—Vykresluje multiplikdtory popisujici sily piisobici na vldkno.

6.2 Diskretizace elementu

Pro metodu kone¢nych prvki je potieba rozdélit element na trojihelniky.
Ty by mély byt radové stejné velikosti, a nemély by mit tupé thly. Po oéis-
lovani vSech vrcholi by mél byt nejvétsi rozdil ¢isel vrcholi v trojahelniku

vavava

Diskretizace pojiva

Pro vytvofeni sité pojiva jsem se pokusil ,namapovat® ¢tvercovou sit s vy-
jmutym vnittkem na ¢tverec s kruhovou dirou uprostied (viz obrazek 6.1).
Hustotu diskretizace zvysuji tak, Ze tlusté vyznadeny tisek rozdélimna 2,3, . ..
bodi. Na obrizku 6.1 je vidét stupen diskretizace 1 (nahote) a 2 (dole).
Vnitini body vnit¥niho ¢tverce se pravidelné (déleni (ihlu) rozprostfou na kruh.
Tim ziskdm modfe a zelené naznacené tsecky. Ty pak rozdélim podle stupné
diskretizace na shodné délky, a pospojuji (¢ervené ¢ary). No a tim jsem ho-
tov. Je potieba dodat, 7e generdtor sité umi generovat i sit pro vldkno, které
neni ve stfedu elementu (viz obrazek 6.2).
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Obrazek 6.2: Stied vlakna lze v elementu posunout
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Diskretizace vlakna

Obréazek 6.3: Mapovani ¢tvercové sité na sit vldkna

Pro vytvoreni sité vlakna jsem se pokousel namapovat ¢tverec na kruh.
Chtél jsem, aby body byly rozlozeny rovnomeérné, spise pak k okraji vlakna.
Body ve ¢tvercové siti mohu rozdélit na skupiny po stfedové soumérnych
¢tvercich (na obrazku 6.3 vlevo dole naznaceno zelené). Tyto skupiny ozna-
¢im 0; ¢+ = 1...n. Dale pomyslné zkonstruuji n + 1 kruznic, kde n je pocet
skupin bodi na étverci. Kazda i—ta kruznice bude mit polomér r*i/(n + 1)
(na obrazku 6.3 vpravo dole vyznacdeny ¢ervenou a zelenou barvou). Na nej-
vnitinéjsi kruznici (zelenou) zapomenu. Pak vSem kruznicim vepisu ¢tverec.

Body nélezici skupiné [J,, namapuji pfimo na vnéjsi kruh. Body skupin
0; + < n pak namapuji o néco slozitéji. Pro kazdy bod = € [J; zjistim jeho
souradnice na kruhu odpovidajici skupiné [J; a na é¢tverci vepsanému tomuto
kruhu. Tyto dva body uréuji tse¢ku, na kterém se vyslednd poloha bodu
x € [;. Poloha na tseéce ab pak bude ve vzdélenosti [|ab|/(n —i)/(n + 1)
od bodu tsecky na kruznici. Vysledek pro stupen diskretizace 4 je vidét
na obrazku 6.4.



KAPITOLA 6. IMPLEMENTACE 32

02 I I I I )
02 03 04 05 06 07 08

Obrazek 6.4: Diskretizace vlakna

6.3 Uloha s lepenim — feSeni odtrhivani

Pri tloze s lepenim muze dochazet k postupnému odtrhavani ptvodné prile-
peného vldkna od pojiva. Sila v bodé na hranici nesmi prekrocit urcitou mez.
Tecné sily jsou omezeny v obou smérech, normalové jsou omezeny na tah.
To je zajisténo omezenim na A. Vyftesi se tedy QP problém. Pokud A nabyvéa
hodnoty svého omezeni, vazba praskne. To je u tec¢nych sil zajisténo zménou
omezeni shora i zdola na nulu. Spravné by bylo vynechat prislugné radky
prasknuti zajistime omezenim X zdola na nulu. Pokud praskla néjaka vazba,
bude se fesit QP problém znovu. Pokud ne, mame vysledek.

V programu je také zajisténo, ze pokud praskne normélové lepeni, praskne
také prislusné lepeni te¢né, a naopak.
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Numerické experimenty

7.1 Uloha bez lepeni

Pokud mezi vldkny kompozitu neexistuje lepeni, bude mit material odlisné
vlastnosti v tahu od vlastnosti v tlaku. Uvazujme, ze pojivo je velmi pruzné,
a snadno deformovatelné. Naopak vldkna budou nepruzna, a z velmi téZce
deformovatelného materialu. Vezméme si situaci z obrazku 7.1. Kompozitni
material je zde namahéan v tahu. Dale uvazujme prifez (tisecku) rovnobézny
s osou x. Tahem vnéjsich sil vznikaji mezi vldknem a pojivem Stérbinky.
Ty pak v mys$leném prifezu nekladou tahu odpor, a ten jde na tkor po-
jiva na zbytku prurezu. Kompozitni material by se mél prodlouzit vice, nez
materidl pojiva stejnych rozmért.

RERERE
-l ® @
>[>

ileoe
TR X

JAY JAY

Pohyb pouze v ose X

Obrazek 7.1: Kompozit naméhan tahem ve sméru osy y

Naopak, pokud bude téleso namahano v tlaku, budou se pevné vlakna
deformaci branit. Material s vlakny by mél byt naopak hiife deformovatelny,
nez materidl jednolity. Z téchto vlastnosti plyne, Ze zvoleny kompozitni ma-
teridl ma jiny Youngtv modul pruznosti v tlaku, a jiny v tahu.
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Pro demonstraci takovychto vlastnosti jsem provedl vypocet pro kompo-
zitni material, a jednolity s podobnym stupném diskretizace. Na oba jsem
nechal pusobit stejné sily, a vysledné posunuti jsem zvétsil, aby deformace
byla snaze pozorovatelni. Vysledek jsem zobrazil na obrazcich 7.2 a 7.3.
Cervenymi obrysy je u kompozitniho materidlu zobrazena ptvodni poloha.
Obrazky potvrzuji to, co jsme predpokladali. Na obrazku 7.4 jsou pak zobra-
zeny sily ptisobici na vlakno v bodech dotyku s pojivem. Kiizky pak oznacuji
volné body. Pro tplnost dodam parametry:

Folskno @ 1e3 sila: 10
Epojivo: leb vnéjsi diskretizace : 4 x 4
Kvlikno: 0,2 vnitini diskretizace : 2
Kpojivo* 0,4

Déle jsem sledoval, jak se chova algoritmus QP problému pii vzristajici
vnitini diskretizaci elementu. Zvolil jsem si vzdy dvé tlohy na 3 x 3 ele-
mentech, a zvysoval vnitini diskretizaci. V tabulce pod sebou je vzdy tiloha
na tlak a na tah. Sledoval jsem pocty iteraci sdruzenych gradientt, pocty
sekci ve kterych se provadi proportioning, po¢ty kontinualnich blok sdru-
zenych gradientli a pocet zpresnéni na rovnost. Polozka vnitini diskretizace
udava jednak stupen diskretizace, tak pocet bodu na hrané elementu.

Rozmér u Pmax krokt cg. | proportioning ¢as(s)
Rozmér A\ | vnitt. diskr. | bloku cg. | pocet zpresnéni flops
594 90 390 6 9
256 1/5 24 4 7,6 x 107
594 90 220 4 12
256 1/5 21 4 7,8 x 107
1746 810 1462 7 226
496 2/9 506 4 1,7 x 10°
1746 810 1158 17 174
496 2/9 151 4 1,2 x 10°
3474 810 1086 6 221
736 3/13 69 4 1,8 x 10°
3474 810 1671 26 491
736 3/13 201 4 3,8 x 10°
5778 810 3211 7 1425
976 4/17 782 4 1,1 x 10
5778 810 944 10 647
976 4/17 102 4 4,2 x 10°

Sledoval jsem také, jak se méni naroc¢nost QP algoritmu pii zméné poctu
element?i, pfi stejném stupni diskretizace elementu. Byly sledovany tytéz
veli¢iny. Méreni probihala pro materidly od 1 x 1, az po 4 X 4 elementy pri
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Obréazek 7.2: Srovnani kompozitu a obycejného materiadlu v tahu shora
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Obrazek 7.3: Srovnani kompozitu a obycejného materidlu v tlaku shora
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Obrazek 7.4: Srovnani silového piusobeni pojiva na vldkno v tahu shora
(vlevo), a v tlaku shora (vpravo)

vnitinim stupni diskretizace 3. Pti tiloze na 4 x 4 elementech pocita¢ ¢asto
swappoval, coz je vyrazné patrné na dosazeném c¢ase. V tabulce pod sebou
je vzdy opét tloha na tlak a na tah.

Rozmér u Pmax krokt cg. | proportioning ¢as(s)
Rozmér A | elementu | bloka cg. | poéet zpresnéni flops
386 90 56 3 0,2

48 1x1 21 3 9 x 10°
386 90 29 3 0,2

48 1x1 15 3 6 x 10°
1544 90 291 5 15
294 2% 2 37 3 1,1 x 108
1544 90 331 5 17
294 2% 2 39 4 1,2 x 108
3474 810 1086 6 221
736 3x3 69 4 1,8 x 10°
3474 810 1671 26 491
736 3x3 201 4 3,8 x 10°
6176 810 2258 5 16220
1374 4 x4 94 4 1,3 x 1010
6176 810 1612 5 15715
1374 4 x4 36 4 1,1 x 10'0
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7.2 Uloha s lepenim

Pokud zavedeme lepeni, mtize materidl fungovat jako pojistka. Urcitou silu
vydrzi (deformace nebude zas tak velkd), a po jejim piekroceni se zacnou
vldkna rychle odtrhavat (deformace se razantné zvétsi). Podotykam, ze tato
zména je nevratna. Priklad takovéhoto odtrhavani je zobrazen na obrazku 7.5.
V kompozitnim materidlu zde ptisobi na pravou hranu sila v kladném sméru
osy z. Projdéme si tento obrazek zleva doprava po fadcich. Nejprve zde
mame materidl pred deformaci. Druhy obrazek udava velikost sil pred odtr-
havanim. Na dal$ich obrazcich lepeni praska v bodech, ve kterych sily prekro-
¢ily své maximum. Nakonec nastane situace, kdy se zadna vazba nepretrhne
(pfedposledni obrazek), a probéhne rekonstrukce z A (posledni obrazek).
Prasklé vazby jsou vyznaceny kiizkem. Je vidét, ze na dvou piedposlednich
obrazcich praskaji vazby v teénych smérech.

Nakonec bych jesté uvedl priklad, kdy nepatrnou zménou ptisobici sily
dochdzi k vyrazné zméné prodlouzeni (obrazek 7.6). Sila zde opét pilisobi
na pravou hranu kompozitu v kladném sméru osy z. Zménou sily o 1,3% se
prodlouzeni zdvojnasobi. V prvnim ptipadé jesté lepici vazby vydrzi, v dru-
hém pak pfi nepatrném zvyseni ptisobici sily lepeni povoli.
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Z.aveér

Néaplni diplomové prace byla implementace modelového ptikladu na defor-
macni vlastnosti kompozitu. Hlavnim cilem pak bylo namodelovani mate-
ridlu s vyrazné odlisnymi vlastnostmi v tahu a tlaku. Do tlohy bylo dale
zahrnuto lepeni a odtrhavani vldkna od pojiva kompozitu. V feseni bylo vy-
uzito dudlni formulace tlohy na pruznost soustavy téles. Dualni formulace
vyrazné snizuje rozmér ulohy. Dale zde byla podiana metoda diskretizace
kruhu, a c¢tverce s kruhovym otvorem na ctyiftahelniky.

Pfi feSeni a implementaci se vyskytl problém ve formulaci tlohy s lepe-
nim. Ukézalo se totiz, Zze dudlni formulace pouze v normaélovych multipli-
katorech neni jednoznacna vzhledem k rotaci vlaken. Problém byl vyfesen
zavedenim te¢ného lepeni. Druhy problém se vyskytl pti zpétné rekonstrukci
z dudlnich proménnych v tlohze bez lepeni. V urcitych piipadech nebyla
spravné uréena poloha vldken v kompozitu. ReSenim bylo zavedeni te¢nych
multiplikdtort limitné malé velikosti.

Material zde namodelovany lze vyuzit jako jeden ze stavebnich prvkii slo-
Tento stavebni prvek lze brat jako homogenni materidl s naméfenymi vlast-
nostmi, a nemusi se dale délit na ¢asti.
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