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Abstrakt

Tato diplomovéa prace rozebird moznosti vyuziti rychlych fesicu zalozenych na fourierovych
transformacich pro feseni eliptickych okrajovych tloh ve 2D. Vyuzijeme k tomu metodu
fiktivnich oblasti, diky které maji matice soustav, vzniklé diskretizaci metodou kone¢nych
prvku, jednoduchou strukturu

Klicova slova: metoda kone¢nych prvku, fourierova transformace, sinova transformace,

metoda fiktivnich oblasti, lagrangeovy multiplikatory

Abstract

This thesis investigate possibilities of fast solvers of 2D elliptic boundary value problem
based on Fourier transformation. The requirement of specific stiffness matrix structure is
accomplished by fictitious domain method.

Key words: finite element method, fourier transform, sine transform, fictitiouse domain

method, lagrangian multipliers
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Uvod

Tato prace se zaméfuje na efektivni implementaci metody fiktivnich oblasti. Pfestoze me-
toda konecnych prvku je efektivni zpusob feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, pri
pozadavku na velkou pfesnost feseni vznikaji obrovské soustavy, jejichz vypocet je velice
naroc¢ny. Existuje nékolik zptisobi jak toto zlepsit. Jednim z nich je pravé metoda fiktivnich
oblasti. Jeji princip spociva v zaméné problému formulovaného na oblasti se slozitou geo-
metrii (w) za problém formulovany na oblasti s pravidelnou geometrii (2)(napf. obdelnik)
obsahujici puvodni oblast a jez je s puvodni ulohou uréitym zpusobem svazana. A sice
jeho Teseni zizené na puvodni oblast je feSenim puvodniho problému. Informace o geomet-
rii oblasti je v nasem pripadé ,zakédovana“ pomoci lagrangeovskych multiplikatoru. Diky
tomuto pristupu ma matice tuhosti specialni vlastnosti, které lze tispésné vyuzit pro feseni

pomoci rychlych fesictu zalozenych na fourierovych transformacich.



Kapitola 1

Pouzité nastroje



1.1 Operace s maticemi

Nasobeni skaldarem

Pak
[aA]ij:a[A]ij i:1?27"'7maj:1727"'an (11)
Priklad
1 2 5 10
5 =
3 4 15 20

Soucet matic

Scitat 1ze pouze matice stejného typu, tj. A, B € R™*" Pak

A+BJ,=[Al,+[Bl; i=12...mj=12..n (1.2)
Piiklad

1 2 -1 0 0 2

3 4 1 2 4 6

Pro scitdni matic a ndsobeni matic skaldrem plati nédsledujici pravidla.Necht jsou dany

matice A, B, C € R™*" a skalary «, § € R. Pak plati

A+B+C) = (A+B)+C

A+B = B+ A
a(A+B = aA+aB
( ) (1.3)
(a+B)A = aA+FA
a(fA) = (aPf)A
1A = A
Nasobeni matic
Necht je ddna matice A € R™*? a B € RP*". Pak
[AB]U = aﬂblj + aingj + ...+ aipbpj. (14)
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Necht jsou ddny matice ABC € R™*" a skalar a.Plati nésledujici pravidla vzdy, kdyz jsou

definovany jednotlivé operace:

A(aB) = (aA)B
AB+C) = AB+AC (1.5)
(A+B)C = AC+BC

Rovnéz plati asociativni zakon:

A(BC) = (AB)C

Obecné ovsem neplati komutativni zakon,tj.
AB # BA

a to i v pripadé, ze AB i BA jsou definované.

Dulezitou matici je takzvand jednotkova matice. Oznacuje se nejcastéji I nebo E. Jed-

notkova matice méa tvar:
0
01 ...0
. 0
1

00 0

Pro nésobeni jednotkové matice I s libovolnou matici A plati (opét pokud jsou tyto operace

definované):
Al = A
IA = A
Transponovani matic
Pti této operaci se prohodi radky za sloupce.
[AT];; = [Alj;
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Pro transponovani matic plati nasledujici pravidla
(A+B)f = AT +B”
(aA)T = «a(AT) (1.6)
(AB)T = BTAT.

Scitani, nasobeni, transponovani blokovych matic

Blokova matice
B C

D E

(1.7)

Blokova matice se casto pouziva v pripadech, ze matice ma po blocich néjaké zajimavé
vlastnosti, kterych se dé vyuzit pro efektivni vypocty. Naptiklad blok B matice 1.7 muze

byt diagonalni matice, blok E nulova matice atd.

Scitani blokovych matic

Méjme dany blokové matice

A A1 AQ B— B1 B2
A3 A4 B3 B4
Jednotlivé sobé odpovidajici bloky matice A a B maji stejny typ, tj. Typ A; ma stejny
typ jako By.Pak

A, A B, B A,+-B;, A, +B
ALB voA 1 By ) 1 1 Ao 2 (18)
A; Ay B; B, A; +Bs Ay + By

Nasobeni blokovych matic

All c. Alp Bll . Aln

A oo Ay B, ... A,
Jsou dvé blokové matice rozdélené na bloky tak, ze pocet sloupcu bloku A j; je stejny jako

pocet Fadku bloku By;, pak se libovolny blok C;; souc¢inu AB vyé¢isli podle pravidla
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Specialni pripad je nasobeni blokové matice s blokovym vektorem

B C By + Cz
Yo (1.10)
D E z Dy + Ez
Transponovani blokovych matic
T
B C BT DT
= (1.11)
D E cT ET

Pozorovani Pri efektivnich implementacich je také velice dulezité brat v tvahu aspekt

slozitosti jednotlivych operaci.

Pro jednoduchost uvazujme ¢tvercové matice A, B,C € R™ " a vektor v € R". Pak
nasobeni matice A, B m4 slozitost n3. Ndsobeni matice A a vektoru v m4 slozitost pouze

n?. V pifpadé, Zé mame spocitat napiiklad takovyto vyraz
ABv
mame dvé moznosti
- spocitat (AB)v
- nebo A(Bv)

Zatimco prvni varianta bude mit celkovou slozitost n® + n?. Vysledkem nasobeni matice
a vektoru je opét vektor a proto druhd varianta bude mit slozitost pouze 2n%. Stejné je
to v piipadé vyrazu(A + B)C. Je vhodné postupovat podle uvedeného uzdvorkovéani a

neroznasobovat. Dosdéhneme potom slozitosti n® + n? misto 2n3.

1.2 Vektorové prostory

Kazdy se uz asi setkal s vektory. Naptiklad ve fyzice reprezentuji hodnoty veli¢in, pro
néz je dulezita nejen ,velikost®, ale také smér pusobeni. Jednou z takovych veli¢in je sila,

rychlost atd.
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Toto je ovSsem velice konkrétni pohled na vektor. V matematice existuje mnohem obecnéjsi

kostrukce, ktera umozinuje, za jasnych pravidel, mnohem vétsi ,,svobodu®.

Definice Vektorovy prostor nad télesem S (prvek s € S se nazyva skaldr) je mnozina V'

spoleéné se dvémi operacemi:

e scitani vektoru V ® V' — V znacime v + w, v,welV

e nisobeni skalarem S ® V' — V znaCime s - w, seS,weV
pro néz plati (a,b € S, u,v,w e V):

1. Existuje neutralni prvek 0 € V tak, ze Vv € V,v + 0 = v. Prvek 0 se nazyva nulovy

prvek
2. Vv € V existuje opacny prvek w € Vtak, ze v+ w =0
Jut+(v+w)=(u+v)+w
4. v+w=w+vVv
5. a(bv) = (ab)v
6. 1v =v, 1 je jednotkovy prvek télesa
7. a(v+w) =av+aw

8. (a+b)v=av+bv.

1.3 Linearni nezavislost a baze

Meéjme vektorovy prostor V nad télesem S. Necht vi,va,...,v, € V as;,82,...,5, € S.
Pak vyraz

$1V] + Sovo + ... + S,V

nazveme linearni kombinaci vektoru vy, ..., v,.
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Linearni nezavislost Vektory vy,...,v, jsou linearné nezavislé, je-li jejich linearni kom-
biace rovna nulovému vektoru pouze v pripadé, ze vSechny skalary sq,...,s, jsou nulové,
tj. rovnici

$1Vy +8yva+ ...+ 8, v, =0 (1.12)

spliiuje pouze trivialni kombinace.

Linearni obal Necht je ddna mnozina M. Pak linedrnim obalem M rozumime mnoZinu

vsech linearnich kombinaci vektorti mnozinyM.

Jednim z velice dulezitych pojmu je baze vektorového prostoru.

Baze vektorového prostoru V' je koneéna mnozina linedrné nezavislych vektoru, jejiz linearni

obal je roven celému prostoru V.

1.4 Inverze a regularita

Inverzni matice je dalsi nastroj linearni algebry. PTi numerickych vypoctech se pouziva, diky
jeji velké vypocetni narocnosti, jen ziidka. Ovsem pii teoretickych uvahdch a dukazech je

casto nenahraditelna.
Hodnost matice je cislo, které urcuje pocet linearné nezavislych radka matice.

Regularni matice Ctvercové matice A € R™*" je reguldrn{ jestlize jeji hodnost je rovna

n,tj. ma vsechny radky linedrné nezavislé.

Inverzni matice Necht je ddna regularni matice A, pak matici A~! nazveme inverzni

matici k matici A. pokud plati:

AAT'=ATTA=1 (1.13)
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1.5 Kroneckeruv souc¢in

Definice Necht jsou ddny matice A, € R™" A, € R"™ ™. Kroneckeruv soucin je

definovan
aijA, -+ af,A,
A, @A, = T (1.14)
ag Ay, - ar, Ay
Pro Kroneckertuv soucin plati:
A (B+C) = AB + AC,
(A+B)®C = AC+B®C, (1.15)
(kA)®B = A® (kB)=k(A®B),
ABeC = A®(B®C),

kde A, B, C jsou matice a k je skalar.

Kroneckeruv soucin obecné neni komutativni, tj. A ® B # BA. Aviak A BaB® A

jsou permutacné ekvivalentni. Existuji permutacni matice P, Q tak, ze plati:

A®B=PB&A)Q

(A®B)(C®D)=AB&CD (1.16)

Poznamka 1.5.1. Dukaz této relace pitimo vychazi z definice - staci si pouze napsat matice

po slozkach a promyslet si, jak budou jednotlivé souciny vypadat.

Inverze Kroneckerova soucinu je moznd pouze v ptripadé, pokud k jednotlivym maticim
existuji inverze. Pak

(AB) '=A"1eB™! (1.17)

Velmi dulezitou vlastnosti Kroneckerova souc¢inu je nasobeni tohoto souc¢inu s vektorem,

ktery lze rozdélit na soucin jednotlivych matic s vektorem. Nez si ukdzeme, jak toto

nasobeni probiha, musime jesté nadefinovat jednu funkci.
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Definice Necht V je matice typu n, x n,, pak vec(V) je vektor o n,n, slozkdch. Jinymi
slovy lze Tici, ze funkce vec ,presklada“ matici na vektor po radcich. Potom je také mozno
definovat inverzni funkci vec™!, kterd z vektoru vytvoii matici. V- Matlabu je nadefinovana
funkce reshape(A,n,,n,), kterd matici A typu m, x m,, preskladd na matici typu n, x n,.

Musi vsak platit nyn, = m,m,.
Pro néasobeni Kroneckerova soucinu s vektorem plati:

(A, ® Ay)v =vec(A, VA,), V = vec (v) (1.18)

1.6 ResSeni soustav linearnich rovnic

1.6.1 Gaussova eliminace

Gaussova eliminace je jedna z nejrozsitenéjsich metod pro feSeni soustav linearnich rov-
nic. Méjme systém m rovnic o n neznamych. Pak matice soustavy ma rozmér A € R™*",

x, be R™

Ax=Db
NapiSme si rozsifenou matici soustavy:
ai; 0 a | b
agi -+ Qg | b2
(1.19)
Am1 - Gmn bn

Resen{ soustavy se nezméni, pokud budeme provadét pouze takzvané ekvivalentni dpravy:
1. vymeéna dvou fadku,
2. vynasobeni radku nenulovym ¢islem,
3. pricteni nasobku fadku k jinému radku.

Upravy provadime vzdy na celé rozsitené matici 1.19, tj. i na vektoru b
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Diky témto dpravam upravime matici do takového tvaru, ze pro 1 < i < m plati
e iadek 7 je bud nulovy

e anebo ma prvni nenulovou soutfadnici na pozici p; a vSechny radky pod nim maji na

prvnich p; pozicich nuly.

Priklad 1.6.1.

3 -1 4]0
0 5 —4|1
0O 0 0 |-2
0 0 071]0

Poznamka 1.6.1. Gaussova eliminace se da také pouzit naptiklad k urcéeni baze linearniho

obalu danych vektoru.

Nastin, jak toho lze dosdhnout:

Méjme dany vektory vy, vs,..., v, € R”. Sestavime z nich matici tak, ze jednotlivé
vektory budou tvorit fadky matice.
Vi
(1.20)

Vm

Nenulové radky v matici 1.20 po provedeni algoritmu Gaussovy eliminace tvori bazi linearniho

obalu danych vektoru.

1.6.2 LU rozklad
Pomoci LU rozkladu muzeme rozlozit regularni matici A na tvar:
A =LUP, (1.21)

kde L je dolni trojihelnikova matice, U je horni trojihelnikova matice a P je permutacni

matice.
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Misto feSeni soustavy Ax = b potom fesime soustavu

L(U(Px)) =b, (1.22)
coz fesime postupné
Lz = b
Uy = z (1.23)
Px =y

LU rozklad muzeme ziskat pomoci Gaussovy eliminace.

Algoritmus 1. LU rozklad ikj-varianta [5]

function [ L,U ] = myLU( A )
n = size(A,2);
for 1 = 2:n
for k = 1:i-1
A(i,k) = A(i,k)/A(k,k);
for j = k+l:n
A(i,j) = A(i,j) - A,k *A(k,j);

end
end
end
U = triu(d);
L = tril(A,-1) + speye(n);

Tento algoritmus 1 je vyhodny, protoze v jednom kroku vypocte jak prvky matice L,
tak prvky matice U. Protoze vSechny upravy se provadéji prtimo nad vstupni matici A,

posledni dva rddky ndm z matice A ziskaji ocekdvany vystup (matice L, U).

1.6.3 Metoda sdruzenych gradientu

Obé predeslé metody byly takzvané piimé. To znamend, ze po provedeni celého algoritmu

mame piesné! feSeni dané soustavy. Metoda sdruzenych gradientt byla také povazovana za

IPfesného fedeni je dosazeno pouze v presné aritmetice, kde se zanedbavaji zaokrouhlovaci chyby
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dalsi pfimou metodu. Ovsem o néco pozdéji bylo objeveno jeji kouzlo jako iteraéni >metody.

Opét budeme chtit fesit sustavu linearnich rovnic
Ax=Db A e R™™ beR", (1.24)
kde navic matice A je symetrickd pozitivné definitni.
Poznamka 1.6.2.
e pro symetrické matice plati A = A7
e pro pozitivné definitn{ matice plati xT Ax > 0,Vx € R"*, x # 0, A € R™"

Definujme skalarni soucin:

(u,v)a = (Au,v), Vu,v € R" (1.25)
a systém vektoru
pro néz plati
(Ap K" =0 k+#I, (1.27)
(Ap",p*) >0 (1.28)

Tento systém budeme nazyvat A-ortogonalni. Pfiblizné feseni soustavy 1.24 potom muzeme

psat ve tvaru

k
Xk+1:XO—Zalpl:Xk—akpk, k=0,...,n—1, (1.29)
=0
kde
(rkapk) k k
Oékzw,r :AX —.b7 ]{?:07,71—]_ (130)

2Ttera¢éni metody kricek po kricku zpiesiiuji feseni. My tak mame moznost stanovit si pozadovanou
pfesnost a v pfipadé jejtho dosazeni algoritmus ukoncit. Nebo také stanovit maximalni pocet iteraci a

zajistit tak mensi ¢asovou narocnost
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Dilezity poznatek je, ze [6]
(r**1 ph) =0, 1=0,...,k, k=0,...,n—2 (1.31)

Nyni muzeme pristoupit ke konstrukeci A-ortogonalniho systému P pomoci Gramm-Schmidtova
ortogonalizaéniho procesu. Mé&jme dam néjaky systém W linedrné nezévislych vektoria w*.
Polozme p° = w’. Potom miizeme zkonstruovat A-ortogonalni vektory p*, k=0,...,n—2

nasledujicim zpusobem:

k k1 ol
Rl _ ket ! (Aw* ! p')
P =wT =) PP, Bu= g 1=0,...,k (1.32)
; (Ap',p')
Z 1.31 a 1.32 plyne
-1
(" wh) = (e ph) + > 3, pY) =0 (1.33)
7=0

Pokud je vektor r*! nulovy, mame feSeni soustavy. Obecné se toto oviem nestane. Protoze

0 k k+1)

systém vektoru (w’,... , w" r je linedrné nezavisly, muzeme volit wht! = rF+1 7 1.33

plyne
(rF1 rh) =0 [=0,...,k

Z predpisu pro koeficienty ay definované v 1.30 dostavame
k—1
() = (5,5 = 3 Bt pl) = (1, 1)
1=0

pouzitim rekurentniho predpisu 1.32 a ortogonélniho vztahu 1.31. Z (r!,r!) > 0 plyne, Ze

ap>0,1=0,...,k, a proto muzeme psat

Déle muzeme psat

1
(Aw"*! p) = (", Ap!) = —(* e =) =0 1=0,... k-1
67
a
1
(AWk—H, pk> — ——(rk“,rkH)

73
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Kdyz dame tyto poznatky dohromady, dostavame G, =0, [ =0,....k—1a
(rk+17 rk+1)

ﬁkk = 61@ = _Wv

takze
pk+1::rk+1+_ﬁkpk'

Algoritmus 2. Algoritmus metody sdruZeniyjch gradienti

function [ x,iter ] = myCG( A,b, x, eps, maxIt )

iter = 0;
r = b - Axx;
b=71;

while norm(r)/norm(x) > eps

if(iter >= maxIt)
break;

end
iter=iter+1;
Ap = Axp;
ptAp=p’*Ap;
alfa = (r’*p)/ptAp;
X = x + alfax*p;
r = r - alfaxAp;
beta = (r’*Ap)/ptAp;
p = r + betaxp;
iter=iter+1;

end

Predpodminéni metody sdruzenych gradienti

Pokud je matice soustavy 1.24 spatné podminénd 3, sdruzené gradienty konverguji pomalu.

Zlepsit odminénost se d4 napriiklad takto:

M 'Ax=M"'b (1.34)

3¢islo podminénosti pro SPD matici A se vypoéte jako pomeér nejvétsiho vlastniho éisla ku nejmensimu,

znadi se cond(A)
cond(A) = Amag

)\min

21



nebo

AM 'u=b,x=M"'u, (1.35)

kde matice M je SPD a plati
e cond(M'A) < cond(A) respektive cond(AM™!) < cond(A)
e feseni soustavy My = b je levné.

Obecné nemusi byt matice M~! A symetrickd. Nesymetrie by narusila predpoklady sdruzenych

gradientu. Zavedeme si proto novy skalarni souc¢in
(x,¥)n = (Mx,y) = (x, My). (1.36)

Klasicky skalarni sou¢in v metodé sdruzenych gradientu nahradime timto , M-skaldrnim
souc¢inem®. Algoritmus metody sdruzenych gradientu s predpodminénim je uveden déle

3. Pro ziskani matice M byla pouzita netiplnd LU-faktorizace viz [5].

Srovnani metody sdruzenych gradienti s a bez predpodminéni netiplnou LU-

faktorizaci
Pocet iteraci

n | bez pfedpodminéni | Pfedpodminéni netuplnou LU-faktorizaci
4 1 1
9 3 1
25 5 3
81 15 18

289 46 33

1089 92 61

4225 178 114
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Algoritmus 3. Algoritmus metody sdruZeniych gradienti s predpodminénim

function [ x,iter] = myCGPrecond( A,b,eps,maxIt )

n = size(A,2);

x = ones(n,1);

r = b - Axx;

iter=0;

tic;

[L,U] = luinc(A,’07%);
z = g\(L\r);

while norm(r)/norm(b) > eps
if (iter >= maxIt)
break;

end
iter=iter+i1;
Ap = A*p;
ptAp=p’*Ap;
alfa = (r’*z)/ptAp;
X = x + alfax*p;
r_last = r;
r = r - alfaxAp;
z_last = z;
z = U\(L\1r);
beta = (r’*z)/(r_last’*z_last);
p = z + betaxp;

end
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Kapitola 2

Fourierovy Transformace
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2.1 Fourierovy rady

Casto je vhodné funkci f(t) rozvinout v nekoneénou fadu. Jednou z moznosti je tzv. Fou-

rieruv rozvoj.

2.1.1 Fourierova rada v komplexnim tvaru

9] ' T
=Y Ce“™ tc(0,T), w=—,T=2L 2.1
=30 1e (0T), 0= (2.1)
Koeficienty C,, vypocteme nasledovné
a+T )

Ch=3 [ ft)e"™'dt, n € Z, a € R
4T | (2.2)

Con=s5 [ f@)e™dt, n€Z, aeR

Kde a je pocatecni bod periody, a + 2L resp. a + T je koncovy bod periody.

Je-li funkce f(t) periodickd o periodé T" = 27, lze potom pro jeji Fourierovu fadu a

koeficienty psat
2w

ft) = ; Che™, C, = % / f(t)e ™ dt (2.3)

0

2.1.2 Dirichletovy podminky

Funkci 1ze rozvinout ve Fourierovu tadu, jestlize splituje tzv. Dirichletovy podminky

1. f(t) je periodicka nebo periodicky rozsititelna funkce,

2. na zadaném intervalu je funkce f(t) alespon po ¢astech spojitd, to je méa konecny

pocet bodu nespojitosti I. druhu,

3. na zadaném intervalu mé funkce f(t) kone¢ny pocet extrému (konstantni ¢asti se
nepocitaji),

4. funkce je definovdna v koncovych bodech intervalu (to je nabyva v nich koneénych

hodnot) nebo existuji prislusné jednostranné limity funkce v téchto bodech.
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2.1.3 Fourierova rada v realném tvaru

Vztah mezi Fourierovou fadou funkce f(t) v komplexnim a redlném tvaru
) = ) Cpe =
_1 oo
= Z Cre™ + Cy + Z Cpe™ =
—00 1
- Cb—%j{:(CLne_miﬁ—Che"“) (2.4)
ft) = Co+ Z (cos(wnt) 4 vsin(wnt)) + Cp(cos(wnt) 4 esin(wnt)))  (2.5)
N):QWXMQHGMMMWH@—Qmem (2.6)
1
Zaved me substituci

ag = 200, Ay = Cn + C_n, bn = Z(Cn — O_n)

Nyni jiz mame Fourierovu fadu v redlném tvaru

ft) = @ + i a, cos(wnt) + b, sin(wnt), t € R (2.7)

5 a+T

a+T
%:@+an:%/j@m@mm (2.9)

a+T
ﬂ@ﬁCQ::%/ﬂMMMWt (2.10)
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Fourierova fada sudé funkce

Pokud je funkce f(t) definovand na intervalu (—L, L) sud&, to znamend f(t) = f(—t),

pak vzorce pro Fourierovy koeficienty jejiho rozvoje budou

f(t) cos(wnt)dt, T = 2L, w =

S
S
I
o
T —=

b, =

=
!

Fourierova fada liché funkce

, n

e~

f(t)sin(wnt)dt =0, n=0,1,...

0,1,... (2.11)

(2.12)

Podobné muzeme postupovat i v piipadé, ze funkce f(t) definované na intervalu (—L, L)

je lichd, to znamena f(t) = —f(—t). Pro koeficienty jejiho Fourierova rozvoje bude platit

1 L
o L/Lf(t) t
L

1
@ = 7 / f(t) cos(wnt)dt =0, T = 2L, w =
L

L
2
b, = —/f(t)sin(wnt)dt,n:O,l,...

L
0
Priklad 2.1.1. Méjme zaddanu nasledugici funkci

f(t) = 14+e™, te
€ (
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"

(2.13)

=0,1,... (2.14)

(2.15)

(2.16)



Fourieruv rozvoj funkce 2.16 (periodické prodlouzeni)

a+T )
C, = L [ ft)e™tdt
a

1/2
— %f +€—t —znwtdt
0

’L’(LJ 1+inm
_ 1—e + l—e — 2
- i2nm 2-+i2nm
1 2 t 1(3 1
CO = 5{(1"‘6 dt:§<§—€ 2)

Fourierova fada ma tvar:

1/3 , l—e % 1—e¢ 2
H==(2 e
1) 2(2 ‘ 2)+Z.O 2nr | 2+ i2nm

it * L -
L L L L

05t

ok

s e s

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 -4 3 2 1 o 1 2 3 4

t

Obrazek 2.1: Soucet Fourie- Obrazek 2.2: Soucet prvnich
rovy rady t¥1 ¢lenu Fourierovy rady
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Kosinovy rozvoj funkce 2.16 (sudé prodlouzeni)

L
ap = %ff(t) cos 2t
1/2 ‘
an = Of(l + e7") cos “itdt
. _251n(%) I —267% cos(%‘)—i—e*%nwsin(%’)-FQ
- nm A+n2n2
L 1/2 ‘ )
ag = %ff(t)dt — f (1 + efzmrt)dt _ % 3
0 0

13 ) s~ 2sin(f)  —2ezcos (%) 4 e dnwsin (%) + 2
f(t)_§(__€2)+z_ nm e 4 + n?m?

g * L] * *
05
ol
hh 3 2 A 0 i 2 3 4 hh 3 2 1 0 1 2 3 4
t
Obrazek 2.3: Soucet Kosinovy Obrazek 2.4: Soucet prvnich
rady ti1 ¢lenu Kosinovy tady

Sinovy rozvoj funkce 2.16 (liché prodlouzeni)

L
n = 2 [ f(t)sin 2t
0
1/2
an = [(1+e")sin22dt
0
2608(%)71 ef%nwcos(%)JrZe*%sm("{)fnﬂ-
- - nm - AFn2n2
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Sinovd Tada md tvar:

=, 2cos (%) —1 e~ 3N cos (M) 1 2¢72 sin (%) + nm
f(t)zZ— njr 2 44—|—n27r2 :

—00

N AN

Obrazek 2.5: Soucet Sinovy Obrazek 2.6: Soucet prvnich

rady tii ¢lenu Sinovy rady

2.2 Diskrétni fourierova transformace

Diskrétni Fourierovu transformaci muzeme zapsat ve tvaru [1]

4= Wa,

—i(k=1)(1=1)

W = (wy) € C"" wyy = e n, k,1l=1,2,...,n,a €R"
Obrazem DFT je vektor s obecné komplexnimi komponentami. Oznaé¢me W = (wy, wa, . .., wy,)

sloupcovy rozklad matice DFT.

Véta 2.2.1. Necht T € R™" je matice posunuti, W € C"" je matice DF'T a a € R™.
Pak plati:

W(T!a) = W;(Wa),l =0,1,...,n—1, (2.17)
kde W; € C™*" je diagondlni matice s diagondlou tvorenou vektorem wiy,. Toto turzeni
ndm vyjadruje skutecnost, Ze Fourierovou transformaci operdtoru posunuti je operdtor mo-

dulace.
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Véta 2.2.2. Necht A € R™" je cirkulantni matice s pronim sloupcem a € R"™. Pak plati:
A=W 'DW, (2.18)

kde W € C™" je matice diskrétni Fourierovy transformace a D € C"*" je diagondIni ma-
tice s diagondlou tvorenou vektorem a = Wa. Jingmi slovy se da rici, Ze kaZdou cirkulantni
matici lze rozloZit pomoci tohoto spektrdalniho rozkladu na diagondini matici D, tvorenou
vlastnimi c¢isly matice A, které lze ziskat pomoci DF'T pruniho sloupce matice A. Dadle pak

na obecné komplexni matici W, kterd je pro vsechny cirkulantni matice stejnd.
Diikaz. Ptredpis pro cirkulantni matici vyndsobime matici W. Tim dostaneme:
WA = (Wa, W(Ta), W(T?a), ..., W(T" 'a))
Pouzijeme vyse uvedenou vétu 2.2.1 a ziskdme:
WA = (Woa, W;a, Wea, ..., W, _,a)
Po dalsi upravé dostavame piimo tvrzeni véty:

WA =DW = A = W 'DW

2.3 Algoritmus rychlé Fourierovy transformace

Pti teseni sedlobodovych soustav linearnich rovnic budeme pro vypocet DFT pouzivat
algoritmus rychlé Fourierovy transformace, ktery v Matlabu provadi funkce fft. Poprvé se
o fft zminil Gauss v roce 1805, ale uvedena do praxe byla az dvéma programatory z IBM v
roce 1965. Existuje nékolik postupt, jak efektivné spocitat DFT. Jeden z nich se jmenuje
tzv. délici metoda. Ta vychazi z puvodni DFT, tzn. mame diskrétni déleni intervalu o délce
N a piislusné funkéni hodnoty z, (s periodou N), kde n = 0, ..., N — 1. Podle definice
spocitame DF'T takto:

127

N—-1
Xp=) apwy™ k=0,...,N-lLwy=e~ (2.19)
n=0
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Rozdélime x,, na dvé stejné casti y, a z,, kde y, = x2, a 2z, = xa,y1 a puvodni definice

nam piejde na tvar:

N/2-1 |
Xk = Z (yan2nk + anN(2n+1)k)7 k= 0, ceey N — 1, wWN = eﬁTw (220)
n=0

Ted vyuZijeme symetrickou vlastnost komplexni exponencidly:

—2nk —nk

. ~ 714 ’, —dmnk/N
Wy = Wyyy, €OZ odpovida vyrazue

_ 67127rnk/(N/2)

S vyuzitim této vlastnosti muzeme vyraz prepsat do tvaru:

N/2-1 N/2-1
X, = Z yan/z +wN Z zan/z (2.21)

Nyni méme spocitat namisto DFT délky N dvée DFT o délce N/2. Tyto dvé DFT si

ozna¢ime jako Yk a Zk a nyni muzeme psat:

X = Y + wt Zs,
* e (2.22)
Xiiniz = Yignp twy Zk N2
Vsimnéme si, ze w;VN/ 2 = —1, a protoze perioda Yk,Zk je N/2, muzeme piedchozi vyraz
prepsat do tvaru (pro k=0, ..., N/2—1):
X = Y+ wi*Zs,
g g Y g (2.23)
Xipgnig = Yie—wy Zk

Nyni umime jednu DFT o délce N rozdélit na dvé DFT o délce N/2. Predchozi postup

budeme aplikovat tak dlouho, dokud nam z puvodni DFT nevznikne N DFT o délce jedna

(to je mozné pouze, kdyz N je mocnina dvou, jinak rozdélujeme az do lichych ¢asti).
Tento postup ma dvé hlavni ¢asti:

1. preskupeni, kde ptuvodni posloupnost tplné rozdélime na stejné velké liché podpo-

sloupnosti.

2. kombinaéni, kde postupnym spojovanim podposloupnosti (o délce 1 na posloupnost

délky 2 ...) ziskdme vysledek Xj.
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Délici metoda

To | Yo = To "y —_f-«"omL ;0’ e 1{ — %o | vy | Yo |
|
T iy1=332 Llil; 3:34_[ zy __z4_—>Z”=j4 ’ = E" _II bg) i
T2 :y2-2"4 '_Zézi'g Yp = T2 Y0—~.’L"2_| — _{)ﬁ Y> :
s tnen ldn g X g D, |
2, 0=01 W= | fen Yoo |<p ¥ —Z |
|
Zs5 i‘Zl:iEa i_yi:_ms.__] z0—$5HZ :a:5_| = E’J Z I
Tg :272=$5 ’726:_-_:[,'37 ;6’:—333:};:;3_‘ _ E{]_‘ Z2 i
SRS AN Sy S LAY ST L
~—— Preskupeni — - Kombinace

Obrazek 2.7: Schéma délici metody

Schéma postupu délici metody [3]:

2.4 Diskrétni sinova transformace

DST muzeme zapsat ve tvaru [2]:

S = {S}kl € Rnxn’

a—=

Sa,

s = sin(klmh), k,1
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2.4.1 Propojeni DST a DFT

Plati:
e = cosA+sin(N), AeERi=+/—1,
e = cosnA+usin(nd), n€Z, (2.25)
e—iN = cos A — 1sin(A),
sin A\ = %
Pak
wy = e—i2m/N = cos(3F) —usin(3), (2.26)

w%?\[.ﬁ.g = kT [IN + 2 = e7Wkmh = cos(jkmh) — 1sin(jkmh).

Véta 2.4.1. Necht je din vektor x € R", x = (x1,%3,...,1,) a vektor y € R* 2 ktery

venikne z vektoru takto:

y = (073717 L2y, Tp, 07 —Tpy, = Tp—1y-- -, _'Tl)-
Pak plati:
DST(x) = =20DFT(y)k+1, k=1,2,...,n.
Dikaz.
(DFToniay)ipr = j_q ajwik — 300000 @angsjwik =
= Z?:l zjw* — Z?:l wjwrEmIk =
S o S s e (207)
= S w(wt —wIh) =

= —20) 0 @y sin(jkmh).
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Kapitola 3

Numerické reseni
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Nyni se budeme zabyvat numerickym fesenim dirichletovy okrajové tulohy

—Au=f vw
(3.1)
~+0.p. na ow.

Pro jednoduchost budeme uvazovat homogenni dirichletovy okrajové podminky, tj. u = 0

na ow.

Slabé formulace dlohy 3.1 ma tvar. Najdi funkci u € H} takovou, ze plati

/WVqudx = /wfvdx Vv € Hj(w) (3.2)

Takto formulovanda tuloha jde vyhodné numericky tesit metodou konec¢nych prvku.

3.1 Strucné o Metodé koneénych prvkia (MKP)

Hlavni myslenka MKP spociva v nahrazeni prostoru s nekone¢nou dimenzi H prostorem

dimenze konecné. Nejcastéji jde o po castech linedrni funkce s malym nosicem. Jak je

k13
0BF
04

02F

02k

04k
DEL

08k

I I I L L I I L L L I
-1 08 06 04 02 0 02 04 0B 08 1

Obrazek 3.1: Béazova funkce Obrazek 3.2: Ukazka puniku

pro trojuhelnikové elementy bazovych funkci

vidét na obrazku 3.2. Diky malému nosi¢i jsou nad kazdym elementem maximalné tii
funkce nenulové (pro trojihelnihové elementy). To znamend, ze pro kazdy element staci

vypocitat pouze 9 integrdlu [ VuVudz. Nevyhodou ovsem je, ze hranice oblasti w muze mit
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velice slozitou geometrii. Pro jeji vérohodnou aproximaci je tedy potieba, aby diskretiza¢ni
sit byla na jejim okoli dostateéné jemnd. Pokud bychom zachovali jemnost diskretizace
dovniti oblasti, bude vysledna soustava linedrnich rovnic obrovska, a tedy obtizné fesitelna.
Pokud zvolime smérem dovniti oblasti sit hrubsi, vysledna soustava bude mensi, oviem
pravdépodobné spatné podminénd. Idedlni je, pokud mé diskretizacni sit néjakou specidlni
strukturu, které lze vyuzit pro efekivni feseni vysledné soustavy linearnich rovnic. Jednou

z metod, jak toho dosdhnout, je takzvand metoda fiktivnich oblasti (MFO).

3.2 Metoda fiktivnich oblasti

uvazujme ulohu 3.1 s homogenni dirichletovou okrajovou podminkou.

Metoda fiktivnich oblasti spoc¢iva ve vnoreni oblasti se slozitou geometrii w do oblasti s

pravidelnou geometrii {2. A nahrazeni ulohy 3.1 tlohou 3.3 definovanou néasledovné:

[y VaVvdz = [, fode Yo € Hi(Q)
~+o0.p. na oS

(3.3)

a plati:
e [ je vhodné rozsffen{ f z oblasti w na oblast Q, f € L2
e tloha je volena tak, aby restrikce ul, bylo fesenim puvodniho problému 3.1

Omezeni, které nam zajisti, aby restrikce |, bylo fesenim puvodniho problému, budeme

vynucovat pomoci lagrangeovskych multiplikatoru.

Podrobnéjsi popis metody fiktivnich oblasti a konstrukce dudlniho prostoru lagran-

geovych multiplikdtora muzeme nalézt v [7].

37



3.2.1 Reseni tlohy

Uloha tak, jak je definovana v predchozi ¢asti, vede na feSeni soustavy linearnich rovnic

A BT X F
= (3.4)
B 0 A 0
A je matice tuhosti. B matice transformace, ktera spolu s vektorem lagrangeovych mul-

tiplikdtori \ zajistuje splnéni okrajovych podminek na hranici Ow. F vektor zatizeni. X

je vektor uzlovych hodnot feseni. Jednotlivé matice a vektory vypocteme nasledovneé:

A = {aij}7 Q5 = fQ VUiVUdeL’, Z,j = 1, e, N,
B = {by}, by = ﬁklk+1vjds, j=1,....n,k=1,...,m,

F = C(f), C= {C}i]’,cl’j = fQ ’Uﬂ)jdl’, Z,j = 1, ooy,

kde {v;}7_, jsou bézové funkce V. {lelp1}, je systém déleni hranice dw,n je pocet

bazovych funkei nad oblasti 2, m je pocet bazovych funkci nad hranici dw.

Asi nejsnadnéjsi by bylo sestavit celou matici

A BT
B 0

a prislusné vektory. A pro vypocet pak pouzit napriklad gaussovu eliminaci. Naroc¢nost
vypoctu je obstojna. OvSem uz samotné sestavovani jednotlivych matic je neiinosné drahé.
A pamétfové naroky na jejich uchovavani by byly obrovské. Matice je sice pouze 9 diagondlni
(pro bilinedrni prvky - rektangulaci oblasti). Avsak pro jemnou diskretizaci by pés, ktery se
zapliiuje pii gausové eliminaci byl zna¢éné siroky. Pro vyrazné snizeni pamétovych naroku
je dulezita si vSimnout vlastnosti bazovych funkei, a to jejich linearni separability. Muzeme

tedy psét v(z,y) = v, (2)v,(y). Dosadme si tedy tuto separovatelnou funkei do vyrazu na

1Ukézka, jak vypadd ¢ast jedné bazové funkce nad jednim elementem pro bilinedrni prvky

1
vi|elementi = 1(1 + iC)(]. + y)
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levé strané rovnice 3.3

81),L- Ov; avi ov;
fQ Vo,Vuidedy = |, 5e52dedy + fQ oy 6—yjdxdy

o 8vmvyl 81)1]1)1,3 61)mvyZ 81)1]1)3”
= fQ =W dxdy + fQ By =W dxdy

w
_ 81}11 avz] vaz 8vy]
= Jq Uity 55 Gt drdy + [o veive; pit e dady

= [(vyivy; [( av;” avij)dx Yy + [ (vaive; [ (5254 )dy)de

A protoze

Ovg; OV
A= (@hyay= [GEGs

M, = {m’},;, mi; = /(vsivsj)ds,
kde s = x respektive y. A, je jednodimenzionalni matice tuhosti, My jednodimenzionalni

matice hnotnosti. Tyto matice lze pro uniformn{ sit jednoduse vyéislit

2 -1 0 0 0 0 41 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 14 1 0 0
1 hs
As=—1 0 -1 2 -1 0 0], My=—1]1014 1 0
hs 6
0O 0 0 0 -1 2 0 0 O 0 1
(3.5)
Pomoci kroneckerova sou¢inu potom muzeme psat
A=A, oM, +M,®A, (3.6)

Timto vyrazné snizime naroc¢nost sestavovani matice A. OvSem my pujdeme jesté dal a

ukazeme si pristupy, pii kterych nebude potieba vubec celou matici A sestavovat.

3.3 Zakladni myslenka uvadénych algoritmu

Vsechny tii algoritmy, které budou postupné popsany maji stejnou zakladni kostru. Chceme

resit soustavu rovnic

Ax+B'A=f (3.7)
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Z rovnice 3.7 si vyjadiime neznamou x.
x=AYf-B")) (3.9)
po dosazeni do druhé rovnice 3.8 dostavame
BA'B’)=B(A'f) (3.10)

Tuto soustavu ve vSech pripadech fesime metodou sdruzenych gradienttu. Pravou stranu
vycislime tak, jak jsou uvedeny zavorky, abychom minimalizovali pocet potiebnych oeraci.
Matici BA™'B” ze stejného divdu nevyéislujeme, ale vzdy, kdyz je potieba touto matici

nasobit vektor. Postupujeme odzadu e = BT(A~!(Bg)).

Takto ziskdame vektor lagrangeovych multiplikatoru A\ a dosadime jej zpét do rovnice
3.7. Ziskali jsme vektor uzlovych hodnot feSeni x. Jediné, co zatim zustava nevyresené, je

vypocet A~ly. A pravé v tomto bodé se jednotlivé metody od sebe vice ¢ méné lisi.

3.4 Nahrazeni inverze matice sdruzenymi gradienty

Chceme ziskat vektor y = A~'h. Mame ovsem omezujici podminku. Potfebujeme jej ziskat

bez nutnosti vycislit matici A.
A=A, oM, +M,®A,

Al=(A, oM, +M, )"

Je tedy jasné, Ze tudy cesta nepovede. Neni tézké si vak uvédomit, Ze vypocet y = A~1h
lze nahradit feSenim soustavy Ay = h. Na tuto vnitini soustavu muzeme opét aplikovat
metodu sdruzenych gradienti. Tim se vyhneme potiebé ziskat inverzi A. A dokonce i

nutnosti vycislovat celou matici. Vzdy, kdyz v metodé sdruzenych gradientu bude potieba
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nasobit vektor matici A, provedeme to podle pravidla 1.18 pro nasobeni kroneckerova

soucinu s vektorem nasledovné:
Aw = (A, @M, +M, ® A,))w,?

(Aw) = A, WM, + M, WA, (3.11)

W je vektor w preskladany na matici tak, ze W &€ R™*™  Vysledkem posledni operace
3.11 je matice, kterou je podle potieby mozné preskladat na ocekavany vektor. Nekdy je
ovsem lepsi ponechat vysledek jako matici a uSetfit tak preskladavani, které jinak také

spotfebuje néjaké takty procesoru.

Kdybychom nésobili celou matici A, dostali bychom se ke slozitosti ninz Predpokladejme,
ze n = n, = n,. Pak fddov4 slozitost této operace je o(n*). Kdezto pii pouzit{ pravidla pro
ndsobeni kroneckerova soucinu dostdvame 4n?, coz odpovida slozitosti o(n?). Vzhledem k
situaci, Ze se toto nasobeni objevuje v kazdém cyklu metody sdruzenych gradientt®, je to

vyznamna Uspora.

3.5 Inverze pomoci Fourierovych transformaci

V tomto pripadé vyuzijeme moznosti provést spektralni rozklad matice efektivné pomoci
Fourierovych trasformaci. Matici vzniklou diskretizaci jednodimenziondlni tilohy metodou

konecnych prvku tak muzeme rozepsat

A, =TD,T,

Zkde A € R="wXn=ny - A, M, € R"=*"= A, M, € R™*" w € R""
3Dokonce se objevuje v cyklu sdruzenych gradientii(CG), které jsou opét krokem nadiazeného cyklu

CG
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kde T je matice Fourierovy respektive sinovy transformace. Celou matici A muzeme tedy

psat ve tvaru:

A = A, OM,+M,®A, =
= TD,4,T®TDy,T+TDy,T®TD,T =
= (T®T)(DayT®Dy,T)+(T®T)(Dy,ToD,T) =
= (T®T)(Da, ®Dy, + Dy, ®D,, (TR T)

4

Diky fourierovym transformacim tedy jednoduse ziskame diagonalni rozklad matice A. A

vektor y = A~'h takto:

~ A

y =(T@T)(D, ®D;, +Dy. @D, )(T®T)h

D'=D,'® D;jy +D;. ® Dgi

Ve skutecnosti vSak nebudeme sestavovat inverzi diagondlni matice, ale sestavime pouze
vektor diagondlnich prvku matice D. Pak stac¢i pouze provést dvourozmérnou fourierovu
transformaci vektoru h a vydeélit ptislusné prvky vysledku prvky na odpovidajicich pozicich

diagonaly D. Po aplikaci inverzni dvojrozmérné transformace mame vektor y.

Diky existenci algoritmu rychlé fourierovy transformace, kterda ma slozitost o(n logn) (jeji
dvourozmérna varianta o(n®logn)),je celé nasobeni inverzni matici A~1 velice efektivni a

m4 slozitost pouze o(n?logn).

3.5.1 Specifika Fourierovy transformace

Jak vime, pokud chceme udélat fourieruv rozvoj funkce. Musi byt tato funkce periodicka.
Neni nic divného, Zze to samé plati pro tuto transformaci i v diskrétnim tvaru. Méjme
danu funkci definovanou na intervalu 7. Délme tento interval na n dilu podle obrazku 3.3

Vysledné feseni bude tedy také periodicka funkce. To se na matici tuhosti a hmotnosti

A je matice inverzni transformace. Napiiklad pro sinovou transformaci se T=Ta palti TT = L

Matice sinové transformace je ortonormélni.
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0 T 2T

1 2 ... n noon+l .. Zn Z2n+l

Obrazek 3.3: Diskretizace oblasti pro fourierovu transformaci

projevi nasledujicim zpusobem

2 -1 0 0 0 ~1 41 0 0 0
~1 2 -1 0 0 0 14 1 0 0
1 h,
Ac=—] 0 -1 2 -1 0 o |. My=—|o0o14 1 o
hs 6
~1 0 0 0 -1 2 10 0 0 1

1
s = x resp. Yy, hy = —, n, je déleni ve sméru osy x resp. y
N

Nevyhodou ovsem je, ze takto definované matice jsou singuldrni. My jsme si pii nu-
merické realizaci pomohli malou berlickou a netesili jsme rovnici —Au = f, ale rovnice
—Au +u = f. Tim jsme zarucili regularitu matice A. Na vyslednou soustavu to mélo
pouze tento vliv:

A=A, M, +M,®A, + M, ®M,.

Opravdu silnou zbrani Fourierovy transformace je fakt, ze pro ziskani vlastnich ¢islel ma-
tice, diaginizovatelné touto transformaci, staci provést transformaci pouze prvniho sloupce

matice. Ziskame tedy spektralni rozklad za cenu pouze nlogn operaci.

3.5.2 Specifika sinovy transformace

Jestlize u Fourierovy transformace musi byt funkce periodickd, u sinovy trasformace musi
byt jesté k tomu licha vzhledem ke stiedu intervalu. Z toho plyne, Zze vysledné feseni musi

spliiovat homogenni dirichletovy okrajové podminky na hranici fiktivni oblasti®. Vyhodou

5toto lze pékné vidét na obrazku 2.5 Soucet sinové fady
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je, ze tim mame zajisténu regularitu soustavy a pocitame uzlové hodnoty pouze ve vnitinich
bodech diskretizace. Matice tuhosti a hnotnosti pro pouziti sinové transformace vypadéji

presné jako matice 3.5.

Vlastni ¢isla matice tuhosti pfimo zname:
) Jgmh 1
Ag; = 4sin® [ — ), h=——mr
A ( 2 ) n+1

kde n je pocet uzlu uvniti 1D oblasti. Vlastni ¢isla matice hmotnosti musime vypocitat po-

moci diskrétni sinové transformace. Tyto vlastni ¢isla ziskdme za cenu sloZitosti o(n? logn).

Dulezité je nezapomenout na fakt, ze vektor predkladany rychlé fourierové transformaci,

musi mit rozmér 2%, kde k = 1,2, ... Jinak by si tento algoritmus neuchoval svou efektivitu.

3.6 Numerické experimenty

Jako oblast w zvolme jednotkovou kruznici s parametrizaci (cost,sint). Potfebujeme najit
néjakou funkei, ktera splnuje homogenni dirichletovy okrajové podminky na této oblasti.
Takovou funkef je napifklad funkce u = 1 — 22 — y%. A pravé tuto funkci si vybereme pro

numerické testy.

Dopocitame pravou stranu f:

Pu  0*u
f=-Au=————=4
?r 0%y
Ptesné zadani resené tlohy ma tedy tvar:
—Au = 4,

u(cost,sint) =0, t € (0,2m).

Poznamka 3.6.1. Pro fourierovu transformaci fesime tilohu

—Au+u=f
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n DST CG n DFT

255 | 0,2386 | 0,2382 | 256 | 0,613
961 | 0,1107 | 0,1107 | 10246 | 0,0331
3969 | 0,0525 | 0,0527 | 4096 | 0,0189
16125 | 0,0255 | 0,0369 | 16384 | 0,0072
65025 | 0,0131 65536 | 0,0042
261121 | 0,0065

Tabulka 3.1: Vyvoj chyby feSeni v L? normé

0.25 - - - R
——DsT
—CG
——DFT
02t
015 F
m
L]
=
o
(]

0.05

10

potet uzld diskretizace

Obrazek 3.4: Vyvoj chyby
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Zaveéer

Metoda fiktivnich oblasti se ukazuje jako velice efektivni fesi¢ parcidlnich diferencialnich
rovnic. Pamétové néaroky, bez ztrdty informace, uz snad ani nemuZzou byt mensi. Diky
uniformni siti je i preprocesing relativné levny. Matici tuhosti nemusime nijak algoritmicky
sestavovat, protoze zndme piimo jeji tvar (stejné tak i matici hmotnosti). Pfibylo sice
sestaveni matice transformace. Ta je ovSem vzdy v jednom rozmeéru nasobné mensi nez
matice tuhosti. Pomoci rychlych tesicu zalozenych na Fourierovych transformacich je i
vypocet velice efektivni. Rychla fourierova transformace je takad dobte paralelizovatelna.
Nevyhodou je, ze okrajova podminka na hranici dané oblasti je splnéna pouze v integralnim
smyslu, tj. integralni prumér nad ur¢itym isekem hranice je roven nule (pro dirichletovy
okrajové podminky). To zpusobuje velice pomalou konvergenci feseni v okol{ hranice. Tato
chyba se samozdiejmeé Siti i smérem dovniti oblasti. Musime tedy pocitat vétsi soustavy,

abychom dosahli stejné presnosti.

Je snadno vidét, ze tesi¢ pomoci Fourierovy transformace je efektivnéjsi nez pomoci
sinovy transformace. U sinové transformace se totiz aplikuje rychla fourierova transformace
na vektor o velikosti 2n + 2, kde n je velikost puvodniho vektoru. Tudiz ma dva krat
véts jak pamétové, tak vypocetni naroky. Nemd ovSem problémy s regularitou soustavy,
coz u Fourierovy trasformace muze nastat. V tom piipadé je nutné pouzit pro vypocet

pseudoinverze. To sebou nese urcité komplikace.

Dalsi uplatnéni by metoda fiktivnich oblasti mohla mit v metodach rozlozeni oblasti.
Kdy by se jednotlivé podoblasti vlozili do fiktivnich oblasti. Tim by se oteviela cesta Tesit
tyto dilci soustavy velice efektivné. Navic déleni podoblasti si volime sami a tim padem by

i konvergence v blizkosti hranice mohla byt vyrazné lepsi.
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1.2

Obrézek 3.5: Reseni pomoci DFT
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Obrézek 3.6: Reseni pomoci DST
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Obrazek 3.7: Reseni pomoci Sdruzenych gradienti
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