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Abstrakt

Tato diplomová práce rozeb́ırá možnosti využit́ı rychlých řešič̊u založených na fourierových

transformaćıch pro řešeńı eliptických okrajových úloh ve 2D. Využijeme k tomu metodu

fiktivńıch oblast́ı, d́ıky které maj́ı matice soustav, vzniklé diskretizaćı metodou konečných

prvk̊u, jednoduchou strukturu

Kĺıčová slova: metoda konečných prvk̊u, fourierova transformace, sinová transformace,

metoda fiktivńıch oblast́ı, lagrangeovy multiplikátory

Abstract

This thesis investigate possibilities of fast solvers of 2D elliptic boundary value problem

based on Fourier transformation. The requirement of specific stiffness matrix structure is

accomplished by fictitious domain method.

Key words: finite element method, fourier transform, sine transform, fictitiouse domain

method, lagrangian multipliers
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1.2 Vektorové prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1.5 Kronecker̊uv součin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.2 Diskrétńı fourierova transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Úvod

Tato práce se zaměřuje na efektivńı implementaci metody fiktivńıch oblast́ı. Přestože me-

toda konečných prvk̊u je efektivńı zp̊usob řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, při

požadavku na velkou přesnost řešeńı vznikaj́ı obrovské soustavy, jejichž výpočet je velice

náročný. Existuje několik zp̊usob̊u jak toto zlepšit. Jedńım z nich je právě metoda fiktivńıch

oblast́ı. Jej́ı princip spoč́ıvá v záměně problému formulovaného na oblasti se složitou geo-

metríı (ω) za problém formulovaný na oblasti s pravidelnou geometríı (Ω)(např. obdelńık)

obsahuj́ıćı p̊uvodńı oblast a jež je s p̊uvodńı úlohou určitým zp̊usobem svázána. A sice

jeho řešeńı zúžené na p̊uvodńı oblast je řešeńım p̊uvodńıho problému. Informace o geomet-

rii oblasti je v našem př́ıpadě
”
zakódována“ pomoćı lagrangeovských multiplikátor̊u. Dı́ky

tomuto př́ıstupu má matice tuhosti speciálńı vlastnosti, které lze úspěšně využ́ıt pro řešeńı

pomoćı rychlých řešič̊u založených na fourierových transformaćıch.
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Kapitola 1

Použité nástroje
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1.1 Operace s maticemi

Násobeńı skalárem

A ∈ Rm×n, α ∈ R

Pak

[αA]ij = α [A]ij i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n (1.1)

Př́ıklad

5

 1 2

3 4

 =

 5 10

15 20


Součet matic

Sč́ıtat lze pouze matice stejného typu, tj. A,B ∈ Rm×n Pak

[A + B]ij = [A]ij + [B]ij i = 1, 2 . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n (1.2)

Př́ıklad  1 2

3 4

 −1 0

1 2

 =

 0 2

4 6


Pro sč́ıtáńı matic a násobeńı matic skalárem plat́ı následuj́ıćı pravidla.Necht’ jsou dány

matice A,B,C ∈ Rm×n a skaláry α, β ∈ R. Pak plat́ı

A + (B + C) = (A + B) + C

A + B = B + A

α(A + B) = αA + αB

(α + β)A = αA + βA

α(βA) = (αβ)A

1A = A

(1.3)

Násobeńı matic

Necht’ je dána matice A ∈ Rm×p a B ∈ Rp×n. Pak

[AB]ij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aipbpj. (1.4)
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Necht’ jsou dány matice ABC ∈ Rm×n a skalár α.Plat́ı následuj́ıćı pravidla vždy, když jsou

definovány jednotlivé operace:

A(αB) = (αA)B

A(B + C) = AB + AC

(A + B)C = AC + BC

(1.5)

Rovněž plat́ı asociativńı zákon:

A(BC) = (AB)C

Obecně ovšem neplat́ı komutativńı zákon,tj.

AB 6= BA

a to i v př́ıpadě, že AB i BA jsou definované.

Důležitou matićı je takzvaná jednotková matice. Označuje se nejčastěji I nebo E. Jed-

notková matice má tvar:

I =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . . 0

0 0 0 1


Pro násobeńı jednotkové matice I s libovolnou matićı A plat́ı (opět pokud jsou tyto operace

definované):

AI = A

IA = A

Transponováńı matic

Při této operaci se prohod́ı řádky za sloupce.

[AT ]ij = [A]ji
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Pro transponováńı matic plat́ı následuj́ıćı pravidla

(A + B)T = AT + BT

(αA)T = α(AT )

(AB)T = BTAT .

(1.6)

Sč́ıtáńı, násobeńı, transponováńı blokových matic

Bloková matice  B C

D E

 (1.7)

Bloková matice se často použ́ıvá v př́ıpadech, že matice má po bloćıch nějaké zaj́ımavé

vlastnosti, kterých se dá využ́ıt pro efektivńı výpočty. Např́ıklad blok B matice 1.7 může

být diagonálńı matice, blok E nulová matice atd.

Sč́ıtáńı blokových matic

Mějme dány blokové matice

A =

 A1 A2

A3 A4

 , B =

 B1 B2

B3 B4

 .

Jednotlivé sobě odpov́ıdaj́ıćı bloky matice A a B maj́ı stejný typ, tj. Typ A1 má stejný

typ jako B1.Pak

A + B =

 A1 A2

A3 A4

+

 B1 B2

B3 B4

 =

 A1 + B1 A2 + B2

A3 + B3 A4 + B4

 (1.8)

Násobeńı blokových matic

A =


A11 . . . A1p

...
. . .

...

Am1 . . . Anp

 ,


B11 . . . A1n

...
. . .

...

Bp1 . . . Apn


Jsou dvě blokové matice rozdělené na bloky tak, že počet sloupc̊u blok̊u Ajk je stejný jako

počet řádk̊u blok̊u Bkj, pak se libovolný blok Cij součinu AB vyč́ısĺı podle pravidla

Cij = Ai1B1j + . . .+ AipBpj (1.9)
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Speciálńı př́ıpad je násobeńı blokové matice s blokovým vektorem B C

D E

 y

z

 =

 By + Cz

Dy + Ez

 (1.10)

Transponováńı blokových matic B C

D E

T

=

 BT DT

CT ET

 (1.11)

Pozorováńı Při efektivńıch implementaćıch je také velice d̊uležité brát v úvahu aspekt

složitosti jednotlivých operaćı.

Pro jednoduchost uvažujme čtvercové matice A,B,C ∈ Rn×n a vektor v ∈ Rn. Pak

násobeńı matice A,B má složitost n3. Násobeńı matice A a vektoru v má složitost pouze

n2. V př́ıpadě, žě máme spoč́ıtat např́ıklad takovýto výraz

ABv

máme dvě možnosti

- spoč́ıtat (AB)v

- nebo A(Bv)

Zat́ımco prvńı varianta bude mı́t celkovou složitost n3 + n2. Výsledkem násobeńı matice

a vektoru je opět vektor a proto druhá varianta bude mı́t složitost pouze 2n2. Stejné je

to v př́ıpadě výrazu(A + B)C. Je vhodné postupovat podle uvedeného uzávorkováńı a

neroznásobovat. Dosáhneme potom složitosti n3 + n2 mı́sto 2n3.

1.2 Vektorové prostory

Každý se už asi setkal s vektory. Např́ıklad ve fyzice reprezentuj́ı hodnoty veličin, pro

něž je d̊uležitá nejen
”
velikost“, ale také směr p̊usobeńı. Jednou z takových veličin je śıla,

rychlost atd.
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Toto je ovšem velice konkrétńı pohled na vektor. V matematice existuje mnohem obecněǰśı

kostrukce, která umožňuje, za jasných pravidel, mnohem větš́ı
”
svobodu“.

Definice Vektorový prostor nad tělesem S (prvek s ∈ S se nazývá skalár) je množina V

společně se dvěmi operacemi:

• sč́ıtáńı vektor̊u V ⊗ V → V znač́ıme v + w, v,w ∈ V

• násobeńı skalárem S ⊗ V → V znač́ıme s ·w, s ∈ S,w ∈ V

pro něž plat́ı (a, b ∈ S, u,v,w ∈ V ):

1. Existuje neutrálńı prvek 0 ∈ V tak, že ∀v ∈ V,v + 0 = v. Prvek 0 se názývá nulový

prvek

2. ∀v ∈ V existuje opačný prvek w ∈ V tak, že v + w = 0

3. u + (v + w) = (u + v) + w

4. v + w = w + v

5. a(bv) = (ab)v

6. 1v = v, 1 je jednotkový prvek tělesa

7. a(v + w) = av + aw

8. (a+ b)v = av + bv.

1.3 Lineárńı nezávislost a báze

Mějme vektorový prostor V nad tělesem S. Necht’ v1,v2, . . . ,vn ∈ V a s1, s2, . . . , sn ∈ S.

Pak výraz

s1v1 + s2v2 + . . .+ snvn

nazveme lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . ,vn.
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Lineárńı nezávislost Vektory v1, . . . ,vn jsou lineárně nezávislé, je-li jejich lineárńı kom-

biace rovna nulovému vektoru pouze v př́ıpadě, že všechny skaláry s1, . . . , sn jsou nulové,

tj. rovnici

s1v1 + s2v2 + . . .+ snvn = 0 (1.12)

splňuje pouze triviálńı kombinace.

Lineárńı obal Necht’ je dána množina M. Pak lineárńım obalem M rozumı́me množinu

všech lineárńıch kombinaćı vektor̊u množinyM.

Jedńım z velice d̊uležitých pojmů je báze vektorového prostoru.

Báze vektorového prostoru V je konečná množina lineárně nezávislých vektor̊u, jej́ıž lineárńı

obal je roven celému prostoru V .

1.4 Inverze a regularita

Inverzńı matice je daľśı nástroj lineárńı algebry. Při numerických výpočtech se použ́ıvá, d́ıky

jej́ı velké výpočetńı náročnosti, jen zř́ıdka. Ovšem při teoretických úvahách a d̊ukazech je

často nenahraditelná.

Hodnost matice je č́ıslo, které určuje počet lineárně nezávislých řádk̊u matice.

Regulárńı matice Čtvercová matice A ∈ Rn×n je regulárńı jestliže jej́ı hodnost je rovna

n,tj. má všechny řádky lineárně nezávislé.

Inverzńı matice Necht’ je dána regulárńı matice A, pak matici A−1 nazveme inverzńı

matićı k matici A. pokud plat́ı:

AA−1 = A−1A = I. (1.13)
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1.5 Kronecker̊uv součin

Definice Necht’ jsou dány matice Ax ∈ Rmx,nx , Ay ∈ Rmy ,ny . Kronecker̊uv součin je

definován

Ax ⊗Ay =


ax11Ay · · · ax1nAy

...
. . .

...

axm1Ay · · · axmnAy

 (1.14)

Pro Kronecker̊uv součin plat́ı:

A⊗ (B + C) = AB + AC,

(A + B)⊗C = A⊗C + B⊗C,

(kA)⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B),

A⊗B⊗C = A⊗ (B⊗C),

(1.15)

kde A,B,C jsou matice a k je skalár.

Kronecker̊uv součin obecně neńı komutativńı, tj. A⊗B 6= BA. Avšak A⊗B a B⊗A

jsou permutačně ekvivalentńı. Existuj́ı permutačńı matice P, Q tak, že plat́ı:

A⊗B = P(B⊗A)Q

Pro nás ovšem budou nejd̊uležitěǰśı následuj́ıćı vlastnosti:

(A⊗B)(C⊗D) = AB⊗CD (1.16)

Poznámka 1.5.1. Důkaz této relace př́ımo vycháźı z definice - stač́ı si pouze napsat matice

po složkách a promyslet si, jak budou jednotlivé součiny vypadat.

Inverze Kroneckerova součinu je možná pouze v př́ıpadě, pokud k jednotlivým matićım

existuj́ı inverze. Pak

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1 (1.17)

Velmi d̊uležitou vlastnost́ı Kroneckerova součinu je násobeńı tohoto součinu s vektorem,

který lze rozdělit na součin jednotlivých matic s vektorem. Než si ukážeme, jak toto

násobeńı prob́ıhá, muśıme ještě nadefinovat jednu funkci.
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Definice Necht’ V je matice typu nx × ny, pak vec(V) je vektor o nxny složkách. Jinými

slovy lze ř́ıci, že funkce vec
”
přeskládá“ matici na vektor po řádćıch. Potom je také možno

definovat inverzńı funkci vec−1, která z vektoru vytvoř́ı matici. V Matlabu je nadefinována

funkce reshape(A,nx,ny), která matici A typu mx×my přeskládá na matici typu nx× ny.

Muśı však platit nxny = mxmy.

Pro násobeńı Kroneckerova součinu s vektorem plat́ı:

(Ax ⊗Ay)v = vec(AxVAy), V = vec−1(v) (1.18)

1.6 Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

1.6.1 Gaussova eliminace

Gaussova eliminace je jedna z nejrozš́ı̌reněǰśıch metod pro řešeńı soustav lineárńıch rov-

nic. Mějme systém m rovnic o n neznámých. Pak matice soustavy má rozměr A ∈ Rm×n,

x, b ∈ Rm

Ax = b

Napǐsme si rozš́ı̌renou matici soustavy:
a11 · · · a1n b1

a21 · · · a2n b2

... · · · ...
...

am1 · · · amn bn

 (1.19)

Řešeńı soustavy se nezměńı, pokud budeme provádět pouze takzvané ekvivalentńı úpravy:

1. výměna dvou řádk̊u,

2. vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,

3. přičteńı násobku řádku k jinému řádku.

Úpravy provád́ıme vždy na celé rozš́ı̌rené matici 1.19, tj. i na vektoru b

16



Dı́ky těmto úpravám uprav́ıme matici do takového tvaru, že pro 1 ≤ i ≤ m plat́ı

• řádek i je bud’ nulový

• anebo má prvńı nenulovou souřadnici na pozici pi a všechny řádky pod ńım maj́ı na

prvńıch pi pozićıch nuly.

Př́ıklad 1.6.1. 
3 −1 4 0

0 5 −4 1

0 0 0 −2

0 0 0 0


Poznámka 1.6.1. Gaussova eliminace se dá také použ́ıt např́ıklad k určeńı báze lineárńıho

obalu daných vektor̊u.

Nástin, jak toho lze dosáhnout:

Mějme dány vektory v1,v2, . . . ,vm ∈ Rn. Sestav́ıme z nich matici tak, že jednotlivé

vektory budou tvořit řádky matice. 
v1

...

vm

 (1.20)

Nenulové řádky v matici 1.20 po provedeńı algoritmu Gaussovy eliminace tvoř́ı bázi lineárńıho

obalu daných vektor̊u.

1.6.2 LU rozklad

Pomoćı LU rozkladu můžeme rozložit regulárńı matici A na tvar:

A = LUP, (1.21)

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, U je horńı trojúhelńıková matice a P je permutačńı

matice.
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Mı́sto řešeńı soustavy Ax = b potom řeš́ıme soustavu

L(U(Px)) = b, (1.22)

což řeš́ıme postupně

Lz = b

Uy = z

Px = y

(1.23)

LU rozklad můžeme źıskat pomoćı Gaussovy eliminace.

Algoritmus 1. LU rozklad ikj-varianta [5]

function [ L,U ] = myLU( A )
n = size(A,2);
for i = 2:n

for k = 1:i-1
A(i,k) = A(i,k)/A(k,k);
for j = k+1:n

A(i,j) = A(i,j) - A(i,k)*A(k,j);
end

end
end
U = triu(A);
L = tril(A,-1) + speye(n);

Tento algoritmus 1 je výhodný, protože v jednom kroku vypočte jak prvky matice L,

tak prvky matice U. Protože všechny úpravy se prováděj́ı př́ımo nad vstupńı matićı A,

posledńı dva řádky nám z matice A źıskaj́ı očekávaný výstup (matice L, U).

1.6.3 Metoda sdružených gradient̊u

Obě předešlé metody byly takzvané př́ımé. To znamená, že po provedeńı celého algoritmu

máme přesné1 řešeńı dané soustavy. Metoda sdružených gradient̊u byla také považována za

1Přesného řešeńı je dosaženo pouze v přesné aritmetice, kde se zanedbávaj́ı zaokrouhlovaćı chyby
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daľśı př́ımou metodu. Ovšem o něco později bylo objeveno jej́ı kouzlo jako iteračńı 2metody.

Opět budeme cht́ıt řešit sustavu lineárńıch rovnic

Ax = b A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, (1.24)

kde nav́ıc matice A je symetrická pozitivně definitńı.

Poznámka 1.6.2.

• pro symetrické matice plat́ı A = AT

• pro pozitivně definitńı matice plat́ı xTAx > 0,∀x ∈ Rn, x 6= 0, A ∈ Rn×n

Definujme skalárńı součin:

(u,v)A = (Au,v), ∀u,v ∈ Rn (1.25)

a systém vektor̊u

P = {pk}n−1
k=0 , k = 0, . . . , n− 1, (1.26)

pro něž plat́ı

(Apl,kk) = 0 k 6= l, (1.27)

(Apk,pk) > 0 (1.28)

Tento systém budeme nazývat A-ortogonálńı. Přibližné řešeńı soustavy 1.24 potom můžeme

psát ve tvaru

xk+1 = x0 −
k∑
l=0

αlp
l = xk − αkpk, k = 0, . . . , n− 1, (1.29)

kde

αk =
(rk,pk)

Apk,pk)
, rk = Axk − b, k = 0, . . . , n− 1 (1.30)

2Iteračńı metody kr̊uček po kr̊učku zpřesňuj́ı řešeńı. My tak máme možnost stanovit si požadovanou

přesnost a v př́ıpadě jej́ıho dosažeńı algoritmus ukončit. Nebo také stanovit maximálńı počet iteraćı a

zajistit tak menš́ı časovou náročnost
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Důležitý poznatek je, že [6]

(rk+1,pl) = 0, l = 0, . . . , k, k = 0, . . . , n− 2 (1.31)

Nyńı můžeme přistoupit ke konstrukci A-ortogonálńıho systému P pomoćı Gramm-Schmidtova

ortogonalizačńıho procesu. Mějme dám nějaký systém W lineárně nezávislých vektor̊u wk.

Položme p0 = w0. Potom můžeme zkonstruovat A-ortogonálńı vektory pk, k = 0, . . . , n−2

následuj́ıćım zp̊usobem:

pk+1 = wk+1 −
k∑
l=0

βklp
l, βkl =

(Awk+1,pl)

(Apl,pl)
, l = 0, . . . , k. (1.32)

Z 1.31 a 1.32 plyne

(rk+1,wl) = (rk+1,pl) +
l−1∑
j=0

βlj(r
k+1,pj) = 0 (1.33)

Pokud je vektor rk+1 nulový, máme řešeńı soustavy. Obecně se toto ovšem nestane. Protože

systém vektor̊u (w0, . . . ,wk, rk+1) je lineárně nezávislý, můžeme volit wk+1 = rk+1. Z 1.33

plyne

(rk+1, rl) = 0 l = 0, . . . , k.

Z předpisu pro koeficienty αk definované v 1.30 dostáváme

(rk,pk) = (rk, rk)−
k−1∑
l=0

βk−1,l(r
k,pl) = (rk, rk)

použit́ım rekurentńıho předpisu 1.32 a ortogonálńıho vztahu 1.31. Z (rl, rl) > 0 plyne, že

αl > 0, l = 0, . . . , k, a proto můžeme psát

Apl =
1

αl
(rl − rl+1).

Dále můžeme psát

(Awk+1,pl) = (rk+1,Apl) =
1

αl
(rk+1, rl − rl+1) = 0 l = 0, . . . , k − 1

a

(Awk+1,pk) = − 1

αk
(rk+1, rk+1)
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Když dáme tyto poznatky dohromady, dostáváme βkl = 0, l = 0, . . . , k − 1 a

βkk = βk = −(rk+1, rk+1)

(rk, rk)
,

takže

pk+1 = rk+1 + βkp
k.

Algoritmus 2. Algoritmus metody sdružených gradient̊u

function [ x,iter ] = myCG( A,b, x, eps, maxIt )
iter = 0;
r = b - A*x;
p = r;
while norm(r)/norm(x) > eps

if(iter >= maxIt)
break;

end
iter=iter+1;
Ap = A*p;
ptAp=p’*Ap;
alfa = (r’*p)/ptAp;
x = x + alfa*p;
r = r - alfa*Ap;
beta = (r’*Ap)/ptAp;
p = r + beta*p;
iter=iter+1;

end

Předpodmı́něńı metody sdružených gradient̊u

Pokud je matice soustavy 1.24 špatně podmı́něná 3, sdružené gradienty konverguj́ı pomalu.

Zlepšit odmı́něnost se dá např́ıklad takto:

M−1Ax = M−1b (1.34)

3 č́ıslo podmı́něnosti pro SPD matici A se vypočte jako poměr největš́ıho vlastńıho č́ısla ku nejmenš́ımu,

znač́ı se cond(A)

cond(A) =
λmax

λmin
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nebo

AM−1u = b, x = M−1u., (1.35)

kde matice M je SPD a plat́ı

• cond(M−1A) < cond(A) respektive cond(AM−1) < cond(A)

• řešeńı soustavy My = b je levné.

Obecně nemuśı být matice M−1A symetrická. Nesymetrie by narušila předpoklady sdružených

gradient̊u. Zavedeme si proto nový skalárńı součin

(x,y)M = (Mx,y) = (x,My). (1.36)

Klasický skalárńı součin v metodě sdružených gradient̊u nahrad́ıme t́ımto
”
M-skalárńım

součinem“. Algoritmus metody sdružených gradient̊u s předpodmı́něńım je uveden dále

3. Pro źıskáńı matice M byla použita neúplná LU-faktorizace viz [5].

Srovnáńı metody sdružených gradient̊u s a bez předpodmı́něńı neúplnou LU-

faktorizaćı

Počet iteraćı

n bez předpodmı́něńı Předpodmı́něńı neúplnou LU-faktorizaćı

4 1 1

9 3 1

25 5 3

81 15 18

289 46 33

1089 92 61

4225 178 114
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Algoritmus 3. Algoritmus metody sdružených gradient̊u s předpodmı́něńım

function [ x,iter] = myCGPrecond( A,b,eps,maxIt )
n = size(A,2);
x = ones(n,1);
r = b - A*x;
iter=0;
tic;
[L,U] = luinc(A,’0’);
z = U\(L\r);
p = z;
while norm(r)/norm(b) > eps

if(iter >= maxIt)
break;

end
iter=iter+1;
Ap = A*p;
ptAp=p’*Ap;
alfa = (r’*z)/ptAp;
x = x + alfa*p;
r_last = r;
r = r - alfa*Ap;
z_last = z;
z = U\(L\r);
beta = (r’*z)/(r_last’*z_last);
p = z + beta*p;

end
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Kapitola 2

Fourierovy Transformace
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2.1 Fourierovy řady

Často je vhodné funkci f(t) rozvinout v nekonečnou řadu. Jednou z možnost́ı je tzv. Fou-

rier̊uv rozvoj.

2.1.1 Fourierova řada v komplexńım tvaru

f(t) =
∞∑
−∞

Cne
iωnt, t ∈ 〈0, T 〉 , ω =

π

L
, T = 2L (2.1)

Koeficienty Cn vypočteme následovně

Cn = ω
2π

a+T∫
a

f(t)e−iπnωtdt, n ∈ Z, a ∈ R

Cn = 1
2L

a+T∫
a

f(t)e−iπnωtdt, n ∈ Z, a ∈ R
(2.2)

Kde a je počátečńı bod periody, a+ 2L resp. a+ T je koncový bod periody.

Je-li funkce f(t) periodická o periodě T = 2π, lze potom pro jej́ı Fourierovu řadu a

koeficienty psát

f(t) =
∞∑
−∞

Cne
int, Cn =

1

2π

2π∫
0

f(t)e−intdt (2.3)

2.1.2 Dirichletovy podmı́nky

Funkci lze rozvinout ve Fourierovu řadu, jestliže splňuje tzv. Dirichletovy podmı́nky

1. f(t) je periodická nebo periodicky rozš́ı̌ritelná funkce,

2. na zadaném intervalu je funkce f(t) alespoň po částech spojitá, to je má konečný

počet bod̊u nespojitosti I. druhu,

3. na zadaném intervalu má funkce f(t) konečný počet extrémů (konstantńı části se

nepoč́ıtaj́ı),

4. funkce je definována v koncových bodech intervalu (to je nabývá v nich konečných

hodnot) nebo existuj́ı př́ıslušné jednostranné limity funkce v těchto bodech.
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2.1.3 Fourierova řada v reálném tvaru

Vztah mezi Fourierovou řadou funkce f(t) v komplexńım a reálném tvaru

f(t) =
∞∑
−∞

Cne
int =

=
1∑
−∞

Cne
int + C0 +

∞∑
1

Cne
int =

= C0 +
∞∑
1

(C−ne
−int + Cne

int) (2.4)

f(t) = C0 +
∞∑
1

(C−n(cos(ωnt) + ı sin(ωnt)) + Cn(cos(ωnt) + ı sin(ωnt))) (2.5)

f(t) = C0 +
∞∑
1

((C−n + Cn) cos(ωnt) + (Cn − C−n) sin(ωnt)) (2.6)

Zaved’me substituci

a0 = 2C0, an = Cn + C−n, bn = ı(Cn − C−n)

Nyńı již máme Fourierovu řadu v reálném tvaru

f(t) =
a0

2
+
∞∑
−∞

an cos(ωnt) + bn sin(ωnt), t ∈ R (2.7)

a0 = 2C0 =
2

T

a+T∫
a

f(t)dt (2.8)

an = Cn + C−n =
2

T

a+T∫
a

f(t) cos(ωnt)dt (2.9)

bn = ı(Cn − C−n) =
2

T

a+T∫
a

f(t) sin(ωnt)dt (2.10)
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Fourierova řada sudé funkce

Pokud je funkce f(t) definovaná na intervalu 〈−L,L〉 sudá, to znamená f(t) = f(−t),

pak vzorce pro Fourierovy koeficienty jej́ıho rozvoje budou

an =
2

L

L∫
0

f(t) cos(ωnt)dt, T = 2L, ω =
π

L
, n = 0, 1, . . . (2.11)

bn =
1

L

L∫
−L

f(t) sin(ωnt)dt = 0, n = 0, 1, . . . (2.12)

Fourierova řada liché funkce

Podobně můžeme postupovat i v př́ıpadě, že funkce f(t) definovaná na intervalu 〈−L,L〉

je lichá, to znamená f(t) = −f(−t). Pro koeficienty jej́ıho Fourierova rozvoje bude platit

a0 =
1

L

∫ L

−L
f(t)dt = 0 (2.13)

an =
1

L

L∫
−L

f(t) cos(ωnt)dt = 0, T = 2L, ω =
π

L
, n = 0, 1, . . . (2.14)

bn =
2

L

L∫
0

f(t) sin(ωnt)dt, n = 0, 1, . . . (2.15)

Př́ıklad 2.1.1. Mějme zadánu následuj́ıćı funkci

f(t) =

 1 + e−t, t ∈ (0, 1
2
)

0, t ∈ (1
2
, 2)

 (2.16)
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Fourier̊uv rozvoj funkce 2.16 (periodické prodloužeńı)

Cn = 1
T

a+T∫
a

f(t)e−inωtdt

ω = 2π
T

= 2π
2

= π

Cn = 1
2

1/2∫
0

(1 + e−t)e−inωtdt+ 1
2

1/2∫
0

0e−inωtdt

= 1
2

1/2∫
0

(1 + e−t)e−inωtdt

= 1−e−
inπ
2

i2nπ
+ 1−e−

1+inπ
2

2+i2nπ

C0 = 1
2

1/2∫
0

(1 + e−tdt = 1
2

(
3
2
− e− 1

2

)
Fourierova řada má tvar:

f(t) =
1

2

(
3

2
− e−

1
2

)
+
∞∑
−∞

1− e− inπ2
i2nπ

+
1− e− 1+inπ

2

2 + i2nπ

Obrázek 2.1: Součet Fourie-

rovy řady

Obrázek 2.2: Součet prvńıch

tř́ı člen̊u Fourierovy řady
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Kosinový rozvoj funkce 2.16 (sudé prodloužeńı)

an = 2
L

L∫
0

f(t) cos nπt
L
dt

an =
1/2∫
0

(1 + e−t) cos nπt
2
dt

= −2 sin(nπ4 )
nπ

+ 2
−2e−

1
2 cos(nπ4 )+e−

1
2 nπ sin(nπ4 )+2

4+n2π2

a0 = 2
L

L∫
0

f(t)dt =
1/2∫
0

(1 + e−inπt)dt = 3
2
− e− 1

2

Kosinová řada má tvar:

f(t) =
1

2

(
3

2
− e−

1
2

)
+
∞∑
−∞

−
2 sin

(
nπ
4

)
nπ

+ 2
−2e−

1
2 cos

(
nπ
4

)
+ e−

1
2nπ sin

(
nπ
4

)
+ 2

4 + n2π2

Obrázek 2.3: Součet Kosinovy

řady

Obrázek 2.4: Součet prvńıch

tř́ı člen̊u Kosinovy řady

Sinový rozvoj funkce 2.16 (liché prodloužeńı)

an = 2
L

L∫
0

f(t) sin nπt
L
dt

an =
1/2∫
0

(1 + e−t) sin nπt
2
dt

= −2 cos(nπ4 )−1

nπ
− 2

e−
1
2 nπ cos(nπ4 )+2e−

1
2 sin(nπ4 )−nπ

4+n2π2
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Sinová řada má tvar:

f(t) =
∞∑
−∞

−
2 cos

(
nπ
4

)
− 1

nπ
− 2

e−
1
2nπ cos

(
nπ
4

)
+ 2e−

1
2 sin

(
nπ
4

)
+ nπ

4 + n2π2

Obrázek 2.5: Součet Sinovy

řady

Obrázek 2.6: Součet prvńıch

tř́ı člen̊u Sinovy řady

2.2 Diskrétńı fourierova transformace

Diskrétńı Fourierovu transformaci můžeme zapsat ve tvaru [1]

â = Wa,

W = (wkl) ∈ Cn×n, wkl = e
−i(k−1)(l−1)

2
πn, k, l = 1, 2, . . . , n, a ∈ Rn

Obrazem DFT je vektor s obecně komplexńımi komponentami. Označme W = (w1, w2, . . . , wn)

sloupcový rozklad matice DFT.

Věta 2.2.1. Necht’ T ∈ Rn×n je matice posunut́ı, W ∈ Cn×n je matice DFT a a ∈ Rn.

Pak plat́ı:

W(Tla) = Wl(Wa), l = 0, 1, . . . , n− 1, (2.17)

kde Wl ∈ Cn×n je diagonálńı matice s diagonálou tvořenou vektorem wl+1. Toto tvrzeńı

nám vyjadřuje skutečnost, že Fourierovou transformaćı operátoru posunut́ı je operátor mo-

dulace.
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Věta 2.2.2. Necht’ A ∈ Rn×n je cirkulantńı matice s prvńım sloupcem a ∈ Rn. Pak plat́ı:

A = W−1DW, (2.18)

kde W ∈ Cn×n je matice diskrétńı Fourierovy transformace a D ∈ Cn×n je diagonálńı ma-

tice s diagonálou tvořenou vektorem â = Wa. Jinými slovy se dá ř́ıci, že každou cirkulantńı

matici lze rozložit pomoćı tohoto spektrálńıho rozkladu na diagonálńı matici D, tvořenou

vlastńımi č́ısly matice A, které lze źıskat pomoćı DFT prvńıho sloupce matice A. Dále pak

na obecně komplexńı matici W, která je pro všechny cirkulantńı matice stejná.

D̊ukaz. Předpis pro cirkulantńı matici vynásob́ıme matićı W. T́ım dostaneme:

WA = (Wa, W(Ta), W(T2a), . . . , W(Tn−1a))

Použijeme výše uvedenou větu 2.2.1 a źıskáme:

WA = (W0â, W1â, W2â, . . . , Wn−1â)

Po daľśı úpravě dostáváme př́ımo tvrzeńı věty:

WA = DW⇒ A = W−1DW

2.3 Algoritmus rychlé Fourierovy transformace

Při řešeńı sedlobodových soustav lineárńıch rovnic budeme pro výpočet DFT použ́ıvat

algoritmus rychlé Fourierovy transformace, který v Matlabu provád́ı funkce fft. Poprvé se

o fft zmı́nil Gauss v roce 1805, ale uvedena do praxe byla až dvěma programátory z IBM v

roce 1965. Existuje několik postup̊u, jak efektivně spoč́ıtat DFT. Jeden z nich se jmenuje

tzv. děĺıćı metoda. Ta vycháźı z p̊uvodńı DFT, tzn. máme diskrétńı děleńı intervalu o délce

N a př́ıslušné funkčńı hodnoty xn (s periodou N), kde n = 0, . . . , N − 1. Podle definice

spoč́ıtáme DFT takto:

Xk =
N−1∑
n=0

xnω
−nk
N , k = 0, . . . , N − 1, ωN = e

i2π
N (2.19)
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Rozděĺıme xn na dvě stejné části yn a zn, kde yn = x2n a zn = x2n+1 a p̊uvodńı definice

nám přejde na tvar:

Xk =

N/2−1∑
n=0

(ynω
−2nk
N + znω

−(2n+1)k
N ), k = 0, . . . , N − 1, ωN = e

i2π
N (2.20)

Ted’ využijeme symetrickou vlastnost komplexńı exponenciály:

ω−2nk
N = ω−nkN/2 , což odpov́ıdá výrazue−ı4πnk/N = e−ı2πnk/(N/2)

S využit́ım této vlastnosti můžeme výraz přepsat do tvaru:

Xk =

N/2−1∑
n=0

ynω
−nk
N/2 + ω−kN

N/2−1∑
n=0

znω
−nk
N/2 (2.21)

Nyńı máme spoč́ıtat namı́sto DFT délky N dvě DFT o délce N/2. Tyto dvě DFT si

označ́ıme jako Yk a Zk a nyńı můžeme psát:

Xk = Yk + ω−kN Zk,

Xk+N/2 = Yk+N/2 + ω
−k+n/2
N Zk+N/2

(2.22)

Všimněme si, že ω
−N/2
N = −1, a protože perioda Yk,Zk je N/2, můžeme předchoźı výraz

přepsat do tvaru (pro k = 0, . . . , N/2− 1):

Xk = Yk + ω−kN Zk,

Xk+N/2 = Yk − ω−kN Zk
(2.23)

Nyńı umı́me jednu DFT o délce N rozdělit na dvě DFT o délce N/2. Předchoźı postup

budeme aplikovat tak dlouho, dokud nám z p̊uvodńı DFT nevznikne N DFT o délce jedna

(to je možné pouze, když N je mocnina dvou, jinak rozdělujeme až do lichých část́ı).

Tento postup má dvě hlavńı části:

1. přeskupeńı, kde p̊uvodńı posloupnost úplně rozděĺıme na stejně velké liché podpo-

sloupnosti.

2. kombinačńı, kde postupným spojováńım podposloupnost́ı (o délce 1 na posloupnost

délky 2 . . .) źıskáme výsledek Xk.
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Obrázek 2.7: Schéma děĺıćı metody

Schéma postupu děĺıćı metody [3]:

2.4 Diskrétńı sinová transformace

DST můžeme zapsat ve tvaru [2]:

â = Sa, (2.24)

S = {s}kl ∈ Rn×n, skl = sin(klπh), k, l = 1, 2, . . . , n, h =
a

n+ 1
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2.4.1 Propojeńı DST a DFT

Plat́ı:

eiλ = cosλ+ ı sin(λ), λ ∈ R, i =
√
−1,

einλ = cosnλ+ ı sin(nλ), n ∈ Z,

e−iλ = cosλ− ı sin(λ),

sinλ = eiλ−e−iλ
2ı

.

(2.25)

Pak

ωN = e−i2π/N = cos(2π
N

)− ı sin(2π
N

),

ωjk2N+2 = eı2jkπ/2N + 2 = e−ıjkπh = cos(jkπh)− ı sin(jkπh).
(2.26)

Věta 2.4.1. Necht’ je dán vektor x ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn) a vektor y ∈ R2n+2, který

vznikne z vektoru takto:

y = (0, x1, x2, . . . , xn, 0,−xn,−xn−1, . . . ,−x1).

Pak plat́ı:

DST (x)k = −2ıDFT (y)k+1, k = 1, 2, . . . , n.

D̊ukaz.

(DFT2n+2y)k+1 =
∑n

j=1 xjwjk −
∑2n+2

j=n+2 x2n+2−jwjk =

=
∑n

j=1 xjw
jk −

∑n
j=1 xjw

(2n+2−j)k =

=
∑n

j=1 xjw
jk −

∑n
j=1 xjw

(2n+2)kw−jk =

=
∑n

j=1 xj(w
jk − w−jk) =

= −2ı
∑n

j=1 xj sin(jkπh).

(2.27)
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Kapitola 3

Numerické řešeńı
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Nyńı se budeme zabývat numerickým řešeńım dirichletovy okrajové úlohy

−∆u = f v ω

+o.p. na ∂ω.
(3.1)

Pro jednoduchost budeme uvažovat homogenńı dirichletovy okrajové podmı́nky, tj. u = 0

na ∂ω.

Slabá formulace úlohy 3.1 má tvar. Najdi funkci u ∈ H1
0 takovou, že plat́ı∫

ω

∇u∇vdx =

∫
ω

fvdx ∀v ∈ H1
0(ω) (3.2)

Takto formulovaná úloha jde výhodně numericky řešit metodou konečných prvk̊u.

3.1 Stručně o Metodě konečných prvk̊u (MKP)

Hlavńı myšlenka MKP spoč́ıvá v nahrazeńı prostoru s nekonečnou dimenźı H prostorem

dimenze konečné. Nejčastěji jde o po částech lineárńı funkce s malým nosičem. Jak je

Obrázek 3.1: Bázová funkce

pro trojúhelńıkové elementy

Obrázek 3.2: Ukázka p̊uniku

bázových funkćı

vidět na obrázku 3.2. Dı́ky malému nosiči jsou nad každým elementem maximálně tři

funkce nenulové (pro trojúhelńıhové elementy). To znamená, že pro každý element stač́ı

vypoč́ıtat pouze 9 integrál̊u
∫
∇u∇vdx. Nevýhodou ovšem je, že hranice oblasti ω může mı́t
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velice složitou geometrii. Pro jej́ı věrohodnou aproximaci je tedy potřeba, aby diskretizačńı

śıt’ byla na jej́ım okoĺı dostatečně jemná. Pokud bychom zachovali jemnost diskretizace

dovnitř oblasti, bude výsledná soustava lineárńıch rovnic obrovská, a tedy obt́ıžně řešitelná.

Pokud zvoĺıme směrem dovnitř oblasti śıt’ hrubš́ı, výsledná soustava bude menš́ı, ovšem

pravděpodobně špatně podmı́něná. Ideálńı je, pokud má diskretizačńı śıt’ nějakou speciálńı

strukturu, které lze využ́ıt pro efekivńı řešeńı výsledné soustavy lineárńıch rovnic. Jednou

z metod, jak toho dosáhnout, je takzvaná metoda fiktivńıch oblast́ı (MFO).

3.2 Metoda fiktivńıch oblast́ı

uvažujme úlohu 3.1 s homogenńı dirichletovou okrajovou podmı́nkou.

Metoda fiktivńıch oblast́ı spoč́ıvá ve vnořeńı oblasti se složitou geometríı ω do oblasti s

pravidelnou geometríı Ω. A nahrazeńı úlohy 3.1 úlohou 3.3 definovanou následovně:∫
Ω
∇ũ∇vdx =

∫
Ω
f̃vdx ∀v ∈ H1

0(Ω)

+o.p. na ∂Ω
(3.3)

a plat́ı:

• f̃ je vhodné rozš́ı̌reńı f z oblasti ω na oblast Ω, f̃ ∈ L2

• úloha je volena tak, aby restrikce ũ|ω bylo řešeńım p̊uvodńıho problému 3.1

Omezeńı, které nám zajist́ı, aby restrikce ũ|ω bylo řešeńım p̊uvodńıho problému, budeme

vynucovat pomoćı lagrangeovských multiplikátor̊u.

Podrobněǰśı popis metody fiktivńıch oblast́ı a konstrukce duálńıho prostoru lagran-

geových multiplikátor̊u můžeme nalézt v [7].
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3.2.1 Řešeńı úlohy

Úloha tak, jak je definovaná v předchoźı části, vede na řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

tvaru  A

B

BT

0

 x

λ

 =

 F

0

 (3.4)

A je matice tuhosti. B matice transformace, která spolu s vektorem lagrangeových mul-

tiplikátor̊u λ zajǐst’uje splněńı okrajových podmı́nek na hranici ∂ω. F vektor zat́ıžeńı. X

je vektor uzlových hodnot řešeńı. Jednotlivé matice a vektory vypočteme následovně:

A = {aij}, aij =
∫

Ω
∇vi∇vjdx, i, j = 1, . . . , n,

B = {bkj}, bbj =
∫
lklk+1

vjds, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m,

F = C(f̃), C = {c}ij, cij =
∫

Ω
vivjdx, i, j = 1, . . . , n,

kde {vj}nj=1 jsou bázové funkce Ṽ. {lklk+1}mk=1 je systém děleńı hranice ∂ω,n je počet

bázových funkćı nad oblast́ı Ω, m je počet bázových funkćı nad hranićı ∂ω.

Asi nejsnadněǰśı by bylo sestavit celou matici A

B

BT

0


a př́ıslušné vektory. A pro výpočet pak použ́ıt např́ıklad gaussovu eliminaci. Náročnost

výpočtu je obstojná. Ovšem už samotné sestavováńı jednotlivých matic je neúnosně drahé.

A pamět’ové nároky na jejich uchováváńı by byly obrovské. Matice je sice pouze 9 diagonálńı

(pro bilineárńı prvky - rektangulaci oblasti). Avšak pro jemnou diskretizaci by pás, který se

zaplňuje při gausové eliminaci byl značně široký. Pro výrazné sńıžeńı pamět’ových nárok̊u

je d̊uležitá si všimnout vlastnost́ı bázových funkćı, a to jejich lineárńı separability. Můžeme

tedy psát v(x, y) = vx(x)vy(y)1. Dosad’me si tedy tuto separovatelnou funkci do výrazu na

1Ukázka, jak vypadá část jedné bázové funkce nad jedńım elementem pro bilineárńı prvky

vi|elementi =
1
4

(1 + x)(1 + y)
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levé straně rovnice 3.3∫
Ω
∇vi∇vjdxdy =

∫
Ω
∂vi
∂x

∂vj
∂x
dxdy +

∫
Ω
∂vi
∂y

∂vj
∂y
dxdy

=
∫

Ω

∂vxivyi
∂x

∂vxjvyj
∂x

dxdy +
∫

Ω

∂vxivyi
∂y

∂vxjvyj
∂y

dxdy

=
∫

Ω
vyivyj

∂vxi
∂x

∂vxj
∂x
dxdy +

∫
Ω
vxivxj

∂vyi
∂y

∂vyj
∂y
dxdy

=
∫

(vyivyj
∫

(∂vxi
∂x

∂vxj
∂x

)dx)dy +
∫

(vxivxj
∫

(
∂vyi
∂y

∂vyj
∂y

)dy)dx

A protože

As = {as}ij, asij =

∫
(
∂vsi
∂s

∂vsj
∂s

)ds,

Ms = {ms}ij, ms
ij =

∫
(vsivsj)ds,

kde s = x respektive y. As je jednodimenzionálńı matice tuhosti, Ms jednodimenzionálńı

matice hnotnosti. Tyto matice lze pro uniformńı śıt’ jednoduše vyč́ıslit

As =
1

hs



2 −1 0 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 0 · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . · · · ...

0 0 0 · · · 0 −1 2


, Ms =

hs
6



4 1 0 0 0 · · · 0

1 4 1 0 0 · · · 0

0 1 4 1 0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . · · · ...

0 0 0 · · · 0 1 4


.

(3.5)

Pomoćı kroneckerova součinu potom můžeme psát

A = Ax ⊗My + Mx ⊗Ay (3.6)

T́ımto výrazně sńıž́ıme náročnost sestavováńı matice A. Ovšem my p̊ujdeme ještě dál a

ukážeme si př́ıstupy, při kterých nebude potřeba v̊ubec celou matici A sestavovat.

3.3 Základńı myšlenka uváděných algoritmů

Všechny tři algoritmy, které budou postupně popsány maj́ı stejnou základńı kostru. Chceme

řešit soustavu rovnic

Ax + BTλ = f (3.7)
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Bx = 0. (3.8)

Z rovnice 3.7 si vyjádř́ıme neznámou x.

x = A−1(f −BTλ) (3.9)

po dosazeńı do druhé rovnice 3.8 dostáváme

BA−1BTλ = B(A−1f) (3.10)

Tuto soustavu ve všech př́ıpadech řeš́ıme metodou sdružených gradient̊u. Pravou stranu

vyč́ısĺıme tak, jak jsou uvedeny závorky, abychom minimalizovali počet potřebných oeraćı.

Matici BA−1BT ze stejného d̊uvdu nevyč́ıslujeme, ale vždy, když je potřeba touto matićı

násobit vektor. Postupujeme odzadu e = BT (A−1(Bg)).

Takto źıskáme vektor lagrangeových multiplikátor̊u λ a dosad́ıme jej zpět do rovnice

3.7. Źıskali jsme vektor uzlových hodnot řešeńı x. Jediné, co zat́ım z̊ustává nevyřešené, je

výpočet A−1y. A právě v tomto bodě se jednotlivé metody od sebe v́ıce či méně lǐśı.

3.4 Nahrazeńı inverze matice sdruženými gradienty

Chceme źıskat vektor y = A−1h. Máme ovšem omezuj́ıćı podmı́nku. Potřebujeme jej źıskat

bez nutnosti vyč́ıslit matici A.

A = Ax ⊗My + Mx ⊗Ay

A−1 = (Ax ⊗My + Mx ⊗ )−1

Je tedy jasné, že tudy cesta nepovede. Neńı těžké si však uvědomit, že výpočet y = A−1h

lze nahradit řešeńım soustavy Ay = h. Na tuto vnitřńı soustavu můžeme opět aplikovat

metodu sdružených gradient̊u. T́ım se vyhneme potřebě źıskat inverzi A. A dokonce i

nutnosti vyč́ıslovat celou matici. Vždy, když v metodě sdružených gradient̊u bude potřeba

40



násobit vektor matićı A, provedeme to podle pravidla 1.18 pro násobeńı kroneckerova

součinu s vektorem následovně:

Aw = (Ax ⊗My + Mx ⊗Ay)w,
2

(Aw) = AxWMy + MxWAy. (3.11)

W je vektor w přeskládaný na matici tak, že W ∈ Rnx×ny . Výsledkem posledńı operace

3.11 je matice, kterou je podle potřeby možné přeskládat na očekávaný vektor. Někdy je

ovšem lepš́ı ponechat výsledek jako matici a ušetřit tak přeskládáváńı, které jinak také

spotřebuje nějaké takty procesoru.

Kdybychom násobili celou matićı A, dostali bychom se ke složitosti n2
xn

2
y. Předpokládejme,

že n = nx = ny. Pak řádová složitost této operace je o(n4). Kdežto při použit́ı pravidla pro

násobeńı kroneckerova součinu dostáváme 4n3, což odpov́ıdá složitosti o(n3). Vzhledem k

situaci, že se toto násobeńı objevuje v každém cyklu metody sdružených gradient̊u3, je to

významná úspora.

3.5 Inverze pomoćı Fourierových transformaćı

V tomto př́ıpadě využijeme možnosti provést spektrálńı rozklad matice efektivně pomoćı

Fourierových trasformaćı. Matici vzniklou diskretizaćı jednodimenzionálńı úlohy metodou

konečných prvk̊u tak můžeme rozepsat

Ax = T̂DxT,

2kde A ∈ Rnxny×nxny , Ax,Mx ∈ Rnx×nx , Ay,My ∈ Rny×ny , w ∈ Rnxny

3Dokonce se objevuje v cyklu sdružených gradient̊u(CG), které jsou opět krokem nadřazeného cyklu

CG
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kde T je matice Fourierovy respektive sinovy transformace. Celou matici A můžeme tedy

psát ve tvaru:

A = Ax ⊗My + Mx ⊗Ay =

= T̂DAxT⊗ T̂DMyT + T̂DMxT⊗ T̂DAyT =

= (T̂⊗ T̂)(DAXT⊗DMyT) + (T̂⊗ T̂)(DMyT⊗DAyT) =

= (T̂⊗ T̂)(DAx ⊗DMy + DMx ⊗DAy)(T⊗T)

4

Dı́ky fourierovým transformaćım tedy jednoduše źıskáme diagonálńı rozklad matice A. A

vektor y = A−1h takto:

y = (T̂⊗ T̂)(D−1
Ax
⊗D−1

My
+ D−1

Mx
⊗D−1

Ay
)(T⊗T)h

D−1 = D−1
Ax
⊗D−1

My
+ D−1

Mx
⊗D−1

Ay

Ve skutečnosti však nebudeme sestavovat inverzi diagonálńı matice, ale sestav́ıme pouze

vektor diagonálńıch prvk̊u matice D. Pak stač́ı pouze provést dvourozměrnou fourierovu

transformaci vektoru h a vydělit př́ıslušné prvky výsledku prvky na odpov́ıdaj́ıćıch pozićıch

diagonály D. Po aplikaci inverzńı dvojrozměrné transformace máme vektor y.

Dı́ky existenci algoritmu rychlé fourierovy transformace, která má složitost o(n log n) (jej́ı

dvourozměrná varianta o(n2 log n)),je celé násobeńı inverzńı matićı A−1 velice efektivńı a

má složitost pouze o(n2 log n).

3.5.1 Specifika Fourierovy transformace

Jak v́ıme, pokud chceme udělat fourier̊uv rozvoj funkce. Muśı být tato funkce periodická.

Neńı nic divného, že to samé plat́ı pro tuto transformaci i v diskrétńım tvaru. Mějme

dánu funkci definovanou na intervalu T . Dělme tento interval na n d́ıl̊u podle obrázku 3.3

Výsledné řešeńı bude tedy také periodická funkce. To se na matici tuhosti a hmotnosti

4T̂ je matice inverzńı transformace. Např́ıklad pro sinovou transformaci se T̂ = T a palt́ı T̂T = I.

Matice sinové transformace je ortonormálńı.

42



Obrázek 3.3: Diskretizace oblasti pro fourierovu transformaci

projev́ı následuj́ıćım zp̊usobem

As =
1

hs



2 −1 0 0 0 · · · −1

−1 2 −1 0 0 · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . · · · ...

−1 0 0 · · · 0 −1 2


, Ms =

hs
6



4 1 0 0 0 · · · 1

1 4 1 0 0 · · · 0

0 1 4 1 0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . · · · ...

1 0 0 · · · 0 1 4


.

s = x resp. y, hs =
1

ns
, ns je děleńı ve směru osy x resp. y

Nevýhodou ovšem je, že takto definované matice jsou singulárńı. My jsme si při nu-

merické realizaci pomohli malou berličkou a neřešili jsme rovnici −∆u = f , ale rovnice

−∆u + u = f . T́ım jsme zaručili regularitu matice A. Na výslednou soustavu to mělo

pouze tento vliv:

A = Ax ⊗My + Mx ⊗Ay + Mx ⊗My.

Opravdu silnou zbrańı Fourierovy transformace je fakt, že pro źıskáńı vlastńıch č́ıslel ma-

tice, diaginizovatelné touto transformaćı, stač́ı provést transformaci pouze prvńıho sloupce

matice. Źıskáme tedy spektrálńı rozklad za cenu pouze n log n operaćı.

3.5.2 Specifika sinovy transformace

Jestliže u Fourierovy transformace muśı být funkce periodická, u sinovy trasformace muśı

být ještě k tomu lichá vzhledem ke středu intervalu. Z toho plyne, že výsledné řešeńı muśı

splňovat homogenńı dirichletovy okrajové podmı́nky na hranici fiktivńı oblasti5. Výhodou

5toto lze pěkně vidět na obrázku 2.5 Součet sinové řady
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je, že t́ım máme zajǐstěnu regularitu soustavy a poč́ıtáme uzlové hodnoty pouze ve vnitřńıch

bodech diskretizace. Matice tuhosti a hnotnosti pro použit́ı sinové transformace vypadáj́ı

přesně jako matice 3.5.

Vlastńı č́ısla matice tuhosti přimo známe:

λAj = 4 sin2

(
jπh

2

)
, h =

1

n+ 1
,

kde n je počet uzl̊u uvnitř 1D oblasti. Vlastńı č́ısla matice hmotnosti muśıme vypoč́ıtat po-

moćı diskrétńı sinové transformace. Tyto vlastńı č́ısla źıskáme za cenu složitosti o(n2 log n).

Důležité je nezapomenout na fakt, že vektor předkládaný rychlé fourierově transformaci,

muśı mı́t rozměr 2k, kde k = 1, 2, . . . Jinak by si tento algoritmus neuchoval svou efektivitu.

3.6 Numerické experimenty

Jako oblast ω zvolme jednotkovou kružnici s parametrizaćı (cos t,sin t). Potřebujeme naj́ıt

nějakou funkci, která splňuje homogenńı dirichletovy okrajové podmı́nky na této oblasti.

Takovou funkćı je např́ıklad funkce u = 1− x2 − y2. A právě tuto funkci si vybereme pro

numerické testy.

Dopoč́ıtáme pravou stranu f :

f = −∆u = −∂
2u

∂2x
− ∂2u

∂2y
= 4

Přesné zadáńı řešené úlohy má tedy tvar:

−∆u = 4,

u(cos t, sin t) = 0, t ∈ (0, 2π).

Poznámka 3.6.1. Pro fourierovu transformaci řeš́ıme úlohu

−∆u+ u = f
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n DST CG n DFT

255 0,2386 0,2382 256 0,613

961 0,1107 0,1107 10246 0,0331

3969 0,0525 0,0527 4096 0,0189

16125 0,0255 0,0369 16384 0,0072

65025 0,0131 65536 0,0042

261121 0,0065

Tabulka 3.1: Vývoj chyby řešeńı v L2 normě

Obrázek 3.4: Vývoj chyby
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Závěr

Metoda fiktivńıch oblast́ı se ukazuje jako velice efektivńı řešič parciálńıch diferenciálńıch

rovnic. Pamět’ové nároky, bez ztráty informace, už snad ani nemůžou být menš́ı. Dı́ky

uniformńı śıti je i preprocesing relativně levný. Matici tuhosti nemuśıme nijak algoritmicky

sestavovat, protože známe př́ımo jej́ı tvar (stejně tak i matici hmotnosti). Přibylo sice

sestaveńı matice transformace. Ta je ovšem vždy v jednom rozměru násobně menš́ı než

matice tuhosti. Pomoćı rychlých řešič̊u založených na Fourierových transformaćıch je i

výpočet velice efektivńı. Rychlá fourierova transformace je taká dobře paralelizovatelná.

Nevýhodou je, že okrajová podmı́nka na hranici dané oblasti je splněna pouze v integrálńım

smyslu, tj. integrálńı pr̊uměr nad určitým úsekem hranice je roven nule (pro dirichletovy

okrajové podmı́nky). To zp̊usobuje velice pomalou konvergenci řešeńı v okoĺı hranice. Tato

chyba se samozdřejmě š́ı̌ŕı i směrem dovnitř oblasti. Muśıme tedy poč́ıtat větš́ı soustavy,

abychom dosáhli stejné přesnosti.

Je snadno vidět, že řešič pomoćı Fourierovy transformace je efektivněǰśı než pomoćı

sinovy transformace. U sinové transformace se totiž aplikuje rychlá fourierova transformace

na vektor o velikosti 2n + 2, kde n je velikost p̊uvodńıho vektoru. Tud́ıž má dva krát

větš́ı jak pamět’ové, tak výpočetńı nároky. Nemá ovšem problémy s regularitou soustavy,

což u Fourierovy trasformace může nastat. V tom př́ıpadě je nutné použ́ıt pro výpočet

pseudoinverze. To sebou nese určité komplikace.

Daľśı uplatněńı by metoda fiktivńıch oblast́ı mohla mı́t v metodách rozložeńı oblast́ı.

Kdy by se jednotlivé podoblasti vložili do fiktivńıch oblast́ı. T́ım by se otevřela cesta řešit

tyto d́ılč́ı soustavy velice efektivně. Nav́ıc děleńı podoblast́ı si voĺıme sami a t́ım pádem by

i konvergence v bĺızkosti hranice mohla být výrazně lepš́ı.
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Obrázek 3.5: Řešeńı pomoćı DFT
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Obrázek 3.6: Řešeńı pomoćı DST
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Obrázek 3.7: Řešeńı pomoćı Sdružených gradient̊u
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