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Cvic€eni €. 11
Determinant a vlastnosti determinantii. Vypocet determinantu. Adjungovana a inverzni
matice. Cramerovo pravidlo.

Determinant

Definice:

Necht’ A je realna tvercova matice fadu n. Ctvercovou matici M., ktera vznikla z matice A

ij ?
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce nazyvame minorem matice A ptislusnému k prvku

a;; -

Priklad:
1 2 3
4 6 2 3
s d gt 8} wefg )

Definice:
Determinantem realné ¢tvercové matice A =[a;;]¥adu n, nazyvame realné ¢islo, které znacime

det A nebo |A|, a pro které plati
1. |Al=a, je-li n=1,
2. |A=a,My|—a,|My,|+...+(=1)""a,|M,,|pro n>1.

Priklad:
Vypoctéte determinant matice

1 2 3
A=(4 5 6|
7 8 9

Reseni:
123 56 a6 ,/45
detAzé71 g 8:1.‘8 9‘_2.‘7 9+3.‘7 8:1.(5.|9|_6.|8|)_2.(4.|9|—6-|7|)+3.(4.|8|—5.|7|):

=1-(5-9-6-8)-2-(4-9-6-7)+3-(4-8-5-7)=1-(-3) -2-(-6) +3-(-3) =—3+12-9=0.
2

Priklad:
Vypoctéte determinant matice

_la b
A—[C d}
Reseni:

detA:“g g‘:a-|d|—b-|c|:ad—bc. .
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Poznamka:
Determinant dolni trojuhelnikové matice je roven soucinu prvkii na diagonale.

Necht’ je dana dolni trojihelnikovéa matice

l, 0 - 0
I I - :
L=|'2rt T2 -
: 0
Inl In2 Inn
Pak dle definice determinantu je
l, 0 - 0 l, 0 - 0
deth'Z:l '2:2 . (:):'11'3{2 '3:3 . (‘)—0+...+(—1)"*1-0=
Inl In2 Inn InZ In3 Inn
l,, O 0
=lily, I1§3 I‘§4 0 _O+---+(_l)n_2'O:---:|11I22"'|Inn|=|11|22”'|nn-
In3 In4 Inn
Poznamka:

Algebraickym dopliikem prvku a;; ¢tvercové matice A nazyvame Cislo A; = (-

M|, kde
M;; je minor matice A pfislusny prvku a;. Pak se da druhy bod definice determinantu pfepsat

do tvaru |Al=a;, A, +a,A, +..+a, A,

Vlastnosti determinantu:

Véta:
Necht' A, B jsou ¢tvercové matice stejného fadu.
1. Jestlize matice B vznikla z matice A vzajemnou vyménou dvou fadkt pak

det A=—det B
2. Jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho fadku ¢islem « pak
odet A=det B
3. Jestlize matice B vznikla z matice A pfi¢tenim nasobku jednoho fadku k druhému pak
det A=det B
Diisledek:

1. Jestlize ma ¢tvercova matice A jeden fadek nulovy pak det A=0
2. Jestlize ma ¢tvercova matice A linearné zavislé radky pak det A=0
3. JestliZe je ctvercova matice A singularni pak det A=0

Véta (Rozvoj determinantu podle fadku):
Necht A je &tvercova matice fadu n. Pak |A = a, A +a;, A, +...+a;,,A, pro libovolné
i=1,...n.

Poznamka:
Determinant horni trojihelnikové matice je roven soucinu prvkil na diagonale.



Cviceni z linearni algebry 66

Necht’ je dana horni trojuhelnikova matice

U, Uy, - u,
O wu ’ :
U= : :22
. . . un_l’n
0 0 een unn
Pak dle rozvoje determinantu podle posledniho fadku je
U, U, - u, u, Uu, ulp—l
0 u ’ : 0 wu :
detU =| - 22 =0+..+0+u,,| - 2z =
: : : u : : .U
: . . n-1,n n-2,n-1
0 0 U, 0 0 un—l,n—l
U, U, u}n
u22
:O+"+0+unnun—1,n—1 : un a2 :"':|u11|'“un—l,n—lunn :u11u22“'
0 0 e un—z,n—z

Véta:
Necht’ A je libovolna &tvercova matice. Pak det A=det A .

Diisledek:
Vsechny vSechny vySe uvedené vlastnosti determinantu plati i pro sloupce.

Vypocet determinantu

Vit Vondrak

u

nn*

Z vyse uvedenych vlastnosti tedy vyplyva, Ze je mozné pomoci elementarnich fadkovych
uprav podobné¢ jako v ptipadé Gaussovy eliminace upravit libovolnou matici na horni

trojihelnikovou. Pfitom musime ov§em mit na paméti nasledujici pravidla:

rowr

1. Vynasobime-li libovolny fadek matice nenulovym ¢islem, vynéasobi se timto ¢islem 1
determinant této matice a proto musime determinant takto upravené matice vyd¢lit

timto ¢islem.

2. Vyménime-li dva libovolné fadky matice, zméni se znaménko determinantu matice
3. Pficteme-li nasobek jednoho fadku matice k jinému, determinant se neméni.
Navic vSechny tyto upravy mizeme pouzit pokud je to vyhodné i pro upravu sloupct.

Pokud takto upravime matici na horni ptipadné i dolni trojahelnikovy tvar, je vysledny

detrminant roven souc¢inu prvkl na diagonale.

Priklad:

Vypoctéte determinant matice
1 2 3

A=|4 5 6|
7 89

Reseni:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3

detA=|4 5 6/-47, =0 -3 —6|(-)=(-3)-6:0 1 2| =
7 8 974 [0 6 -12] .L 0 -1 -2/+#,
1 2 3

=-18:0 1 2/=-18-11.0=0.
000

2

Adjungovana a inverzni matice

Definice:
Matici
A11 A21 Am
A= A:iz Ao, . '6?12 1
Ay A, o Ay

kde A; je algebraicky dopln€k prvku a; ve Ctvercové matici .A nazyvame adjungovanou
matici k matici A.

Priklad:
Naleznéte adjungovanou matici k matici
1 2 2
A=-1 0 2
1 11
Resent:
+ 2 + _1 2
A=) 3-10-2--2 A= (0 2=(D-(1-2)-3
3 |-1 0 a2 2
A=y J-r1-0=1 A= H--re-2-0
2l 2 s 12
Ae= (0 {102 Aa= (D =1 a-2)=1
a2 2 2 |1 2
Au= (-3 B-1a-0)=4, A=Yy B-1@e0)-a
As=(-1* L 2=1.00+2)=2.
3 -1 0
y Au A21 A31 -2 0 4
A=A, A, A,|=| 3 -1 -4\ ¢
A13 A23 Ass -1 1 2
Véta:
Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n a necht’ det A= 0. Pak je matice A regularni a plati
J J gu |y

A1 A
det A
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Priklad:
Naleznéte inverzni matici k matici
1 2 2
A=-1 0 2
1 1 1
Reseni:
1 2 1 2 2 1l 2 2 1l 2 2 1
detA=|-1 0 2/+/,=|0 2 4| ==0 2 4 ==0 2 4/==1.2.2=2
1 1 1% 0 -1 -12 2o 2 2+ 20 0 2 2
1 . 1 -2 0 4 -1 0 2
Atl=——A==|3 -1 “4|=|¥% Y% -2
A 204 1 2] |y y 1
¢
Poznamka:

Je tfeba si povSimnout, Ze sestaveni adjungované matice je vypocetné velmi narocny proces a
napiiklad pro matici fadu 4 je zapotiebi vypocitat 16 determinantl fddu 3. Z tohoto diivodu je
mnohem vyhodnéj$i pro vypocet inverzni matice pouzivat Gauss-Jordanovu elimina¢ni
metodu. Pouziti adjungované matice pro vypocet inverzni matice ma tedy snad vyznam pouze
pro vypocet inverzni matice k matici, jejiz prvky jsou zadany parametricky a to jen pro velmi
malé fady.

Cramerovo pravidlo

Véta:
Necht’ je dana soustava n linearnich rovnic o n neznamych Ax =b. Je-li matice A regularni
pak soustava ma jedin¢ fesSeni a pro jeho slozky plati
o et A
' detA’
kde matice A" vznikla z matice A zaménou i-tého sloupce za vektor pravych stran b.

Priklad:
Pomoci Cramerova pravidla vyfeSte soustavu
X, + 2X, + 2x;, = 1

—X + 2x, = -1
XX + X + X = 0
Reseni:
1 2 2 1
A=|-1 0 2|, b=| -1
1 11 0
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1 2 2
detA=|-1 0 2[=2=0 aproto je matice soustavy regularni.
1 11
1 2 2 1 2 2w
podle
b 1. sloupce
x <BA Ll g olirotlo 2 42 1[1& ‘1“—0+oj=1(2—4)=—1,
. 1 1 2 1 1 2 1 1 2
OtA L 0 olir=to o0 alr--t 4 —--lap.a-2
detA 2 ;2 . 2 2
1 0 1-7 0 -1 -17 0O 0 4
Rozvoj
b 1 2 1 s o5, 1 2 1 1 2 1) E&%‘Sce
x?,=thA3 =1—1 0 -1 :—1—1 0 —1+rvl=—10 2 0 = —l-l-‘i (1)‘ 1
detA 211 1 ¢ 210 1 1 20 1 1 2
Resenim soustavy je tedy X, =—1,X, = 2,X, =—1 coz se d4 snadno ovéfit dosazenim do zadané
soustavy.
.
Poznamka:

Z prikladu je patrné, ze feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla je
vypocetné mnohem vice naro¢né nez feseni pomoci Gaussovy eliminace. Napt. pokud
pocitdme determinant matice, musime ji upravit na trojuhelnikovy tvar. A jiz toto odpovida
svou naro¢nosti upravé na schodovy tvar v Gaussové eliminaci. Tuto upravu pak pii uziti
Cramerova pravidla musime jesté opakovat pro vSechny slozky feseni!!!!

= 1@-0)=-1.



