Cviceni z linearni algebry 70 Vit Vondrak

Cviceni €. 12
Vlastni ¢isla a vlastni vektory. Charakteristicky mnohoclen a charakteristicka rovnice.
Lokalizace spektra. Spektralni rozklad.

Vlastni &isla a vlastni vektory matice

Definice:
Necht je dana ¢tvercova komplexni matice A fadu n. Necht pro skalar A € C a nenulovy
vektor veC plati

Av = Av
Pak A se nazyva vlastni ¢islo matice A a v vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu ¢islu
A . Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva spektrum matice A a znaci se o (A).

Priklad:
Rozhodnéte, zda-li vektory
1 1
u=|1j, v=|0
0 1
jsou vlastnimi vektory matice
0 2 -1
A=|1 1 2
1 -1 3
Reseni:
0 2 -1|1 1
Au=|1 1 2 |1|= =2/ 1|=Au.
1 -1 3]0| |
0 2 -1f1] [-1
Av=11 1 2 |0|=] 3 |#A4v.
1 -1 31| [4

Z prvniho ptipadu vyplyva, Ze U je vlastni vektor ptislusny k vlastnimu ¢islu A =2 . Z druhého
piipadu je zfejmé Ze takové ¢islo, které by vyhovovalo definici nelze nalézt a tudiz v neni
vlastnim vektorem. ¢

Charakteristicky mnoho¢len a charakteristickd rovnice.

Poznamka:

Podminka Av = Av je ekvivalentni podmince (A— Al )\/ = 0. Posledni podminka ptedstavuje
soustavu n linearnich rovnic s n neznamymi v. Cislo A predstavuje parametr této soustavy.
Jelikoz pravé strany jsou nulové je zifejmé, ze soustava ma nenulové feSeni pouze tehdy, kdyz
bude mit nekonecné mnoho feseni tj. kdyz matice soustavy bude singularni. To lze zajistit
podminkou det(A— Al ) =0. Z této podminky pak mizeme vypocitat vlastni ¢isla a dosazenim
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takto ziskanych vlastnich ¢isel do soustavy (A— Al )\/ =0 pak ziskame jim odpovidajici

vlastni vektory.

Definice:

Necht’ A je ¢tvercova komplexni matice fa&du n. Mnohoclen n-tého tadu

@(A) = det(A— Al ) se nazyva charakteristicky mnoho¢len matice A a rovnice det(A—A1)=0

se nazyva charakteristicka rovnice.

Poznamka:

Ze zékladni véty algebry, ktera tika, ze algebraicka rovnice stupné€ n ma alespon jedno feseni
vyplyva, ze spektrum komplexni matice A fadu n bude neprazdné. Navic plati, ze takova
matice bude mit pravé n komplexnich vlastnich ¢isel, pfi¢emz se do tohoto poctu zapocitava i
nasobnost kotent.

Priklad:
Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
110
A={1 1 0]
0 01

Resent:
1. Sestavime charakteristickou rovnici a vyfeSime ji.
1-4 1 0 |r 0 0 1-4
1 1-4
det(A-Al)=| 1 1-2 0 (J=-1 1-12 0 |=- 0—0+(1—ﬂb)1 R
0 o 1-Ar, [1-2 1 0
= —(1-A)l-(1-2)?)=-A-2)A-1+ 24— 22) =—(1- A)(24 - L) = -A(L- A)(2—- 2) =0,
Z posledniho vyrazu je ihned vidét, ze koteny jsou 4, =0,4, =1, 4, =2. Toto jsou tedy

vlastni ¢isla matice A.
2. K jednotlivym vlastnim ¢islim nalezneme piislusné vlastni vektory.

a. Prol =0 fesime soustavu (A— A |1 V' = 0. Sestavime tedy matici soustav
y y

1 1 0)0] 1 1 oo] vi=-t —t
1 1 00|-r,~|0 0 00|= v;=t =>Vvi=|1t [teRt=0.
0 0 10 0 0 10 v; =0 0
b. ProA, =1 fesime soustavu (A— 1,1 v* = 0. Sestavime tedy matici soustavy
0 1 0/0] 1 0 00| v2=0 0
1 0 00|rLb<r,~[0 1 00|=>V.:=0=Vv>=|0|,teR,t=0.
0 0 0)0] 0 0 0p v, =t t
c. Pro, =2 fesime soustavu (A— 4,1 v® = 0. Sestavime tedy matici soustavy
-1 1 0]0 -1 1 olo] V=t t
1 -1 00|+~ 0 0 00|=>Vvi=t=Vv' =|t|teR,t=0.
0 0 -10 0 0 -10| vi=0 0

Polozime-li napt. t =1 pak dvojice
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-1 0 1
A=0Vv=|1]| A, =LV =0}, L=2v=|1
0 1 0
jsou vlastnimi ¢isly s pfisluSnymi vlastnimi vektory matice A. .

Poznamka:
Jak je predchoziho ptikladu patrno, tak vlastni vektory nejsou uréeny jednoznacné nebot’
jejich libovolny nenulovy nasobek je taktéz vlastnim vektorem. To plati zcela obecné nebot’
pro libovolné t = 0 plati

(A-Aly=0=t(A-AlNV=0=(A-A)v=0<(A-Al w=0.
Z posledni rovnice tedy plyne, ze w=1v je taktéz vlastnim vektorem pfislusSnym k A .

Lokalizace spektra

Véta: (GerSgorinova)

Necht A=[a;]je komplexni Ctvercova matice fadu n. Necht’
=y |+t |+ 8, | ++la, |, S ={zeClz-a, [<r}i=1..,n

Pak o(A)c S, U...US, .

Piiklad:
Pomoci GerSgorinovy véty lokalizujte spektrum matice
1+1 -1 0
A= -1 4 1|
0 -1 2
Reseni:

r,=|-1]+|0|=1, S,={zeC{z-(@+i)|<1},
r,=|-1|+]iF2, S,={zeC]z-42}
r,=0|+]|-1]=1, S,={zeClz-2[<1}
Nalezené mnoziny vykreslime do komplexni roviny:

Im 4
Zi_Sl Sy

1 >
0 1\ 2 4 5
-7 w e
=271

Spektrum se pak nachazi ve sjednoceni vsech tii kruhi o(A) = S, US, US,. .
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Véta:
Necht’ A je realnd symetrickd matice. Pak o(A) c R.

Priklad:
Lokalizujte spektrum matice
110
A=|1 1 0|
0 01
Reseni:

Jelikoz matice je redlna a symetricka, kruhy S z GerSgorinovy véty se redukuji na intervaly na
realné ose nebot’ matice ma realné spektrum. Muzeme tedy psat

r,=1/+|0|=1, S, ={xeR{x-1]x1}=(0,2),
r,=1/+|0}=1, S, ={xeR{x-1]<1}=(0,2),
r,=/0]+|0}=0, S, ={xeRjx-1<0}={L}

Odtud dostavame, ze o(A) < S, US, US, = <O,2>. .

Spektralni rozklad

Definice:
Matice Q se nazyva ortogonalni jestlize Q'Q = 1.

Véta:
Necht” A je redlna symetricka matice. Pak vlastni vektory odpovidajici riiznym vlastnim
¢isliim jsou ortogonalni.

Véta: (O spektralnim rozkladu)
Necht” A je redlna symetricka matice. Pak existuje ortogonalni matice Q a diagonalni matice D
tak, ze

A=QDQ".
Navic sloupce matice Q tvoii ortonormalni vlastni vektory matice A a diagonalni prvky D jsou
jim odpovidajici vlastni ¢isla.

Priklad:
Naleznéte spektralni rozklad matice
110
A=|1 1 0|
0 01
Reseni:

Druha ¢ast véty o spektralnim rozkladu ndm dava navod jak nalézt matici Q a D.
Nejdiive musime tedy nalézt vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Tuto ulohu jsme vSak jiz
fesili v druhém ptikladé tohoto cviceni a vysledné vlastni ¢isla a vektory byly nasledujici
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-1 0 1
A =0Vv=|1| A, =LV =|0], =2V =|1].
0 1 0

Z véty predchézejici vétu o spektralnim rozkladu vyplyva, ze vlastni vektory jsou ortogonalni.
Skutec¢né

(v',v*)=(-1)-0+1-0+0-1=0,

(v, Vv*)=(-1)-1+1-1+0-0=0,

(v®,v¥)=0-1+0-1+1-0=0.

Avsak nejsou ortonormalni nebot napt. (v',v') =(-1)-(-1)+1-1+0-0=2.

Proto musime vektory normalizovat:

1 _ Vl _ Vl _ [—1,1,0] :i ~
q _HVlH \/(Vl,Vl) JED (<) +1-1+0-0 \/E[ 11,0],
2V v’ [0,04]
q HV H J(v2,v?) ~J0010.0+11 \/'[001] [0,01],

sV ve [1,1,0]
Hv H JoP vy AL1+1150.0 f
Nyni miizeme sestavit ob& hledané matice spektralniho rozkladu A=QDQ" :

p—diagt0123=| 6 1 0|, o=laata’1=| 2 0 |- 11T © i
= |ag{'!}_|:0 0 2:|! Q_[q!q lq]_ }(/)f }/f \/— 0 J_ 0

Na zaveér mizeme jesté provést zkousku, zda-li nalezené matice opravdu splituji podminku

A=QDQ" .
flooo],[-110 -1 0 1][00 0
010/~|0 0+2|= 1 0 100 +2]|=
11 oll2 2

00 2|V2 0 \/_\/_[0\/5 0

~_[11,0].

-1

0
D 1 0
QDQ' f[oﬁ

(1[220] 11
2 20|=11
2002 00 1]

Nalezené matice Q a D jsou tedy opravdu spektralnim rozkladem matice A. .

=A

POO OrRpk




