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Definice skalarniho soucinu

orma vektoru

orma 1ndukovana skalarnim soucCinem
Drtogondlni mnoziny vektoru
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1 Definice skalarniho soucinu
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1 Definice skalarniho soucinu

Pro kosinus thlu « vektort u a v plati
cos @ = cos(ag — ap) =

= COS (¥] COS (g + SIN (v SIN vy =

_ U1l ) V1 1L U2 . V2
OznacCime-li

lull = Vui +us, [[v]l = /of + 03
(1, v) = uv1 + ugs

S dostaneme

(1, v)

Cos o =
[l v]
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1 Definice skalarniho soucinu

NICE 1
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-

, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:
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NICE 1
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-

, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:

u+v,w)=(u,w)+ (v,w)

10. Skalarni soucin a ortoeonalita — n. 4/15



1 Definice skalarniho soucinu

NICE 1
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-

, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:

u+v,w)=(u,w)+ (v,w)

au,v) = a(u,v)

10. Skalarni soucin a ortoeonalita — n. 4/15



1 Definice skalarniho soucinu

NICE 1
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-

, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:

u+v,w)=(u,w)+ (v,w)
au,v) = a(u,Vv)

u,v) = (v,u)
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1 Definice skalarniho soucinu

NICE 1

t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-
, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:
v, w) = (W) + (v, w)

au,v) = a(u,v)

u,v) = (v,u)

u,u) >0 pro u#o
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1 Definice skalarniho soucinu

NICE 1

t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdé dvojici vek-
, v € V pritadi realné Cislo (u, v) se nazyva skaldrni soucin,
ze pro kazdé u, v, w € V) a libovolny skalar a € R plati:
v, w) = (W) + (v, w)

au,v) = a(u,v)

u,v) = (v,u)

u,u) >0 pro u#o

klad (u,v) = u' Av, kde A je jednotkova matice.
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2 Norma vektoru

NICE 2
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru

V) pfifazuje nezaporné realné Cislo ||v||, se nazyva norma,
ze pro kazdé u, v € V a libovolny skalar « plati:
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2 Norma vektoru

NICE 2
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru

V) pfifazuje nezaporné realné Cislo ||v||, se nazyva norma,
ze pro kazdé u, v € V a libovolny skalar « plati:

u+ v < fluf] + [|v]|
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2 Norma vektoru

NICE 2
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru

V) pfifazuje nezaporné realné Cislo ||v||, se nazyva norma,
ze pro kazdé u, v € V a libovolny skalar « plati:

u+ v < fluf] + [|v]|

lau| = [af[[u]
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2 Norma vektoru

NICE 2

t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru

V) pfifazuje nezaporné realné Cislo ||v||, se nazyva norma,

ze pro kazdé u, v € V a libovolny skalar « plati:

u+v| < flufl +[jv|

aul| = |af|[u]

ul| =0, pravé kdyz

u==o0
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2 Norma vektoru

NICE 2
t V je vektorovy prostor. Zobrazeni, které kazdému vektoru

V) pfifazuje nezaporné realné Cislo ||v||, se nazyva norma,
ze pro kazdé u, v € V a libovolny skalar « plati:

u+v| < flufl +[jv|

aul| = |af|[u]

ul| =0, pravé kdyz u=o

LAD 1 1. Predpis ||u||oc = max{|uq|, |uz|} definuje normu
a R
Predpis ||ull; = |ui| + |usz| definuje normu na R?.
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.
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azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy.
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A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Pfedpoklddejme proto,
0, a vSimneéme si, Ze pro kazdé dva vektory u, v plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+ 2a(u,v) + a?(v,v).
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Pfedpoklddejme proto,
0, a vSimneéme si, Ze pro kazdé dva vektory u, v plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+ 2a(u,v) + a?(v,v).

di s
e-li si &:_(u,v)

(v,v)’
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Pfedpoklddejme proto,
0, a vSimneéme si, Ze pro kazdé dva vektory u, v plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+ 2a(u,v) + a?(v,v).

e-li si (u,v)
a=— :
>me po u S 7,5
po tpraveé (1, v)?
0<(u,u)— —

(v,v)
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Pfedpoklddejme proto,
0, a vSimneéme si, Ze pro kazdé dva vektory u, v plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+ 2a(u,v) + a?(v,v).

e-1i si (u,v)
o= — :
me i & (v, v)
po tpraveé (u V)2
0<(u,u)— — :
(v, v)

po vynasobeni obou stran nerovnosti (v, v) a jednoduché tipravé dostaneme
OSt.
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

A 1 (SCHWARZOVA NEROVNOST)
t V je redlny vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. Pak
azdé dva vektory u, v € V plati
(u,v)* < (u,u)(v,v).
ost nastane, prave kdyz jsou u, v zavislé.

7. Tvrzeni je zfejmé, je-li néktery z vektort nulovy. Pfedpoklddejme proto,
0, a vSimneéme si, Ze pro kazdé dva vektory u, v plati
0< (u+av,u+av) = (u,u)+ 2a(u,v) + a?(v,v).

e-1i si (u,v)
o= — :
me i & (v, v)
po tpraveé (u V)2
0<(u,u)— — :
(v, v)

po vynasobeni obou stran nerovnosti (v, v) a jednoduché tipravé dostaneme
ost. Rovnost nastane, jen kdyZ (u + av,u+ av) =0,tj. 1-u+ av = o.
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

EDEK: Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a
je pro kazdy vektor v € V definovéno ||v|| = \/(v, V). Pak
17dé dva vektory u, v € V plati

lu vl < [Juf] + [|v]]

azeni v — ||v|| je norma na V.

10. Skalarni soucin a ortoeonalita — n. 7/15



3 Norma indukovana skalarnim soucinem

EDEK: Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a
je pro kazdy vektor v € V definovéno ||v|| = \/(v, V). Pak
17dé dva vektory u, v € V plati

lu+ v < uf[ + []v]
azeni v — ||v|| je norma na V.

7. 7. axiomu skaldrniho souc¢inu a Schwarzovy nerovnosti plyne
Jut [ = (u+v,utv)=(u,u)+2uv)+(v,v) <

2 2 2
< [[uf]” + 2flaf{}v] + [[v[I* = (] + [v])™

t zbyvajicich dvou axiomtl normy je bezprostfednim diisledkem axiomi
tho soucinu.
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3 Norma indukovana skalarnim soucinem

EDEK: Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a
je pro kazdy vektor v € V definovéno ||v|| = \/(v, V). Pak
17dé dva vektory u, v € V plati

lu+ v < uf[ + []v]
azeni v — ||v|| je norma na V.

7. 7. axiomu skaldrniho souc¢inu a Schwarzovy nerovnosti plyne
Jut [ = (u+v,utv)=(u,u)+2uv)+(v,v) <

2 2 2
< [[uf]” + 2flaf{}v] + [[v[I* = (] + [v])™

t zbyvajicich dvou axiomtl normy je bezprostfednim diisledkem axiomi
tho soucinu.

a definovana predpisem ||v|| = 1/(v,Vv),kde v e R" a
= 0¥ 4+ v + ... + v, se nazyva eukleidovskd norma.
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

e ortogonality vektorl je motivovdna zndmou skutecnosti, Ze dva polohové

v roving Ci prostoru jsou ortogondlni, pravé kdyz je kosinus jejich thlu

wle.
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e ortogonality vektorl je motivovdna zndmou skutecnosti, Ze dva polohové
v roving Ci prostoru jsou ortogondlni, pravé kdyz je kosinus jejich thlu

wle.

NICE 3
t V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. MnoZina vek-

= {ey,...ex} je ortogondini, pravé kdyz (e;,e;) = 0 pro
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t V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. MnoZina vek-
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ze navic (e;,e;) = 1 pro vSechna ¢ = 1,...,k, pak je & orto-

/ /

alni.

10. Skalarni soucin a ortoeconalita — p. 8/15




4 Ortogonalni mnoziny vektoru

e ortogonality vektorl je motivovdna zndmou skutecnosti, Ze dva polohové
v roving Ci prostoru jsou ortogondlni, pravé kdyz je kosinus jejich thlu

wle.

NICE 3
t V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. MnoZina vek-

= {ey,...ex} je ortogondini, pravé kdyz (e;,e;) = 0 pro

ze navic (e;,e;) = 1 pro vSechna ¢ = 1,...,k, pak je & orto-
dlini.
na vSech vektorti x € V, které jsou ortogonalni k dané mnozin¢ vektort I/,

yva ortogondlni doplnék U (vzhledem k mnoZiné V) a znadi se U-—.
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

A1l Je-li £ ={ey,..., e} ortogonalni mnozina nenulovych

U, pak je £ nezavisla.
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

A1l Je-li £ ={ey,..., e} ortogonalni mnozina nenulovych

U, pak je £ nezavisla.

7. Po skalarnim vynasobeni rovnosti ;€1 + - - - + € = o vektorem

dostaneme
(e;,x1€1 + - - - + zper) = (€;,0),

pomoci axiomu skalarniho soucinu ziskame x;(e;, e;) = 0, tedy x; = 0
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

A1l Je-li £ ={ey,..., e} ortogonalni mnozina nenulovych

U, pak je £ nezavisla.

7. Po skalarnim vynasobeni rovnosti ;€1 + - - - + € = o vektorem

dostaneme
(e;,x1€1 + - - - + zper) = (€;,0),

pomoci axiomu skalarniho soucinu ziskame x;(e;, e;) = 0, tedy x; = 0

LAD 2 Vypoctete souradnice vektoru x vektorového prostoru
togondlni bdzi £ = (eq, ..., ex).
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

A1l Je-li £ ={ey,..., e} ortogonalni mnozina nenulovych

U, pak je £ nezavisla.

7. Po skalarnim vynasobeni rovnosti ;€1 + - - - + € = o vektorem

dostaneme
(e;,x1€1 + - - - + zper) = (€;,0),

pomoci axiomu skalarniho soucinu ziskame x;(e;, e;) = 0, tedy x; = 0

LAD 2 Vypoctete souradnice vektoru x vektorového prostoru

togondlni bdzi £ = (eq, ..., ex).

{: Z rovnosti
X:x1e1+---+azkek

>me po skalarnim vyndsobeni obou stran vektorem e; € £ a Gprave, ze
(e’ia X)

(eia e’i)

ime tedy tesit Zadnou soustavu rovnic.

r; —

10. Skalarni soucin a ortoeonalita — no. 9/15



4 Ortogonalni mnoziny vektoru

AD 3 Nechf e;(z) = x aes(x) = 1 — x jsou dvé linearni funkce
yvého prostoru P, vSech linearnich funkci se skalarnim souCinem

anym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

AD 3 Nechf e;(z) = x aes(x) = 1 — x jsou dvé linearni funkce
yvého prostoru P, vSech linearnich funkci se skalarnim souCinem

anym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

) se overi, ze predpis skuteCné definuje skalarni soucin na P> a ze
1, €2) tvoii ortonormdlni bazi P, nebof
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

AD 3 Nechf e;(z) = x aes(x) = 1 — x jsou dvé linearni funkce
yvého prostoru P, vSech linearnich funkci se skalarnim souCinem

anym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

) se overi, ze predpis skuteCné definuje skalarni soucin na P> a ze
1, €2) tvoii ortonormdlni bazi P, nebof

(61,62) :0(1—0)+1(1—1) :O, (61,61) = 1, (62,62) = 1.
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

AD 3 Nechf e;(z) = x aes(x) = 1 — x jsou dvé linearni funkce
yvého prostoru P, vSech linearnich funkci se skalarnim souCinem

anym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

) se overi, ze predpis skuteCné definuje skalarni soucin na P> a ze
1, €2) tvoii ortonormdlni bazi P, nebof

(61,62) :0(1—0)+1(1—1) :O, (61,61) = 1, (62,62) = 1.
ovolnou linearni funkci e(z) = a + bx miZeme vyjadrit ve tvaru

e = aq€e1 + ageg,
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4 Ortogonalni mnoziny vektoru

AD 3 Nechf e;(z) = x aes(x) = 1 — x jsou dvé linearni funkce
yvého prostoru P, vSech linearnich funkci se skalarnim souCinem

anym rovnosti

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

) se overi, ze predpis skuteCné definuje skalarni soucin na P> a ze
1, €2) tvoii ortonormdlni bazi P, nebof

(61,62) 20(1—0)+1(1—1) :O, (61,61) = 1, (62,62) = 1.
ovolnou linearni funkci e(z) = a + bx miZeme vyjadrit ve tvaru

e = aq€e1 + ageg,

= (e, e1) e(0)-e1(0) +e(l)-ei(l) = el) = a+b
= (e,e) = e(0)-e2(0)+e(l)-ex(l) = e0) = a.
) si ovéfime, Ze skutecné plati a + bx = (a + b)x + a(1 — x).
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

zit ortogonalni bazi? Z kazdé baze F = (fi, ..., f,) prostoru V

stavit ortogonalni bazi £ = (eq, ..., e,).
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

zit ortogonalni bazi? Z kazdé baze F = (fi, ..., f,) prostoru V
stavit ortogonalni bazi £ = (eq, ..., e,).
catku si vSimneme, Ze f; # o, a poloZime

€1 — fl.
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zit ortogonalni bazi? Z kazdé baze F = (fi, ..., f,) prostoru V
stavit ortogonalni bazi £ = (eq, ..., e,).

catku si vSimneme, Ze f; # o, a poloZime

€1 — fl.
okladejme, ze mame ortogonalni vektory ey, . .., e, takoveé, ze
17dé ¢ € {1,...,k} je vektor e; linearni kombinaci vektort

, f;. Najdeme koeficienty o, . . ., ay tak, aby
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

zit ortogonalni bazi? Z kazdé baze F = (fi, ..., f,) prostoru V
stavit ortogonalni bazi £ = (eq, ..., e,).

catku si vSimneme, Ze f; # o, a poloZime

€1 — fl.
okladejme, ze mame ortogonalni vektory ey, . .., e, takoveé, ze
17dé ¢ € {1,...,k} je vektor e; linearni kombinaci vektort

, f;. Najdeme koeficienty o, . . ., ay tak, aby
ept1 = L1 — e — ... — agey

togondlni k eq, . . . , eg.
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stavit ortogonalni bazi £ = (eq, ..., e,).

catku si vSimneme, Ze f; # o, a poloZime
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zproi € {1,...,k} by mé€lo platit

k+1,e7;) — (fk+1—041e1—- : -_akekaei) — (fk+1,ei)—ai||ei||2,
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ept1 = L1 — e — ... — agey

togondlni k eq, . . . , eg.

zproi € {1,...,k} by mé€lo platit

0i11,€;) = (fkr1—aner—...—agey, e;) = (fk+1,ei)—ai||ei||2,
olozit a; = (f11,€;)/|leil|*.
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

popsany algoritmus se nazyva Gramuv—Schmidtiy

onalizacni proces.
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popsany algoritmus se nazyva Gramuv—Schmidtiy
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alizaci vektorti baze £ = (eq, ..., e,) dostaneme ortonormalni

= (g1,---,8n) s vektory
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

popsany algoritmus se nazyva Gramuv—Schmidtiy
onalizacni proces.

alizaci vektorti baze £ = (eq, ..., e,) dostaneme ortonormalni

= (g1,---,8n) s vektory
€1 €n
g1 — T .
les | len|
LAD 4 Necht

2 —1 0

A= -1 2 -1

0 —1 2

te ortogondlni bazi R? vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu
T
(x,¥), =% Ay.
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

Ni: Bazi sestavime Gramovym—Schmidtovym

prmalizaénim procesem ze standardni baze S = (si,s3, st).

10. Skalarni souc¢in a ortoconalita — n. 13/15



)CES

Ni: Bazi sestavime Gramovym—Schmidtovym

brmalizacnim procesem ze standardni baze S = (

—

1
0
0

|

|

10. Skalarni soucin a

Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni

I
81752783)‘

ortoconalita — n. 13/15




Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

Ni: Bazi sestavime Gramovym—Schmidtovym

prmalizaénim procesem ze standardni baze S = (si,s3, st).

1
ee=s; = |0
0

Polozime e, = s, — ae; a uréime « aby platilo
T A T
0= (er1,e2), =€, As; —ae; Ae; = —1 — 2q,

bdkud a = —% a
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

NI (Pokracovani):

PoloZime e3 = st — 1€ — asey a uréime ay, ap aby platilo
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
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NI (Pokracovani):

PoloZime e3 = st — 1€ — asey a uréime ay, ap aby platilo

_ AT AL T _
0 = (e,e3), = € As;—ae; Ae; = —2a4,

I
0 = (e, €3), e, As; —aze, Aey; = —1— 2.
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

NI (Pokracovani):
PoloZime e3 = st — 1€ — asey a uréime ay, ap aby platilo

_ . aTAd T _
0 = (e,e3), = € As;—ae; Ae; = —2a4,

_ o TA T _ 3
0 = (eg,e3), = €,As;—ae,Aey; = —1— San.

ResSenim této soustavy dostaneme a; = 0,0 = —% a

2
3
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Gramuv->chmidtuv ortogonalizacni
)CES

NI (Pokracovani):

PoloZime e3 = st — 1€ — asey a uréime ay, ap aby platilo

0 = (e,e3), = el As;—aje/Ae; = —2ay,
0 = (ese3), = €5 As;—ase;Aes = —1—3an.
Resenim této soustavy dostaneme oy = 0, apy = —% a
_ L S -
0 L N | 2 3
_ | 2
| o|-ofo|[-(-2)]1]-]}
1 0 | 0 L
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6 Ortogonalni matice

ova matice U, kter4 spliiuje U ' U = 1, se nazyva ortogondini
2. Ortogonalni matice ma tedy ortonormalni sloupce a splnuje
U'.
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6 Ortogonalni matice

ova matice U, kter4 spliiuje U ' U = 1, se nazyva ortogondini
2. Ortogonalni matice ma tedy ortonormalni sloupce a splnuje
U'.
A 3

t U je Ctvercova matice fadu n. Pak jsou nasledujici tvrzeni

alentni:
U'Uu=1

Pro vSechny sloupcové vektory x fadu n plati (Ux)' (Ux) =

XTX.

Pro vSechmy sloupcové vektory x,y fadu n plati
(Ux)"(Uy) =x'y.
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