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Vlastni cCisla a vektory

INICE 1
t A € L(V) je linearni transformace definovand na

orovém prostoru V. Jestlize existuje nenulovy vektor
) a skalar )\ tak, ze

Ae = )e, (%)

se A nazyva vlastni Cislo transformace A, e se
va vlastni vektor pfislusny k A a (A, e) se nazyva
tni dvojice transformace A.
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Vlastni cCisla a vektory

INICE 1
t A € L(V) je linearni transformace definovand na

orovém prostoru V. Jestlize existuje nenulovy vektor
) a skalar )\ tak, ze

Ae = )e, (%)

se A nazyva vlastni Cislo transformace A, e se
va vlastni vektor pfislusny k A a (A, e) se nazyva
tni dvojice transformace A.

vade€ konecnérozmérnych vektorovych prostort ztotoZiiujeme
ni transformaci s jeji matici vzhledem k néjaké bazi. Pak
e o vlastnich Cislech a vektorech Ctvercové matice pro néz

nalogicky vztah ke vztahu (x).
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Vlastni cCisla a vektory

10st () si miZzeme zapsat pomoci identity ve tvaru
(A—Ml)e = o,

>\ je viastnim Cislem A, pravé kdy? A — NI neni
¢ zobrazeni, a vlastni vektory A prislusné k \ jsou
p jadra A — M.
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Vlastni cCisla a vektory

10st () si miZzeme zapsat pomoci identity ve tvaru
(A—Ml)e = o,

>\ je viastnim Cislem A, pravé kdy? A — NI neni

¢ zobrazeni, a vlastni vektory A prislusné k \ jsou

p jadra A — M.

ina vSech vlastnich ¢isel A € L(V) je

nozinou mnoZziny o(A) vSech skalarti \, pro které
istuje (A — A\I)~% MnoZina o (A) se nazyva

rum transformace A a pro transformace prostort
¢né dimenze je totoznd s mnozinou vSech vlastnich

A.
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Vlastni cCisla a vektory

.

cktory standardni baze sq, s, jsou vlastni vektory matice A

LAD 1 Necht

idajici po Fadé vlastnim ¢islim 1 a 2, nebot

ool lo]=lo] + o2l[1]=2[%]

9 Uvod do spektralni teorie — . 5/13



Vlastni cCisla a vektory

.

cktory standardni baze sq, s, jsou vlastni vektory matice A

LAD 1 Necht

idajici po Fadé vlastnim ¢islim 1 a 2, nebot

ool lo]=lo] + o2l[1]=2[%]

LAD 2 Necht V je libovolny vektorovy prostor a I je
ké zobrazeni definované na V. Pak pro kazdy vektor v € V

Iv=1-v,

kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem identity
idajici vlastnimu ¢islu 1 a o (1) = {1}.

9 Uvod do spektralni teorie — . 5/13




Charakteristicky mnohoclen a spektrum

\ Ctvercova matice, tak ndsobeni matici A — AI neni prosté
zeni, pravé kdyz A — M je singularni. Pak skalar A € o(A),
kdyz det(A — A\I) = 0.
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

\ Ctvercova matice, tak ndsobeni matici A — AI neni prosté
zeni, praveé kdyZ A — M je singularni. Pak skalar A € o(A),
kdyz det(A — A\I) = 0.

det(A — M) se nazyva charakteristicky mnohoc¢len matice A

1é vlastni ¢islo \ € o(A) je kofenem charakteristické rovnice

A — M| =0.
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

\ Ctvercova matice, tak ndsobeni matici A — AI neni prosté
zeni, praveé kdyZ A — M je singularni. Pak skalar A € o(A),
kdyz det(A — A\I) = 0.

det(A — M) se nazyva charakteristicky mnohoc¢len matice A

1é vlastni ¢islo A € o(A) je kofenem charakteristické rovnice
A — M| =0.

takzvané zakladni vety algebry ma kazda algebraicka rovnice
plexnimi koeficienty alespon jeden komplexni koren. Odtud
a, Ze kazdd ctvercovd matice povazovana za transformaci

neérozmerného komplexniho prostoru md neprdzdné spektrum.
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice

.
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice
2 1
St}

2—A 1

det(A—)\I):‘ | 9\

‘—)\2 AN+ 3 =0,
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice
2 1
St}

2—A 1

det(A—)\I):‘ | 9\

‘—)\2 AN+ 3 =0,
1 =3, =1.
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice
2 1
St}

2—A 1

det(A—)\I):‘ | 9\

‘ =X —4A+3=0,
1 =3, = 1.
vektory matice A vypocteme postupné fesenim soustav (A — \;I)e = o

A1 —x1 x5 =0 Ao r1+x9 =0
1T —I2 =0 T + T2 ZO,
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice
2 1
St}

2—A 1

det(A—)\I):‘ | 9\

‘:)\2—4)\+3:O,

1 =3, = 1.
vektory matice A vypocteme postupné fesenim soustav (A — \;I)e = o

A1 —x1 x5 =0 Ao r1+x9 =0
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Charakteristicky mnohoclen a spektrum

AD 3 Vypoctéte vlastni Cisla a vektory matice
2 1
St}

2—A 1

det(A—)\I):| | 9\

‘:)\2—4)\+3:O,

1 =3, = 1.
vektory matice A vypocteme postupné fesenim soustav (A — \;I)e = o

A1 —x1 x5 =0 Ao r1+x9 =0
1T —I2 =0 T + T2 IO,

1 1
el — 1 , d e2 _— _1 .
) S1 OVETime, 7e
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Invariantnost vzhledem k podobnosti

> A je libovolna Ctvercova matice a necht’

Ae = )e.
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Invariantnost vzhledem k podobnosti

> A je libovolna Ctvercova matice a necht’
Ae = )e.

>nasobeni té€to rovnice libovolnou regularni matici T

eme
TAe = \Te,
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Invariantnost vzhledem k podobnosti
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Invariantnost vzhledem k podobnosti

> A je libovolna Ctvercova matice a necht’
Ae = )e.

>nasobeni té€to rovnice libovolnou regularni matici T

eme
TAe = \Te,

TAT '(Te) = \(Te).

plyne, ze podobné matice maji stejnd vlastni cisla.
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Invariantnost vzhledem k podobnosti

> A je libovolna Ctvercova matice a necht’
Ae = )e.

>nasobeni té€to rovnice libovolnou regularni matici T

eme
TAe = \Te,

TAT '(Te) = \(Te).
plyne, ze podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

im véty o soucinu determinantli dostaneme
TAT ' — A\I) = [TAT ' \TIT !| = |T(A - AT | =
= |T||A — MI||T7 Y = det(A — \I),
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Invariantnost vzhledem k podobnosti

> A je libovolna Ctvercova matice a necht’
Ae = )e.

>nasobeni té€to rovnice libovolnou regularni matici T

eme
TAe = \Te,

TAT '(Te) = \(Te).
plyne, ze podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

im véty o soucinu determinantli dostaneme
TAT ' — A\I) = [TAT ' \TIT !| = |T(A - AT | =
= |T||A — MI||T7 Y = det(A — \I),

podobné matice maji stejny charakteristicky mnohoclen.
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Soucet a soucin vlastnich cisel

A 1 Necht A = [a;;] je ¢tvercova matice n-tého fadu. Pak
1+ -+ A, =ay +---+a,, (tzv.stopa matice)
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y Lokalizace vlastnich cisel

A 1 (GERSGORIN)
t A = [a;] je Ctvercova komplexni matice fadu n a necht
|+ Flag| +- - Flawm|aSi ={x € C: |x—ay| <},
triSka nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

c(A)CS U---US,.
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y Lokalizace vlastnich cisel

A 1 (GERSGORIN)

t A = [a;] je Ctvercova komplexni matice fadu n a necht

lai |+ +ag|+- - +lawm|aS; ={x € C: |x—ay;| <r;},
triSka nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

c(A)Cc S U---US,.

7: Necht’ Ax = \x, x = [r;] ax # 0. Pak ;121 + - - - + ajnx, = Ay,

prevedenim Clenu a;;x; na pravou stranu dostaneme

A
@171+ + 0T + 0+ AinTn = (A — @) T
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y Lokalizace vlastnich cisel

A 1 (GERSGORIN)

t A = [a;] je Ctvercova komplexni matice fadu n a necht

|+ Flag| +- - Flawm|aSi ={x € C: |x—ay| <},
triSka nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

(A C S U---US,.
7: Necht’ Ax = \x, x = [r;] ax # 0. Pak ;121 + - - - + ajnx, = Ay,
prevedenim Clenu a;;x; na pravou stranu dostaneme

a1y + -+ AT + o+ QT = (A — ag) ;.

vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovétrime, ze plati

A

b | | == oo T @ || T < o0 T || ) 2 | = @25 (*)
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y Lokalizace vlastnich cisel

A 1 (GERSGORIN)

t A = [a;] je Ctvercova komplexni matice fadu n a necht

|+ Flag| +- - Flawm|aSi ={x € C: |x—ay| <},
triSka nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

(A C S U---US,.
7: Necht’ Ax = \x, x = [r;] ax # 0. Pak ;121 + - - - + ajnx, = Ay,
prevedenim Clenu a;;x; na pravou stranu dostaneme

a1y + -+ AT + o+ QT = (A — ag) ;.

vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovétrime, ze plati

———

1|[z1] + -+ agil[zd] + -+ ainl|ze] 2 (X = asl]2il. (%)
i je takové, Ze |x;| = max |x;|. JelikozZ |x;| > 0, plati |z;|/|x;| < 1.
J
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y Lokalizace vlastnich cisel

A 1 (GERSGORIN)

t A = [a;] je Ctvercova komplexni matice fadu n a necht

|+ Flag| +- - Flawm|aSi ={x € C: |x—ay| <},
triSka nad symbolem znaci jeho vynechani. Pak

(A C S U---US,.
7: Necht’ Ax = \x, x = [r;] ax # 0. Pak ;121 + - - - + ajnx, = Ay,
prevedenim Clenu a;;x; na pravou stranu dostaneme

a1y + -+ AT + o+ QT = (A — ag) ;.

vlastnosti absolutni hodnoty tak snadno ovétrime, ze plati

A

1|[z1] + -+ agil[zd] + -+ ainl|ze] 2 (X = asl]2il. (%)
i je takové, Ze |x;| = max |x;|. JelikozZ |x;| > 0, plati |z;|/|x;| < 1.
J

e-li nerovnost (x) |x;|, dostaneme
g | A 000 o | i e oo b @] 2 |0 — @l
e S;.
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y Lokalizace vlastnich cisel

AD 4 Pomoci GerSgorinovy véty najdéte co neymensi cast komplexni
ktera obsahuje spektrum matice

A =

= =N
STSRESSR
== O
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y Lokalizace vlastnich cisel

AD 4 Pomoci GerSgorinovy véty najdéte co neymensi cast komplexni
ktera obsahuje spektrum matice

A =

— = N

1
3
1

=~ = O

fry =i+ 10 =1,ra =1+1=2r5 =1+]i| = 2.
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y Lokalizace vlastnich cisel

AD 4 Pomoci GerSgorinovy véty najdéte co neymensi cast komplexni
ktera obsahuje spektrum matice

A =

— = N
= —= O

1
3
1

itry =i+ 0| =1,ro=14+1=2,r3 =1+ |i|] = 2. Odtud S§; = {z €
2| <1} So={xe€C:|x—3| <2},S53={x € C: |x—4| <2}, takze
S1 USy U S;s.
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y Lokalizace vlastnich cisel

AD 4 Pomoci GerSgorinovy véty najdéte co neymensi cast komplexni
ktera obsahuje spektrum matice

A =

— = N
= —= O

1
3
1

itry =i+ 0| =1,ro=14+1=2,r3 =1+ |i|] = 2. Odtud S§; = {z €
2| <1} So={xe€C:|x—3| <2},S53={x € C: |x—4| <2}, takze
S1 U S, U S3. Cdst komplexni roviny obsahujici o(A) je na obrazku, kde

afovana oblast obsahujici o(A ). Z obrazku plyne, ze 0 ¢ o(A), takze

A je regularni. Im
2i -

L
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Spektrum realné symetrické matice

A 2
t A je redlnd symetrickd matice. Pak o(A) C R.
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Spektrum realné symetrické matice

A 2
t A je redlnd symetrickd matice. Pak o(A) C R.

A 3
ni vektory redlné symetrické matice A odpovidajici riznym

im ¢islim jsou ortogonalni.
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Spektrum realné symetrické matice

A 5
je vlastnim Cislem matice A pravé tehdy, kdyz A je singularni.

atice A regularni, pak nula neni jejim vlastnim Cislem.
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Spektrum realné symetrické matice

A 5
je vlastnim Cislem matice A pravé tehdy, kdyz A je singularni.

atice A regularni, pak nula neni jejim vlastnim Cislem.
A 6
7e k matici A existuje jeji inverze A~!, pak \ je vlastnim

matice A prave tehdy, je-li % vlastnim ¢islem matice A 1.
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