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PREDMLUVA

Tato sbirka dopliuje prednasky z Matematické analyzy I1I. o priklady vhodné
k pfemysleni a k procvi¢ovani probirané latky.

Tento text neni ukoncen. Pribézné ho ménim a dopliiuji. Prosim proto ¢tenare
o shovivavost a sdéleni vSech pripominek.

2. Tijna 2000
Jifi Bouchala



Priklad 1.
Rozhodnéte, zda posloupnost (ax) v R™" konverguje, a urcete jeji pfipadnou limitu,
je-li:

def. [ k% _k 3k 4ok )
a) n=2 a; = (2k3+173k+1+2k+1 3

b) =, ap (g, G20, %);

241
o) n=5 a S ((52)", VE S B ()b (VE- VEFT)).

Priklad 2.
Rozhodnéte, zda je vektorova funkce f diferencovatelna v bodé ¢, a pokud ano,
vypoctéte f'(c) a df.(h), je-li:

a) f(mvyvz) déf. ($3y2Z, w;y) y €= (17273)7 h = (hla h27 h3)7

b) f(x) def- (cosz,sinz), ¢ = T h= V2

o) f(z,y,2) Y (wy,sin(zy), arcsin(z)), ¢ = (1,1,6), h = (h1, ha, h3).

Priklad 3.
Vypoctite f'(c), g'(f(c)) a (g0 f)(c), je-lis e = (1,1),

flz,y) def. (xz—f—yz,lna:—f—lny, %) . g(u,v,w) def. (uv—f— Lu?—v?+w,w —u).

Priklad 4. Nakreslete mnozinu (p) = {p(t) : t € I}, je-li:
a) @(t) = (34 2cost,2+ 2sint), I =(0,2m);
b) ¢(t) = (34 2cos(2t),2+ 2sin(2t)), I = (0,27);
c) o(t) et (cost,2 + arcsin(cost)), I = (—m,7);
d) o(t) = (2sin’t,4cos?t), I =0, 5);

e) o) L (122432 -2t+1), I =(1,400);

def. ( 2000 2000t _
0 o) (Pl A%). 1=K

Priklad 5. Parametrizujte mnozinu 2, je-li:

a) Q={(z,y,2)eR: 22492+ 22=9 A 2249y —32=0};

b) Q={(z,y,2) eR®: 22+ 9> +22=4 AN 22 +9y?> =22 A 2> 0};



c) Q:{(x,y,z)eR3: $2+y2+z2:9/\$2+y2—z2:0/\220}§
d) Q={(z,y,2) R’ : z=2"—y> A 2®+y* =6};
) 0= {(ny2) B gt A 2=yl

Piiklad 6. Vypoctéte pr f(z,y)ds, je-li:

a) flo,y) E 2 o (0,27) 5 R, o(t) ' (2(t —sint), 2(1 — cost));!

b) flz,y) % /2% 1 42 a ¢ je takové po Sstech hladkd jednoduché uzaviend
krivka, ze
() = {(z,y) e R?: 2®+y? = 6z}.

Piiklad 7. Vypoctéte [, 2y ds, kde k je hranici kruhové vysece
Y k

{(rcost,rsint) € R%: e (0,v2) A te (0, %)}

Priklad 8. Vypoctéte pr f(z,y, z)ds, je-li:

def.

a 2,y,2) = A2 o (0,21) = RS, ot A (cost,sint, t);
ety

b) f(z,y,2) ED PR y2, o {0,27) — R3, o(t) def. (tcost,tsint,t).

Piiklad 9. Vypoctéte [, 22 ds, je-li:

EE {(2,y,2) R : 2?2 +92+ 22 =9 A z+y+z=0}

Priiklad 10. Vypoctéte délku kiivky

0 (0,21) > R®, o(t) < (tcost,tsint, ).

Priklad 11. Vypoctéte obsah valcové plochy
k4 {(z,9,2) eER®: 4> =22 A 0<2z< 2z — 422},
Priiklad 12. Vypoctéte hmotnost ,,Vivianiovy kiivky*

kdg'{(way;z)GR:‘: 4yt + =4 NP +yP =2 A 220},

je-li (délkova) hustota v kazdém jejim bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od
08y .

1Poznimka a haddanka pro bystré étendfe: Viimnéte si, Ze tento piiklad neni zcela korektni,
a najdéte zpiusob, jak vse napravit.



Priklad 13. Vypoctéte:
a) f(w) (y —1)dz +xdy, kde ¢ : (0,5) — R2, o(t) Lef. (3cost, 2sint);

b) [, (0% +y?) do+ (22— y?) dy. kde ¢ = (0,2) R, o(t) & (1,1 [1-1));
12, 20, 413).

c) f(@)xdx—l—ydy-l-(xz—y)dz, kde ¢ : (0,1) — R3, ¢(t)

Priklad 14. Vypoctéte

1 1
/ a4 ———dy,
) 12|+ 1yl || + [y]

je-li (k) orientovany obvod ¢tverce o vrcholech (1,0), (0,1), (—1,0) a (0, —1), jehoz

orientace je ddana uvedenym poradim vrcholi.

Priiklad 15. Vypoctéte
/y2d$+zzdy+x2dz,

(k)

kde orientace ,kiivky*
k) L {(z,y,2) €R®: 22+ +22=9 A 224942 =3z A 2 >0}

%), (3,0,0).

S

je ddna potfadim bodt: (0,0, 3), (%, %,

Priklad 16. Vypoctéte f(k) f(z,y, z)ds, kde:

2 2 2,2 2
2 A _y)7

fla,y,2) = (v* - =
(k)dg'{(%y,Z)eRs: P+ +22=1A2>20Ay>20 A 2>0 A zyz=0}

a orientace (k) je ddna poradim bodt: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Priklad 17. Vypoctéte pomoci Greenovy véty:
a)
1 2
/ —arctg (E) dz + —arctg (f) dy,
(k) T ) Y

kde (k) je kladné orientovand hranice oblasti

{(z,y) eR*: 1<+ <A (z<y<azVd)}



/ yz? dz + zy dy,
(k)

kde (k) je obvod ¢&tverce o vrcholech (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), jehoz orien-
tace je dana uvedenym poradim vrcholi;

obsah elipsy

2 2
{(z,y) e R?: ﬁﬂLb—QSl} (a,b>0);

/ 3dz + 2dy,
(o))

je-li
o1 (0,27) = R2, o(t) " (2(t — sint), 2(1 — cost)),
a orientace ((¢)) je dadna poradim bodt ¢(0), ¢(27).2

Piiklad 18. Vypoctéte:

a)

g)

[ f(z,y)ds, kde f(z,y) def. (2zy — ysin(zy), 2% + 2 — xsin(zy));
0,%)

(1,1)
[ flz,y)ds, kde f(z,y) def. (2ye™ + 2z + 292, 2we®Y + dxy + 2y);
(2,0)

(2,0)
[ f(a,y)ds, kde f(x,y) L 322y + ycos(xy), 43 + 1 + x cos(wy));
(5,1)

(_17_2)
| f(z,y)ds, kde f(z,y) et (922y+242y% +6+5y, 3x3+2422y+8+5x);
(2,1)

(0,1,2)
[ 32%y*zdx + (22%yz — 2%) dy + (23y? — 2yz + 32%) dz;
(_17370)

(1,1,1)
[ (¥?2% 4+ 2z2)dz + (2zy2? + 2y) dy + (2zy?z + 22 + 1) dz;
(0,0,1)

(1,0,0)
[ 2z + 3y + sin(z?)) dz + (2z) dy + (222 cos(2?)) d=.
(0,0,0)

2 Ndpovéda: doplitte (a sikovnd) ,kiivku“ () na ,uzavienou kiivku“.



Priklad 19. Vypoctdte ff¢ f(z,y, z)do, je-li:
Fla,y,2) C oty + 2z,

a)
Dy =(0,1) x (0,1), Y(u,v) = (1,u,v);

= 22+ 4?),
" (cosucosv,sinucosv, 1 + sinv).

laz)

b)
f(z,y,2)
d

Z.0), ¥(u,v)

Dy = (0,27) x (—

def.
= 22’

Piiklad 20. Vypoctéte [[g f(z,y,2)do, kde
f(z,y,2)
z=axy N 2?2 +9* <1}

a)
S ={(z,y,2) eR®

def.
f(x,y,2) = ay,
P 4yP =42 AN x>0 A y>0 A 2< 1)

S={(z,y,2) e R
f.
Ty +yz + 2z,

tel

c)
f(mvyvz) -
S={(z,9,2) eR®: 2= /22 +9y2 A 2?+9% < 2z},

P2yl =22 ANr>0Ay>0 A 0<2< 1)

S={(z,y,2) e R’

e)
Fla,y,2) = 2,
S={(w,y.2) eR>:
PP+ =9 A >0 A y>0A 220 A o4y<3);

f)
def. 1
[z y. 2) = (I+z+y)?2

S je povrch &tyfsténu s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), a (0,0,1);
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f@,y,2) S a? 442 + 2,

S je hranice mnoziny {(z,y,2) €R*: 2?2+ 9> +22 <4 A 2> 0).

Priklad 21. Vypoctéte pomoci plosného integralu obsah plochy S, je-li:

a) S: {(!E,y,Z) € R3 : (37_8)2"‘ (y—7)2+ (6—2)2 - 25},
b) S:{(Zﬁ,y,Z)GR3: z:%(x2+y2) A J72-|-y2§1},
¢) S={(z,y,2) €R®: 2?2+ 4>+ 22 =100 A —8< 2z <6};

d) S={(z,9,2) ERY: 22492+ 22 =4 N 224+9?° <2z A z > 0}.
a)
S={(z,y,2) eR®: 2 + 4> +22 =36 A 2> 0},
je-1i jeji (ploSnd) hustota popsand funkei h(z,y, 2) dof S+ y2;

b)
S={(z,y,2) ER’: 22=2>+y*> A 0<2< 1},

je-1i jeji (plosnd) hustota v kazdém jejim bodé rovna vzdélenosti tohoto
bodu od osy z.

Piiklad 23. Vypoctéte ff(w) f(z,y,2)do, je-li:

a)
def. 2 2
f(@,y,2) =(0,0,2" +y7),
Dy = (1,2) x (—g, g), p(r,t) det- (rcost,rsint,0);
b)

def.
f(xvyvz) ; (_$2Z7y7 2373/)7

Dip=(0,2) x (0,2

5 2), P(u,v) et (cosucosv,2sinucos v, sinv).
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Priiklad 24. Vypoctéte plosné integraly 2. druhu:

// (2y — 2,6z — 2z, 3x — y) do,
(L)
kde plocha

L={(z,y,2) €ER>: 224+y+22=6 A x>0 A y>0 A z>0}

je orientovand vektorovym polem n(z,y,z) = %(2, 1,2);

I[ e
(L)

L={(z,y,2) €ER®>: z=ay N 2®+y*> <5}

kde plocha

je orientovand pomoci normalovych vektori ,svirajicich® s vektorem (0,0, 1)
ostry tuhel;

// (0,0, z%y*2) do,
(L)

L={(z,y,2)€R: 2>+ 4> +22=6 A 2<0}

kde plocha

je orientovand pomoci normalovych vektori ,svirajicich® s vektorem (0, 0, 1)
ostry uhel;

//(L)(:v,y,Z) do,

kde L je zaporné orientovany povrch kuzele

{(z,y,2) eR®: 22 +42 <22 AN 0<z<1).

Priklad 25. Vypoctéte pomoci Gauss-Ostrogradského véty:

//( )(a?3 —yz,y° — 23, 2° — xy) do,
L

kde L je kladné orientovany povrch koule

{(z,y,2) e R*: 2? +¢* + 2% < 182}



12

// (z—y+2y—2z+w,2z—y+uw) do,
(L)

kde L je zaporné orientovany povrch osmisténu

{(z,y,2) e R’ : |z|+|y| + |2| < 3};

c¢) tok vektorového pole

fla,y,2) L (22,92, 2%)

kladné orientovanou kulovou plochou se stfedem v bodé (1,1, 1) a polomé-
rem 1;

d) objem télesa ohrani¢eného plochou ¢,%> kde

Dy = (0,2r) x (0, 2r).

P(u,v) def. ((a + beosv) cosu, (a+ bcosv) sinu, bsinv)
(0<b<a).

Priklad 26. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty:

a)
/ zdr +xdy + ydz,
(k)

kde o
kZ{(a?,y,z)eR3; $2+y2:4 A §_|__:1}

w

a orientace k£ je dana poradim bodu

(2,0,0), (0,2,3), (—2,0,6);

/ —ydax +xzdy + 0dz,
(¥)

kde

def

Dy = (0,27), ¢(t) = (sint,cost,0);

3Jedn4 se o tzv. anuloid.



/ zde+ (z+y)dy + (x +y + 2) dz,
(¥)
kde

Dy = (0,27), ¢(t) et (3cost,3sint, 3(cost + sint));

/ y?de + 22 dy + 22 dz,

(k)

kde £ je obvod trojihelniku o vrcholech
(3,0,0), (0,0,3), (0,3,0),

jehoz orientace je dand uvedenym poradim vrcholi.

13
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Priklad 27. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim odpovidajici vlastni
vektory danych matic:

2,1 1, 2 3, -2 1, -1 1, -1 1,5)
—5,4)° \=5,-1)" \4, 1)\ =1, 1) \1, 3) \2,4)

2,1, -2 1,0, 0 -3, 0,2 3,-1,0 1,1,0
~1,0, 0], (21, -2], 1,-1.0], (6 -32],1(200
1,1, -1 3,2, 1 ~-2,-1,0 8, —6,5 0,0, 1

Priklad 28. Najdéte vSechna TeSeni (na R) soustavy linedrnich diferencialnich
rovnic

y' = Ay,

kde za matici A postupné dosazujte matice z Prikladu 27.

Priklad 29.
Najdéte vSechna FeSeni (na R) soustavy linearnich diferencidlnich rovnic:

(zde hledejte FeSeni jen na R*);
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1, 1 n —cosx
-2, —1 y sinx +cosx ) -

Priklad 30.
Najdéte teSeni Cauchyovy tlohy:

1, 1 n —Cosx (0) = 1Y)
-2, -1 Y sing 4+ cosz ) YT\ 9 )¢

1
1, -1 cos 1
I ’ _
2,1, —2 0
_17 07 0 Y, y(O) = 1 ’
1, 1-1 1
2,1, 0 1
f) vy=10,2, 4|y, yQ)=| 0];
1, 0 -1 1
2,1, -2 2—x 0
g) v=1-1,0, 0 |y+ 1 , y(0)=11
1, 1-1 1-x 1



16

Priklad 31. Rozhodnéte, které z nasledujicich fad jsou absolutné konvergentni,
které konvergentni a které divergentni:

oo

1 = n
— b
a);ln(n—f—l)’ )an—f—l’

g 3n " e
) <3n-|—1> ’ 92

> n (2n+1\" = Lon 1
) > eu () @) (e L
n=1 n=1
= 1 > 10"
—1)"- f —1)nt. —
0 D" ) 2 T
ol > 1
g) n Y h) ZSID 27
n:12 +1 — n
- 1 > 2" -
ch) _ i) ,
ngl Vn(n+1) n=1 n"
= 1 [/2\" 1 1
Y k —
i) ngl n <3> ) )1;\/5 sm2\/ﬁ,
1 1424 +mn
1) Za’ m) n3 ’
n=1 n=1
2 (n—1)!(n+ 3)!13" -
n) Z @)l ; n) Zsm (n+ ;)71’ ;
n=1 n=1
> 1 > !
0) n_lcos = p) nZIZ—n,
) i 2 r) inZ sin ——
! n=1 3" ’ n=1 2 ’




> n+1—+/n > 1
§ Yy Vo >
— n ’ — (n+1)In(n +1)
> n <1 1
V) = W) —— cos —,
2 G0 2 7
> 1 =L 6n° — Tn? + 1998
x) 2 V Vi DY 199975 + 61t — 1’
n=1 n=1
> T > 3n+7 "
9) D8 G DY <3n—|—2001> '

n=1 n=1

17
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