1.1 Konecéna télesa

Znamym prikladem konecéného télesa je téleso (Z,, +, ), kde p je néjaké prvocislo.
Jde o téleso zbytkovych trid modulo p s obvyklym s¢itanim a nasobenim zbytko-
vych tiid. Jako konkrétni piiklad uvedme (Zs, +,-). Pro jednoduchost oznacme
prvky Zs jako 0,1,2,3,4 (misto Os,...,45). S¢itdni a ndsobeni je potom ddno
tabulkami:

+10(1]2|3 |4 10111234
0012|334 0/0/0]0(0/0
11112131410 110(112]3]4
21213401 2012413
313|14]0(|1]2 3013142
4 1410|123 41014321

Télesa (Z,, +, -) jsou télesa, kterda maji p prvki. Nejsou vSak jedinymi konec-
nymi télesy. D4 se ukdzat, ze vSechna konecnd télesa (T, +,-) spliuji podminku

T| =p",

kde p je prvocislo a n € N. Navic, pro kazdé prvocislo p a prirozené ¢islo n umime
zkonstruovat konecné téleso o p™ prvcich. Ukazme si na konkrétnim prikladé.
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Tabulky scitani a nasobeni v Zs[]/ (24449

+ 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2x+1 | 2x + 2
0 0 1 2 T r+1 | z+2 2x 20+ 1 | 20+ 2
1 1 2 0 z+1 | 42 T 20 +1 | 22+ 2 2x
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. 0 1 2 b4 x+1 | x+2 2x 2x +1 | 2x+ 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 T r+1 T+ 2 2x 20+ 1 | 20+ 2

2 0 2 1 2x 20 +2 | 2x+1 T T+ 2 r+1
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e Existuji konecna télesa?

Ano, napiiklad (Z,, +-).

¢ Kolik prvki mohou mit konecna télesa?

Kazdé konecné téleso ma p" prvki, kde p je prvocislo a n je ptrirozené cislo.
e Existuje konec¢né téleso o p" prvcich pro kazdé prvocislo p a pri-

rozené cislo n?

Ano. Pro kazdé n € N a pro kazdé prvocislo p existuje ireducibilni polynom
p(x) € Z,[x], ktery je stupné n. Jsme tedy schopni zkonstruovat téleso
GF(p") = Zy|z]/p(z). Jde o téleso zbytku po déleni polynomem p(z).

e Pro¢ by mél byt polynom p(x) pouzity pti konstrukci kone¢ného
télesa ireducibilni?

V opac¢ném pripadé by vznikla struktura nebyla télesem. Jednoduchy pci-
klad. Pokud bychom se snaZili sestrojit GF(2?) pomoci polynomu

pr)=2"—1=(z—1)(x+1) € Zy,

Doslo by k tomu, ze

((z = 1)+ [p@)]) - ((z +1) + [p()]) = ((z = Dz + 1) + [p(x)]) .

. s\

£0=0+[p|€Za(z)/ ey #0=0+plelz]/ (o) — 0= 0+[p]eZal)/ (o)

A k tomu v télese nesmi dojit! V télese neexistuji netrivialni délitelé nuly!

e Ireducibilnich polynomi stupné n nad Z,[x] mtze byt vice. Do-
stanu pro razné ireducibilni polynomy pri konstrukci kone¢ného
télesa ruzna konecna télesa?

Ano, i ne. Prvky téchto téles jsou stejné, tabulky sc¢itani také, tabulky
nasobeni se vsak lisi. Nicméné tato télesa jsou izomorfni. To znamena, ze
pri vhodném ,prejmenovani - oznaceni* prvki téles bychom obdrzeli stejné
tabulky nasobeni.
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