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Uvod

Z nazvu je zfejmé o ¢em text pojednava. Takze, nezdrzujte se ¢tenim tvodu a
vrhnéte se hned na prvni kapitolu.
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Kapitola 1

Maticové operace

Budeme se zabyvat maticemi redlnych ¢isel. Matici typu (m,n) rozumime matici
o m tadcich a n sloupcich!. Budeme pouZivat nasledujici znac¢eni. Matice budeme
znacit velkymi pismeny, prvek matice A, ktery je v i-tém radku a j-tém sloupci
budeme znacit a;;, prvek matice B, ktery je v ¢-tém fadku a j-tém sloupci budeme
znacit b;;.... Pokud to bude uZitecné, napiSeme nad matici jakého je typu. To
jest, budeme psat:

11 A12 Q1n
(m,n) Q21 G2 -+ Q2p (m,n)
A=A =1 . . =(ajj)
Am1 Am2 - Amn

Mnozinu vSech realnych matic typu (m,n) budeme znacit M,, .

Definice 1. (étvercové matice) Matice A je ¢tvercovd pravé kdyz je typu (n,n).

O matici tedy tikdme, Ze je ¢tvercova, jestlize mé stejny pocet fadku jako
sloupci. Napriklad matice
1 2
A=

je Ctvercova.

'Formalné je to prvek kartézského soucinu R™ x R™ x ---R™, ale piedstava &isel usporada-

m krat
nych do Fadku a sloupcii pro nas bude vyhodnéjsi.
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KAPITOLA 1. MATICOVE OPERACE

1.1 Sc¢itAni matic

Definujme operaci s¢itani matic daného typu (m,n):

Definice 2. (S¢itani matic) Necht A, B jsou matice typu (m,n), potom

(m,n) (mn) (m.n)

+ B :(Cij)a kde Cij :@ij_'_bij-

Sc¢itame tedy matice stejnych typu, a to tak, Zze se¢teme c¢isla na stejnych

pozicich. S¢éitani matic riznych typt neni definovano. Ukazeme na konkrétnich
prikladech.

1.

Sectéte matice.

a)

b)
0 -1 5 1 2 0 1 15
4 2 3 |+ 0 -2 -3 | = 4 0 0
-1 0 5 -1 1 2 -2 17

0 -1 5 1 2
, ’, '
< 4 9 3 ) + ( 0 —9 ) Neni definovéano!

Poznamka 3. UvdzZime-li, Ze sc¢itdni redlnijch ¢isel je komutativng, pak je ziejmé,
Ze také scitani matic je komutativni. To jest, pro libovolné dvé matice A, B stej-
ného typu plati :

A+ B =B+ A.

Nulovou matici nazveme matici, jez obsahuje pouze nuly. V dal$im textu
pro ni vyhradime oznaceni O. Formalni definice je uvedena nize:

Definice 4. (Nulova matice) Nulovou matici typu (m,n) nazveme matici

(mm) (mn)

O = (0i), kde ¥Vie1,2,...,mY¥jel,2...,n:o5=0.
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2. | Se¢téte matice.

a)

GDOEGHEGH)
()0 0)-(8)

Poznamka 5. Z predchoziho prikladu je ziejmé, Ze i pro libovolnou matici A
typu (m,n) a nulovou matici O typu (m,n) plati :

A+0=0+A=A
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KAPITOLA 1. MATICOVE OPERACE

Nasobeni matice Cislem

Definujme nasobeni, které danému ¢islu o a dané matici A typu (m,n) prifadi

zase

matici typu (m,n).

Definice 6. (Nasobeni matice ¢islem) Necht o € R a A je matice typu (m,n),
potom
(mm) (mn)
a A = (Cij)a kde Cij = O+ gy

Cislem a € R nasobime matici A tak, Ze ¢islem a vynasobime vSechny jeji
prvky. Zapis budeme ¢asto zjednodusovat tak, ze misto « - A budeme psat jen

aA.

1.

Vynasobte matici.

a)

b)
0 -1 5 0 2 10
—2 4 23 8 —4 -6
-1 05 2 0 —10
c)
0. (0 L 5Y_(000
4 23)~ 000
d)
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1.3 Nasobeni matic

Definujme nasobeni, které dvéma maticim, prvni typu (m,n) a druhé typu (n,p),
prifadi matici typu (m, p).

Definice 7. Necht A je matice typu (m,n) a B je matice typu (n,p), potom

(mmn) (n,p) (m.p)
- B = (Cij), kde Cij = T - Sy,

r; - s; oznacuje skaldrni soucin i - tého radku matice A a j - tého sloupce matice

B.

Jak tedy mame podle definice nasobit matice? Nejprve pfipomenmé skalarni
soucin dvou aritmetickych vektorii. Obecné, nasobime-li vektor X = (z1,z9, ..., x,) €
R" s vektorem ¥ = (y1, 42, .. ., Yn) € R™, pak

(@1, @2, ) - (Y1, Y25 -3 Yn) = T1Y1 + Taya + 0+ Tyl
Vyzkousejme par prikladi:
1. (1,3,2)-(2,0,1) =1-2+4+3-0+2-1=2+0+2=4
2. (=2,0,3)-(1,2,1) ==2-1+0-2+3-1=-24+0+3=1

(2
3. (5,1,6) - 3 =5:24+1:346-(-1)=10+3-6=7
_1)
Tady se zéapis druhého z vektori prilis nepovedl, je néjak nakfivo, zZe by
tiskova chyba? No nevadi.

(4
4. (0,1,-2)- 1 =0-441-1-2-5=04+1-10=-9
5) o
Tak tady uz se to viubec nepovedlo - druhy z vektori je svisle! No nevadi,
alespon jsme se naucili nasobit fadek se sloupcem. Vyzkousejme na dalsim

prikladu.
2
5 3,1,-1)-[ 1 |]=3-2+1-1-1-5=6+1-5=2
5

6. Vypocitejme predchozi piiklad jesté jednou a v§imnéme si, Ze jde vlastné o
nasobeni matice typu (1, 3) s matici typu (3, 1). Podle definice tedy musi byt
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vysledkem matice typu (1, 1). To odpovida nasemu vysledku. Cislo mitzeme
chapat jako matici o jednom Fadku a jednom sloupci:
(3,1)

(1,3) 2 (1,1)
(3.1L,-1)-[ 1 |=3-241-1-1-5=6+1-5=2=(2) = (r1s))
- )

. Co kdyby méla druhé z matic vice sloupcu? Nevadi, postupujme podle de-

finice. Radkem prvni matice postupné vynésobime vSechny sloupce matice
druhé. To jest:
3,2

(1,2)

(1,2
:( 1Sy Iq1S9 ): ( 2

(1,3)

(3,1,—-1) - é )

Ot — DN~
N — W

. Druh& matice muze mit sloupci kolik chce, ale fadkt musi mit stejné jako

je sloupcu v prvni matici (jinak by neslo nasobit fadky se sloupci):
(3,4)
-1 (1,4) (1,4)

(1,3)
::( riS;y Ii1Se I1S3 ISy ):: ( 2 8 2 =5 )

(3,1,-1) -

(G2 )
N = W
=

1
3

. Co kdyz bude mit prvni matice dva fadky? Prvni fadek vysledku vytvo-

fime tak, ze prvnim faddkem nasobime vSechny sloupce. Druhy radek
vysledku vytvoiime tak, ze druhym radkem nasobime vSechny sloupce:
(3,4)

(25) 2 31 -1 (2:4)
3 1 —1 riS;y I'1Sg9 ISz IS4
9 5 1 . 110 1 = =
5 9 1 3 I'oS1 TI92S9 T9S3 T9Sy
(24)
(2 8 2 -5
N 14 13 3 6
10. Obdobneé:
(4,3) (4,4)
3 1 -1 34 riS; IiSe9 ISz IS4
2 31 -1
2 1 roS1 I'9S9 TI9S3 TI9Sy
110 1 = =
1 0 1 I3Sy I3S2 I3S3 I3S4
5 2 1
-1 2 1 ryS; TI4So T4S3 T4Sy
(3:4)
2 8 2 =5
(14133 6
N 7T 5 2 2
5 1 0 6
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1. | Jsou dany matice A = ( 3 1 —1 ) a matice B =

Ot — DN
N — W

Urcete matici AB.

ResSeni:

Réadkem prvni matice postupné vynasobime vSechny sloupce matice druhé.

To jest:
(3.2)
(1,3) 2 3 (1,2) (1,2)
(3,1L,=1)- | 1 1 |=(rsy sy )=(2 8)
5 2
51 1 2 31 -1
o | Jsou dény matice A = amatice B=| 1 1 0 1
. 2 5 1
52 1 3
Urcete matici AB.

ResSeni:
Prvnim rfadkem prvni matice postupné vynasobime vSechny sloupce matice
druhé. Dostaneme tak prvni fadek vysledné matice. Poté druhym radkem

prvni matice postupné vynésobime vsechny sloupce matice druhé. Dosta-
neme tak druhy rfadek vysledné matice.:

(2,3) ( (2:4)

3,4)
3 1 -1 2 3 1 -1 riS;y I1S9 I1S3 IS4
2 5 1 ' Lol - IsS; TI9S9y IyS3 I'yS -
5 2 1 3 291 292 293 294

g é _11 2 31 -1
3. | Jsou ddny matice A = L0 1 amatice B=| 1 1 0 1
19 521 3

Urcete matici AB.

Reseni: Prvnim fadkem prvnf matice postupné vynasobime vSechny sloupce
matice druhé. Dostaneme tak prvni fadek vysledné matice. Poté druhym
rfadkem prvni matice postupné vynésobime vSechny sloupce matice druhé.
Dostaneme tak druhy fadek vysledné matice. Poté tietim fadkem prvni
matice postupné vynasobime vSechny sloupce matice druhé. Dostaneme
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tak tfeti fddek vysledné matice.Nakonec ¢tvrtym rfadkem prvni matice po-
stupné vynasobime vSechny sloupce matice druhé. Dostaneme tak ctvrty
radek vysledné matice:

(4,4)
riS;y IriSe9 ISz IS4
oSy TI2Sg T9S3 TI9Sy
rsS; I'3Sy I3S3 TI3S4
ryS1 TI4So TyS3 TI4S4

N

[S1EE )
O = W
— O =B
[a—
I
I

©
N

—_
o
—_
w P~
O WO

(AN |
— Ot
DN D

) ) (1 2 . (01
4. JsoudanymatlceA—(1 _1>amatlceB—<2 3>.

a) Urcete AB.

w-(12)(80)-(4 0)

b) Urcete BA.

s (D) (1 2) ()

. . (1 -1 . (3 —1
5. JsoudanymatlceA—(2 _3>amat1ceB_<2 _1).

a) Urcete AB.

=y 5) ()0 1)

b) Urcete BA.

pa=(5 ) (2 2)=(o 1)
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Poznamka 8. 7 vyse uvedengjch prikladi je zrejmé, Ze ndasobeni matic neni komu-
tativni: obecn€ neplati, Ze AB = BA. Ale, jak jsme vidéli, v nékterych pripadech
tato rovnost nastat mize.

V odstavci vénovaném sc¢itdni matic jsme vidéli, ze nulova matice neudéla
pii s¢itani matic vibec nic (viz Poznamka 5). A protoze je v matematice
diilezité miti nékoho, kdo nic neudéla, chtéli bychom mit k dispozici ma-
tici, ktera nic neudéla pfi nasobeni matic. Jak uvidime pozdéji, toto spliiuje
takzvana jednotkova matice. Jde o ¢tvercovou matici (tj. mé stejny pocet
sloupcu jako radki), kterd ma na diagonéle jednicky a jinde nuly. Jeji for-
maélni definice je uvedena nize.

Definice 9. (Jednotkova matice) Jednotkovou matici nazveme libovolnou matici
(nm)

E =(e;j) spliugici:

VZGLQ,,TLVJELQ,,77,(Z;’éj:>€”:0>/\<l:]:>€z]:1)

6. | Vynésobte matice.

a)

1 00 3 0 2 3 0 2
010 2 -1 1 ]=12 —-11
0 01 1 1 2 1 1 2
b)
1 00 3 0 2 5 3 0 2 5
10 2 -1 11 |= -1 11
0 01 1 1 20 1 1 20
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(n,n)
Poznamka 10. Pro jednotkovou matici typu (n,n) budeme pouzivat znaceni E .

Pokud bude z kontextu jasné, jakého je typu, budeme ji znacit pouze E. Po pro-
studovdni vyse uvedengjch prikladi je zrejmé, Ze miZeme obecné turdit:

(n,n)(n.p) n,p) (P:p)

(
A=Aataké A E =A.
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1.3.1 Nasobeni matic - priklady k procviceni

19

1. | Jsou dany matice A = ( 411 _21 > a matice B = < g _13 > Urcete matici AB
Resent :
1 2 0 -3 4 -1
an= (5 2)(2 7)) (4 o)
1 2 2 -1 0 1
o | Jsou dany matice A = | 0 —1 2 | a matice B = 2 —1 3 |. Urcete
3 0 2 1 0 1
matici AB
ReSeni :
1 2 2 -1 0 1 5 =2 9
AB=| 0 -1 2 2 -1 3 | = 0o 1 -1
3 0 2 1 0 1 -1 0 5
1 0 1 3 05
3. | Jsou dany matice A = 0 -1 —1 a matice B = 2 0 3 |. Urcete
1 0 2 101
matici AB
Resent :
1 0 1 3 05 4 0 6
AB=[ 0 -1 -1 203]|=|-30 —4
1 0 2 1 01 5 0 7
1 0 1 30 5
4. | Jsou déany matice A = 0 -1 -1 a matice B = . Urcete
. 2 0 3
1 0 2
matici AB
ReSeni :

Sou¢in AB neni definovan.
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1.4 Transpozice matice

Méjme matici A. Vytvoime matici tak, ze z fadkt matice A udélame sloupce.
Tuto novou matici byva zvykem oznacovat AT. Rikdme, Ze matice AT vznikla
transpozici matice A.

Definice 11. Necht A je matice typu (m,n). Transponovanou matici A nazveme
matici AT spliujici:

(n,m)  (n,m)
AT = (Cij); kde Cij = Qjj-

1 -4 -3
1. | Transponujte matici A = 1 =5 =3
-1 6 4
1 1 -1
Al =1 -4 -5 6
-3 -3 4
2 2 3
2. | Transponujte matici A = 1 =10
—1 2 1
2 —1
AT =12 -1 2
3 0 1

3. | Transponujte matici A = ( 3. LT )

1 -2 2
3 1
AT =11 -2
7T 2

4. | Transponujte matici A =

— =N
N O W

2 1 -1
T _
A‘(?,o 2>
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Poznamka 12. Vsimnéme si:

e Je jedno, zda pri transpozici z radki udéelame sloupce, nebo zda ze sloupci
udéldme radky - dopadne to stejné.

o Transpozici si muZeme také predstavit jako preklopeni matice podle hlavni
diagondly (vymeénd si pozice c¢isla, kterd jsou naproti sobé vzhledem k diago-
ndle).
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1.5 Vlastnosti maticovych operaci

D4 se odvodit mnoho zajimavych vztaht popisujicich vlastnosti vyse zavedenych
maticovych operaci. V nésledujici poznamce jsou shrnuty zakladni vlastnosti sé¢i-
tani matic a nasobeni matic skaldrem:

Poznamka 13. Pro kazdé m,n € N plati:

1. VA BE My, : A+ B € My,
(uzavienost séitdni)

2.VA,B,C e My, : A+(B+C)=(A+B)+C
(asociativita scitdni)

3. 30 e My VAE My, : A+O=0+A=A
(existence nulového prvku)

4. VAe My,,3BeM,,,, : A+ B=B+A=0
(existence opacného pruku)

5. VA BE My, : A+ B=B+ A
(komutativita séitang)

6. Va e RVAe My, : A€ M,,

(uzavienost ndasobent skaldrem)
7. VYaeRVA,Be M, : aA+aB=a(A+ B)

(distributivita ndsobent skaldrem vzhledem ke scitani matic)
8. Va,f eRVAE M, : aA+ A= (a+p)A

(distributivita ndsobent skaldrem vzhledem ke scitani redlngch cisel)
9. Va, e RVA € My, : a(BA) =(af) A

(kompatibilita ndsobeni skaldrem s ndsobenim redlnych cisel)
10. VA€ My, : 1A=A

Jak uvidime pozdéji, vyse wvedend tvrzeni lze strucné vyjadrit tvrzenim jedingm:
MnozZina matic spolu s jejich s¢itanim a nasobenim skalarem tvori vek-
torovy prostor nad télesem realnych cisel.
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Dale uvedeme vlastnosti tykajici se transponovani matic a jejich nasobeni.

Poznamka 14. Pro libovolné m,n,p,r € N plati
1.VaeRVAE M,, : (adA)T = AT

VA,B€ My, : (A+B)" =A" + BT

VAe M, ,VBeM,, : (AB)T = BTAT

VAe M,,,YBeM,,VCeM,,: A(BC)=(AB)C

VAe M, ,VB,CeM,, : A(B+C)=AB+ AC

S & e

VA,B€M,,¥C€M,,: (A+B)C = AC + BC

1. | Dokazte, Ze s¢itdni matic je komutativni.

- (n,m) (n,m)
ResSeni : Necht A =(a;;) a B =(b;;). Potom (vyuzijeme toho, ze s¢itani
realnych ¢isel je komutativni):

(n,m) (n,m) (n,m) (n,m) (n,m) (n,m)
A+ B =(ay) + (bij)=( c;j )=( ¢y )=(by) + (ay;)= B+ A
—~— ~~

=a;j+bij; =bij+ai;

1 2 2 -1 0 1
9 Jsou dany matice A= | 0 —1 2 | a matice B = 2 =1 3 |. Nume-
’ 3 0 2 1 01
ricky vyhodné urcete matici 5A + 5B.

Reseni :

Vime, 7e 5A + 5B = 5(A + B), a da se snadno rozmyslet, ze vypocet
5A + 5B je numericky narocnéjsi (9 nasobeni pro vypocet 5A, 9 nasobeni
pro vypocet 5B a jesté 9 souct pro vypocet 5A+5B), nez vypocet 5(A+ B)
(9 souc¢tu pro vypocet A 4+ B a potom 9 néasobeni pro vypocet 5(A + B)).

Proto budeme misto 54 + 5B pocitat 5(A + B). Vime, ze vyjde totéz!
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1 2 2 1 01
5A+5B = 5(A+B)=5- 0 -1 2 | + 2 -1 3
3 0 2 1 01
0o 2 3 0 10 15
= 5 2 =2 5 | =110 —-10 25
4 0 3 20 0 15
1 2 2
Je dana matice A= | 0 —1 2 |. Numericky vyhodné urcete matici 24 + 3 A.
3 0 2
Reseni :

Vime, ze 2A+3A = (24 3) A, a da se snadno rozmyslet, Ze vypocet 2A+3A
je numericky narofnéjsi (9 nasobeni pro vypocet 24, 9 nasobeni pro vypocet
3A a jesté 9 souctu pro vypocet 2A 4+ 3A), nez vypocet (2 + 3)A (pouze
jeden soucet pro vypocet (2 + 3) =5 a 9 nasobeni pro vypocet 5A). Proto
budeme misto 2A 4 3A pocitat 5A. Vime, Ze vyjde totéz!

1 2 2 5 10 10
2A+3A = HA=5 0 -1 2 | = 0 —5 10
3 0 2 15 0 10
1 01 -1 0 1
Jsou dany matice A = 0 1 1 |, matice B = 2 -1 3 a matice
110 1 0 1
1 2 1
C=1 0 —1 0 |.Numericky vyhodné urcete matici AB + AC'.
2 0 1
ReSeni :

Vime, ze AB + AC = A(B + C), a da se snadno rozmyslet, ze vypocet

&jsi (27 néasobeni a 18 souctu pro vypocet
AB, 27 nasobeni a 18 souctu pro vypocet AC a jesté 9 souctu pro vypocet
AB+AC), nez vypocet A(B+C') (9 soucti pro vypocet A+ B a 27 nasobeni
a 18 souétu pro vypocet A(B+ (). Proto budeme misto AB + AC pocitat
A(B + C). Vime, ze vyjde totéz!
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-1 01 1 21
AB+AC = A(B+C)=A- 2 -1 3 |+|0—-10]]|=
1 01 2 01
101 0 2 2 3 2 4
= lo11 2 23 |=[5-25
110 30 2 2 0 5

Vyberte nepravdivy vyrok.

(a) VAe M, ,3B e M,, : AB=BA = E, kde E je matice jednotkova.
(b) VA,Be M, : A+ B=B+ A

(c) VAe M,,,3Be M;,, : A+ B=B+A=0

(d) VA,B,C € My, : A+(B+C)=(A+B)+C

Reseni : Vyrok:
~wAeM,,3iB e M,, : AB=BA=FE, kde E je matice jednotkova."

neni pravdivy, nebot ne pro kazdou matici existuje matice inverzni.

Vyberte nepravdivy vyrok.

(a) Ve e RVA,B€ My, : aA+aB=a(A+ B)
(b) VA,Be M,,, : AB=BA

(c) VAe M, ,3Be My, : A+ B=B+A=0
(d) VA,B,C e My, : A+(B+C)=(A+B)+C

Reseni : Vyrok:
VA BeM,, : AB=DBA"

neni pravdivy, nebot nésobeni matic neni komutativni.

Vyberte nepravdivy vyrok.

(a) Ve e RVA,Be My, : aA+aB=a(A+ B)
(b) VA, Be My, : A+ B=B+ A

(c) VAe M,,,3Be€ M,,, : A+ B=B+A=0
(d) VA,B,C € M,,, : A(B+C)=AB+CA
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Reseni : Vyrok ,VA,B,C ¢ M, : A(B+ C) = AB + AC"je pravdivy,
ale vyrok

WA BCe€M,, : A(B+C)=AB+CA"

neni pravdivy, nebot nésobeni matic neni komutativni. Existuji matice A,
C takové, ze AC' # C'A. V tom piipadé potom A(B + C) = AB + AC #
AB + CA.

Vyberte nepravdivy vyrok.
(a) Ve e RVA,Be M,,,, : cA+aB=a(A+ B)
(b) VA Be My,, : A+ B=B+A
(c) VAe M,,,3B€e M;,, : A+ B=B+A=0
(d) VA, B,C € M,,,, : A(BC)=(AB)C

Reseni : Vyrok VA € M,,,VB € M,,VC € M,, : A(BC) = (AB)C"je
pravdivy, ale vyrok

VA B,C€M,,: ABC)=(AB)C"

neni pravdivy, nebot pro m # n by nebyl definovan napiiklad souc¢in BC'

Vyberte nepravdivy vyrok.
(a) VA,B € My, : (A+ B)T = AT+ BT
(b) VA,B€ M,,,, : (A+ B)T =BT + AT
(c) VA, Be M, ,¥VC € M,, : (A+B)C =AC+ BC
(d) VAe M,,,YB € M,, : (AB)T = ATB”

ReSeni : Vyrok VA € M,,,VB € M,, : (AB)T = BTA""je pravdivy,
ale vyrok

~VAeM,,VBeM,,: (AB)T = ATBT"

neni pravdivy, nebot nasobeni matic neni komutativni. Znamena to, Zze
existuji matice AT a BT takove, ze BTAT # ATBT. V takovém piipadé
(AB)T = BT AT £ AT BT Navic sou¢in AT BT viibec nemusi byt definovan.
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1.5.1 Vlastnosti maticovych operaci - priklady k procviceni

1 2 2 -1 0 1
1 Jsou dany matice A = | 0 —1 2 | a matice B = 2 —1 3 |. Nume-
' 3.0 2 1 0 1
ricky vyhodné urcete matici 3A + 3B.
Reseni :
1 2 2 -1 01
3A+3B = 3(A+B)=3- 0 -1 2 | + 2 -1 3 =
3 0 2 1 01
0 2 3 0 6 9
= 3 2 =2 5 | = 6 —6 15
4 0 3 12 0 9
210
2. | Je dana matice A = 0 1 3 |.Numericky vyhodné urcete matici 6A — 3A.
-3 21
Reseni :
210 6 3 0
6A—3A = 3A=3- 013 ]= 039
-3 21 -9 6 3
1 2 2 -1 0 1
Jsou dény matice A = [ 0 —1 2 |, matice B = 2 —1 3 | a matice
3 3 0 2 1 0 1
' 1 2 1
C=1 0 —1 0 |.Numericky vyhodné urcete matici AB + AC.
2 0 1
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1.6 Transformac¢ni matice

Vynasobme matici A matici T' zleva a pozorujme vysledek:

3 00 1 21 3-1 3-2 3-1 3 6 3
0 2 0 51 2 |=12-52-12-2 |=1]10 2 4
0 0 011 -0 1-1 1-1

T A

Jak vznikl prvni radek vysledku? Vzali jsme prvni fadek matice T a postupné
s nim vynésobili vSechny fadky matice A. Konkrétné jsme trojkou néasobili ¢isla
z prvniho fadku matice A, k tomu pripocetli nula—nasobek ¢isla z druhého fadku
matice A a jeSté nula—nésobek ¢isla z tfetiho fadku matice A. To ale znamené,
7e jsme vlastné jen ¢isla v prvnim fadku matice A vynasobili ¢islem 3.

Jak jsme urc¢ili druhy radek vysledné matice? Nulou jsme nésobili ¢isla z
prvniho fadku matice A, dvojkou ¢isla z druhého fadku matice A, nulou nasobili
¢isla z tretiho fadku matice A a poté vse secetli. Muzeme to Fici i tak, ze vysledny
druhy tadek je sou¢tem nula—nésobku prvniho fadku matice A, dvojnasobku
druhého tadku matice A a nula—nésobku fadku matice A. To ale znamené, ze
jsme vlastné vynasobili druhy fadek matice A ¢islem 2.

Treti radek vysledku je pak jedna—nasobkem piivodniho tfetiho fadku z ma-
tice A. Teti Fadek se tedy nijak nezménil. Oznacime-li i-ty fadek symbolem rja,
muzeme vySe uvedeny vypocet symbolicky zapsat nasledujicim zptusobem:

3 00 1A 3ria + 0rga + Orsga 3ria

0 2 0 oA = OI'1A + 2I'2A + OI'3A = 21‘2A

0 0 rsa Oria + Orga + Irga rsa
T A

Muzeme tedy fFici, ze tato matice T" transformuje libovolnou matici A (majici
tii fadky) tak, Ze prvni fadek vynéasobi trojkou, druhy fadek dvojkou a tfeti ne-
zméni.

Podivejme se na jinou transformac¢ni matici T a libovolnou matici A o t¥ech
radcich:

0 1 0 1A OI'lA + 1I‘2A + OI'3A 1I‘2A

1 0 0 Ir'sa = Ir;a + Orga + Orga = Irqa

0 0 rsa Orqa + Orga + Irga rsa
T A

Vidime, Ze tato transformac¢ni matice vyménuje prvni a druhy fadek.
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A podivejme se jesté na jednu transformacni matici:

1 00 riaA 1I'1A+OI'2A—|—OI'3A riaA
-2 10 rga | = | —2rja +1rga +0rga | = | —2ria +r2a
011 rsa 01‘1A+11‘2A+1T3A I'2A+I'3A
T A

Tato transformacni matice prvni fadek nezméni, ke druhému pfic¢te minus
dvojnésobek fadku prvniho a ke tfetimu fadku pfic¢te (pavodni) fadek druhy.

Vidime, Ze jsme schopni vytvofit transformac¢ni matice, které danou matici A
nezméni (transformacni matici by byla matice jednotkova), které umi vynasobit
fadky dané matice pozadovanym ¢islem (transformaéni matice je v tom piipadé
diagonalni), které vymeénuji fadky a které pri¢tou nasobek jednoho radku k na-
sobku jiného radku.

Vsimnéme si, Zze u téchto transformaci zalezi na poradi! Napiiklad, jednou
upravou necht je vyména prvniho a tretiho fadku a druhou tpravou je pri¢teni
druhého tadku k tadku tretimu. Zkusme provést na konkrétni matici:

Prvni transformaci provede matice 77 (viz niZe) a druhou transformaci pro-
vede matice T (viz nize). Transformacni matici T', ktera provede tyto upravy (v
tomto poradi) v matici A, ziskdme jako soucin matic T} a T:

100 0 01 0 01
T=TT1=11 010 01 0)]=1010
011 100 1 10
T T
A opravdu:

0 01 111 3 3 3

010 2 22 |=12 2 2

110 3 3 3 3 3 3

T A

Nyni pofadi tprav obratime. Prvni upravou bude pfi¢teni druhého radku k
radku tfetimu a druhou upravou necht je vyména prvniho a tfetiho fadku. Zkusme
provést na stejné matici jako vyse:
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W N =
h S W N
W N =

Prvni transformaci provede matice T5 a druhou transformaci provede matice
Ty (viz nize). Transformaéni matici 7%, ktera provede tyto tpravy (v tomto po-
fadi) v matici A, ziskdme jako sou¢in matic T, a T; (v opa¢ném potadi, nez v
predchazejicim piipadé!):

001 1 00 011
T"=T\T=1| 0 1 0 010 |=1010
100 0 11 1 00
T T
A opravdu:

011 1 11 55 5

0 1 2 22 |=12 2 2

1 00 3 3 3 3 3 3

b A

Transformac¢ni matici pii ,rucnim” vypoc¢tu muzeme obdrzet i jinak, nez na-
sobenim matic. VSimnéme si, Ze

T == T2T1 - TQTlE.

To znamend, Ze matici T jsme mohli ziskat tak, ze bychom upravy (které
provadi matice T} a Ty) provedli v pozadovaném potadi v matici jednotkové. To
jest:

1 0 0 rs Ors 0 01 0 0 1
010 —-1 010 -1 010
0 01 ri Ors 1 00 +ro 1 10

E TWE=T Ty E=TT1=T

Obdobné miizeme zjistit matici T*:

1 00 0 0 1 ry O Irs 011
010 -1 0 10 —-1 0 10
0 0 1 “+ro 011 Iy O Irs 0 0 1

E ToE=T5 T\ To E=T1T>=T*
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Naleznéte transformac¢ni matici T, ktera transformuje matici A typu (2,5) tak,
ze

1.) Prvni fadek vynasobi ¢islem —1;

2.) Druhy fadek vynasobi ¢islem 5;

3.) Pfi¢te dvojnasobek prvniho radku k rfadku druhému.

Reseni : Pozadované tpravy provedeme v daném poradi s jednotkovou
matici:

((1) ?) A %(_(1) (1]) (5) %(_(1) g) -~ ﬁ(:; g):T

Naleznéte transformac¢ni matici T, ktera transformuje matici A typu (3,4) tak,
ze

1.) Tteti fadek matice A vynasobi ¢islem 3;

2.) Ke druhému radku matice A pri¢te dvojnasobek prvniho fadku A;

3.) Vyméni prvni a druhy fadek matice A.

ResSeni : Pozadované upravy provedeme v daném potadi s jednotkovou
matici:

1 00 1 00 1 00 210
co10)]—-(01O0])]—=(210]—={(100]=T
0 01 0 0 3 00 3 00 3
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1.6.1 Transformac¢ni matice - priklady k procviceni

Naleznéte transformacéni matici 7', ktera transformuje matici A typu (4,5) tak,
ze vymeéni jeji prvni a treti radek.

ResSeni :

o= O O
o O = O
o O O
_ o O O

Naleznéte transformac¢ni matici T, ktera transformuje matici A typu (3,4) tak,
ze

9. 1.) 1. fadek matice T'A je dvojnasobek prvniho fadku matice A;

2.) 2. fadek matice T'A je pétinasobek druhého Fadku matice A;

3.) 3. fadek matice T'A minus trojnéasobek t¥etiho fadku matice A.

ResSeni :

o O

T —

S O N
o ot O

Naleznéte transformac¢ni matici 7', ktera transformuje matici A typu (3,n) tak,
7e
1.) 1. fadek matice T'A je trojnasobek druhého radku matice A;

2.) 2. fadek matice T'A je soucet prvniho a tfetiho fadku matice A;

3.) 3. fadek matice T'A je roven pétinasobku 1. fadku matice A, od néhoz ode-
¢teme dvojnasobek 2. fadku matice A a pri¢teme Sestinasobek 3. fadku A.

ResSeni :

o W

T —

ot — O
S = O
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Naleznéte transformac¢ni matici 7', ktera transformuje matici A typu (4,n) tak,
ze
1.) 1. fadek matice T A je trojnasobek druhého Fadku matice A;

2.) 2. fadek matice T'A je soucet prvniho a tfetiho fadku matice A;

3.) 3. fadek matice T'A je roven pétinasobku 1. fadku matice A, od néhoz ode-
¢teme dvojnasobek 2. fadku matice A a pFi¢teme Sestinasobek 3. radku A.

Reseni :

T =

S ot = O
&

o O = O

o O oo
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1.7 Matice inverzni

Definice 15. Necht A je matice typu (n,n) (1j. jde o étvercovou matici). Matici
AL spliugici:

(n.n)
AAT =ATA=F

nazveme matici inverzni k matici A.

Pozadujeme tedy, aby sou¢in matice a matice k ni inverzni byl roven matici
jednotkové. V&imnéme si analogie s redlnymi ¢isly (ty muZeme vlastné chapat
jako matice o jednom Fadku a jednom sloupci). Tam tlohu jednotkové matice F
hraje ¢islo 1. Napiiklad pro A =2 je A™1 =271 = %, nebot:

| =
| =

(\]
I
[\
I
—_

N
S
H{L\J
0 {“
=

=

1

Priklad 16. Vezméme napiiklad matici A = ( 9

&Ai)(ii)(é?)ﬂ

A také

(31)@(;2)E.

:; ) vidime, Ze

9 _1 ) je matict inverzni k matici A =

MiZeme proto turdit, Ze matice <

1 —1 L
( 9 _3 ) Znacime:

=) -0



36 KAPITOLA 1. MATICOVE OPERACE

Poznamka 17. o V definici matice inverzni k matici A je poZadovdno, aby
AA™Y = F a také A='A = E. Je-li vsak néjakd matice B v podeziens, Ze
je matici inverzni k A, neni treba dokazovat platnost obou téchto rovnosti.
Dd se dokdzat, Ze kdyz néjakd matice B splnuje AB = E, pak jiZ muZeme
tordit, Ze B = A~ (nent jiZ tFeba ovérovat, Ze BA = E, jisté to plati také).
V' predchozim prikladu tedy bylo overovdni obou rovnosti zbytecné, stacilo
overit jen jednu z nich.

e Ne ke kazdé matici matice inverzni existuje! Vezméme napiiklad matici A,
jejiz prong rddek je tvoten nulami a vyndsobme :

(0 (2

Vidime, Ze vysledek md zase nulovy pruni rdadek. A neni to ndhoda. I kdy-
bychom matici A vyndsobili jakoukoli jinou matici (typu (2,2)), ve vysledku
bude nulovy pruoni radek a tedy vysledkem nebude matice jednotkovd. To ale
znamend, Ze Zddnd matice nemuze byt inverzni k A.

o Matici, k niZ existuje matice inverzni nazijvdme matici regularni a matici
k niZ matice inverzni neexistuje nazgvdme matici singularni.

A jak k dané matici A najit matici inverzni? Kdy% si uvédomime, 7e A~!
je vlastné transformacni matice, ktera prevadi matici A na matici jednotkovou,
muzeme pouzit néasledujici postup. NapiSeme zadanou matici A, za ¢aru matici
jednotkovou E a upravujeme matici A tak, abychom misto ni obdrzeli matici
jednotkovou. Stejné tpravy provadime s jednotkovou matici za ¢arou - matice,
kterou obdrzime po provedeni téchto uprav, je matice inverzni k A. Schematicky:

(A\E)N---—>---~(E\A*1)
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1 —4 =3
1. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 -5 -3
-1 6 4

Reseni : Mizeme postupovat tak, ze dostaneme nuly nejprve pod diagonalu
a pak nuly nad diagonéalu. Nakonec upravime diagonélu tak, aby na ni byly

jednicky.
1 -4 -3|/1 0 0 1 —4 -3 1 00
1 -5 =3|/0 1 0 -1y ~| 0 -1 0l—-1 1 0O ~
-1 6 4|0 0 1 +r; 0o 2 1 1 01 +-2rq
(AIE)
1 —4 -3 1 00 +3rs 1 -4 0]—-2 6 3 —4r,
0 —1 0l—-1 1 0 ~|1 0 -1 0]|—-1 10 ~
0 0 11-1 2 1 0 0 1|-1 1
1 00 2 2 3 1 00 2 2 3
0 -1 0|-1 10 (1) ~1 0 10 1 -1 0 | >
0O 0 1|-1 2 1 00 1|-1 2 1
2 2 3
At = 1 -1 0
-1 2 1
Zkouska :
1 -4 -3 2 2 3 1 00
AA7L = 1 -5 -3 1 -1 0)]=([010
-1 6 4 -1 2 1 0 01
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2 2 3
Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 -1 0
-1 2 1
Reseni
2 2 3|1 00 r; Ors 1 =1 0{0 1 O
1 -1 0|0 1 O ~ 2 2 31 00 —2r; ~
-1 2 110 0 1 -1 2 1(0 01 +1ry
1 —=1 010 10 1 -1 010 10
0 4 3|1 -2 0 ~1 0 431 -2 0 ~
0 1 110 11 4 0 4 410 4 4 —ry
1 =1 0 0 10 1 -1 0 0 1 0
0 4 3 1 -2 0 -3rg ~| O 4 0| 4 —-20 -—-12 4 ~
0 0 1|-1 6 4 0 0 1]-1 6 4
1 =1 0 0 1 0 +ro 1 00 1 -4 -3
0 10 1 -5 =3 ~1 010 1 -5 =3
0 0 1|-1 6 4 00 1|-1 6 4
1 —4 -3
At = 1 -5 =3
-1 6 4
Zkouska :
2 2 3 1 —4 -3 1 00
AA7L = 1 -1 0 1 -5 -3 ]=(10120
-1 2 1 -1 6 4 001

Poznamka 18. Vsimnéme si:

e Na predchozich dvou prikladech je mozZno pozorovat fakt, Ze matice inverzni
k matici inverzni je ptivodni matice. To jest, jestlize k A existuje A~', pak

(A=A
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1 31
3. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 0 1 2
1 -2 0
Regeni :
1 3 111 00 1 3 1 1 00 —3r,
0 1 2/0 10 ~ 1 0 1 2 010 ~
1 -2 0/]0 0 1 —ry 0 -5 —-1|—-1 0 1 +5r)
1 0 -5 1 -3 0 9 9 0 —45 9 27 0 +5rg
01 2 0 10 9 ~| 09 18 0 9 0 —2r3 ~
00 9| -1 5 1 0 0 91 -1 5 1
9 0 0| 4 -2 5 % 1 00 % _72 §
090 2 -1 =2 §~010?—71—7
009/-1 5 1) -3 00 1|5 2 3
4 =2 5
A== 2 —1 —2
-1 5 1
Zkouska :
4 =2 5 1 31 1 00
AilA:% 2 -1 -2 0 1 2]1=10120
-1 5 1 1 -2 0 0 01
o . . .. 3 1 7
4. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 _9 9

Reseni : Matice A neni ¢tvercova. Uloha proto nemé feSeni.
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1 1 3
Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 2 2
2 35

ResSeni :

113|100 11 3] 100
122010 r; ~[ 01 —1|=11 0 ~
2 35001/ —2r, 01 —1/-20 1/ —ry
11 3] 1 00
~1 01 —1/=1 10
00 0|-1 -1 1

P1i tpravach matice A jsme obdrzeli nulovy fadek (pfed ¢arou). Z toho
plyne, Ze matice A nemé matici inverzni (je singularni - viz Poznamka 17).
Uloha proto nemé feSeni.

Poznamka 19. Ndsledugici tvrzeni je mozné snadno dokdzat:
1. Jestlize matice A™" a B™! emistuji, pak (AB)™' = B~1A~%.
2. Jestlize matice A= eistuje, pak (AT)™ = (A=)".

V' dikazu proniho turzeni vyuZijeme asociativitu ndsobeni matic (nezdleZi na
uzdvorkovant, viz Pozndmka 14):

(AB)(B-'A™Y) = A(BB ) A ' = AEA"' = AA"' = E

V diikazu druhého tvrzeni vyuzijeme toho, Ze BT AT = (AB)T (viz Pozndmka
14). Cheeme ukdzat, Ze matice (A™Y)" je matici inverzni k matici AT. A opravdu:

AT(A Y = (APAT =ET = E
a také

(AT AT = (AA YT =ET = E.




1.7. MATICE INVERZNI

1.7.1 Matice inverzni - priklady k procviceni
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1 2 —1
1. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 0 1 -2
-1 -3 2
Reseni :
4 1 3
At=[ -2 -1 -2
-1 -1 -1
1 1 1
2. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 11
1 3 2

Reseni : Matice A je singularni (matice k ni inverzni neexistuje).

1 3 1
3. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 2 2
0 2 -3
Regeni :
—10 11 4
ATl = 3 =3 -1
2 -2 —1
1 0 1
4. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 1 1
1 -1 1

Reseni : Matice A je singularni (matice k ni inverzni neexistuje).

1 3 1
5. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 1 2 2
0 2 -3

ResSeni :

-10 11 4
Al = 3 -3 -1
2 -2 -1
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1 0 2
6. | Naleznéte matici inverzni k matici A = -1 1 1
2 20
Regeni :
1 2 —4 2
A7l = o -2 4 3
4 2 —1
1 01
7. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 011
1 00
Regeni :
00 1
At=1 -1 1 1
1 0 —1
1 01
8. | Naleznéte matici inverzni k matici A= 0 1 2
1 0 2
Regeni :
2 0 —1
At = 2 1 =2
-1 0 1
2 0 -1
9. | Naleznéte matici inverzni k matici A = 2 1 =2
-1 0 1
Regeni :

o

—

I
=
o = O
NN~




Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

Budeme fesit soustavy linearnich rovnic na mnoziné realnych ¢isel. Soustava m
lineadrnich rovnic o n nezndmych mé obecné tvar:

anxry + apry + -+ apT, = b
a1y + A9y + o+ QopnTy = bQ
(2.1)
W11+ QT2+t AppTn = b,
kde a;; a b; jsou dana realna ¢isla (¢ nabyva hodnot 1,2,...,m; j nabyva
hodnot 1,2,...,n) a x1, s, ..., x, jsou neznamé. Vyfesit tuto soustavu znamena
najit vSechna redlna cisla x1, zo, ..., x, takova, Ze jsou splnény vSechny rovnosti

v (2.1).
Na zkladni skole jste jisté Tesili jednoduché soustavy linearnich rovnic, napfi-
klad:

r+y = 3
r—=Yy = _17

kde z a y jsou neznamé. Toto znaceni nezndmych riznymi pismenky abecedy je
vSak nestastné, pokud bychom fesili soustavy rovnic s vice neznamymi, nez je
pismen v abecedé. Proto budeme nezndmé znacit zq, x», . ... VySe uvedenou sou-
stavu v tomto duchu preformulujme na soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
ve tvaru:

Ty + Ty = 3

Jisté se vam vybavi alesponn dvé metody TeSeni soustav linedrnich rovnic :
dosazovaci a s¢itaci. VyfeSme soustavu (2.2) metodou séitaci. Vime, Ze FeSeni
soustavy se nezméni, jestlize obé strany nékteré z rovnic vynasobime tymz nenu-

43
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lovym ¢&islem. Vynésobme proto prvni rovnici ¢islem 2. Obdrzime:

2131 -+ 2I2 = 6

(2.3)

1 — 21]2 = -3

Reseni soustavy se také nezméni pokud jednu z rovnic pri¢teme k jiné rovnici
soustavy. Pri¢téme proto rovnici prvni k rovnici druhé:

2£L'1 + 21’2 = 6

3t + 0 = 3 (24)

7, druhé rovnice je jasné, ze x; = 1 a dosazenim do prvni rovnice obdrzime
2 + 2x9 = 6. Odtud je jasné, ze xy = 2.

Soustavu rovnic jsme sice vytesili, ale zapis vypoctu je zbyteéné komplikovany.
Domluvme se, zZe neznamé v rovnicich budeme zapisovat vzdy v poradi x1, zo, . . ..
To jest, budeme psat naptiklad 3z, + 5z —2x3 = —6, ale ne by +3x1 —2x3 = —6
(i kdyz to fika totéz). Pak muZeme pii psani uSetfit ¢as a energii neustalym
opisovanim symboli x1, 5. ..a =. Domluvme se, Ze symboly x1, xs...nebudeme
zapisovat vibec a misto = zapiSeme svislou ¢aru. Rovnici 321 + 5zy — 2203 = —6
tedy zapiSeme ve tvaru 3 5 —2 | —6. VyfeSme tedy vySe uvedenou soustavu jesté
jednou a srovnejme oba zapisy:

r, + Ty = 3 , t ~ 1 1 3
T, — 2:22 - _3 zapsano maticove: 1 —92|_3
2v1 + 229 = 6 ., Heove: 2 2| 6
T, — 2:1:2 - _3 Zapsano maticove: 1 —2|_3
207 + 229 = 6 110 maticove: 2 216
31’1 + 0 = 3 Zapsano maticove: 3 0/3

V dalsim textu budeme tento maticovy zapis hojné vyuzivat. A aby bylo jasné,
jaké tpravy provadime, budeme je znacit vedle matic. Napiiklad:

1 10 3 -2 2 2| 6 2 2|6 —2ry —4 2
1 =2]-3 1 =2|-3 +ry1 3 03 3 0

Poznamka 20. Z vyse uvedeného je zrejmé, Ze radky v maticich reprezentuji jed-
notlivé rovnice zadané soustavy a pii upravdich miZeme Fddky vyménovat (poradi
rovnic nemd na feseni vliv), ndsobit vSechna cisla v Fddku néjakym nenulovym
¢islem (odpovidd ndsobeni obou stran rovnice), pricitat jeden Tddek (tj. rovnici)
ke druhému a vyse uvedené kombinovat - pricitat ndasobek jednoho Tddku k jinému
radku matice. Tyto upravy musime samozrejmeé provdadét s celymi Ffadky, tj. i s
¢isly za Carou! Tyto upravy budeme oznacovat jako ekvivalentni, ¢i Gaussovské

)
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Upravy rovnic.

A pro¢ vlastné nemizZeme obé strany rovnice vyndsobit nulou?! Predstavme si
TOUNICI

1 — T9 = 0. (25)

Pokud bychom obé strany rovnice vyndsobili nulou, obdrZeli bychom 0 = 0. A to
je prece pravda, ne?

Pravda to jisté je, ale ztratili jsme tim informaci! Vsimnéme si, Ze rovnice
(2.5) vlastné Fikd, e 1 = xo. ReSenim rovnice (2.5) jsou tedy libovolné dvojice
stejnijch redlnych cisel, napriklad r1 = x9 = 3. Proti tomu rovnice 0 = 0 neklade
na hodnoty x1 a xy Zddné poZadavky, rovnici 0 = 0 ,nevadi” napriklad hodnoty
r1 = 3 a x9 = 5. Shrnuto, vyndsobit obé strany rovnice nulou by bylo prijemné
jednoduché, ale ztratili bychom poZadavky (informace) na teseni kladené a vy-
sledné teseni by nebylo FeSenim pivodné zadané soustavy (s jedinou vygjimkou a
to soustavou, kterd by obsahovala jen rovnici 0 = 0).

2.1 Gaussova eliminac¢ni metoda

Gaussova elimina¢ni metoda TeSeni soustav linearnich rovnic spoc¢iva v tom, Ze po-
moci ekvivalentnich uprav (viz Poznamka 20). Prevedeme soustavu na takzvany
schodovy tvar. Znamena to, ze v kazdé dalsi rovnici je alespon o jednu neznamou
méné, prochazime-li rovnice od prvni po posledni. Graficky znazornéno, snazime
se o nasledujici apravy:

* * * *
ajpr Q12 - Qip bl a1 Qg - A, bl
* * *
A21 Q929 - (Q9pn b2 0 Aoy =+ Ao, bQ
azy agy - Gz, | bs, 0 0 as, | b3,

N ~~ > N ~~ >
zadana soustava soustava ve schodovém tvaru

V prvé radé se tedy snazime dostat nuly pod diagonilu matice soustavy, ale
nestaci to! Na zacatku kazdého dalsiho radku musi byt alespon o jednu nulu v radé
vice, nez kolik jich bylo na zac¢atku radku pfedchazejictho. To je vySe zminovany
schodovy tvar. Naptiklad:

1 1 3|5 1 1 3|5 11
05 8|2 0 0 8|2 0 0
0 0 21 00 21 000

TV TV TV
je ve schodovém tvaru neni ve schodovém tvaru je ve schodovém tvaru

)
2
1

Ekvivalentni ipravy neméni feSeni soustavy, feSeni zadané soustavy je proto
stejné jako TeSeni soustavy ve schodovém tvaru, kterou jsme témito tpravami
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obdrzeli. Regit soustavu ve schodovém tvaru je jednoduché (jak uvidime na kon-
krétnich prikladech) feseni obdrzime takzvanou zpétnou substituci.

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

1. rT — T + Ty = 6
—T1 + 21’2 + 333'3 = 5
31’1 + 51’2 — 2$3 = -5

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (¢isla, ktera
chceme v daném kroku , vynulovat® jsou vyznacena barvou):

1 -1 11 6 1 -1 1 6
-1 2 3| 5 4+r; ~| 0 1 4| 11 ~
5 —2| -5 —3ry 0 8 —=5|-23 —8rg

1 —1 1 6 = T1—22+2x3 = 6
0 1 4 11 = To+4x3 = 11
0 0 —=37|-111 = —37x3 = —111
Z rovnice —37x3 = —111 plyne, ze 3 = 3. Dosadime za x3 do rovnice

T9 + 4x3 = 11 a obdrzime:

Dosadime za x3 a x5 do rovnice x1 — x5 + 3 = 6 a obdrzime:

21 +14+3=6= 2, =2.

Urcili jsme tak TeSeni:

2
X = -1
3
Zkouska :
2 — (—-1) + 3 = 6
-2 + 2-(-1) 4+ 3-3 = 5)
3-2 + 5-(-1) — 2-3 = =5
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Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

2 2$1 + To + r3 = 4
5331 -+ 2%’2 + XT3 7
—3(171 — 5.1’2 + 2%3 =1

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (¢isla, ktera
chceme v daném kroku , vynulovat® jsou vyznacena barvou):

2 1 1/4 2 1 1] 4 2 1 1| 4
5 2 1|7 2~ 10 4 2|14 —-or; ~[ 0 -1 =3 |6
-3 =5 2|1 -2 —6 —10 4| 2 +3ry 0o -7 7|14 —Tre

2 1 1 4 = 2r14+z9t+ax3 = 4
0 -1 —-3|-6 = —T9 —3r3 = —6
0 0 28| 56 = 28x3 = 956

Z rovnice 28x3 = 56 plyne, ze x3 = 2. Dosadime za x3 do rovnice —xo—3x3 =
—6 a obdrzime:
—29—6=—-6 = x5 =0.

Dosadime za z3 a x5 do rovnice 2x; + x5 + x3 = 4 a obdrZime:

200 +0+2=4 = 2, = 1.

Urcili jsme tak Teseni:

1
x=10
2
Zkouska :
2.1 + 0 + 2 = 4
51 + 2-0 + 2 =7
-3-1 — 5.0 + 2:2 =1

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyiteste soustavu linedrnich rovnic:

3 T + 2z — x3 = 3
31’1 + 31’2 — I3 =
—5r1 — 419 + 13 = 4

[\
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Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (¢isla, ktera
chceme v daném kroku ,,vynulovat“ jsou vyznacena barvou):

1 2 —1]3

3 3 —-1]2 | —3r; ~
5 —4 1|4 ) +5ry
1 2 —1| 3
0 -3 2|-7
0 0 0| 5

= 0z1 4 0z + Oz3

3

-7 ~
19 | +2r,
5=0=5

Obdrzeli jsme sporné tvrzeni, ze 0 = 5. Dosli jsme k nému na zékladé
predpokladu, ze néjaka realna cisla xq, xo, x3 spliujici zadanou soustavu
existuji. Znamena to, ze tento predpoklad byl nepravdivy a tak muzeme

Tici, ze:

Zadané soustava nemé reSeni.

Poznamka 21. Jak ndam tedy pan Gauss davd ze zdhrobi védeét, Ze dand
soustava nemd teSeni? Po iupravé na schodovy tvar se v néjakém Fdadku
objevi pred carou samé nuly a za carou je nenulové ¢islo.

—2.1'1
3%‘1
4ZL'1

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linedrnich rovnic:

-2
2
1

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (¢isla, ktera
chceme v daném kroku ,,vynulovat“ jsou vyznacena barvou):

-2 0 1]-2
3 1 1 2 2 ~
4 2 3 1
-2 0 1]-2
0 2 5|-2
0 0 0]-1 = 0z 4+ 02y + Oz3

B~ O N
DN O
W N =
—

2
+3I‘1 ~ O
+21‘1 0

Zadand soustava nemé reSeni.

-1 =0=-1
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Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

5 ry + r3 = 5
1 + T — XT3 = 0
35(31 + X2 + T3 = 10

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (¢isla, ktera
chceme v daném kroku , vynulovat® jsou vyznacena barvou):

10 1] 5 1 0 1 5!

11 —-1] 0 —Iry ~ 01 —-2|-5 ~
3 1 1110 —3ry 01 —-2]-5 —TIs
10 1 5 = r1+x3 = b

01 —-2]-5 = To—2x3 = —H

00 0 O = 0214+022+0z23 = 0=0=0

Posledni rovnice 0 = 0 je jisté vzdy splnéna, neni s ni¢im ve sporu, ale
o konkrétni podobé feSeni nam nic nefikd (zatim jen pripousti vSechny
moznosti). Reseni dané soustavy proto musime ziskat ze zbyvajicich dvou
rovnic. Ve druhé rovnici:

se vyskytuji dvé neznamé, x5 a x3. Pfedstavme si, ze x3 = 0, potom x5 musi
byt rovno —5. Kdyby x3 = 1, potom x5 musi byt rovno —3. Kdyby x3 = —1,
potom x5 musi byt rovno —7...Na dosazeni zbyvajicich nekone¢né mnoho
moznosti pro hodnotu z3 v8ak neméme ani ¢as, ani chut. VyfeSme proto
problém obecné. Reknéme, Ze nezndma s je rovna néjakému raelnému ¢islu
t (budeme mu fikat parametr a fikdme, Ze jsme zvolili nezndmou 3 za
parametr). Tj. z3 = ¢. Z rovnice (2.6) pak plyne:

Tog— 2t =—5 = x5 = —5H+ 2t.

Tim jsme vycerpali informace z poslednich dvou rovnic a zbyva nam rovnice
prvni:

V této rovnici jsou opét dvé nezndmé? Omyl! jednu z nich jsme jiz urcili!
Rekli jsme, ze x3 = t. Po dosazeni za x5 do (2.7) obdrzime:

r1+t=5= x,=5—1t.

Urcili jsme tak Teseni:
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5—t 5 —1
X = —5+2t | = -5 | +t 2 |,kdet eR.
t 0 1
Zkouska :

r1+r3=0—-t)+t = 5
3ry+xs+23=30—-t)+(-5+2t)+t = 10

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

201 — w3+ 14 =
6. —X1 + o + 3$4 =
3T1+ Ty — 203 — x4 =

o O O O

200 — w3+ 14 =

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar (vyménu prv-
niho a druhého radku budeme znacit r; O rg; ¢isla, kterd chceme v daném
kroku ,,vynulovat“ jsou vyznacena barvou):

2 0 -1 110 I'1©I'2 -1 1 0 310
~1 1 0 30 20 -1 1]0 | +2r,
31 -2 —11]0 ~ 31 -2 =110 | +3e; ©
02 -1 110 02 -1 110
11 0 3]0 -11 0 3]0
02 —1 710 02 -1 71/0
~ 04 —2 80 | —2r, 00 0 —6/0 ~
0 2 -1 1|0 —Iq 00 0 —610 —I3
-1 1 0 310 = —ZE1+1‘2+31‘4 = 0
0 2 -1 710 = 209 —x3+ Ty = 0
~ 00 0 —6/0]| = 6x, = 0
00 0 0[0/) = 027402+ 0z3+0z, = 0= 0=0
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Posledni rovnice 0 = 0 je jisté vzdy splnéna, ale o konkrétni podobé fe-
Seni nam nic nefikd (zatim jen pfipousti v8echny moznosti). ReSeni dané
soustavy proto musime ziskat ze zbyvajicich t¥i rovnic. TTeti rovnice:

6ry=0 = x4 =0.

Do druhé rovnice dosadime x4 = O:

209 —x3+ Ty =0 = 209 — 23 = 0.

Za parametr zvolime z5 = t € R (jako parametr bychom mohli klidné zvolit
i x3, ale vypocet by byl trosku komplikovanéjsi):

2t —23=0 = x3 =2t.

Tim jsme vycerpali informace z poslednich ti{ rovnic a zbyva nam rovnice
prvni —x1 + x5 4+ 3x4 = 0. Dosadime do ni, co jsme jiz zjistili: z, = 0,
r3 = 2t a 9 = t. Obdrzime tak:

—x1+t+3-0=0= 2 =1

Urcili jsme tak TeSeni:

t 0 1

— t 0 1

X=1 9 =1 o +1 9 , kde t € R.
0 0 0

Zkouska :

201 —r3+ x4 =2t — 2t 4+ 0
-1+ a2+ 34 =—t+t+3-0 =
3r1+ a0 — 203 —x4=3t+t—4t—-0 =
200 —x3+ x4 =2t =2t +0 =

o o O O
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Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

I1+$2+ZL‘3+2I4 = 0

T +x3+x4 = 1
l’2+$4 = -1
—I1+CL’3—I4 = 2

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar:

1 11 210 1 11 21 0
1 0 1 1]1 -1y 0 -1 0 -1 1
010 1]1 0 10 1| — 415
-1 01 —-1]2 +rq 0 1 2 1 +ro
1 11 210 1 11 210
0 -1 0 —-1]1 0 -1 0 —-1/|1
O 00 010 r3 Ory 0O 02 0|3
0O 0 2 013 0O 00 0/0
= T1+x9+23+224 = 0
= —Ty — Xy = 1
= 21’3 = 3
= 0 =0
Ze treti rovnice plyne:
3
203 =3 = 13 = —.
2
V druhé rovnici zvolime parametr x4, =t € R:
—To—Xu=1= —a9—t=1= 29=—-1—1.

Dosazenim do prvni rovnice obdrzime:

3 1
331+562+Q33+2Q34:0:>$1—1—t+§+2t202>$1:—t—§.

Urcili jsme tak Teseni:
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1 1
—t—3 —3 —1
X = _1_§ = _§ | T , kde t € R.
2 2 0
t 0 1

Zkouska :

1 3
ZE1+Z‘2+ZE3+2$4:—t———l—t+§+2t =0

2
1 3
$1+$3+$4:—t—§+§+t = 1
Tot+axa=-1—-t+t = -1
+ t—|-1—|-3 t 2
—T1+ T3 — x4 = —4+=-—t =
1 3 4 92 9

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfreste soustavu linedrnich rovnic:

3$1+$2—$3+I4 = -1
61‘1 + 4.1'2 — I3+ 2%’4 = -1
6171 + 8.1’2 + xT3 + 214 = 1

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar:

31 -1 1]-1 31 -1 1]-1
6 4 -1 2|-1 —2ry ~[ 0 2 1 0] 1 ~
6 8 1 2] 1 —2ry 06 30 3 —3ry
31 -1 1|-1 = 3r1+a9—234+714 = —1
00 00 O = 0 =0

V druhé rovnici zvolime parametr o =t € R:

200+ 1x3=1 = 2t4+23=1 = 23=1—2t.

Dosazenim do prvni rovnice obdrzime:

3r1+ a0 — a3+ 24 =—-1 = 3$1+t—(1—2t)+$4:—1.
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Musime proto zvolit jesté jeden parametr, tfeba 1 = s € R:

3ry+t—(1-2t)+x4=-1=3s+3t—1+x4=—-1= x4 =—-3s—3t.

Urcili jsme tak FeSeni:

S 0 0 1
_ t 0 1 0
X = 1_ 9t 1 +1 9 + s 0 , kde s,t € R.
—3s — 3t 0 -3 -3
Zkouska :
3z +xs —r3+w4=3s+t—(1—-2t)—3s—3t = —1
6xy +4xe — w3+ 204 =65+ 4t — (1 —2t) —6s—6t = —1

6x1 +8xo+ 23+ 214 =65+ 8+ (1 —2t) —6s—6t = 1

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

ZE1+3ZL’2—I3+21’4 =1
2331+5Q?2+£L‘4 =
T+ 2r+r3—14 = 3

—3I1 — 7.7}2 — T3 = -7

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar:

13 -1 2] 1 1 3 -1 2| 1
25 0 1] 4| —2r, 0 -1 2 —-3| 2
12 11| 3 -r; o0 -1 2 -3| 2 —ry
37 -1 0|-7/ +3r 0 2 —4 6|—-4 /) +2ry
1 3 —1 211 = ZL’1+3ZE2—ZL’3+2$4 = 1
0 —1 2 =312 = —2T9+2x3—3x4 = 2
“lo o o o/0]| = 0 =0
O 0 0 0/0/) = 0 =0
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V druhé rovnici zvolime parametry x3 =s € R, 24y =t € R:

— X4+ 2s—3t=2 = —x9=2—254+3t = x9=—-2+4 25 — 3t.

Dosazenim do prvni rovnice obdrzime:

21 +3(—2+2s—-3t) —s+2t=1= 2, =7—5s+Tt.

Urcili jsme tak TreSeni:

7T—5s+ Tt 7 -5 7

X = —2+25 -3¢ = -2 + s 2 +1 -3 , kde s,t € R.
S 0 1 0
t 0 0 1

Zkouska :

X1 +3ry —x3+ 204 =(T—0s+Tt)+3(—24+25s—3t) —s+2t = 1
201 + 5w+ 24 =2(T =55+ Tt) +5(—2+25s = 3t) +t =
1+ 2r9+ w3 —x4=(7T—0s+Tt)+2(—2+2s—3t)+s—t = 3
—3r; —Trg—x3=—-3(T—5s+T7t)—T7(—2+2s—-3t) —s = —T7

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:

Ty + 229 — x3 = D
2%1 — T + 3.1'3 = -5
4]31 + 3$2 + Trs = 5

Navic urcete vSechna feseni, kde xo = 13.

Soustavu zapiSeme maticové a upravujeme na schodovy tvar:

1 2 -1 5) 1 2 —1 5)

2 -1 3|-5 —2ry ~| 0 =5 5|-15 ~

4 3 1 ) —4ry 0 -5 5|-15 —Ty

1 2 -1 5 = T+ 2x5 — 23 = D

0 =5 5|—-15 = —Dro+ 513 = —15 = —19+ 23 =—3
0O 0 O 0 = 01 +0224+02x3 = 0=0=0
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Ve druhé rovnici zvolime parametr x3 =t a obdrzime:

—Zo+t=-3 = 22 =1+3

Dosazenim do prvni rovnice obdrzime:

23’1+2(t+3)—t:5 =1 =—-1-t

Urcili jsme tak TeSenti:

. 1 1
x=| 3+t |=( 3 |+t| 1], kdeteRr
t 0 1

Nyni chce me najit vSechna feSeni spliujici x5 = 13. Z vySe uvedentho feSeni
je zfejmé, ze to nastane praveé kdyz zo = 3+t = 13. Jde tedy o ta TeSeni,
kde t = 10. Sta¢i proto v obecném feSeni dosadit za ¢ desitku. Dostaneme:

—11
X = 13
10

Zkouska :

(-1—=t)+2(t+3)—t = 5
2(-1—-t)—(t+3)+3t = =5
4=1—t)+3(t+3)+t = 5
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2.1.1 Gaussova eliminac¢ni metoda - priklady k procviceni

Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfteste soustavu linedrnich rovnic:

3%1 — 2372 + 2.’173 = 10

L x1+3x2—$3 = 2
21’1 + 2[E2 + 3!)’)3 = 15
Reseni
2
x=|1
3
Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:
l’1+21‘2+4$3 =0
2. 21‘1—[L’2+3$3 =0
—x1+3xy+22x3 = 0
Reseni
0
x=1| 0
0
Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyteste soustavu linedrnich rovnic:
T+ 2205 + 43 = 3
3. 2£Cl—ZL‘2+3ZL‘3 = 3
—.T1+3.T2+.’173 = 2
Reseni

Zadané soustava nemé FeSeni.
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Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:
$1—I2+3I3+.’L’4 = -1
4 2$1—3$’2+.ﬁ1§'3—|—1}4 = —4
. —x + 21‘2 + 21‘3 = 3
3x1 —4xo +4x3+ 224 = —5
Reseni :
1—8s+2t 1 -8 -2
_ 2—-5s—1 2 -5 -1
X = s 1=1 o + s 1 +t 0 , kde s,t € R.
t 0 0 1
Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfteste soustavu linedrnich rovnic:
x|+ 2]72 + 4.773 = 5
2 21’1 — X9 + 3£L‘3 =
- + 3%2 +x3 =
Reseni :
3 -2
x=1| 1]+t —1 |, kdet eR.
0 1
Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linearnich rovnic:
1‘1—31’2—1‘3+5l’4 =0
6. 21’1 + 2o + 5£E3 + 31‘4 =0

$1+$2+3LE3+$4 = 0

Navic urcete vSechna reSeni, kde xy = 2.

Reseni :
—2s — 2t 0 -2 —2
_ t—s 0 -1 1
X = s1=1 o + s 1 +1 0 , kde s,t € R.
t 0 0 1
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Z x9 =2 =1t—s dostavame t = s+ 2. Dosazenim do vySe uvedeného reseni:

—4 — 4s —4 —4

X = 2| = 2 + 5 0 , kde s € R.
S 0 1
s+ 2 2 1
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2.2 Gauss — Jordanova metoda

Gauss — Jordanovu elimina¢ni metodu je mozné pouzit pouze pro feSeni soustav
n linearnich rovnic o n neznamych majicich jediné feseni. Pomoci ekvivalentnich
tprav (viz Poznamka 20) se snazime matici soustavy upravit na matici jednotko-
vou. Vektor pravych stran je potom feSenim soustavy:

aijpy Qa1 -+ QAip bl 1 0 0 T
A21 Q29 -+ A2pn b2 01 0 i)
Qp1 Ap2 - Qpp bnu 00 .- 1 Ly

TV
zadané soustava

Miizeme postupovat tieba tak, Ze se nejprve snazime dostat nuly pod dia-
gonalu matice soustavy. Kdyz je to hotovo, vynulujeme ¢isla nad diagonalou a
nakonec upravime diagonalu tak, at jsou na ni jednicky. Napiiklad vyreSme sou-
stavu linearnich rovnic:

rKT — T + r3 = 6
—r1 + 2132 + 3253 = 5
31’1 + 51‘2 — 2133 = —6

Soustavu zapiSeme maticové a nejprve upravujeme na schodovy tvar (Cisla,
ktera chceme v daném kroku ,,vynulovat® jsou vyznacena barvou):

1 -1 1] 6 1 -1 1] 6

-1 2 3| 5 +rp ~( 0 1 4] 11 ~
5 —2|-5 ) —3r; 0 8 —5|-23 /) —8r,

1 -1 1 6 1 -1 1|6

0 1 4| 11 ~10 1411

0 0 =37|-111/) -3* 0 01| 3

Nyni vynulujeme ¢isla nad diagonalou. Zacneme u posledniho sloupce matice
soustavy.

1 -1 1] 6 “r3 1 =1 0] 3\ +ry 1 00| 2
0 1 4|11 | —4rs ~[ 0 1 0|-1 ~[ 01 0|=-1
0 0 1| 3 0 01| 3 00 1| 3

Urdcili jsme tak Teseni:



2.2. GAUSS - JORDANOVA METODA 61

2
x=| -1
3
Zkouska :
2 — (-1) + 3 = 6
-2 + 2-(-1) + 3:3 = 5
3:2 + 5-(-1) — 2-3 = —6

Vyse uvedeny postup je mozné zkratit tak, ze nulujeme soucasné ¢isla pod i
nad diagonélou:

1 -1 1] 6 1 -1 1| 6 +ry

-1 2 3| 5 4 ~|l 0 1 4] 11 ~

3 5 —=2|-5/) —3r, 0 8 —5|-23/) —8r,

10 5| 11 1 0 517\ —5rs 1 00| 2
01 4| 11 ~1 01 4/11 | —4r3 ~| 0 1 0]—1
00 —37|-111/) -2 00 1| 3 001 3

37

Opét jsme dospéli k Tesent:

Pomoci Gauss—Jordanovy elimina¢ni metody vyreste soustavu linearnich rovnic:

31’1 — 2[)’22 + 2[[‘3 = 10
| + 3372 + r3 = 2
201 + 2x9 4+ 323 = 15

Zadanou soustavu zapiSeme maticové a pomoci ekvivalentnich dprav nulu-
jeme soucasné ¢isla pod i nad diagonélou:

3 =2 210 ri Ors 1 3 1] 2
1 3 1] 2 ~ 1 3 =2 2|10 —3r; ~
2 2 3|15 2 2 3|15 —2rq
1 3 1| 2 11 11 33 11| 22 +3ra
~1 0 —-11 —-1] 4 ~ 0 —11 -1 4 ~
0O —4 1]11 11 0 —44 111|121 —4rg
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11 0 8| 34 11 0 8[34\ —8rg
~ 0 —-11 —1| 4 ~| 0 —11 —1| 4 | +rs3 ~
0 0 15[105 ) :15 0 0 1|7
11 0 0]-22Y\ :11 10 0|2
~| 0 =11 0| 11 | :(-=11) ~[ 0 1 0|-1
0 01| 7 00 1| 7

Resenim zadané soustavy rovnic je proto vektor:

-2
x=[ -1
7
Zkouska :
-6 — (-2) + 14 = 10
2 4+ (=3) + 7 = 2
—4 + (=2) + 21 = 15
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2.2.1 Gauss — Jordanova metoda - priklady k procviceni

Pomoci Gauss—Jordanovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu linedrnich rovnic:
1 xy + 3r2 + x3 = O
233'1 — 3$2 -+ 233'3 = 1
—2.T1 —+ 3.772 — 3:83 = -2
Reseni
1
x=11
1
Pomoci Gauss—Jordanovy elimina¢ni metody vyreste soustavu linearnich rovnic:
2 2(1,‘1 + S.TQ + rs3 = 5
ry — Xy + 2x3 = 5
T + T3 = 2
Reseni
-3
X = 2
)
Pomoci Gauss—-Jordanovy elimina¢ni metody vyfeste soustavu lineadrnich rovnic:
3 xr, + 21’2 = 9
3.’171 + 5372 + 2:33 = 23
—I + oz = —1
Reseni
1
x=1| 4
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2.3 Reseni soustav linearnich rovnic pomoci ma-
tice inverzni

Nize popsand metoda je vlastné Gauss — Jordanova elimina¢ni metoda zapsana
maticové. Uvazujme soustavu n linearnich rovnic o n neznamych:

a1y + apxy + -+ AT, = b1
a911 + QA9Ty + -+ +  QopT, = bg

, (2.8)
U1 + ApaTos + o+ AppTn = by,

Koeficienty neznamych jsou prvky matice, jiz budeme znacit A a nazyvat
matict soustavy:

ailz Az -+ Qip

G21 Q22 -+ QAgp
A= )

an1 Ap2 - Ann

Jako vektor neznamich oznacujeme vektor:

Vynasobime-li matici soustavy A s vektorem neznamych X, obdrzime:

a1 -+ 122 + -+ ATy bl
_ A21T1 + Q22%2 + -+ QT by —
AX = . | = .| =b.
Anp1T1 + An2T9 + - + AppTn bn

Soustavu linearnich rovnic (2.8) proto mizeme jednoduse zapsat jako mati-
covou rovnici:
AxX =b. (2.9)
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Cilem je z rovnice (2.9) ur¢it vektor neznamych X. Provedeme to tak, ze obé
strany rovnice (coz jsou stejné vektory) vynasobime zleva matici inverzni k matici
soustavy (pokud existuje):

y
||

o
o

Proto, pokud A~! existuje, miZzeme vektor neznidmych uréit z rovnice:
b ) y

— -1

X=A"b.

Tento postup je pouzit v néasledujicich fesenych prikladech.

Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyfeste soustavu linearnich rovnic:

1. rT — S.TQ + r3 = 30
2£L'1 + 4]72 —I— r3 = 20
ry + 71’2 + 3 = 80

Nejprve uréime matici inverzni k matici soustavy.

1 =3 1]1 0 0 1 =3 1] 1.0 0
2 411010 —20q ~[ 0 10 =1]=21 0 ~
1 71|00 1 —ry 0 10 0|—1 0 1/ —ry
(AIB)
1 =3 1] 1 00\ —-rg 1 -3 0 1 -1\ -10
~[o0 10 =1]=2 10| 415 ~| 0 10 0|=1 0 1 ~
0 0 1| 1 -1 1 0 1 -1 1/ 10

0 0}-3 10 -7
10 0] —1 0 1
0 10| 10 —10 10

0 0 10| 10 -—10 10
Proto

-3 10 -7

Alt=—1| -1 0 1

0
10 =30 0 O 10 —-10 +3r3
~ 0 10 0|-1 0 1 ~
10 )

10 —-10 10
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Vektor feseni dostaneme dosazenim do vzorce X = A~ 'b.

1 -3 10 -7 30 —45
Xx=—| -1 0 1 20 | = )
10

10 —10 10 80 90

Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyreste soustavu linedrnich rovnic:

2 ry — 41‘2 — 3.T3 = 5
T — 5£L'2 — 3173 == 1
—r; + 6ry + 4dxz3 = -2

Nejprve uréime matici inverzni k matici soustavy.

1 -4 =310 0 1 =4 =3] 1.0 0
1 =5 =3/01 0} -ry ~| 0 =1 0/=110 ~
~1 6 4]0 0 1/) +r; 0 2 1| 10 1/ +2r
(AIE)
1 =4 —=3] 1 0 0\ +3r3 1 =4 0l-2 6 3\ —4r,
0 -1 0/-110 ~|1 0 =1 0/-110 ~
0O 0 1/-1 21 0 0 1/-1 2 1
1 00| 22 3 100 2 23
0 -10/-110] (-1)~{010[ 1 -10]=
0 0 1|/-1 21 00 1/l-1 21
Proto
2 23
Al = 1 =1 0
-1 21

Vektor feseni dostaneme dosazenim do vzorce X = A~ 'b.

]

|
[ )

|
DN = DO
_ o W

—

|

I
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2.3.1 Reseni soustav lineArnich rovnic pomoci matice in-
verzni - priklady k procvic¢eni

Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyfeste soustavu linearnich rovnic:
1 r1 4+ 229 — x3 = 1
' T2 — 21‘3 = 1
—XrT — 3(132 + 21’3 = -2
Reseni :
4 1 3 1 -1
x=1| -2 -1 =2 1] = 1

-1 -1 -1 -2 0

Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyfeste soustavu linearnich rovnic:

9. r1 + 39 + a3 = 1
x| + 2.’13'2 + 2$3 =0
2.’152 — 3173 =1

Reseni :

—-10 11 4 1 —6
X = 3 =3 -1 0| = 2
2 -2 -1 1 1
Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyfeste soustavu linedrnich rovnic:
3. T + 21‘3 = 10
- + To + r3 = 0
201 4+ 2x9 = 10
ReSeni :

2 -4 2 10

4 2 -1 10
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Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyreste soustavu linearnich rovnic:
4 I + x3 = 4
To + T3 = 5
I = 6
Reseni :
00 1 4 6
x=|-11 1 5 | = 7
1 0 -1 6 -2
Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyreste soustavu linearnich rovnic:
5 T + T3 = 1
To + 2273 = -1
Tt + 2333 = 3
Reseni :
2 0 —1 1 -1
-1 0 1 3 2
Pomoci matice inverzni k matici soustavy vyfeste soustavu linearnich rovnic:
6. 21‘1 — r3 = 1
2r1 4+ me — 213 =
—T + r3 = 3
Reseni :
1 01 1 4
10 2 3 7




2.4. METODA NEJMENSICH CTVERCU 69

2.4 Metoda nejmensich ¢tverci
Predpokladejme, Ze vektor X je feSenim soustavy linedrnich rovnic:

(m,n)(n,1) (Wil)
X=Db . (2.10)
(n,m)
Obé strany rovnice (2.10) jisté miizeme vynédsobit matici AT . Obdrzime tak
rovnost

(n,m) (myn)(n,1) (n,m)(m,1)

AT A x=AT b . (2.11)
~ Oznacme A* = AT A (da se dokazat, 7Ze to bude ¢tvercova symetricka matice)
ab = ATb. Rovnici (2.11) pak muzeme piepsat ve tvaru:

(mn,1) ()

*X=b . (2.12)
Vidime, ze jde vlastné opét o soustavu linearnich rovnic s matici soustavy
A* a vektorem pravych stran b.Z vyse uvedeného je jasné, ze pokud je néjaky
konkrétni vektor X feSenim zadané soustavy (2.10), pak je jisté také feSsenim
soustavy (2.12). Naopak to ale neplati! Z rovnosti (2.11) nutné nevyplyva platnost
rovnosti (2.10). V rovnici (2.11) obecné nemiizeme zkratit A7, (matice inverzni

k AT nemusf existovat)!
Mize se stat, ze soustava linearnich rovnic (2.12) ma TeSeni, ale pfitom sou-
stava (2.10) zadné FeSeni nemé. Presto je feSeni soustavy (2.12) zajimavé, a to v

(n,1) (n,1)
nésledujicim smyslu. Definujme pro libovolny vektor X vektor r(X) rovnici:

r(x) = AX — b.

Vektor r(X) nazyvame reziduem soustavy (2.10) a vyjadiuje, jak moc se pii
dosazeni ¢isel z vektoru X za neznamé do soustavy AX = b budou ligit hodnoty
na levé strané od téch na pravé strané rovnosti. Je zfejmé, Ze pokud X je FeSenim
soustavy (2.10), pak r(X) = o.

Pokud X je feSenim soustavy (2.12), ale zadané soustava (2.10) FeSeni neméa
(to pozname tak, ze r(Xp) # 0), budeme vektor Xo nazyvat priblizngm tesenim
zadané soustavy. D4 se ukéazat, ze euklidovskd norma rezidua |r(X)| je minimalni
pro X = X.

Metodou nejmesich ¢tvercu vyreste soustavu linedrnich rovnic:

r1 — QIQ + r3 = 5
—x1 + To + 31173 =7
2513'1 — Ty — r3 = 1
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Resime soustavu ATAX = AT b, to jest:

1 -1 2 1 -2 1 T 1 -1 2 5
-2 1 -1 -1 1 3 T2 | = -2 1 -1 7
1 3 -1 2 -1 -1 T3 1 3 -1 1

Po vynasobeni matic obdrzime:

6 -5 —4 1 0
-5 6 2 e | = —4
-4 2 11 T3 25

Tuto soustavu muzeme vyfesit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

6 =5 —4| 0 6 -5 —4 0
-5 6 2|4 6 ~| =30 36 12| -—-24 +5r; ~
—4 2 11| 25 -3 -12 6 33| 75 +2ry
6 —5 —4 0 6 -5 —4 0
~1 0 11 —-8|—-24 ~1 0 11 —-8|-24 ~
0 —4 25| 75 11 0 —44 275| 825 +4rs
6 -5 —4 0
~1 0 11 —-8|-24
0 0 243| 729
2
Odtud ur¢ime feseni X = | 0 |. Zjistime, zda je toto fesSeni také reSenim
3

zadané soustavy. Bud dosazenim (obvykla zkouska), nebo ur¢ime vektor
r(X). Pokud bude tento vektor nulovy, znamend to, Ze zjisténé feseni je
také feSenim zadané soustavy:

B 1 -2 1 2 5 0
r®X) =A% —b=[ -1 1 3 ol 7]=1(o
2 -1 -1 3 1 0
2
Protoze r(X) = 0, mizeme fici, Ze X = | 0
3

je skute¢nym resenim zadané soustavy linearnich rovnic.
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Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

9 1 — X9 + X3 = 1
' 211 — Xy + a3 = 2
Ty — X9 + Tz = 0

Pti pohledu na prvni a posledni rovnici je zfejmé, ze zadané soustava neméa
feseni. Metodou nejmensich ¢tverct vSak muzeme najit priblizné resent.

Resime soustavu ATAX = AT b, to jest:

1 2 1 1 -1 1 T 1 2 1 1
-1 -1 -1 2 -1 1 ro | = -1 -1 -1 2
1 1 1 1 -1 1 T3 1 1 1 0

Po vynésobeni matic obdrzime:

6 —4 4 T )
-4 3 =3 Ty | =1 -3
4 -3 3 T3 3

Tuto soustavu vyresime:

6 —4 4] 5 6 —4 4| 5
-4 3 =3|-3 3~ =12 9 —9| -9 +2r; ~
4 -3 3| 3 +r, 0O 0 0| O
6 -4 415
~ 0 1 —-111
0O 0 010
Odtud uréime feSeni
S\ () (0
X=1| 1+t | = 1 |+t 1 kde t € R.
t 0 1

Piibliznym feSenim zadané soustavy je tedy mnozina bodu (o souradnicich
[1, 22, w5]) lezicich na pifmce dan¢ bodem [2,1,0] a vektorem (0,1,1).

Pokud bychom si nevsimli, Ze zadané soustava nema feSeni, zjistili bychom
to pii provedeni zkousky, nebo urcéenim vektoru r(X). Pokud bude tento vek-
tor nulovy, znamena to, ze zjisténé feseni je také feSenim zadané soustavy,

pokud ne, jde o FeSeni pfiblizné:
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Py 2X =X, HX,= 2 Py X=X HX,= 1
P32 X;=X,4X;=0

~— pfiblizné felent

Obrézek 2.1: Jednotlivé rovnice soustavy jsou rovnicemi rovin v Fs3. Najit feSeni
soustavy znamend najit jejich spoleény prusec¢ik. Prvni rovnice a tfeti rovnice
jsou rovnicemi rovnobéznych rovin, které se neprotinaji. Proto soustava neméa
feSeni. Ptibliznym feSenim ziskanym pomoci metody nejmensich ¢tverci je mno-
zina bodu (tvorfi piimku), které jsou ,,co nejbliz* viem t¥em rovinam.

B 1 -11 3 1 :
r(X) =Ax—-b=[ 2 -1 1 1+t |—=[2]=[0
1 -11 t 0 5
3
2
Protoze r(X) # 0, mizeme fici, Ze X = | 1+t |, kdet € R
t

je pouze pribliznym feSenim zadané soustavy linearnich rovnic. Geomet-
ricky vyznam tohoto feSeni je znazornén na Obrazku 2.1.
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2.4.1 Metoda nejmensich ¢tverci - piiklady k procviceni

Metodou nejmesich ¢tvercu vyreste soustavu linedrnich rovnic:
1 T + x3 = 4
T2 + T3 = 5
I = 6
ResSent :

Soustava méa presné feseni:

6

X = 7

-2

Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:
2 T + 23 = 1
To + 2173 = -1
T + 2.%3 = 3
Reseni :

Soustava mé presné feseni:

-1
x=1 -5
2
Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:
3 21y - r3 = 1
2$1 + X9 — 2%3 =
—T + r3 = 3
ResSent :

Soustava mé presné feseni:

]
|
- o
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Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

4 Ty + X9 =1
r1 + T2 0
1 + T2 + T3 = 0

Reseni :

Soustava méa priblizné feSeni:

|
—_
|

X

I
N[= O N

+

~

[S—y

=

—~

o]

N—

I
O NI~

Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

5 r, + 21‘2 — rs = 0
ry + To + T3 = 0
—I — 3.1’3 =1

Reseni : Soustava mé priblizné fesent:

5 1

—% —3 g

X = 5 |+t 2 ], rx)=| -2
0 1 2

Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

6 T + x3 = 1
ry — X2 =0
) + r3 = 2

ResSeni : Soustava mé priblizné feseni:

E -1 2
x=| 32 |+t -1 ], rx= —%
0 1 -1
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e xr1 + 21‘2 — rs = 0
' Ty + X — 223 = 0
—T1 — 5.1’3 = 6

Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

Reseni : Soustava mé presné feseni:

o]

I
QO | QO O
=
—~
ol
S~—

I
o o O

8 T + 21‘3 = 0
' r — X2 + = 1
—x1 + 21’2 + 2.’1,’3 = 2

Metodou nejmesich ¢tvercu vyteste soustavu linedrnich rovnic:

Reseni : Soustava mé priblizné feseni:

]
I
O Wi

_|_
~
|
DO
=]
—~
ol
N~—
I

|

9 1 + x3 = 0
T — X3
Ty + T2 + T3 = 3

I
o

Metodou nejmesich ¢tverct vyreste soustavu linedrnich rovnic:

ResSeni : Soustava mé pfesné TeSeni:

]

Il
o wo
=
~

X
S~—

Il
coo

10. T + ) - 0
ry — 2£L‘2 + T3
- + 51132 — 21’3 = =2

Il
—

Metodou nejmesich ¢tverci vyreste soustavu linearnich rovnic:
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Reseni : Soustava mé presné fesent:

o]
I
[a)
+
~
—
=]
—~
o)
S~—
I
o O O




Kapitola 3

Vektorovy prostor

3.1 Vektorové prostory

Definice 22. (Realny vektorovy prostor) Vektorovgm prostorem nad télesem re-
dlngch cisel (nebo téz redlngm vektorovym prostorem) nazveme uspofddanou tro-
gici (V,+,-), kde V' je neprdzdnd mnoZina, + je zobrazeni definované na mnoziné
V XV, - je zobrazeni definované na mnozine RxV aVa, ER aVX,y,zeV
jsou splnény podminky:

1.)a-XeV

2.)x+yeV

3.) (X+Yy)+z=X+ (Y +2) (scitani je asociativni)

4.) 3o eV, ¥XeV : 0+X=X+0 =X (custence nulového vektoru)
5)¥VxeV,3—xeV : X+ (—X) = =X+ X =0 (cxistence opacnécho vektoru)

6.) X+y =y +X (komutativita scitani)

= °
Hloo<

7
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Poznamka 23. Formdlné — podle definice — je vektorovy prostor usporddand
trogice (V,+,-) s vlastnostmi popsangmi v definici.

Intuitivné miZeme chdpat vektorovy prostor jako mnoZinu V- (jeji proky nyzgvdme
vektory), na niz jsme definovali séitani vektori a ndsobeni vektori redlngm cislem
a to tak, Ze jsou splnény vlastnosti 1.) aZ 10.) z definice.

Uvedeme nékolik ptikladi vektorovych prostort.

Usporadana trojice (R, +,-), kde + je ,obvyklé” s¢itani redlnych ¢isel a - je ,,0b-
vyklé nasobeni redlnych cisel,” je vektorovy prostor.

Jedna se o vektorovy prostor, kde vektory jsou samotna realna cisla. A
opravdu, pokud v definici nahradime vektory X, ¥,z € V redlnymi ¢isly
x, Y, 2, zjistime, ze podminky z definice jsou splnény:

1.

) a-z € R (Soucinem dvou realnych ¢isel je realné ¢islo.)
2.) z+y € R (Soucet dvou realnych ¢isel je realné cislo.)

3.) (z+y)+2z=x+ (y+ 2) (S¢itani realnych ¢isel je asociativni.)

4) do=0€eR, VzxeR : 042z =2+0 =z (Nulovym vektorem je nula.)
5)rzeR I—zeR: x4+ (—x) = —z+z =0 (Ke kazdému realnému
¢islu existuje cislo op(\(n(,.)

6.) z+y=y+x (Scitani realnych cisel je komutativni.)

7) a-(z+y) =a- -+ a-y (Sctani redlnych ¢isel je vzhledem k jejich
nasobeni distributivni zleva.)

8) (a+ ) z=a- x4+ -z (S¢itani realnych cisel je vzhledem k jejich
nasobeni distributivni zprava.)

9.) (af) -z =a-(B-z) (Nasobeni realnych ¢isel je asociativni.)

10) 1-z==x

Vsimnéme si, ze argumenty dosvédcéujici pravdivost podminek uvedené v
zavorkach jsme slySeli jiz od pani ucitelky na zakladni skole a mame ve
zvyku o nich nepochybovat. Je vS8ak tfeba si uvédomit, ze jejich pravdivost
je nutné nejprve dokazat na zakladé definic operaci na mnoziné redlnych
¢isel. A to uz se na zakladni Skole nedéla. Dochazi k tomu obvykle az ve
vysokoskolském kurzu teoretické aritmetiky:.
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Uspoiadana trojice (R% +,-), kde R? je mnoZina usporadnych dvojic realnych
¢isel a operace + a - jsou definovany nasledujicim zptisobem:

o VX = (33'1,.732),? = (ylayZ) € R2:

2. (21, 22) + (Y1, 92) = (%1 + Y1, T2 + Y2)
o Va € RVX = (11, 7,) € R%:

a- (z1,x2) = (wy, azs)

je vektorovy prostor.

Opravdu se jedna o vektorovy prostor, nebot Va, 8 € R a VX, y, z € R?
jsou splnény podminky:

1) a-xeR?

2) X+yeR?

3) X+y)+z=%x+ (Y +72)

4.) 36=(0.0) e R}, VX€eR? : 04+X=X+0=X

5) VX eR*} 3—x=-1-XeR? : X+ (-X)=—-X+X=0
6.) X+y=5+X

7) a-(X+y)=a-X+a-y

8) (a+p) X=a-X+5-X

9.) (af) - X=a-(f %)

10.) 1- X=X

Vyse uvedené vlastnosti séitani a nasobeni vektorii z R? plynou okamZité z
vlastnosti s¢itani a nasobeni realnych ¢isel.

Napiiklad pravdivost podminky Sesté by se (pfedpokladame-li komutati-
vitu s¢itani redlnych ¢isel) mohla dokazat nésledujicim zptisobem:

X+yY = (x1,22) + (11, 92) = (1 + 1,22 + 42) =

= (1 +x,y2+22) = (Y1,02) + (21,22) =Y +X
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Usporadana trojice (R™, +,-), kde R" je mnoZina usporadnych n-tic realnych
¢isel a operace + a - jsou definovany nasledujicim zptisobem:

o VX = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,...,Yn) € R™

<x17"'7xn)+(y17"'7yn) = (m1+y17"'7xn+yn)
o Voo € RVX = (z1,...,2,) € R™

a-(T1,...,x,) = (Qxy, ..., axy,)

je vektorovy prostor.

Pravdivost podminek z definice vektorového prostoru by se ovérila analo-
gicky jako v pifpadé vektorového prostoru (R?, +,-).

Usporadana trojice (M, n, +, -), kde M,, , je mnozina realnych matic typu (m,n)
a operace + a - jsou s¢itani matic a nasobeni matice ¢islem (definovany stejné
jako v Kapitole 1):

(m,n) (m.n)

e Necht A =(a;;), B =(b;;) jsou matice typu (m,n), potom

(m.n)

A+ B =(cy), kde c¢;j = ai; + by.

(m,n)

e Necht o € R a A =(a;;) je matice typu (m,n), potom

(mn)
oa-A= (C,‘j), kde Cij = O+ gy

je vektorovy prostor.

A opravdu, ze zékladnich vlastnosti maticovych operaci plyne, Ze pro libo-
volna dvé realné ¢isla a, 8 a libovolné matice A, B, C' € M,,,, plati:

a- A€ My, (Souc¢inem dvou redlnych matic je realna matice.)
A+ B € My, (Soucet dvou realnych matic je realné matice. )
(A+ B)+C = A+ (B+ () (Scitani realnych matic je asociativni.)

je nulova matice.)

5)VAe My, 3 —A=—-1-AeMy, : A+(-A)=—-A+A=0 (ke
kazdé realné matici typu (m,n) existuje realné matice typu (m,n) k
ni opacna.)
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6.) A+ B = B+ A (Scitani realnych matic je komutativni.)

7.) a-(A+ B) = a- A+ aB (Scitani realnych matic je vzhledem k jejich
nasobeni distributivni zleva.)

8) (a+8)-A=a-A+ - A (Scitani realnych matic je vzhledem k jejich
nasobeni distributivni zprava.)

9.) (af)-A=a-(B-A) (Scitani realnych matic je asociativni.)

10) 1-A=A

Podivejte se na Pozndmku 13!

Obrazek 3.1: Vektorovy prostor matic :). Vypada to jako legrace, ale dokonce i na
této mnoziné matic je mozné zadefinovat vhodnym zpiisobem s¢itani a nasobeni
tak, Ze budou tvorit vektorovy prostor (ovSem ne nad télesem realnych ¢isel, ale

nad télesem (Ziy,+,-)).
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Usporadana trojice (Fg, +, -), kde Fg je mnoZina realnych funkei realné proménné
jejichz defini¢nim oborem je R a operace + a - jsou definovany jak je obvyklé v
matematické analyze:

e Necht f a g jsou funkce z Fg, potom f+ g je funkce dana Vo € R pfedpisem:
(f +9)(x) = f(z)+g(x).
(Vsimnéme si, ze barevné oznacené + neni s¢itani funkei, ale s¢itani realnych
¢isel — funkénich hodnot f(x) a g(x).)

e Necht @ € R a f je funkce z Fg, potom « - f je funkce dand Vx € R
predpisem:

(- f)(z) = a f(z).

(Vsimnéme si, ze barevné oznacené - je nasobeni realnych ¢isel — realného
¢isla a a funkéni hodnoty f(x).)

je vektorovy prostor.

Protoze se s¢itani funkci a jejich nasobeni ¢Gislem definuje pomoci séitani
a nasobeni realnych ¢isel, mizeme pii dokazovani platnosti podminek z
definice vektorového prostoru vyuzit vlastnosti operaci na R.

Napriklad dokazme platnost podmiky ¢tvrté, ktera by v tomto pripadé méla
tvar:

4.) Existuje funkce o € Fg takova, Ze pro libovolnou funkci f € Fg plati,
o+ f=f+o=f

Hledame tedy realnou funkci realné proménné s defini¢cnim oborem R po-
jmenovanou symbolem o, ktera by méla tu vlastnost, Ze pri¢tenim k (néjaké-
libovolné) funkei f tuto funkei nijak nezméni.

Muzeme vyuzit vlastnosti redlného ¢isla 0. Tvrdim, ze hledanou funkei o je
funkce dana predpisem o(x) = 0. ( To jest, tvrdim, ze v tomto vektorovém
prostoru hraje tlohu nulového vektoru konstantni funkce o, jejiz funkéni
hodnotou v libovolném realném bodé x je nula.)

A opravdu, Vx € R plati:

(0+ f)(x) = o(x) + f(z) = 0+ f(z) = f(x)

a také
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Proto muzeme tvrdit, ze funkce o 4+ f je stejné jako funkce f + o a obé

se rovnaji funkci f (v kazdém bodé maji stejnou funkéni hodnotu a maji
stejny defini¢ni obor R).

3.1.1 Vektorové prostory - priklady k procviceni

Naleznéte matici O, jez ve vektorovém prostoru (Ms o, +, ) hraje tlohu nulového
vektoru.

Reéeni:O:(g 8>

Naleznéte matici O, jez ve vektorovém prostoru (Ms 3, +, ) hraje tlohu nulového
vektoru.

= ..~ _ (000
Resenl.O—(0 0 0).

Naleznéte usporddanou trojici redlnych ¢&isel o, jez ve vektorovém prostoru
(R3, +, ) hraje alohu nulového vektoru.

ReSeni : 6 = (0,0,0).

Naleznéte usporadanou pétici redlnych cisel ©, jez ve vektorovém prostoru
(R®, +, -) hraje alohu nulového vektoru.

Reseni : 6 = (0,0,0,0,0).

Naleznéte matici, jez je ve vektorovém prostoru (Mo, +,-) matici opaénou k

e 1 2
matici { o ;) -

= .. -1 =2
Resenl.( 0 1).

Naleznéte vektor, jenZ je ve vektorovém prostoru (R?, +,-) vektorem opacnym k
vektoru (1,—1,3) .

ReSeni : (—1,1,-3).

Naleznéte funkei, jez je ve vektorovém prostoru (Fg, +, -) funkei opacnou k funkci
f danou predpisem f(z) = 32? — 2z + 5. .

Reseni : —f je funkce dana predpisem — f(x) = —322+ 2z —5. (Vsimnéme

si,ze —f = (=1)- f.)
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3.2 Podprostor vektorového prostoru

Definice 24. (Podprostor vektorového prostoru) Podprostorem vektorového pro-
storu (V,+,-), nazveme uspoiddanou trojici (U,+',"") prdvé kdyZ jsou splnény
podminky:

L)UCvV
2.) (U,+',"") je vektorovy prostor.

3) o) VX, YEU : X+ yJ=X+¥
b) Va e RYVy e U : « a-

SX=a-X

Podprostor vektorového prostoru (V,+, ) mizeme intuitivné chapat jako né-
jakou podmnozinu U mnoziny vektora V' (podminka prvni), kde budeme scitat
a nasobit vektory stejné jako na V' (podminka tfeti) a mnozina U bude s timto
s¢itanim a nasobenim tvorit vektorovy prostor (podminka druhd).

Poznamka 25. Pro jednoduchost zdpisu nebudeme rozlisovat operace na vekto-
rovém prostoru a jeho podprostoru. To znamend, Ze misto podprostoru (U,+',")
vektorového prostoru (V,+,+), budeme hovofit o podprostoru (U, +, -) vektorového

prostoru (V,+,-).

Leckdo by si mohl fici, zda je podminka druha v definici podprostoru nutné.
To jest, pokud vezmu néjakou podmnozinu U mnoziny vektori V' a budu jeji
prvky séitat a nasobit uplné stejné jako kazdé jiné prvky z V, nebude (U, +,)
automaticky vektorovy prostor?

Odpovéd je jednoducha. Ne. Zalezi na tom, jakou podmnozinu U si vyberu.
Leccos by se mohlo pokazit, tfeba kdyby v U nebyl nulovy vektor, potom by
(U, +, ) jisté nebyl vektorovy prostor (0 ve vektorovém prostoru podle jeho defi-
nice byt musi). A proto by to jisté nebyl podprostor vektorového prostoru (V, +, -)
(nebyla by splnéna podminka druha z definice podprostoru).
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Poznamka 26. Jak poznat, kdy (U, +,-), kde U CV (tj. podminka proni z defi-
nice podprostoru splnéna), je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-)? Vsim-
néme si, Ze jsme v otdzce nerozlisili operace na U a V' (piSeme stejné plus a
krat). Domluvme se, Ze to znamend (v duchu Pozndmky 25), Ze na U se scitaji
a nasobi vektory uplné stejné jako na V', a tedy, Ze i podminka treti z definice
podprostoru je splnéna. Potom, podle definice podprostoru, staci (a je nutné) aby
platila podminka druhd (rozepiseme ji podle definice vektorového prostoru):

2.) (U, +,) je vektorovy prostor prave kdyz:) VYo, f € R aVX,y,z€ U :

IL)a-xeU

1) x+yeU

II.)) (X+y)+z=X+ (Y +2) (scitani je asociativni)

IV.) 3o e U, VX €U : 6+X=X+0 =X (ecxistence nulového vektoru)
V)VxeU,3-X €U : X+ (—X) = =X + X = 0 (ecxistence opacného

vektoru)
VI.) X+§5 =5+ X (komutativita scitini)
VII.) a- (X+y)=a-X+a-y
VIIL.)) (o + ) X=a-X+[-X

IX.) (af) X =a-(6-%)

Ale protoze (V,+,+) je vektorovy prostor, plati podminky I[11., VI., VII., VIII.,
I1X. a X. pro kazdé a, f € R a pro kazZdé vektory X,y,z z V', a tim pddem
podminky I11., VI.,VII., VIII., IX. a X. jisté plati © pro kaZdé vektory X, y, z
2z U (protoze U CV ).

V tuto chvili tedy mizeme fici, Ze (U, +,-), kde U C V', je podprostorem vektoro-
vého prostoru (V,+,-) prdvé kdyzVa e R a VX, y € U :

I)a-xe€U

II)x+yeU

IV.) 36 e U, VX €U : 64+X=X+0 =X (existence nulového vektoru)
V.)VxeU 3—XeU : X+ (—X) = =X+ X =0 (cuistence opacncho vektoru)

Tyto poZadavky je ale mozné jesté zjednodusit. Ve skutecnosti staci, aby byly
splnény podminky I. a II. Dd se ukdzat, Ze 0-X = 0 a z podminky I. potom plyne
0-X=0 €U (takZe, pokud je splnéno I., jisté bude splnéno i IV.). Obdobné, da
se ukdzat, Ze —X = —1-X. Z podminky I. potom plyne, Ze —x = —1-x € U.

Vijsledek téchto wvah mizZeme formulovat jako ndsledugici tvrzentd.
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Véta 27. Usporddand trojice (U,+,-), kde U C V', je podprostorem vektorového
prostoru (V,+,-) pravé kdyzVa e R a VX, ye€ U :

L)a-xeU
1) X+yeU

Obrazek 3.2: Soucet dvou vektort z podprostoru (U, +, -) lezi v U a takeé libovolny
nasobek vektoru z podprostoru je prvkem U.

Urcete, zda (U, +, ) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R? =
1. | {(x1,29,23) | ®1,29,23 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektora a U = {(1, zg, x3) | 3, x5 € R}.

Reseni : Nejprve zkontrolujeme, zda U C R3. To je ale jisté spInéno, nebot
kazdy prvek z U je podle zadani také prvkem mnoziny R3. V tom piipadé
je (U,+,-) podprostorem vektorového prostoru (R3, +,-) pravé kdyZ jsou
splnény podminky:

1)V, yeU :x+y€U
2)VaeRVXeU ::axelU

Prvni podminka ale neni splnéna. Naptiklad vektory X = (1,2,3) € U, y =
(1,0,3) € U, ale (1,2,3) + (1,0,3) = (2,2,6) ¢ U.

(V’+’.

Vysledkem tedy je, ze (U, +, -) neni podprostorem vektorového prostoru
(R3, +,-).
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Uréete, zda (U, +, ) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R? =
2. | {(z1, 22, 23) | x1,22,23 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektort a U = {(0, z9, x3) | x2,x3 € R}.

Reseni : Nejprve zkontrolujeme, zda U C R3. To je ale jisté spInéno, nebot
kazdy prvek z U je podle zadani také prvkem mnoZiny R3. V tom piipadé
je (U, +,-) podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-) pravé kdyZ jsou
splnény podminky:

1) vVx,yeU :x+yeU
2) VaeRVXeU : axeU

e Ovéreni podminky VX, y e U : x+y € U.
Pro libovolné dva vektory X = (0,29,23) € U a'y = (0,99,y3) € U
plati:
X+y=(0,20+ys,x5+ys) €U

e Ovéreni podminky Va € RVxe U : ax € U.
Pro libovolné a € R a pro libovolny vektor X = (0, 25, x3) € U plati:

ax = (0, axe, axs) € U

Vysledkem tedy je, ze (U,+,-) je podprostorem vektorového prostoru
(R3, +,-).

Urcete, zda (U, +, ) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R? =
3. | {(z1,22,23) | x1,29,23 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektora a U = {(a,a,b) | a,b € R}.

Reseni : Nejprve zkontrolujeme, zda U C R3. To je ale jisté splnéno, nebot
kazdy prvek z U je podle zadani také prvkem mnoziny R3. V tom piipadé
bychom mohli dokazat, ze (U,+, ) je podprostorem vektorového prostoru
(R3, +, ) ovéfenim platnosti podminek:

1) VX,yeU :x+yeU
2) VaeRVXeU :axeU

Je ale mozné postupovat i jinak. Vzhledem k tomu, Ze libovolny linearni obal
vektort z daného vektorového prostoru je podprostorem tohoto vektorového
prostoru, sta¢i ukazat, Ze U je linearnim obalem né&jakych vektord z R3.V
tomto pripadé je:
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U ={(a,a,b) | a,beR} = {a(1,1,0)+b(0,0,1) | a,b € R} = ((1,1,0); (0,0, 1))

Vysledkem tedy je, ze (U,+,-) je podprostorem vektorového prostoru
(R3, +,-).

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V =
{agx® + ayz + ag | az, a1,a9 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
polynomii a U = {2az + a | a € R}.

Reseni : Nejprve zkontrolujeme, zda U C V. To je ale jisté splnéno, nebot
kazdy prvek z U je podle zadani také prvkem mnoziny V. V tom ptipadé
bychom mohli dokazat, ze (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru
(V,+,-) ovéfenim platnosti podminek:

1) VX,yeU :xX+ye€U

2)VaeRVXeU :axelU

Je ale mozné postupovat i jinak. Vzhledem k tomu, Ze libovolny linearni obal
vektort z daného vektorového prostoru je podprostorem tohoto vektorového

prostoru, stac¢i ukazat, ze U je linearnim obalem néjakych vektora z V. V
tomto pripadé je:

U={2ax+a|aecR}={a2e+1)|acR}=2x+1)

Vysledkem tedy je, Zze (U,+,-) je podprostorem vektorového prostoru
(V,+, ).
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3.2.1 Podprostor vektorového prostoru - priklady k procvi-
ceni

Urcete, zda (U, +, ) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R® =
1. | {(x1,29,23) | ®1,29,23 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skaldrem)
aritmetickych vektoru a U = {(a,a,a) | a € R}.

ResSeni : Ano

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (R? +,-), kde R? =
2. | {(z1,29,23) | 21,279,253 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektora a U = {(a+1,a,a) | a € R}.

ReSeni : Ne

Uréete, zda (U, +,) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R? =
3. | {(z1,22,23) | 1,290,253 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektori a U = {(a,a) | a € R}.

ReSeni : Ne, U Z V.

Urcete, zda (U, +, ) je podprostorem vektorového prostoru (R?,+,-), kde R? =
4. | {(z1, 9, 23) | 1,220,235 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem)
aritmetickych vektorii a U = {az® + ax + a | a € R}.

Reseni : Ne, U Z V.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,), kde V =
5. | {asx? + a1 + ag | az,a1,a9 € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni polynomt
(skalarem) a U = {(0, z2, x3) | 22,23 € R}.

Reseni : Ne, U Z V.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,:), kde V =
6. | {asx?® + a1 + ag | as,a1,a9 € R}, + a - je obvyklé s¢itdni a nasobeni (skalarem)
polynomi a U = {2az + 1 | a € R}.

ReSeni : Ne.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,), kde V =
7. | {axx® + a1 + ag | az,ay, a9 € R}, + a - je obvyklé s¢itéani a nasobeni (skalarem)
polynomii a U = {2b2z? + ax + a | a,b € R}.

ResSeni : Ano.
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Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V =

{( CZ 2 ) | a,b,c,d € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) matic

alU={ar*+br+alabeR}

Reseni : Ne, U ¢ V

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,:), kde V =

{( CCL 2 > | a,b,c,d € ]R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) matic

aU={<i ’1’)|b,ceR}.

Reseni : Ne.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,), kde V =

{( CCL 2 ) | a,b,c,d € ]R}, + a - je obvyklé séitani a nasobeni (skaldrem) matic

aU_{<ﬁ ’;>|b,ceR}.

ResSeni : Ano.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V =

{( i 2 > | a,b,c,d € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) matic

auz{(‘; S)UMER}.

ResSeni : Ano.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,), kde V =

d

aU:{<ﬁ g)\b,ceR}.

{( Cé b > | a,b,c,d € R}, + a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) matic

ResSeni : Ne.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V' je
mnozina vSech realnych funkci realné promeénné, jejichz defini¢nim oborem je R,
+ a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) redlnych funkei a U = {f(z) € V|

f(3) =0}

ResSeni : Ano.
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14.

15.

16.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V je
mnozina vSech realnych funkci realné proménné, jejichZz defini¢nim oborem je R,
+ a - je obvyklé séitani a nasobeni (skalarem) realnych funkci a U = {f(x) € V|

f(0) =1}

ResSeni : Ne.

Urcete, zda (U,+,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V' je
mnozina vSech realnych funkci realné promeénné, jejichz defini¢nim oborem je R,
+ a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) realnych funkci a U = {f(z) € V|

f je suda funkce }.

ResSeni : Ano.

Urcete, zda (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (V,+,-), kde V' je
mnozina vSech realnych funkei realné proménné, jejichz definiénim oborem je R,
+ a - je obvyklé s¢itani a nasobeni (skalarem) realnych funkcei a U = {f(z) € V|
f je licha funkce }.

Reseni : Ano.
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3.3 Linearni kombinace vektoru

Definice 28. (Linedrni kombinace vektorii) Necht (V, +,-) je vektorovy prostor
nad R. Rikdme, Ze vektor Vv je linedrni kombinaci vektori €1,€s,...,€5 € V
prave kdyz existuji cisla kq, ko, ..., k, € R takovd, Ze

ki€1 + koo + -+ + k€, =V

Napriklad snadno ovérime, ze

2(1,—1) + 3(1,2) = (5,4).

Proto muzeme fici, ze vektor (5,4) je linearni kombinaci vektora (1,—1) a
(1,2).

Rozhodnéte, zda je vektor X = (1,1, 3) linearni kombinaci vektori €; = (1,0, 1),
1. |e; = (1,1,0) aes = (0,0,1). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci se
jedna.

Reseni : Zjistujeme, zda existuji redlna &isla ki, ko a ks takova, aby bylo
splnéno:

k1<17 07 1) + k2<17 17 O) + k3<07 Oa 1) = (17 17 3)

Roznéasobenim a seé¢tenim vektorta na levé strané rovnosti obdrzime:

(k1 + ko, ko, k1 + k3) = (1,1, 3).

Zjistujeme tedy, zda existuje feSeni soustavy linearnich rovnic:

ki + ko = 1
ko =1
kl + kg - 3

Jejim vyfesenim (naptiklad Gaussovou eliminaéni metodou), zjistime, Ze
feSeni existuje, a to:

klzo,k2:1,k3:3

Vysledkem tedy je, ze vektor X = (1, 1, 3) je linearni kombinaci vektort €, =
(1,0,1), €2 = (1,1,0) a €3 = (0,0,1). Konkrétné jde o linearni kombinaci:

(1,1,3) = 0(1,0,1) + 1(1,1,0) + 3(0,0, 1).
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Rozhodnéte, zda je polynom p = 2% + z + 1 linearni kombinaci polynomt e; =
2. |22+ 22+ 1, ey =22+ 62+ 5 a ez =a + 1. Pokud ano, uvedte o jakou linearni
kombinaci se jedna.

ReSeni : Zjistujeme, zda existuji realna isla ki, ks a ks takova, aby bylo
splnéno:
ky(2? + 22 + 1) + ko(2? + 62 +5) + ks(z + 1) = 2° + 2 + 1.

Roznéasobenim a se¢tenim vektort na levé strané rovnosti obdrzime:

(k1 + ko)a? + (2ky + 6ka + k3)x + (ki + Bky + k3) = 2% + z + 1.

Zjistujeme tedy, zda existuje feSeni soustavy linearnich rovnic:

ki 4+ ke =1
2ky 4+ 6ky + ks = 1
ki 4+ Dbky 4+ k3 =1

Jejim fesenim (napiiklad Gaussovou elimina¢ni metodou), zjistime, Ze tato
soustava zadné reseni nema!

Vysledkem tedy je, Ze polynom p = x? + x + 1 nenf linearni kombinacf
polynomiie; =22 +2x +1,ea =22 + 62 +5aes =2+ 1.
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3.3.1 Linearni kombinace vektora - priklady k procviceni

Rozhodnéte, zda je vektor X = (1, —1, 6) linearni kombinaci vektora €; = (1,0, 1),
1. | e =(1,0,—1) aesz = (0,0,3). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci se
jedna.
Reseni : Vektor X nenf linearni kombinaci vektori €1, €3 a €3

Rozhodnéte, zda je vektor X = (

2. (1,—1,2), €y = (3,0,1) a €3z

13,2,
kombinaci se jedna

4) linearni kombinaci vektori €; =
(2,1,0). Pokud ano, uvedte o jakou linearni
Reseni :

Vektor X = 161 + 262 + 363

Rozhodnéte, zda je vektor X = (2, 1, 2) linearni kombinaci vektori €; = (1, —1,2),
3. e =(3,0,1) aeg = (2,1,0). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci se
jedna.
Reseni : Vektor X = 2e; — 2e, + 3es
Rozhodnéte, zda je vektor X = (17,—2,15) linearni kombinaci vektora €; =
4.1 (1,-1,3), €2 = (—2,0,1) a €3 = (4,1,0). Pokud ano, uvedte o jakou linearni
kombinaci se jedna.

Reseni :

Vektor X = 17e; — 2e, + 15e3

i 1e = (2747 3)7
e = (3,0,5) aes = (1,1,0). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci se
jedna.

Rozhodnéte, zda je vektor X = (9,9, 19) linearni kombinaci vektort €;

Reseni : Vektor X = 3€; + 26, — 363
Rozhodnéte, zda je vektor X = (3,—3,11) linedrni kombinaci vektoru €; =
6. | (6,—3,15), e2 = (3,0,5) a €3 = (1,1,0). Pokud ano, uvedte o jakou linearni
kombinaci se jedna.
Reseni : Vektor X nenf linearni kombinaci vektori €1, €3 a €3

Rozhodnéte, zda je Vektor X =
7. e2 ( 1, O,

(2,2,0) linearni kombinaci vektora €, = (1,1,0),
1) aesz = (3,4, —1). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci
se jedna.
Reseni : Vektor X = (2 — 2t)&; — te, + tes pro libovolné t € R
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10.
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Rozhodnéte, zda je vektor X = (3,4, —1) linearni kombinaci vektora €; = (1,1, 0),
€ = (1,2,—1) a ez = (1,3,—2). Pokud ano, uvedte o jakou linearni kombinaci
se jedna.

Reseni : Vektor X = (2 4 t)&; + (1 — 2t)&, + tes pro libovolné t € R.

Rozhodnéte, zda je polynom p = 22 + 17z + 10 linearni kombinaci polynomii
e =22 +22+4,ep =122+ 6x+5aesz=12>+x+ 3. Pokud ano, uvedte o jakou
linedrni kombinaci se jedna.

Reseni : Polynom p = le; + 3e; — 3es.

Rozhodnéte, zda je polynom p = 222 + 9z + 10 linearni kombinaci polynomii
e =22 +2r+4,eq =2+ 62 +5 aes =>4+ x+ 3. Pokud ano, uvedte o jakou
linedrni kombinaci se jedna.

Reseni : Polynom p = 2e; + les — les.

Rozhodnéte, zda je polynom p = 22? — 3x linearni kombinaci polynomi e; =
202 4+ 4, e = —22 + 32 + 1 a eg = 22 + 3. Pokud ano, uvedte o jakou linearni
kombinaci se jedna.

Reseni : Polynom p = 1le; — leg — les.

Rozhodnéte, zda je polynom p = 3z+2 linearni kombinaci polynomi e; = 22%+4,
e; = —2?+ 32+ 1aeg =22+ 3. Pokud ano, uved'te o jakou linearni kombinaci
se jedna.

Reseni : Polynom p = le; + les — les.

Rozhodnéte, zda je polynom p = 2x — 2 linedrni kombinaci polynomu e; =
—2?2 —x—1,ey = 2%+ 42 — 2 a e3 = 322 + 4 + 2. Pokud ano, uvedte o jakou
linedrni kombinaci se jedna.

ReSeni : Polynom p = (6 — 8t)e; + tey + (2 — 3t)es pro libovolné t € R.

Rozhodné, zda je matice A = ; _2 ) linearni kombinaci matic E; =

10 0 1 11 11 ,
(1 1),E2—<1 1),E3—(0 1>aE4—<1 0>.Pokudano,uvedte

o jakou linedrni kombinaci se jedna.

Reseni : Matice A = 1F, — 1Fy — 1E5 + 2E,.
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3.4 Linearni obal vektoru

Definice 29. (Linearni obal vektori) Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad

telesem (R,+,-) a vektory €;,€sz, ..., €, € V. MnoZinu vsech jejich linedrnich
kombinaci nazgvame jejich linedrnim obalem a znacéime ji (€1,€a, ..., €y). To
jest,

<61,62, ...,én>:{k161+k2€2+"'—|—]€nén‘kl,kg,...,knER}

Priklad 30. Uvazujme vektorovyj prostor (R3,+,-). Linedrnim obalem jednoho
vektoru, je mnozina vsech jeho ndsobki. Naptiklad linearnim obalem vektoru e, =
(1,-1,3) je mnozina:

(1,-1,3)) = {ki(1,~1,3) | k, € R}

Geometricky si tuto mnoZinu mizZeme predstavit jako mnoZinu viech vektorii,
které mizeme umistit na primku se smérovym vektorem €, = (1,—1,3):

Priklad 31. Uvazujme vektorovy prostor (R3,+,-). Linedrnim obalem vektori
e; =(1,-1,3) aex = (1,0,1) je mnoZina:

((1,-1,3),(1,0,1)) = {k1(1, —1,3) + ko(1,0,1) | ky, ks € R}

Geometricky si tuto mnoZinu miuZeme predstavit jako mnoZinu vsech vektori,
které mizZeme umistit na rovinu danou njakym bodem a vektory €y = (1,—1,3) a
e = (1,0,1):
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Zapiste mnozinu U = {(a,2a+b,3a+b) € R? | a,b € R} C R? jako linearnf obal
vektor.

Resent :
(a,2a 4+ b,3a+b) = (a,2a,3a) + (0,b,b) = a(1,2,3) + b(0,1,1)
Proto:
U = {(a,2a+b,3a+b) € R®|a,beR} =
= {a(1,2,3)+b(0,1,1) e R®| a,b € R} =

= ((1,2,3),(0,1,1))

o. | Zapiste mnozinu U = {az*+ (a+b+c)x+3b € Py | a,b,c € R} C P, jako linearni
obal vektor.

Reseni :
az® 4+ (a +b+c)r +3b = a(z® + ) + b(x + 3) + c(x)
Proto:
U = {ax*+ (a+b+c)x+3b€Py|a,bceR} =
= {a(z*+2)+b(x+3)+c(x) €Py| a,b,c e R} =

= (2 +ux,2+3, 1)

) . 2 . .
3. ZapisSte mnozinu U = {( g _CCLL ) € Mys|ae ]R} C My jako linearni obal
vektoru.
Reseni :

W0 %) emateerf={e(y 5 ) ematecnp=((s 5))




98

KAPITOLA 3. VEKTOROVY PROSTOR

Poznamka 32. Linedrni obal vektori €y,€z, ..., €y € V je vZdy podprostorem

vektorového prostoru (V,+,-). Snadno se o tom presvédéime:

o Soucet dvou prvki z (€1,€a, ..., €,) je zase prokem (€1,€z, ..., €y):

Zflél+k2€2+“'+knér}+§1él+8252+"‘+Snér}:

-~

€<él,52,...,én> €<€1,52,...,én>

(k1 + s1)er + (k2 + s2)@a + - + (ko + sn)@n

(.

TV
G(él,éz,...,én>

e Ndsobek prvku z z (€1,€a, ..., €,) je zase prvkem (€1,€3, ..., €y):

a(@lél + k‘géz + -+ k‘nér}) =

€(e1,e2,...,en)

(Ozkl)él + (Oékg)éz + -+ (Oékn)ég

(.

~
6(51,52, ...,én>

(Vo+r)

storem vektorového prostoru (R3, +, ).

Oveite, ze (U, +,-), kde U = {(x1, 22, 23) € R® | 21 + 225 — 53 = 0} je podpro-

ReSeni : Stadi ukdzat, Ze U je linearnim obalem né&jakych vektorii z R?,

Zjistime, jaké vektory patii do U. To jest, z rovnice x1 + 229 — bxs = 0
uréime x1, 5 a 3.
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Vzhledem k tomu, Ze méme pouze jednu rovnici, ale tfi neznamé, volime
dva parametry. Mizeme zvolit napiiklad z3 =t € R a x5 = s € R. Potom
r1 + 2s — bt = 0 a to znamena, ze x1 = 5t — 2s. Proto

U = {(z1,79,23) € R} | 21 + 229 — 53 =0} =
= {(5t —2s,5,t) eR3 | s, t e R} =
= {(5t,0,t) + (—2s5,5,0) e R? | 5,t e R} =
= {t(5,0,1) +s(—2,1,0) e R? | s,t e R} =
= ((5,0,1),(-2,1,0))
Mnozina U obsahuje vSechny mozné linearni kombinace vektoru (5,0, 1) a

(—2,1,0). Jedna se tedy o linearni obal vektorii z R? a mtzeme proto Fici,
ze (U, +,-) je podprostorem vektorového prostoru (R?, +, ).

(Vo+r)

Obrazek 3.3: Do linearniho obalu vektoru (5,0,1) a (—2,1,0) jisté patii jejich
soucet (3,1,1), jejich rozdil (7,—1,1), vektory (5,0,1) a (—2,1,0) samotné, ale
tfeba také jejich linearni kombinace 1(5,0,1) +2(—2,1,0) = (1,2,1).
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3.4.1 Linearni obal vektort - priklady k procviceni

1. | Zapiste mnozinu U = {(a,a,a) € R? | a € R} C R? jako linearni obal vektorti.

Reseni :
U = {a(1,1,1) eR3|a e R} =

= <(17 L, 1))

o. | Zapiste mnozinu U = {(a + b,a — b,a +2b) € R? | a,b € R} C R? jako linedrnf
obal vektort.

Reseni :

U = {a(1,1,1) +b(1,-1,2) e R®* | a,b € R} =

= ((1,1,1),(1,-1,2))

5 | Zapiste mnozinu U = {la+b+c,a—b+2c,a+20+c) €R?|a,b,ceR} CR3
" | jako linearni obal vektori.
Reseni :

U = {a(1,1,1)+b(1,—1,2) + ¢(1,2,1) € R* | a,b,c € R} =

= {(1,1,1),(1,-1,2),(1,2,1))

4. | Zapiste mnozinu U = {(a + b)z*+ (b—c)x+2a+3c € Py | a,b,c € R} C Py jako
linearni obal vektort.

Reseni :
U = {a(@®*+2)+b(z*+2)+c(—x+3)€Py|a,bceR} =

= (1?42, 2> +x,—2+3)

5. | Zapiste mnozinu U = {(a + b)z? 4+ bx + 2a € Py | a,b € R} C P, jako linearni
obal vektort.
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Reéeni :
U = {a(z*+2)+b(z*+x) €Py|a,be R} =

= (2 +2,2% + 1)

6. | Zapiste mnozinu U = {az? + 2a € Py | a € R} C P, jako linearni obal vektort.

Reseni :
U = {a(z?+2)ePy|aeR} =

= (2% +2)

» | ZapiSte mnozinu U = {( 2aa 3aa ) € Mys|ae ]R} C M, jako linearni obal

vektoru.

ResSeni :

11
U = {a<2 3)€M2’2’(1,€R}:

a—0b a-+2b

8. | Zapiste mnozinu U = < Y0t 2

) S MQ’Q | CL,b € R} - M2’2 jako line-

arni obal vektoru.

Regeni :
1 1 -1 2
v o2 E) (]2 eamatanen) -
B 11 -1 2
o 2 3 )’ 00
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a—b a+2b

9. | Zapiste mnozinu U = {( %+ ¢ 3a—c

) S M272 | a,b,c S R} Q M272 jako

linearni obal vektoru.

Reseni :

v (o3 1) (D B) et ) et tasecn) -
() (o))

Ovette, ze (U, +, +), kde U = {(z1, 22, 23) € R® | 1 —x9—1x35 = 0} je podprostorem

10. vektorového prostoru (]R3, +,).

Reseni :
U = {(s+ts,t)eR}|steR}=
= {s(1,1,0) +#(1,0,1) e R® | s,t € R} =

= ((1,1,0),(1,0,1)) = Je to podprostor.

Ovette, ze (U, +, ), kde U = {(x1, 22, 23) € R3 | 5z; — 279 + 323 = 0} je podpro-

11.
storem vektorového prostoru (R?, +, -).

Reseni :
U = {(3(25—31),5,1) €R? | 5,t e R} =
{5(2,1,0) + 1(~2,0,1) € R® | s,t € R} =

= <(§> 1,0), (—%, 0,1)) = Je to podprostor.

Oveite, ze (U, +,-), kde U = {(z1,22,73) € R® | 2y — 29 — 23 = 0,29 — 73 = 0}

12. | .
je podprostorem vektorového prostoru (R?, +, ).

ResSeni :



3.4.

13.

14.

15.

LINEARNI OBAL VEKTORU 103

U = {(2ttt) eR®|teR} =
= {t(2,1,1) e R?* |t e R} =

= ((2,1,1)) = Je to podprostor.

Oveite, ze (U, +, ), kde U = {(x1, 22, 23) € R? | 21— 294223 = 0, 21 —29—273 = 0}
je podprostorem vektorového prostoru (R?, +, -).

Reseni :
U = {(t,t,0) eR¥ |t e R} =
= {t{(1,1,1) eR® |t e R} =

= {((1,1,1)) = Je to podprostor.

Ovéite, ze (U, +, ), kde U = {(x1, 22, 23) € R® | 21 —29+223 = 0, —21+229—13 =
0,221 — 3wy + 3z3 = 0} je podprostorem vektorového prostoru (R3, +, -).

Reseni :
U = {(-3t,—t,t) eR* |t eR} =
= {t(-3,-1,1) e R® |t e R} =

= ((—3,-1,1)) = Je to podprostor.

Oveite, 7e (U, +, ), kde U = {(x1, 2, 23) € R® | 21— x9+223 = 0, —11+279— 13 =
0,21 — 3wy + w3 = 0} je podprostorem vektorového prostoru (R3, +,-).

Reseni :
U = {(0,0,0) e Rg} =
= {#(0,0,0) e R® |t e R} =

= ((0,0,0)) = Je to podprostor.
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Oveite, ze (U, +,-), kde U = {az?+bx+c € Py | a+b—2c = 0} je podprostorem
vektorového prostoru (Pg, +, -).

ReZeni :
U = {2c—bz*+br+c|bceR}=
= {c(222+ 1)+ b(—=2®>+ ) | b,c € R} =

= (222 +1,—22 + z) = Je to podprostor.

Overte, ze (U, +,-), kde U = {az* + bxr +c € Py |a—b—c=0,a+c = 0} je
podprostorem vektorového prostoru (P, +, ).

Regeni :
U = {-tx? -2tz +t|teR}=
= {t(-2?-2x+1)|teR} =

= (—2? —2r+ 1) = Je to podprostor.

Ovéite, 7e (U, +,-), kde U = {2asinz cos z+bsin(3zx) | a,b € R} je podprostorem
vektorového prostoru realnych funkei realné proménné definovanych na R.

ReZent :
U = {asin(2z)+ bsin(3z) | a,b € R} =

= (sin(2z),sin(3z)) = Je to podprostor.
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3.5 Linearni nezavislost vektoru

Definice 33. (Linearni zavislost a nezavislost) Necht (V,+,) je vektorovy pro-
stor nad télesem (R,+,:). Vektory €;,€a, ..., €, € V jsou linedrné zdvislé,
jestlize existugi skaldry oy, o, ..., a, € R, 2 nichZ je alespon jeden nenulovy,
takové, Ze

a1€1 + ag€s + - - - + €, = O. (3.1)

Vektory €1,€a, ..., €, € V jsou linedrné nezdvislé, jestlize je rovnice (3.1) spl-
néna pouze v pripadé, kdy oy = ag = --- = a,, = 0.

Uvazujme napiiklad vektory €; = (1,2,0), €2 = (2,4,0) a e = (0,0, 1).
Hledame ¢isla aq, aq, a3 € R takové, aby platilo

a1(1,2,0) + ax(2,4,0) + a5(0,0,1) = (0,0,0). (3.2)

Vsimnéme si, ze rovnice (3.2) bude JISTE splnéna v pripadé, 7e a; = ay =
asz = 0. Otazka zni, zda je mozné ze zadanych vektorui vykombinovat nulovy
vektor i jinym zpusobem, to jest tak, aby alespon jedno z ¢isel aq, as, a3 bylo
nenulové. Pokud ne, jsou nezavislé. Pokud ano, jsou zadané vektory linedrné
zéavislé.

Po chvilce zirani na rovnici (3.2) nas muze napadnout, ze nulovy vektor ob-
drzime napiiklad také jako linedrni kombinaci

\2/(1, 2,0) +(;i2(2,4, 0) —I—\O/(0,0, 1) =(0,0,0).
a1 o as

Znamena to, ze vektory €, = (1,2,0), &3 = (2,4,0) a €3 = (0,0,1) jsou
lineadrné zavislé.

Miize nas ale trapit to, Ze zirani na rovnici neni dostatecné spolehliva me-
toda, jak ji vyresit. Jak tedy spolehlivé dokdzeme rozhodnout, zda jsou vektory
linedrmé nezavislé, ¢i nikoli? Staci si uvédomit, ze vlastné rozhodujeme o tom,
kolika zpisoby lze ze zadanych vektori vykombinovat vektor nulovy. Z kapitoly o
linedrnich kombinacich vime, Ze ¢isla aq, s, ..., a;, € R z rovnice (3.1) najdeme
jako Teseni soustavy linearnich rovnic, kde sloupce matice soustavy jsou tvoreny
soufadicemi zadanych vektort a za vektor pravych stran je tieba zvolit souradnice
vektoru, ktery se snazime vykombinovat. V tomto pripadé jde o nulovy vektor,
budou to tedy smé nuly. Je jasné, ze tato soustava jisté bude mit alesponn jedno
FeSeni a to ay = ag = -+ = a,, = 0. Pokud jde o jediné feSeni soustavy, jsou
tedy jich musi mit nekoneéné mnoho), jsou vektory linearné zavislé. Pfedvedeme
na prikladech.
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1 Rozhodnéte, zda jsou vektory e; = (1,2,1) € R?, €3 = (1,3,—1) € R3 a e =
“1(1,0,1) € R? linearn& nezavislé.
Reseni : Hledame viechna &sla o, s, a3 € R pro ktera je splnéna rovnice
041(1, 2a 1) + 012(1, 37 _1) + 043(1, Oa 1) = <O7 0’ 0) (33)
To vede na soustavu linearnich rovnic (jak vime z textu o linearnich kom-
binacich). ZapiSeme ji maticové a vyfesime:
1 1 110 11 110
2 3010 —2r; ~( 0 1 =210
1 -1 110 —1ry 0 -2 010
Z posledni rovnice je jasné, ze as = 0. Dosazenim do druhé rovnice zjistime,
7e az = 0 a dosazenim do rovnice prvni zjistime, Zze a; = 0. Tato soustava
ma tedy jediné FeSeni - jedinym zpuisobem, jak muZzeme vyfesit rovnici (3.3)
je zvolit a; = as = a3 = 0. Jind moznost neni. Mizeme proto Tici, Ze zadané
vektory jsou linedrné nezavislé.
5 Rozhodnéte, zda jsou vektory e; = (1,1,1) € R? € = (1,0,—1) € R® a e =
"1 (3,1,—1) € R3 linearn& nezavislé.

ResSeni : Hledame vSechna ¢isla aq, as, a3 € R pro které je splnéna rovnice

a1(1,1,1) + as(1,0, =1) + a5(3,1,—1) = (0,0,0). (3.4)

To vede na soustavu linearnich rovnic (jak vime z textu o linearnich kom-
binacich). ZapiSeme ji maticové a vyfeSime:

1 1 3/0 1 1 3/0 1 1 3/0
10 1/0 —1ry ~| 0 =1 =210 ~1 0 -1 =20
1 -1 =110 —1ry 0 -2 —40 —2rq 0O 0 010

Je jasné, Ze soustava ma nekoneéné mnoho feSeni (a tedy i néjaké jiné nez
a; = ag = ag = 0). Mazeme proto rovnou ¥ici (aniz bychom tato FeSeni
urcili), ze zadané vektory jsou linearné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou polynomy e; = 222 +x+4,e3 = -2 +x+1aeg =22 +3
linedrné nezavislé.
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ResSeni : Hledame vSechna ¢isla aq, as, a3 € R pro které je splnéna rovnice

(222 + x4+ 4) Fao(—2® +x+ 1) +as(2®+3) =02+ 0z +0 (3.5)

Rovnice (3.5) je splnéna pravé kdyz je splnéna rovnice:
a1(2,1,4) + as(—1,1,1) + a3(1,0,3) = (0,0,0) (3.6)

(Polynomy stupné mensiho nez tfi muzeme reprezentovat aritmetickymi
vektory z R®. Zadané polynomy jsou linearnd nezavislé pravé kdyz jsou
linearné nezavislé aritmetické vektory, které je reprezentuji. Plyne to z toho,
Ze realné vektorové prostory téze dimenze jsou izomorfni.)

Rovnice (3.6) vede na soustavu linearnich rovnic (jak vime z textu o line-
arnich kombinacich). ZapiSeme ji maticové a vyfesime:

2 -1 1/0 1 1 00
1 1 0]0 ry Org ~| 2 -1 1|0 —2r; ~
4 1 310 4 1 3]0 —4r,y
1 1 0]0 1 1 010
~1 0 =310 ~10 =310
0 -3 3]0 —1ry 0 0 20

Z posledni rovnice je jasné, ze ag = 0. Dosazenim do druhé rovnice zjistime,
Ze ap = 0 a dosazenim do rovnice prvni zjistime, ze a; = 0. Tato soustava
mé tedy jediné feSeni - jedinym zpusobem, jak muzeme vyfesit rovnici (3.5)
je zvolit a; = ap = a3 = 0. Jind moznost neni. Mlizeme proto Tici, ze zadané
polynomy ey = 222 + 2 +4, ea = —2? + x + 1 a e3 = 22 + 3 jsou linearné
nezavislé.

4. Rozhodnéte, zda jsou polynomy e; = 222+ 2 +4,es = —2>+x+1aeg =22 +1
linedrné nezavislé.

Reseni : Hledame viechna &sla oy, s, a3 € R pro ktera je splnéna rovnice
(20 +x+4) +ay(—2* +x+ 1) +az(2®* +1) =022+ 02 +0  (3.7)

Rovnice (3.7) je splnéna pravé kdyZ je splnéna rovnice:
a1(2,1,4) + as(—1,1,1) + a3(1,0,1) = (0,0,0) (3.8)

(Polynomy stupné mensiho nez tfi muzeme reprezentovat aritmetickymi
vektory z R®. Zadané polynomy jsou linearnd nezavislé pravé kdyz jsou
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linearné nezavislé aritmetické vektory, které je reprezentuji. Plyne to z toho,
ze realné vektorové prostory téze dimenze jsou izomorfni.)

Rovnice (3.8) vede na soustavu linearnich rovnic (jak vime z textu o line-
arnich kombinacich). ZapiSeme ji maticové a vyfesime:

2 -1 1/0 1 1 0]0
1 1 0]0 ry Org ~| 2 -1 1|0 —2r; ~
4 1 11]0 4 1 11]0 —4r,y
1 1 0]0 1 1 0]0
~1 0 =310 ~1 0 =3 1]0
0 -3 1|0 —1ry 0 0010

Je jasné, Ze soustava ma nekoneéné mnoho feseni (a tedy i néjaké jiné nez
a; = az = ag = 0). Mazeme proto rovnou ¥ici (aniz bychom tato FeSeni
urcili), Ze zadané polynomy ey = 222 +z+4, e5 = —2?+x+1laez = 22 +1
jsou linearné zavislé.
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3.5.1 Linearni nezavislost vektoru - priklady k procviceni

10.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,0,1), & = (1,0,—1) a €3 = (3,0,0)
linedrné nezavislé.

Reseni : Jsou linedrné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €, = (1,—1,2), e; = (3,0,1) a €3 = (2,1,0)
linedrné nezavislé.

ReSeni : Jsou linedrné nezavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,0,1), €& = (1,1,—1), €3 = (1,2,—1) a
€4 = (4,1, —1) linearné nezavislé.

ReSeni : Jsou linearné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €, = (1,0,1) a € = (—1,0, —1) linearné nezavislé.

ReSeni : Jsou linearné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,—1,2), €3 = (3,0,1) a eg = (2,1,—1)
linearné nezavislé.

ResSeni : Jsou linedrné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,—1,3), €3 = (—2,0,1) a €3 = (4,1,0)
linearné nezavislé.

Reseni : Jsou linedrné nezavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (2,4, 3), €2 = (3,0,5) a € = (1,1,0) linearné
nezavislé.

ReSeni : Jsou linedrné nezavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (6,—3,15), €2 = (3,0,5) a €3 = (1,1,0)
linedrné nezavislé.

Reseni : Jsou linedrné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,1,0), €é; = (—1,0,—1) a €3 = (3,4, —1)
linearné nezavislé.

Reseni : Jsou linedrné zavislé.

Rozhodnéte, zda jsou vektory €; = (1,1,0), &3 = (1,2,—1) a ez = (1,3,-2)
linedrné nezavislé.

ReSeni : Jsou linearné zavislé.
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Rozhodnéte, zda jsou polynomy e, = 22 +2x+4, e; = 2> +62+5aes = 2’ +2+3
linedrné nezavislé.

ReSeni : Jsou linedrné nezavislé.

Rozhodnéte, zda jsou polynomy e; = 222 +4, e = —22 +3x+1aeg = 22+ 3
linedrné nezavislé.

Reseni : Jsou linedrné nezavislé.

Rozhodnéte, zda jsou polynomy e; = —2%2 — 2 — 1, e; = 2° +4r — 2 a ez =
322 + 4z + 2 linearnd nezavislé.

ReSeni : Jsou linearné zavislé.

Rozhodné, zda jsou matice

10 01 11 11 C
Elz(l 1>,E2=<1 1),E3:<0 1)aE4:(1 O)hneame

nezavislé.

ResSeni : Jsou lineadrné nezavislé.
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3.6 Baze a dimenze vektorového prostoru

Je zfejmé, ze z vektort (1,0, 2) a (3, 0,5) nejsme schopni vytvorit napiiklad vektor
(1,1,1) jako jejich linearni kombinaci. Jejich linedrni kombinaci vznikne vzdy
vektor, ktery ma druhou slozku nulovou :

ky(1,0,2) + k(3,0,5) = (ky + 3ka, 0,2k + 5ks) # (1,1, 1).

Obdobné bychom narazili u kazdého vektoru s nenulovou druhou slozkou.
Je tedy jasné, ze pomoci linearnich kombinaci vektoru (1,0,2) a (3,0,5) nejsme
schopni vytvorit viechny vektory z vektorového prostoru (R3, +,-). Nagim cilem
je ale najit néjakou mnoZinu vektort s nimiz by to bylo mozné (budeme jim fikat
bazové vektory). Zkusme nyni tfeba vektory (1,1,2) a (3,1,5) (odstranili jsme
ten problém, Ze obé& druhé slozky byly nulové). Z obrazku 3.4 je ale zfejmé, Ze ani
to nepomtze! Kazda linedrni kombinace vektort (1,1,2) a (3,1,5) bude lezet ve
stejné roviné, v niz jsou tyto vektory umistény. Jisté ale budou existovat vektory,
které do této roviny umistit nelze (naptiklad vektor (3,1, —2))

Obrazek 3.4: Dva vektory na bazi v (R3, +, -) nestadi.

Snadno si ale rozmyslime, Ze libovolny vektor z R?® mtZeme vyjadfit jako
linedrni kombinaci vektoru (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1). Napiiklad (4,5,—-2) =
4(1,0,0) + 5(0,1,0) — 2(0,0,1). Obecns, libovolny vektor (a,b,c) € R® mzeme
napsat jako linearni kombinaci:

(a,b,¢) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0, 1)

Zvladli bychom to i s jinou trojici vektoru? Ale jisté, napiiklad s trojici
(2,0,0), (0,2,0) a (0,0,2). Libovolny vektor (a,b,c) € R3 mZeme napsat jako
linearni kombinaci:

b
(a,b,¢) = 3(2,0,0) +5(0.2,0) + g(o,o, 2).
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Je jasné, ze podobné bychom mohli vytvorit nekoneéné mnoho dalSich trojic
bazovych vektorii ve vektorovém prostoru (R3, +,-). Nage tivahy zobecnime pro
libovolny vektorovy prostor nad télesem realnych cisel.

Definice 34. (Baze) Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad R. MnoZzinu vektori
B ={€;,€a,...,€n} C V nazveme bdzi vektorového prostoru (V,+,-), praveé kdyz
plati podminky:

1) VX € Vakhkg,...,kn eER : X=key+ kea+ -+ k,€n
Tato podminka Tikd, Ze libovolny vektor z vektorového prostoru je mozno
vyjadrit jako linedrni kombinaci bdzovych vektorii.

2.) Vektory €1, €z, ...,€, jsou linedrné nezdvislé.
Tato podminka zajistuje, Ze v bdzi nemdme zbytecné mnoho bazovyjch vek-
torid, ale jen nezbytné minimum.

Pokud jsou vyse uvedené podminky spinény, Tikame, Ze vektory €y, €, ..., €y tvori
bdzi vektorového prostoru (V,+, ).

Druha podminka v definici baze pozaduje linearni nezavislost bazovych vek-
torti. V tuto chvili jsme prekvapeni, proc¢ si definici komlikujeme néjakym tako-
vym pozadavkem. Jeho uzitecnost si predvedeme na konkrétnim prikladé. Rek-
néme, ze by baze B byla tvofena ¢tyfmi bazovymi vektory €y, €5, €3, €4, které jsou
ovSem linearné zéavislé. To znamena, Ze jeden z nich mtzeme vyjadrit jako linearni
kombinaci zbyvajicich vektorti. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
je to vektor e4. To jest,

64 = 7“161 + 7"262 + 7’363, (39)

kde ry, 79,73 jsou néjaka realna cisla. Reknéme, Ze chceme vyjadrit vektor X
pomoci bazovych vektori. Najdeme tedy cisla kq, ko, k3, k4 tak, aby platilo:

X = k’lél + ]{3262 + ]{7363 + k4é4 (310)

Dosadime-li za €4 do rovnice (3.10) pravou stranu rovnosti (3.9), obdrzime

X = k€1 + ko€a + kses + ky(ri€1 + ro€a + r3es)

Po roznasobeni a sectent:

X = (k1 + kar1)€r + (ko + karo)€z + (ks + kars)es. (3.11)

Vidime, ze k vyjadieni daného vektoru X pomoci bazovych vektoru vlastné
nikdy nepotirebujeme vektor €4. Vzdy je to mozné udélat jen pomoci vektori
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€1, €5, €3. Takového prebytecného darmozrouta v bazi nepotfebujeme, jen kom-
plikuje vypocty. Je nejvyhodnéjsi mit v bazi co nejméné vektort.

Jak jsme vidéli, v pripadé, ze by bazové vektory byly linedrné zavislé, bylo
by jich zbytecné mnoho. Je proto prirozené v definici baze pozadovat linearni
nezavislost jejich vektort.

Jak jsme vidéli v avodu kapitoly, rtiznych bazi v daném vektorovém prostoru
muze byt nekoneéné mnoho. VSechny vsak maji néco spole¢ného — pocet béa-
zovych vektori. Neni mozné, aby jedna béze daného vektorového prostoru méla
tfeba ¢tyti bazové vektory a jina baze téhoz prostoru tieba jen dva bazové vektory.

Véta 35. Necht (V,+,:) je vektorovy prostor a E = {&1,@s,...,€n} i I =
{f1,fa, ..., fm} jsou jeho baze. Potom m = n.

Vyse uvedené tvrzeni zajistuje smysluplnost nasledujici definice (nechceme,
aby vektorovy prostor mél nejednozna¢né uréenou dimenzi).

Definice 36. (Dimenze) Necht (V,+,-) je vektorovy prostor. Pocet prvki jeho
bize B = {€1,€a,...,€n} nazveme dimenzi vektorového prostoru (V,+,-). Zna-
cime

dimV = n.

1. | Uréete dimenzi vektorového prostoru (R3, +, ).

Reseni : Podle Definice 36 a Véty 35 staci najit jakoukoli bazi vektorového
prostoru (R3, +,+) a urcit pocet jejich prvki.

Podle definice baze ovéiime, Ze vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € R? tvori
bazi (R3, +,-).

1.) VX = (a,b,c) e R®Ja,b,c e R : X = (a,b,c) =a(1,0,0) + b(0,1,0) +
¢(0,0,1)

2.) Vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) jsou linearné nezavislé, nebot sou-
stava linearnich rovnic (3.12) ma jediné feSeni.

100
110 (3.12)
00 1

o = O
o O O
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MiZeme proto tvrdit, Ze dim R3 = 3. (Ne proto, Ze zadané vektory majf tii
slozky, ale proto, Ze v bazi jsou celkem tii vektory.)

Urcete dimenzi vektorového prostoru (P, +, ), kde P, = {az? + bx + ¢ | a,b,c €
R}.

Reseni : Podle Definice 36 a Véty 35 stadi najit jakoukoli bazi vektorového
prostoru (Ps, +,-) a ur¢it pocet jejich prvka.

Podle definice béze ovéiime, ze polynomy 2, z,1 € P tvori bazi (Py, +, ).

1) VX =ax?> +br+ce€RJa,bc e R : X =az?+br+c = a(z?) +
b(x) + c(1)

2.) Ovéifme, Ze polynomy 22, 2,1 € P, jsou linedrné nezavislé. Podle defi-
nice lineérni nezavislosti, je tfeba ukazat, ze rovnice (3.13) ma jediné
feSeni, atoa=0b=c=0.

a(x?) 4+ b(x) + (1) = o(x) (3.13)

Pfipomenme, Ze o(z) je nulovym vektorem v (P, +, ) a jde o polynom
dany predpisem Vz € R : o(x) = 0.
Zamena to, ze hledame a, b, c € R takové, Ze pro vSechna realna cisla
x plati:

az® 4+ bx +c = 0. (3.14)

Pro a # 0 je (3.14) kvadratickou rovnici. V tom ptipadé by ale existo-
valy nejvyse dvé realna ¢isla x pro néz by byla rovnice (3.14) splnéna.
Proto musi byt a = 0.
Zamené to, ze hledame b, c € R takové, ze pro vSechna realné ¢isla x
plati:

b + ¢ = 0. (3.15)

Pro b # 0 je (3.15) linearni rovnici. V tom piipadé by ale existovalo
nejvyse jedno realné ¢islo = pro néz by byla rovnice (3.15) splnéna.
Proto musi byt b = 0.
Zamené to, ze hledame ¢ € R takové, Ze pro vSechna realna cisla x
plati:

c=0.

Je jasné, ze ¢ = 0. Dosli jsme k tomu, Ze rovnice (3.13) ma jediné
feeni, a to a = b = ¢ = 0. To znamen4, Ze polynomy 22, x,1 € P, jsou
linedrné nezavislé a tvoii bazi vektorového prostoru (Ps, +, ).

Miuzeme proto tvrdit, ze dim P, = 3.
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Déle bude uzite¢né i nasledujici véta.

Véta 37. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a dimV = n € N. Potom kaZdd n—
tice linedrné nezdvislych vektori patricich do mnoziny V tvori bdzi vektorového
prostoru (V,+, ).

Véta 37 umoznuje snadno ovérit (pokud zname dim V'), zda zadana n— tice
vektoru tvoii béazi vektorového prostoru (V,+,-):

1. Ovérime, zda vSechny vektory €y, €s, ..., €, patii do mnoziny V.

2. Ovérime, zda je vektoru spravny pocet, to jest, zda dim V' = n.

3. Ovérime, zda jsou vektory €1, €s, ..., €, linearné nezavislé.

Rozhodnéte, zda vektory €, = (1,2,1) € R3, €3 = (1,3,1) e R®aez = (1,0,1) €
R3 tvoif bazi vektorového prostoru (R3, +, ).

Reseni : Vime, Ze dimenze vektorového prostoru (R3,+,-) je rovna tfem
(jednou z jeho bazi je naptiklad {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}). Zadané vek-
tory patif do R? a jejich pocet je roven dimenzi R3. Mohly by tedy tvofit
bézi vektorového prostoru (R3, +,-). Musely by ale byt linedrné nezavislé.
Ovérime, zda tomu tak skuteéné je. Hledame proto pocet feSeni nasledujici
soustavy linearnich rovnic:

1 1 170 11 11]0
2 3 01]0 —2ry ~| 0 1 =210
1 1 170 —1ry 00 010

Je jasné, Ze tato soustava mé nekonecné mnoho feSeni. Zadané vektory
jsou proto linearné zavislé, a tak nemohou tvorit bézi vektorového prostoru
(R3, +, ).
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5 Rozhodnéte, zda polynomy e; = 222 + 2 +4, e, = —2> + v +1aeg = 22+ 3
" | tvori bazi vektorového prostoru (P, +,-), kde P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c € R}.

Regeni : Vime, Ze dimenze vektorového prostoru (P, +,-) je rovna tfem
(jednou z jeho bézi je napriklad {x? z,1}). Zadané vektory patii do P, a
jejich pocet je roven dimenzi P». Mohly by tedy tvorit bazi vektorového
prostoru (P, +,-). Staci, aby byly linearné nezéavislé. Ovéfime, zda tomu
tak skutecné je. Hleddme proto pocet feseni néasledujici soustavy linearnich
rovnic:

2 -1 1]0 1 10]o0
1 10/0] riOre ~[2 =1 1[0 ] —2r; ~
4 1 3]0 4 1 30 ) —4r,
1 10]/0 1 10]0
~10 =3 1]0 ~1 0 =3 1]0
0 -3 3|0/ —1ry 0 0 2|0

Z posledni rovnice je jasné, ze ag = 0. Dosazenim do druhé rovnice zjis-
time, Zze as = 0 a dosazenim do rovnice prvni zjistime, ze oy = 0. Tato
soustava méa tedy jediné feSeni - znamena to, ze zadané polynomy jsou li-

nearné nezavislé a mizeme proto tvrdit, ze tvori bazi vektorového prostoru
(P2> +7 )

Obrazek 3.5: Vektorovy prostor miize mit nekone¢né mnoho riznych bazi.
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Podprostor vektorového prostoru je sam vektorovym prostorem. Ma proto
smysl ptat se na jeho bézi a dimenzi.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (R3, +,-),
kde U = {(x1, 29, 73) € R® | 1 — 329 + 223 = 0}

Reseni : Uréime, jak vypadaji vektory patifci do U. Sta¢i vyfesit rovnici
T — 31’2 + 2$3 = 0.

V rovnici jsou tii neznamé, volime proto dva parametry, tfeba x3 =t € R
a r9 = s € R. Po dosazeni parametri do rovnice obdrzime

xr1 —3s+ 2t =0.
Odtud mZeme urc¢it x; = 3s — 2¢. A tak
U = {(z1,79,23) ER® | 1y — 3wy + 223 =0} =

= {(3s—2t,s,1) | s,t e R} =

= {(3s,5,0) + (—2t,0,t) | s,t € R} =

= {5(3,1,0) + £(=2,0,1) | s,t € R}
Vidime, Ze v8echny prvky z U jsou linearni kombinaci vektora (3,1,0) a
(—2,0,1). Spliwji tedy prvni pozadavek z definice baze. Navic jsou vektory
(3,1,0) a (—2,0,1) linearné nezavislé (u dvou vektoru to pozname jedno-

duse — jeden neni nasobkem druhého). Spliuji tak i druhou podminku z
definice baze a muzeme proto tici, ze

B =1{(3,1,0),(—2,0,1)} je bazi vektorového prostoru (U, +, )

Protoze se v béazi nachazeji dva vektory, je
dimU = 2.

Prestoze vektory nachézejici se v U jsou usporadané trojice realnych ¢i-
sel!l!l Nejedna se vSak o vSechny mozné usporadané trojice realnych ¢isel.
Geometricka interpretace je ta, ze vektory z U je mozné umistit do jedné
roviny. Napriklad do roviny, jejiz obecna rovnice ma tvar xy —3z9+2x3 = 0.
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Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (R3, +, ),
kde U = {(z1, 22, 23) € R® | 21 — 19 + 23 = 0,71 — 215 + 223 = 0}.

Reseni : Uréime, jak vypadaji vektory patfici do U. Staci vyfesit soustavu
rovnic

$1-l‘2+1’3 = 0
1‘1—21’2—|—21’3 =0

ZapiSeme maticové a upravime na schodovy tvar:

1 -1 1[0 1 -1 1]0
1 —2 210 T1 0 -1 1]0

Zvolime-li x3 = t € R, pak z posledni rovnice plyne, ze o = t € R.
Dosazenim do prvni rovnice zjistime, ze x; = 0.

A tak
U = {(l'l,xg,l?g)ERS|$1—x2+$3:0,$1—2$2+2$3:0}:
= {(0,t,t) |t e R} =

— [#(0,1,1) |t € R}

Vidime, Ze v8echny prvky z U jsou nasobkem (linearni kombinaci) vektoru
(0,1,1). Ten je jen jeden, a tak nemusime ové&fovat nezavislost (jisté je
nezavisly). Vektor (0,1, 1) tak spliiuje prvni i druhou podminku z definice
béze a muzeme proto Tici, ze

B ={(0,1,1)} je bazi vektorového prostoru (U, +, -)

Protoze se v bazi nachazi pouze jeden vektor, je
dimU = 1.

Prestoze vektory nachézejici se v U jsou usporadané trojice realnych ¢i-
sell!l Nejedna se vSak o vSechny mozné usporadané trojice realnych ¢isel.
Geometrickd interpretace je ta, ze vektory z U je mozné umistit na jednu
piimku. Napiiklad na pfimku, jez je prusecnici rovin z; — 2o + 23 = 0 a
r1 — 229 + 223 = 0.
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Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (P, +, ),
3. |kde Py ={az*+br+c|abjce R alU={ar’?+bx+c€ P |a+2b—c=
0,2a —b+c=0}.

ReSeni : Uréime, jak vypadaji polynomy patiici do U. Stadf vyFesit sou-
stavu rovnic

a+2b—c = 0
2a—b+c = 0

Zapiseme maticové a upravime na schodovy tvar:
1 2 =110 _op 1 2 —-11]0
2 -1 110 ! 0 -5 3|0

Zvolime-li x3 = 5t € R, pak z posledni rovnice plyne, ze x5 = 3t. Dosazenim
do prvni rovnice zjistime, ze x; = —t.

A tak
U = {ax®*+br+ceEPy|a+2b—c=0,2a—b+c=0}=
= {—ta?+ 3tz +5t |t eR} =
= {t(—2*+3zx+5)|teR}
Vidime, ze v8echny prvky z U jsou nasobkem (linearni kombinaci) polynomu
—2? 4+ 3x + 5. Ten je jen jeden, a tak nemusime ovéiovat nezavislost (jists

je nezavisly). Vektor —x? + 3z + 5 tak spliiuje prvni i druhou podminku z
definice baze a muzeme proto tici, Ze

B = {—2* + 3z + 5} je béazi vektorového prostoru (U, +, -)

Protoze se v bazi nachazi pouze jeden vektor, je

dimU =1.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (P, +, ),
kde P, = {ax? + bx +c|a,b,ce R} aU = {az? +bx +a € P, | a,b € R}.

Reseni : Tento typ fikladu je jednoduchy, neni teba Fesit zddnou soustavu,
staci si uvédomit, ze

ar® +br +a = a(x* + 1) + b(z)
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A tak
U = {ar*+br+a€Py|abeR} =

= {a(z*+1)+b(x) € Py |a,b e R} =

Vidime, Ze vSechny prvky z U jsou linearni kombinaci polynomt 2% +1 a z.
Upadayji tak do podezfeni, Ze tvori béazi prostoru (U, +, -). Je ale tieba ovérit
jejich nezavislost. To je mozné udélat podle definice, nebo i nasledujicim
zpusobem. Koeficienty napiSeme do radki matice a tuto pak upravime na
schodovy tvar. Pokud se pfi tom zadny radek nevynuloval, jsou vektory
nezavislé (pokud ano, jsou zéavislé). V tomto piipadé:

1 01
010

Vidime, Ze matice jiz je ve schodovém tvaru je a neni tfeba ji dale upra-
vovat. Protoze se v ni nevyskytuje zadny nulovy rfadek, mizeme tvrdit, ze
polynomy 22 + 1 a x jsou linearné nezavislé.

Polynomy 22 + 1 a x tak spliwuji prvni i druhou podminku z definice baze
a muzeme proto Tici, ze

B = {2* + 1,2} je béazi vektorového prostoru (U, +, -)

Protoze se v bazi nachazi celkem dva polynomy, je

dimU = 2.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +, ) vektorového prostoru (R?*, +, ),
kde U = {(a+0,0,b —c,a+c) € R* | a,b,c € R}.

Reseni : Tento typ fikladu je jednoduchy, neni tieba fesit zddnou soustavu,
staci si uvédomit, ze

(a+0,0,b —c,a+c)=a(1,0,0,1) + b(1,0,1,0) + ¢(0,0,—1,1)
A tak
U = {(a+b,0,b—c,a+c) €R*|a,bccR} =
= {a(1,0,0,1) + b(1,0,1,0) + ¢(0,0, —1,1) € R* | a, b, c € R}
Vidime, Ze vSechny prvky z U jsou linearni kombinaci vektora (1,0,0,1),

(1,0,1,0) a (0,0, —1, 1). Spliwji tedy prvni pozadavek z definice baze. Vznika
proto podezieni, ze vektory (1,0,0,1), (1,0,1,0) a (0,0,—1,1) tvoii bazi
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vektorového prostoru (U, 4+, -). Aby tomu tak skutecné bylo, musely by byt
linedrné nezavislé. To je mozné ovérit podle definice, nebo i nasledujicim
zpusobem. Vektory napiseme do fadkt matice a tuto pak upravime na scho-
dovy tvar. Pokud se pii tom zadny fadek nevynuloval, jsou vektory nezavislé
(pokud ano, jsou zavislé). V tomto ptipadé:

10 01 10 0 1 100 1
10 10 -rp ~( 00 1 -1 ~1 001 -1
00 —-11 00 -1 1 +r2 000 O

Vidime, Ze vektory (1,0,0,1), (1,0,1,0) a (0,0, —1, 1) bazi netvoii, protoze
jsou linearné zavislé. To ale neznamené, ze baze prostoru (U, +, -) neexistuje!
Stale je nasim tkolem ji urcit! Je to v8ak jednoduché. Bazi prostoru (U, +, -)
tvori vSechny nenulové tadky, které v matici zbyly po tupravé na schodovy
tvar. V tomto ptipadé dochazime k vysledku:

B =1{(1,0,0,1),(0,0,1,—1)} je bazi vektorového prostoru (U, +,-)

Protoze se v béazi nachazeji dva vektory, je

dimU = 2.

Vysledek nam k4, ze mnozinu U = {(a+b,0,b—c,a+c) € R* | a,b,c € R}
miizeme zapsat jednoduse jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci vektoru
(1,0,0,1) a (0,0,1,—1). To jest, U = {s(1,0,0,1)+¢(0,0,1,—1) | s,t € R}.
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3.6.1 Baze a dimenze vektorového prostoru - priklady k
procviceni

(R3, +, .).

Zjistéte, zda vektory (1,1,0),(0,1,1),(0,1,—1) tvoii bazi vektorového prostoru

Reseni : dimR? = 3 a vektory (1,1,0),(0,1,1),(0,1,—1) € R? jsou line-
arné nezavislé, tvorf tedy béazi vektorového prostoru (R?, +, .).

(R3, +, .).

Zjistéte, zda vektory (1,1,0),(0,1,1), (0, —1, —1) tvoii bazi vektorového prostoru

Reseni : dimR? = 3, ale vektory (1,1,0), (0,1,1), (0, —1, —1) jsou linearné
zévislé, netvoif tedy bazi vektorového prostoru (R3, +, .).

storu (R3, +, .).

Zjistéte, zda vektory (1,—1,1),(—=1,1,1),(1,1,—1) tvoii bazi vektorového pro-

Reseni : dimR? = 3 a vektory (1,—1,1),(=1,1,1),(1,1,-1) € R? jsou
linearné nezavislé, tvoii tedy bazi vektorového prostoru (R3, +, .).

(R3, +, .).

Zjistéte, zda vektory (2,1,0),(0,1,1),(2,0,—1) tvoii bazi vektorového prostoru

Reseni : dimR? = 3, ale vektory (2,1,0),(0,1,1),(2,0,—1) jsou linearné
zéavislé, netvoif tedy bézi vektorového prostoru (R3, +, .).

5. | Zjistéte, zda vektory (2, 1,0), (0,1, 1) tvo¥i bazi vektorového prostoru (R?, +, .).

Reseni : dimR? = 2 a vektory (2, 1,0), (0,1, 1) jsou linearné nezévislé. Ne-
patif ale do mnoziny R?! Netvoif tedy bazi vektorového prostoru (R?, +, .).

6. | Zjistste, zda vektory (2,1,0), (0,1, 1) tvoif bazi vektorového prostoru (R?, +, .).

Reseni : dim R? = 3, ale vektory (2,1,0), (0,1, 1) jsou jen dva, netvoii tedy
bazi vektorového prostoru (R?, +, .).

prostoru (R3, +, .).

Zjistéte, zda vektory (2,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,0,—1) tvoii bazi vektorového

Reseni : dimR? = 3, ale vektory (2,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,0,—1) jsou
¢tyti, netvori tedy bézi vektorového prostoru (R?, +, .). (Je jich p#ili§ mnoho
— vice nez je dimenze, jsité budou linearné zavislé.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zjistéte, zda polynomy x? — 3x + 1,22% — 72 + 2,2 + 1 tvoii bazi vektorového
prostoru (P, +, .), kde P, = {az* + bx + c| a,b,c € R}.

Reseni : dim P, = 3 a polynomy 2% — 3z + 1,222 — 7Tz + 2,2+ 1 € P, jsou
linearné nezavislé, tvoii tedy bazi vektorového prostoru (P, +, .).

Zjistéte, zda polynomy 22 + x + 1,2% — 2, 2 + 1 tvoii bazi vektorového prostoru
(P, +, .), kde Py = {aa® + bz +c| a,b,c € R}.

Reseni : Polynom 2 — 2 ¢ P,. Polynomy z2 + = + 1,2% — 2,z + 1 proto
netvoii béazi vektorového prostoru (P, +, .).

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (R3, +, ),
kde U ={(a+b,b+c,a+c) € R®]|a,b,c € R}.

ReSeni : U = {a(1,0,1) + b(1,1,0) 4+ ¢(0,1,1) € R® | a,b,c € R} baze
B =1{(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}, dim U = 3. (MiZeme proto ¥ici, ze U = R?)

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +, ) vektorového prostoru (R3, +, ),
kde U = {(a +b,b+c,—a+c) € R®|a,b,c € R}.

ReSeni : U = {a(1,0,—1) + b(1,1,0) + ¢(0,1,1) € R® | a,b,c € R} =
{a(1,0,—-1) + ¢(0, 1, )€R3|CLCER} baze B = {(1,0,—-1),(0,1,1)},
dimU = 2.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +, ) vektorového prostoru (R3, +, ),
kde U = {(x1, w2, w3) € R® | 25 + 223 = 0}.

ReSeni : U = {(s,—t,t) € R? | s,t € R} baze B = {(1,0,0),(0,—1,1)},
dimU = 2.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (R3, +,-),
kde U = {(1'1,132,1’3) € R3 | Ty — T2+ 2w3 = 0}

Reseni : U = {(s —2t,5,t) € R? | 5,t € R} baze B = {(1,1,0),(-2,0,1)},
dimU = 2.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (R3, +, ),
kde U = {(x1,$2,$3) S RS | xr| — Tg + 2.’173 = 0, —To + T3 = O}

Reseni : U = {(—t,t,t) € R® |t € R} baze B = {(—1,1,1)}, dimU = 1.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +, ) vektorového prostoru (R?, +, ),
kde U = {(x1,22,73) ER3 | 21 + 29 + 23 = 0,27 — 2o + 23 = 0}.

Redeni : U = {(—t,0,t) € R® |t € R} baze B = {(—1,0,1)}, dimU = 1.
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Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (P, +, ),

16. kde P, = {az*+bx+c | a,b,c € R} aU = {ax®+bx+c € Py | a—2b = 0,b+c = 0}.

ReSeni : U = {—2ta> + —tz +t € P, | t € R} baze B = {—22% — z + 1},
dimU = 1.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (P, +, ),

17. kde P, = {az*+br+c|a,bce R} alU = {ax*+br+c € Py | a—2b+5c=0}.

ReSeni : U = {(25 — 5t)2® + sz +t € P, | s,t € R} baze B = {22% +
x,—br? + 1}, dimU = 2.

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru (U, +,-) vektorového prostoru (P, +, ),

18- e Py={ax?’+bx+c|abceR}al = {ar*+ (a+3c)xr+c€ Py | a,c €R}.

Reseni : U = {a(2? +2) + c(3x + 1) € P, | a,c € R} baze B = {22 +
z,3x + 1}, dim U = 2.
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3.7 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Podle definice baze dokédzeme pomoci bazovych vektori vektorového prostoru
(V,+,-) vytvorit jejich nasobenim (skalarem) a s¢itanim vytvorit libovolny vek-
tor z V. Napriklad vektory (1,—1,1),(—1,1,1), (1,1, —1) tvoii béazi vektorového
prostoru (R3, +,-) (kdo nevéii, necht si ovéif sam). Na zakladé této informace
miZzeme tvrdit, Ze libovolny vektor z R?® dokdZeme vytvofit jako linedrni kom-
binaci vektoru (1,—1,1), (—1,1,1) a (1,1, —1). Zkusme to napiiklad s vektorem
(—2,4,0). Cilem je najit koeficienty ki, ko a ks takové, aby platilo:

(_27 47 0) = kl(la _17 1) + kQ(_la 17 1) + k3<17 17 _1)

Tyto koeficienty nazveme souradnicemi vektoru (—2,4,0) vzhledem k bdzi B =
{(1,-1,1),(—=1,1,1), (1,1, —1)}. Jak vime z kapitoly o linearnich kombinacich
vektort, ¢isla (soufadnice) ki, ko a k3 jsou neznamymi v soustavé linearnich
rovnic:

1 -1 1]-2 1 -1 1|-2
-1 1 1| 4 +ry ~1 0 0 2| 2 ro Org ~
1 1 -1} O —I 0 2 -2 2
1 -1 1|-2
~1 0 2 =2| 2
o 0 2| 2

Z posledni rovnice je jasné, ze ks = 1, z druhé rovnice plyne k; = 2 a dosazenim
do prvni rovnice zjistime, Ze k; = —1. Ur¢ili jsme tak souradnice vektoru (—2, 4, 0)
vzhledem k bazi B = {(1,-1,1),(—1,1,1),(1,1,—1)}. Vysledek zapisujeme ve
tvaru:

(—2,4,0)p) = (—1,2,1).

Neznamena to nic vice a nic méné nez to, ze

(=2,4,0) = —1-(1,=1,1) +2- (=1,1,1) + 1- (1,1, -1).

Roznésobenim a sec¢tenim pravé strany rovnosti a srovnanim s levou stranou
oveérime spravnost vypoctu.

Uréete soufadnice polynomu 622 + x — 3 vzhledem k bézi
B={z*—-2x+1,32> -1,z — 1}.

Reseni : Cilem je najit koeficienty k;, ks a ks takové, aby platilo:

622 + 1 — 3 = k(2% — 20+ 1) + k(32 — 1) + ky(z — 1)
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Tyto koeficienty nazveme souradnicemi polynomu (vektoru) 6z* + x — 3
vzhledem k bdzi B = {x* — 2x + 1, 32> — 1, x — 1}. Jak vime z kapitoly o
linedrnich kombinacich vektoru, ¢isla (soufadnice) ki, ks a k3 jsou nezna-
mymi v soustavé linearnich rovnic:

1 3 0] 6 1 3 0] 6
2 0 1| 1] +42r; ~[0 6 1|13 ~
1 -1 —1]-3 1y 0 -4 -1/-9/ 3
1 3 0] 6 13 0] 6
~l o0 6 1| 13 ~1l 06 1|13
0 —12 —3|-27 ) +2r, 00 —1]-1

Z posledni rovnice je jasné, ze k3 = 1, z druhé rovnice plyne ky = 2 a
dosazenim do prvni rovnice zjistime, ze k; = 0. Urcili jsme tak souradnice
polynomu 6z* + x — 3 vzhledem k bazi B = {z? — 2z + 1, 32> — 1, z — 1}.
Vysledek zapisujeme ve tvaru:

(62° +x — 3) () = (0,2,1).
Neznamena to nic vice a nic méné nez to, ze
62° + 1 —3=0(x* —22+1) +2(32* — 1) + 1(z — 1).

Roznasobenim a sectenim pravé strany rovnosti a srovnanim s levou stranou
oveérime spravnost vypoctu.
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3.7.1 Souradnice vektoru vzhledem k bazi - priklady k pro-
cviceni

Urcete souradnice vektoru v = (3,-9,3) € R? vzhledem k bazi B =
{(1,-3,1), (2,-7,2), (0,1,1)}.

Reseni : (3,-9,3) i = (3,0,0)

Uréete soufadnice vektoru v. = (3,4,1) € R*® vzhledem k bazi B =
{(1,5,-1), (1,1,1), (1,0,1)}.

Regent : (3,4,1) 5 = (1,—1,3)

Uréete soufadnice vektoru v. = (1,5,2) € R?® vzhledem k bazi B =
{(1,5,-1), (1,1,1), (0,0,1)}.

Regent : (1,5,2) 5 = (1,0,3)

Uréete soufadnice vektoru v. = (8,7,10) € R3 vzhledem k bazi B =
{(1,2,-1), (1,1,1), (0,3,1)}.

Regent : (8,7,10), = (=1,9,0)

Uréete souradnice vektoru v. = (1,9,0) € R? vzhledem k bazi B =
{(1,2,-1), (0,1,1), (0,3,1)}.

Regent : (1,9,0),, = (1,—2,3)

Urcete soufadnice vektoru v = —z? + 2z +5 € P, kde P, = {az® + bz + ¢ |
a,b,c € R}, vzhledem k bazi £ = {22 — 1,2 + 2,22% + 1}.

Reseni : —2% + 2z + 5y = (—1,2,0)

Uréete soufadnice vektoru v.= —222 —x + 12 € P,, kde P, = {ow2 + bz + ¢ |
a,b,c € R}, vzhledem k bazi G = {z? — 1,2 + 2, —2® — z + 3}.

Reenf : (222 — x4+ 12) ¢, = (1,2,3)

Urcete souradnice vektoru v = 222 —5x+3 € Py, kde Py = {ax®+br+c | a,b,c €
R}, vzhledem k bazi G = {2? + 1,2 + 1, —x + 1}.

Regenf : (202 — 52+ 3), = (2,-2,3)
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Uréete soufadnice polynomu 222 — x — 1 vzhledem k bézi
B={z*—-2zx+1, —2*+3x— 1,z — 1}.

ReSeni : (222 — z — 1) gy =(2,0,3)

Uréete soufadnice polynomu 522 + 3z — 4 vzhledem k bazi
B={2?-2rx+1,32> -1,z —1}.

ReSeni : (522 + 3z — 4)p = (-1,2,1)




Kapitola 4

Linearni zobrazeni

4.1 Linearni zobrazeni

Z predchézejici kapitoly bychom si méli pamatovat alespon to, ze pod pojmem
vektorovy prostor chdpeme mnozinu, jejiz prvky (nazyvame je vektory) umime
s¢itat a také néasobit vektor skalarem (my se zabyvame piipady, kdy mnozinou
skalari je mnozina reélnych ¢isel). Toto séitani a nasobeni musi mit podle definice
vektorového prostoru mnoho ,hezkych® vlastnosti. Napiiklad vysledkem souctu
dvou vektori musi byt vektor a vysledkem souc¢inu skaldru a vektoru musi byt
zase vektor.

Nyni uvazujme dva vektorové prostory (U,+,-) a (V,+,+) a zobrazeni, které
vektorim z mnoziny U prifazuje vektory z mnoziny V. Zobrazeni se Casto znaci
symbolem f, my jej vSak, ze zatim zadhadnych divodi, nazvéme A. To jest, uva-
zujeme zobrazeni A : U — V. Toto zobrazeni vektoru X € U pfifazuje vektor
A(X) € V, jak je znazornéno na Obréazku 4.1.

U+-) (V.+.)

Obrézek 4.1: Zobrazeni A : U — V.

Abychom toto zobrazeni mohli nazyvat linearnim zobrazenim, musi mit dvé
,hezké* vlastnosti, jak je uvedeno v nasledujici definici.

129
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Definice 38. (Linearni zobrazeni) Zobrazeni A : U — V, kde (U, +,-) a (V,+,)
gsou wvektorové prostory nad télesem (R, +,-), nazgvdme linedrnim zobrazenim

pravé thedy, kdyz plati:
1.)VXy eU : AX+Y)=ARX) +A®Y)
2.)Va eRVX €U : A(aX) = ¢A(X).

Prvni podminka z definice linearniho zobrazeni ik, Ze u linearntho zobrazeni
je jedno, zda dva vektory X a y z U nejprve seCteme a pak tento soucet zobrazime,
nebo zda nejprve zobrazime vektory a pak secteme vysledné vektory A(X) a A(y).
Viz Obrazek 4.2

(U+,-) (V.+)

=AMX) +AY)

Obrazek 4.2: Linearni zobrazeni A : U — V. Prvni podminka z definice.

Druhé podminka z definice linearniho zobrazeni fika, Ze u linedrniho zobrazeni
je jedno, zda nejprve vektor X z U vynasobime skaldrem o« a poté vysledek ax
zobrazime, nebo zda nejprve zobrazime vektor X a az potom vynasobime vysledek

A(X) skalarem «. Viz Obrazek 4.3.

(U+,) (V.+.)

Obrazek 4.3: Linearni zobrazeni A : U — V. Druha podminka z definice.
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Abychom pochopili, co je linearni zobrazeni, prostudujme nasledujici dva pii-
klady.

Priklad 39. Uvazujme zobrazeni A : R — R dané predpisem A(zx) = x*. Otdzka
znt, zda je toto zobrazeni linedrni.

Mozina redlngjch cisel s jejich obvyklym scitanim a ndsobenim tvori vektorovy
prostor nad télesem redlngch cisel (redlné ¢éislo miZeme intuitivné chdpat jako
usporddanou ,jednatici®, tj. aritmeticky vektor o jedné sloZce). Zobrazujeme tedy
z jednoho vektorového prostoru do druhého. To by bylo v porddku.

Ani jedna z podminek v Definici 38 vsak neni splnéna. Proni podminka nent
splnéna napriklad proto, Ze A(2) = 4, A(3) =9, ale A(2+3) = A(b) = 25 #
449 =A(2) + A(3).

R,+, ) R, +, )

Obrazek 4.4: Zobrazeni neni linearni.

Platnost ¢i neplatnost podminky druhé uz vlastné ovéiovat nemusime. UZ ted
muzZeme prohldsit, Ze toto zobrazeni linearni neni. Ale kdybychom ndhodou
chtéli, pak miZeme Tici, Ze podminka druhd opravdu neni splnéena, nebot napriklad
A(3-2) = A(6) = 36, coz se nerovnd 3A(2) =3 -4 = 12.

Predchozi ptriklad nam dava informaci, ze ne vSechna zobrazeni jsou linearni.
Existuje vsak néjaké zobrazeni, které by bylo linearni? Odpovéd da néasledujici
priklad.

Priklad 40. Uvazujme zobrazeni A : R* — R? dané predpisem A((zy,x2)) =
(21, T2, 1 + 3). Abychom pochopili jak toto zobrazeni funguje, vyzkousejme pdr
prikladi: A((1,2)) = (1,2,1+2) = (1,2,3), A((2,—1)) = (2,—1,1), A((2,3)) =
(2,3,5). Je jasno. Dle predpisu tedy viysledny vektor vytvorime tak, Ze proni dvé
slozky vektoru opiseme a treti sloZkou je soucet proni a druhé slozky. Z Obrdzku
4.5 plyne, Ze by mohlo jit o linedrni zobrazent.

Co kdybychom ale zvolili jiné vektory? Byly by podminky z definice také spl-
nény? Jejich platnost tedy musime ovérit obecné pro libovolné dva vektory X =
(11, 22) € R?, Yy = (y1,y2) € R? a libovolny skaldr o € R.
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(R, +) R',+:)

Obréazek 4.5: Zobrazeni by mohlo byt lineérni.

Podle predpisu je A((x1,72)) = (21, T2, T1+22) a A((Y1,42)) = (Y1, Y2, Y1 +¥2).
To znamend, Ze

AR = Al(m +pm ) =

podle piedpisu

(14y1, ToFy2, T1+y1+22+y2). (4.1)

A také

AX)+AY) = (21, 22, 21+22)+ (Y1, Y2, Y1 +Y2) = (21+y1, o +Y2, T1+y1+T2+Y2).

(4.2)

Srovndanim (4.1) a (4.2) zjistime, Ze AX+y) = A(X) + A(Y). Zadané zobra-

zent tedy splnuge proni podminku z definice linedrniho zobrazeni. Ouvérime, zda je
splnéna 1 ta druhd:

A(ax) = A ((awy, axs)) N,

podle predpisu

(avwy, g, axy + axg). (4.3)

A také plati

AAR) = aA((z1,12)) =

a(xy, T, x1 + x2) = (xy, Ay, Ty + ax2).
podle piedpisu

(4.4)

Srovndnim (4.3) a (4.4) zjistime, Ze A(aX) = aA(X). Zadané zobrazeni tedy
splnuge © druhou podminku z definice linedrniho zobrazeni. MiZeme proto Tici, Ze
zadané zobrazeni je linearni.
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Poznamka 41. Pokud je zobrazeni A linedrni, plati podle definice, Ze A(X+y) =
AX)+A(Y). Co kdyz viak budeme zobrazovat soucet t7i vektoru? To jest, snaZime
se urcit A(X +y +z). Podle definice mizZeme psdt:

AX+5742)=A(X+9)+2) =AX+y)+AZ)=AX)+AY)+ A(Z).

Je ziejmé ( a indukci bychom mohli dokdzat), Ze u souctu vice vektori tedy také
muzZeme nejdiive zobrazit a aZ pak secist vysledky zobrazeni. To jest, pro kaZdé
n € N plati:

AX1+ X+ +Xn) = AX1) + AX2) + -+ + A(Xn)- (4.5)

Predstavme si, Ze vektory X; jsou ndsobky néjakiyjch vektori €;, tj. platilo by X1 =
a1€1, X3 = (09€3, ..., Xn = Q€. Po dosazeni do rovnice (4.5) obdrZime:

A(oqél =+ 04262 + -+ O{nén) = A(O[161> + A(agéz) 4+ 4+ A(Oénén) (46)
Zobrazeni A je linedrni, proto plati, Ze A(c1€1) = ayA(€1), Alases) = asA(€s),

ooy Alapeyn) = a,A(€y). Dosazenim do (4.6) zjistime, Ze

A(glél + 04262 4+ -+ anég) = 061A<61> + CYQA(éz) 4+ -+ CknA<én). (47)

Vv
oznacme X

Z rovnice (4.7) plyne pro linedrni zobrazent velice dileZité pozorovdni:

Jestlize X = mme +  ageq + -+ apén,
(4.8)
pak  AX) = oqA(€r) + aA(€) +---4+ o A(en).

Vsimnéme si, jestlize jsme schopni vyjadrit vektor X jako linedrni kombinaci vek-
tori €;, pak A(X) miZeme urcit jako stejnou (stejné ¢isla o) linedrni kombinaci
vektori A(€;).

Pokud vektory €1, €3, ...€, tvori bdzi vektorového prostoru U, pak jsme jisté
schopni libovolny vektor X z wvektorového prostoru U wvyjddrit jako jejich line-
drni kombinaci a jsme schopni urcit A(X) pokud zndme A(€,), A(€z), ..., A(€n).

Pokud tedy vektory €y, €z, ...€y tvori bazi vektorového prostoru U, Tikame, Ze li-
nedrni zobrazent je dano hodnotami A(€y), A(€2), ..., A(€n), nebot jsme schopni
pomoct nich uréit i libovolnou jinou hodnotu A(X).

Rovnice (4.8) mizeme vyuzit pro feseni nasledujicich piikladi.
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Lineérni zobrazeni A : R® — R? je dano svymi hodnotami A ((1,0,1)) =
A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Urcete funkéni hodnotu A ((1,
(tj. na jaky vektor se zobrazi vektor (1,2,3)7).

0),
3))

Reseni : Informace ze zadani miZzeme znézornit na obrazku:

R, +) R'+)

Vyuzijeme rovnic (4.8). Nejprve musime uréit, jak vyjadiit vektor X =
(1,2,3) jako linearni kombinaci vektora €; = (1,0,1), €& = (0,1,1) a
€3 = (0,—1,1). Hledame tedy ¢isla ay, s a ag takova, aby platilo:

X = (17273) = 041(1,0, 1) + a2(07 17 1) + Oég(O, _]-7 1)

Cisla aq, as a ag jsou FeSenim soustavy linearnich rovnic, kde sloupce matice
soustavy jsou vektory €7, €3 a €3, vektorem pravych stran je vektor X. To
jest, feSime soustavu:

1 0 01 1 0 01 1 0 01
01 —-1/2 ~1 01 —-1]2 ~1 01 —-1]2
11 1]3 —I 01 1|2 —TI2 00 2|0

Z posledniho tadku je zfejmé, ze az = 0, z druhého rfadku pak dostavame
as = 2 a z prvniho fadku plyne, ze a; = 1. Zjistili jsme, Ze

x=(1,2,3)=1-(1,0,1)+2-(0,1,1) +0- (0, —1,1).

Ze to tak opravdu je, snadno ovéfime roznasobenim a se¢tenim vektori na
pravé strané rovnosti. Nasim tkolem je ur¢it A ((1,2,3)), to jest A(X). Z
rovnic (4.8) plyne, ze

AR =A((1,2,3)=1-(1,00+2- (1,1)+0-(0,1) = (3,2).
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Linearni zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0),
2. | A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Naleznéte viechny vektory X € R3
takove, ze A (X) = (3,2).

ResSeni : Informace ze zadani miZzeme znazornit na obrazku:

R +) R+, )

V predchézejicim prikladé bylo zadano stejné linedrni zobrazeni a zjistili
jsme, ze A((1,2,3)) = (3,2). Cekali bychom tedy, Ze vysledkem bude X =
(1,2,3). Uvidime ale, ze vektor (1,2,3) je jen jeden z nekone¢né mnoha
vektort, které se zobrazuji na vektor (3,2).

Vektory (1,0,1), (0,1,1) a (0, —1, 1) tvoii bazi vektorového prostoru (R3, +, -),
jisté tedy existuji realna &isla kq, ko, ks takova, Ze libovolné X € R? je mozné
vyjadrit ve tvaru

X = kl(l, 0, ].) + kQ(O, 1, ].) + k3(0, —1, 1)

A my hledame vSechna X € R3, to jest viechna ki, ko, k3 € R, takova, Ze

A (i) = A (kl(la 07 1) + k2<07 17 1) + k3(07 _17 1)) =
= kA((1,0,1) + koA ((0,1,1)) + k3 A ((0, —1, 1)) =
= kl(LO) + k2(17 1) + k3(07 1) =
= (3,2)
Nejprve zjistime jakym zptusobem je mozné vyjadfit vektor (3,2) jako line-

drnf kombinaci vektora A ((1,0,1)) = (1,0), A((0,1,1)) = (1,1) a A((0, —-1,1)) =
(0,1). Resime proto soustavu linearnich rovnic:



136 KAPITOLA 4. LINEARNI ZOBRAZENI

11 0|3
01 1]2
Vidime, Ze soustava je ve schodovém tvaru, mizeme proto volit parametr
r3 =t € R a z posledni rovnice zjistime, Ze x5 = 2 — t. Dosazenim do
rovnice prvni zjistime, ze x1 = 1 + t. Zjistili jsme tedy, Ze
ze zadéani pak plyne:
podle definice linearniho zobrazeni miizeme upravit:
(3,2) = A((1+(1,0,1)) + A2 —)(0,1,1)) + A(£(0,~1,1))

a

(3,2) = A[(1+8(1,0,1)+(2-1)(0,1,1) + 0, —1,1)

N

-
=X

Z posledni rovnice plyne, Ze vektory ve tvaru X = (1 + ¢)(1,0,1) + (2 —
t)(0,1,1) + ¢t(0,—1,1) se jisté zobrazuji na vektor (3,2) (a jiné se na néj
nezobrazuji). Vysledek jesté upravime do piijatelnéjsiho tvaru (roznésobime
a secteme)

X = (14+1t)(1,0,1)+ (2—1)(0,1,1) +¢(0,—1,1)
X = (14¢0,14+t)+(0,2—t,2—1t)+(0,—t,1)
X = (1+t,2-2t,3+1)

Dospéli jsme tak k vysledku X = (1 +¢,2 — 2¢,3+¢), kde ¢t € R.

Vsimnéme si, ze pii t = 0 dostavame X = (1,2, 3).
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Lineérni zobrazeni A : R* — R3 je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,1, 1),
A ((07 17 1)) = (1a ]-a _1)a A ((Oa _1a 1)) = (37 37 _1) Urcete A ((Oa 57 _1) :

ResSeni : Informace ze zadani miZzeme znazornit na obrazku:

R, +) R, +)

Vyuzijeme rovnic (4.8). Nejprve musime urcit, jak vyjadrit vektor X =
(0,5,—1) jako linearni kombinaci vektori €; = (1,0,1), €&; = (0,1,1) a
es3 = (0,—1,1). Hledame tedy ¢isla ay, as a ag takova, aby platilo:

x=(0,5,—-1) = ay(1,0,1) + a2(0,1,1) + a3(0, —1, 1).

Cisla aq, as a a3 jsou FeSenim soustavy linearnich rovnic, kde sloupce matice
soustavy jsou vektory €y, €2 a €g, vektorem pravych stran je vektor xX. To
jest, TeSime soustavu:

10 0] O 10 0 0 10 0 0

01 —-1] 5 ~1 01 -1 5 ~1 01 —=1| 5

11 1]-1 —r 01 1|-1 —ry 00 2|6
Z posledniho radku je zfejmé, ze ag = —3, z druhého radku pak dostavame

as = 2 a z prvniho tfadku plyne, ze a; = 0. Zjistili jsme, ze

X =(0,5,—1)=0-(1,0,1)+2-(0,1,1) = 3- (0, —1,1).
Ze to tak opravdu je, snadno ovéfime roznasobenim a se¢tenim vektori na

pravé strané rovnosti. Nasim tukolem je uré¢it A ((0,5,—1)), to jest A (X). Z
rovnic (4.8) plyne, ze

AR = A((0,5,—1)) = 0-(1,1,1)+2-(1,1, =1)—3-(3,3, —1) = (=7, -7,1).
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Linearni zobrazeni A : Py — R? je dédno svymi hodnotami A (22 + 3z —1) =
(1,1), A(z+1) = (1,-1), A(x + 3) = (3, —1). Urcete A (2 + 3z — 3).

Reseni : Informace ze zadani miZzeme znézornit na obrazku:

(P, +,-) R +:)

VyuZijeme rovnic (4.8). Nejprve musime urdit, jak vyjadrit vektor X = z% +
3z — 3 jako linearni kombinaci vektori €; = 2> + 3z — 1, €, = v+ 1 a
€3 = v + 3. Hledame tedy cisla aq, as a as takové, aby platilo:

X=1"+3z—-3=qa;(2® + 37 — 1) + as(x + 1) + az(z + 3).

Cisla a1, (i3 a aig jsou fesenim soustavy linearnich rovnic, kde sloupce matice
soustavy jsou tvoreny soufadnicemi vektorii €1, €s a €3 vzhledem ke stan-
dardni bézi (jednoduse, jsou to koeficienty u mocnin x), vektorem pravych
stran jsou soufadnice vektoru X vzhledem ke standardni bazi (tj. koeficienty
u mocnin z ). To jest, feSime soustavu:

1 00| 1 1 0 0] 1
3 1 1 3 —3r; ~| 0 1 1 0 ~
-1 1 3|-3 +ry 01 3|-2 —T2
10 0] 1
~( 01 1| 0
00 2|-2
Z posledniho radku je zfejmé, ze a3 = —1, z druhého tadku pak dostavame

as = 1 a z prvniho tadku plyne, ze a; = 1. Zjistili jsme, Ze

X=2"+3r-3=1-(2>+3r—-1)+1-(z+1)—1-(z+3).
Ze to tak opravdu je, snadno ovérime roznasobenim a se¢tenim vektori na

pravé strané rovnosti. Nasim tikolem je ur¢it A (22 + 3z — 3), to jest A (X).
Z rovnic (4.8) plyne, ze

AX) =A@ +32-3)=1-(1,1)+1-(1,-1)—1-(3,-1) = (-1,1).
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4.1.1 Linearni zobrazeni - priklady k procviceni

1 Linearn{ zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (1, —1),
1 A((1,2,1)) = (0,1), A((0,1,5)) = (3,2). Urtete A ((—1,—4,3))
ReSeni : A((—1,-4,3)) = (4,—1).
9 Linearn{ zobrazeni A : R® — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0, 3)) = 22 + 2z,

707
A((0,1,-1)) =a2* -1, A((0,0,1)) = 2z + 1. Urcete A ((1,-1,6)).

ReSeni : A((1,—1,6)) = 6z + 3.

Linearn{ zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0),
3. A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Urcete funkéni hodnotu A ((2, -5, 3))
(tj. na jaky vektor se zobrazi vektor (2, —5,3)7).

Reseni : A((2,-5,3)) = (0,1).

Linearn{ zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (2,0),
A ((07 17 1)) = (27 2)a A ((Oa _17 1)) = (07 2) Urcete A ((27 _5a 3))

Reseni : A((2,-5,3)) = (0,2).

Linearn{ zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,—1,2)) = (1,0),
5. A((0,1,1)) = (1,1), A((0,2,1)) = (2,1). Urcete funkéni hodnotu A ((0, —2, —2))
(tj. na jaky vektor se zobrazi vektor (0, —2,—2)7).

Regeni : A((0,-2,-2)) = (-2, -2).

6 Lineérni zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1, 1),
1 A((0,1,1) = (1,1), A((0,~1,1)) = (3,83). Urtete A((1,0,3)).
Reseni : A((1,0,3)) = (5,5).
- Linearni zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (0,2),

A((1,0,1)) = (1,1), A((0,0,1)) = (—1,2). Urcete A((1,0,3)).

Reseni : A((1,0,3)) = (—1,5).

Lineérni zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (0,2),
8. | A((1,0,1)) = (1,1), A((0,0,1)) = (—1,2). Naleznéte vSechny vektory X € R?
spliwjici A(X) = (0, 3).

Reseni : X = (

(=

;% —34¢), kde t € R.

=
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Linearni zobrazeni A : R® — R3 je dano hodnotami A((1,1,1)) = (1,2,1),
A((1,-1,0)) = (0,0,1), A((0,0,3)) = (1,2, —2). Naleznéte vSechny vektory X €
R? spliwjici A(X) = (—1,—2,4).

ReSeni : X = (2t + 4, —4t — 6,2t — 1), kde t € R.

Linearn{ zobrazeni A : R? — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
A((0,1,-1)) =a2? —1, A((0,0,1)) = 2z + 1. Naleznéte vSechny vektory X € R?
spliwjici A(X) = 6z + 3.

ReSeni : X = (3 —t,t — 3,12 —3t), kde t € R.
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4.2 JAadro linedrniho zobrazeni

Definice 42. (Jadro linearniho zobrazeni) Necht A : U — V' je linedrni zobrazeni
a Oy je nulovym vektorem ve vektorovém prostoru (V,+,-). Jdadrem linedrniho
zobrazeni A nazveme mnozZinu Ker(A) (pouZivd se také oznaceni N(A)), kde

Ker(A)=N(A)={xe U | AX) =0v}.

(U+-) V.+-)

Jadrem linearniho zobrazeni A : U +— V je mnozina vSech vektori z U, zobra-
zujicich se na nulovy vektor. Takovych vektorti muze (ale nemusi) byt nekoneéné
mnoho. Jadro linedrniho zobrazeni vzdy obsahuje nulovy vektor z vektorového
prostoru (U, +,-) — ozna¢me jej Oy. Ditkaz tohoto tvrzeni je snadny:

AR+ 0y) = AR) = A®) + A0y) = AX) = A0y) = AX) — A) = Oy.

X

S

Pro zajimavost jesté dodejme, Ze jadro linearniho zobrazeni A : U — V je
podprostorem vektorového prostoru (U, +, ). Opét se snadno dokaze (viz podka-
pitola 3.2):

o VX, y € Ker(A): AX+Y)=ARX)+A(y) =0v. Proto X+y € Ker(A)
—— N
Ov Ov

e VaeR,Vx e Ker(A): A(ax) = a A(X) = Oy. Proto ax € Ker(A)
~——

Ov
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Lineérni zobrazeni A : R® — R? je dano svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0),
1. | A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Urcete jadro Ker(A) tohoto linear-
niho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Jadro je mnozina viech vektori X € R® takovych, 7e A (X) =
(0,0).

Vektory (1,0,1), (0,1,1) a (0, —1, 1) tvoii bazi vektorového prostoru (R3, +, -),
jisté tedy existuji realné &isla ky, ko, ks takové, Ze libovolné X € R? je mozné
vyjadrit ve tvaru

X = ki(1,0,1) 4 kg(0,1,1) + k3(0, —1,1).

R +) (R*+,)

A my hledame vSechna X € R3, to jest viechna ki, ko, k3 € R, takova, Ze
AX) = A(k(1,0,1) + k2(0,1,1) + k3(0,—1,1)) =
= kA((1,0,1)) + ko A((0,1,1)) + ksA((0,—1,1)) =
= ki(1,0) + ko(1,1) + k3(0,1) =

= (O’ 0)

Hledame proto v8echna ky, ko, k3 € R, takova, ze

kl(l, 0) + kQ(l, 1) + ]{73(0, ].) - (0, O)

Zjistujeme tedy, jakym zpiisobem je mozné vyjadrit vektor (0,0) jako line-
arni kombinaci vektora (1,0), (1,1) a (0,1). Resime proto soustavu linear-
nich rovnic:
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Vidime, Ze soustava je ve schodovém tvaru, muzeme proto volit parametr
r3 =t € R a z posledni rovnice zjistime, ze x5 = —t. Dosazenim do rovnice
prvni zjistime, ze x; = t. Zjistili jsme tedy, ze

(0,0) = ¢(1,0) —t(1,1) +¢(0,1)
ze zadéani pak plyne:
(0,0) = tA((1,0,1)) —tA((0,1,1)) +tA((0,—1,1))
podle definice linearniho zobrazeni miizeme upravit:
(0,0) = A(t(1,0,1)) + A(—t(0,1,1)) + A(¢(0,—1,1))
a
(0,00 = A 15(1,0,1) —t(O,l,l)—i—t(O,—l,l)/

-
=X

Z posledni rovnice plyne, Ze vektory ve tvaru X = ¢(1,0,1) — #(0,1,1) +
t(0, —1,1) se jisté zobrazuji na vektor (0,0) (a jiné se na né&j nezobrazuji).
Vysledek jesté upravime do pfijatelnéjsiho tvaru (roznasobime a secteme)

X = t(1,0,1)—¢(0,1,1) 4+ ¢(0,—1,1)

X = (£,0,t)+ (0,—t,—t) + (0, —t,1)
X = (t,—2t1)
x = t(1,-2,1)

Proto Ker(A) = {t(1,-2,1) e R* | t € R} = ((1,-2,1)).

Odtud je jasné, ze bézi jadra je napiiklad jednoprvkova mnozina {(1,—2,1)}
a dimenze je rovna jedné. Dospéli jsme tak k vysledku:

Ker(A) ={t(1,-2,1) € R* | t € R}, baze Ker(A) = {(1,-2,1)}, dim Ker(A) = 1.
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Lineérni zobrazen{ A : Py — R? je ddno svymi hodnotami A ((z% + 1)) = (1,0, 1),
2. |[A((z+1) = (2,0,2), A((z*+2z+1)) = (—1,0,—1). Urcete jadro Ker(A)
tohoto linedrniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : Hledame mnozinu viech vektorii z X € P, zobrazujicich se na
nulovy vektor z R3, to jest, na (0,0,0).

(P, +,) R, +)

Nejprve uréime, jakym zptisobem je mozné vyjadiit vektor (0,0,0) jako
linearni kombinaci vektora (1,0,1), (2,0,2) a (—1,0, —1). Hledame vSechna
k1, ko, k3 € R, takova, ze

k1(1,0,1) 4+ k2(2,0,2) 4+ k3(—1,0,—1) = (0,0, 0).
Resfme proto soustavu line4drnich rovnic:
1 2 —-11]0 1 2 —-11]0
00 010 ~1 00 00
1 2 —-11]0 -I 00 010

Po tpravé na schodovy tvar zbyla jen jedna rovnice a tfi neznamé :

ki + 2Ky — ks = 0. (4.9)

Volime proto dva parametry, napiiklad k3 = s € R a ks =t € R. Dosazenim
do rovnice (4.9) obdrzime:

k1+2t—820

Odtud dostavame k; = s — 2t.

Hledané vektory x € Py pak obdrzime jako linearni kombinaci:

X=ki(2® + 1)+ ko(z + 1) + ks(2® 4+ 22 + 1) (4.10)
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Dosazenim k3 = s, ko =t a k| = s — 2t zjistime, zZe
X = (s=20)(2*+ 1) +tlx+1)+s@@*+2z+1) =
= s(22%+2x+2) +t(—22*+z—1)
Vidime, ze

Ker(A) ={s(22? + 2z +2) + t(-22* + 2z — 1) | s,t € R} = (22? + 22 + 2, —22° + x — 1).

A protoze jsou polynomy 2z? 4+ 2z + 2 a —2x* + x — 1 linearné nezavislé
(jeden neni nasobkem druhého), jisté tvori bazi jadra a jeho dimenze je
proto rovna dvéma. To jest:

baze Ker(A) = {22? + 2z + 2, —22* +  — 1}, dim Ker(A) = 2.
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4.2.1 Jadro linedrniho zobrazeni - piiklady k procviceni

Linearn{ zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (1, —1),
1. | A((1,2,1)) = (0,1), A((0,—1,5)) = (3,2). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto
linearntho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

ReSeni : Ker(A) = N(A) = {t(—8,—-14,0) | t € R} = ((—8,—14,0)), jeho
béaze: {(—8,—14,0)}, dimN(A) = 1.

Linearn{ zobrazeni A : R? — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0, 3)) = 22 + 2z,
2. | A((0,1,-1)) =2®—1, A((0,0,1)) = 2x+1. Uréete nulovy prostor (jadro) tohoto
linedrniho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

ReSeni : Ker(A) = N(A) = {t(—=1,1,-3) | t € R} = ((—=1,1,-3)), jeho
béaze: {(—1,1,—-3)}, dimN(A) = 1.

Linearn{ zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0),
3. A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto
linearntho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

ReSeni : Ker(A) = N(A) = {t(1,-2,1) | t € R} = ((1,—2,1)), jeho baze:
{(1,-2,1)}, dimN(A) = 1.

Linearni zobrazeni A : R? — R3 je dano svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0, 1),
4. | A((0,1,1)) = (0,1,1), A((0,—1,1)) = (0,1,2). Urcete nulovy prostor (jadro)
tohoto linedrniho zobrazeni a jeho dimenzi.

Reseni : Ker(A) = N(A) = {(0,0,0)} = ((1,-2,1)), dimN(A) = 0.

Linearni zobrazeni A : R3 — R? je dano hodnotami A((1,-1,2)) = (0,1),
5.1 A((0,1,1)) = (2,0), A((0,2,1)) = (2,1). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto

linedrniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : Ker(A) = N(A) = {t(-1,2,-2) | t € R} = ((—1,2,-2)), jeho
baze: {(—1,2,—-2)}, dimN(A) = 1.

Linearni zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (2,0),
6. A((0,1,1)) = (2,2), A((0,—1,1)) = (0,2). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto

linedrniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : Ker(A) = N(A) = {t(1,-2,1) | t e R} = ((1,—-2,1)), jeho baze:
{(1,-2,1)}, dimN(A) = 1.
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Lineérni zobrazeni A : R® — R? je dano svymi hodnotami A ((1,0,2)) = (1, 1),
7.1 A((0,1,1)) = (1,2), A((0,—1,3)) = (0,2). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto
linearntho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Ker(A) = N(A) = {t(2,-3,5) | t € R} = ((2,—3,5)), jeho baze:
{(2,-3,5)}, dimN(A) = 1.

Linearn{ zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (0,2),
8.1 A((1,0,1)) =(1,1), A((0,0,1)) = (—1,2). Urcete nulovy prostor (jadro) tohoto
linedrniho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Ker(A) = N(A) = {t(—=1,-3,4) | t € R} = ((—1,-3,4)), jeho
béaze: {(—1,—-3,4)}, dimN(A) = 1.
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4.3 Obor hodnot linearniho zobrazeni

Definice 43. (Obor hodnot linedrniho zobrazeni) Necht A : U — V' je linedrni
zobrazent vektorového prostoru (U, +,-) do vektorového prostoru (V,+,-). Oborem
hodnot linedrniho zobrazeni A nazveme mnoZinu H(A), kde

H(A) = {A®) |x € U}.

Obrézek 4.6: Cervend jsou vyznaceny prvky z V na které se nezobrazuje zadny
prvek z U. Do oboru hodnot naopak patii vSechny prvky z V' na které se zobrazuje
néjaky prvek z U - jsou vyznaceny zluté.

Linedrni zobrazeni A : R* — R? je dano svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1, 1),
1. | A((0,1,1)) = (-1,1), A((0,—1,1)) = (1,0). Urcete obor hodnot tohoto linear-
niho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Obor hodnot linearniho zobrazeni je mnozina vech moznych
hodnot tohoto zobrazeni. Nasim tikolem je proto nalézt vSechna A(X). To
udélame tak, ze dosadime viechna X z R?. Kde ale vzit viechna X z R3?
Vektory (1,0,1);(0,1,1);(0,—1,1), které se vyskytly v zadani, tvoii bazi
vektorového prostoru (R?, +, -). Libovolné X z R? tedy muzeme napsat jako
jejich linearni kombinaci:

X = k1(1,0,1) + k2(0,1,1) + k3(0, —1,1)

a viechna X € R? obdrzime tak, Ze za ki, ko, k3 dosadime vSechna moZna
realné cisla. Proto
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H(A) = {AX)|xeR3} =

= {A(kl(LO? 1) + k2(07 L 1) + k3(07 -1, 1)) | k1, ko, k3 € R} =

S

Zobrazeni A je hnee’u‘?u’. Proto:
= {kl f4<<17 07 1)) +k2 :4<<07 ]-7 1))14-]{?3{4((0, _17 1))} | kh k27 k3 S R} -

-~

(11) (-1.1) (1,0)

= {kl(]-? ]-) + k?(_L 1) + k’g(].,O) | kla k?a k?) € R}

Vidime, Ze kazdy vektor z H(A) je linearni kombinaci vektoru (1, 1), (=1, 1)
a (1,0). To ale znamena, zZe vektory (1,1), (—1,1) a (1,0) mohou tvofit béazi
oboru hodnot H(A) - oviem, jen pokud jsou linearné nezavislé (viz definoce
baze). Ovéfime, zda jsou nezavislé. (Dame je do fadka matice a tu upravime
na schodovy tvar. Pokud se zadny fadek nevynuluje, jsou nezavislé.):

11 11 11 11
-1 1) 4y ~({0 2] 3 ~[0 1 ~101
10/ -1 0 -1 0 -1/ +r; 00

Vidime, Ze se vynuloval jeden z fadkt. Znamena to, ze vektory (1,1), (—1,1)
a (1,0) jsou linearné zavislé a nemohou proto tvorit bazi oboru hodnot.
Kde ji tedy vezmeme? Bazi budou tvofit nenulové vektory, které v matici
zustaly po upravé na schodovy tvar (nebot z nich dokaZzeme vykombinovat
totéz jako z vektoru (1,1), (—1,1) a (1,0), ale jsou linearné nezavislé). To
jest:

Bazi H(A) je {(1,1); (0,1)} a dimH(A) = 2,

H(A) = {k1(1,1) + k2(0,1) | k1, ky € R}.
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Poznamka 44. Postup pouZity vyse mizZeme zobecnit. Hleddme-li obor hodnot
H(A) linedrniho zobrazeni A : U — V, které je ddino hodnotami A(€) = ¥y,
A(€y) =7,, ...,A(€,) =¥, potom:

o Ze ze soutadnic vektoriy,, ¥o, ..., Y, vytvorime Tddky matice.
e Tuto matici upravime na schodovy tvar.

o Nenulové radky upravené matice jsou souradnicemi vektori, které tvori bazi

oboru hodnot H(A).

(Vektory €1, €y, ...,€, musi tvorit bazi U, jinak by tento postup nebyl korektnil!!
To ale davame najevo tim, Ze rikame, Ze ,linedrni zobrazeni A : U — V', je dano
hodnotami...” Pokud by tato formulace v zadani chybéla, museli bychom ovérit,
Ze vektory €y, €y, ..., €, opravdu tvori bazi U. )

Linearni zobrazeni A : R® — R3 je dano svymi hodnotami A ((1,0,2)) = (1,1, 1),
A((0,1,1)) = (—-1,1,1), A((0,2,3)) = (1,0,1). Urcete obor hodnot tohoto line-

arniho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Obor hodnot linearniho zobrazeni je mnozina vSech moznych
hodnot tohoto zobrazeni. Proto

H(A) = {AX)|xeR3} =

= {A(k1(1,0,2) + k2(0,1,1) + k5(0,2,3)) | ki, ko, ks € R} =

S

-
X
Zobrazeni A je linearni. Proto:

— {E A((1,0,2)) ks A((0,1,1)) +k3 A((0,2,3)) | k1, ks, ks € R} =
———r ~~

N S N J

(1,1,1) (—?3,1) (1,0,1)

= {k1(17 L, 1) + k2<_17 L, ]-) + k3(170a ]-) | k17k27k3 S ]R}

Vidime, ze kazdy vektor z H(A) je linearni kombinaci vektora (1,1,1),
(—=1,1,1) a (1,0, 1). To ale znamena, ze vektory (1,1,1), (—=1,1,1) a (1,0, 1)
mohou tvofit bazi oboru hodnot H(A) - ovSem, jen pokud jsou lineérné
nezavislé (viz definice baze). Ovéfime, zda jsou nezavislé. (Dame je do fadki
matice a tu upravime na schodovy tvar. Pokud se zadny radek nevynuluje,
jsou nezavislé.):
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111 111 111 111
-1 11| 4y ~[0 22| 3 ~|0 11 ~1011
101/ —r 0 -1 0 0 -1 0/ 4ry 00 1

Vidime, Ze se nevynuloval ani jeden z fadku. Znamena to, ze vektory (1,1, 1),
(—1,1,1) a (1,0,1) jsou linearné nezavislé a tvoii bazi oboru hodnot. To
jest:

Béazi H(A) je {(1,1,1);(—1,1,1);(1,0,1)} a dimH(A) = 3.

H(A) - {k1<]" ]‘7 1) + k/‘g(—l, ]" 1) + k3(170’ 1) | k17k27k;3 S R}

Jako béazové vektory jsme ale klidné mohli vzit i vektory (1,1,1), (0,1,1) a
(0,0,1). Odpoved by v takovém piipadé méla tvar:

Béazi H(A) je {(1,1,1);(0,1,1);(0,0,1)} a dimH(A) = 3.

H(A) = {ki(1,1,1) + k2(0,1,1) + k5(0,0,1)

]14] N /1_) lv';; 6 H{}

Linearni zobrazeni A : R* — R? je d4no svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,0),
3. A((0,1,1)) = (1,1), A((0,—1,1)) = (0,1). Urcete obor hodnot tohoto linearniho
zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni : Vektory (1,0,1), (0,1,1) a (0, —1,1) tvoii bazi vektorového pro-
storu (R?, +, -), jisté tedy existuji realna ¢isla ky, ko, k3 takova, Ze libovolné
X € R? je mozné vyjadiit ve tvaru

X = k1(1,0,1) + k2(0,1,1) + k3(0, —1,1).

Hodnota A(X) je potom stejnou linearni kombinaci funkénich hodnot (viz
Poznamka 41) A ((1,0,1)) = (1,0), A((0,1,1)) = (1,1) a A((0,-1,1)) =
(0,1). To jest :

A(R) = ky(1,0) + ka(1, 1) + ks(0,1). (4.11)

Obor hodnot linearniho zobrazeni je mnozina vsech moznych hodnot tohoto
zobrazeni. VSechny mozné hodnoty obdrzime dosazenim vSech moznych
ki, ko, ks € R do rovnice (4.11). Proto
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R+, ) (R*+,)

+ky(1,1) + ky(0,1)

H(A) = {AX)[xeR’} =

= {ki(1,0) + k2(1,1) + k3(0,1) | ki, ko, ks € R}

Vidime, Ze kazdy vektor z H(A) je linearni kombinaci vektoru (1,0), (1,1)
a (0,1). To ale znamena, ze vektory (1,0), (1,1) a (0,1) mohou tvofit bazi
oboru hodnot H(A) - ovSem, jen pokud jsou linearné nezavislé (viz definice
béaze). Ovétime, zda jsou nezavislé. (Dame je do fadka matice a tu upravime
na schodovy tvar. Pokud se zadny fadek nevynuluje, jsou nezévislé.):

10 10 10
11| =g ~f 01 ~1 01
0 1 0 1) —rg 00

Bazi oboru hodnot tvoii zbyvajici nenulové fadky. To jest:

Bézi H(A) je {(1,0);(0,1)} a dimH(A) = 2.
H(A) = {ky(1,0) + k2(0,1) | ky, ky € R}

Povsimnéme si, ze vektory (1,0) a (0,1) tvoii béazi vektorového prostoru
(R?, +, ). To znamena, ze H(A) = R?. Jinymi slovy, toto linearni zobrazeni
zobrazuje na libovolny vektor z R? n&jaky vektor z R3. Jesté jinak, u tohoto
zobrazeni neexistuje vektor v R? na ktery by se nezobrazoval Zadny vektor

7z R3.
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Linearni zobrazeni A : P, — R? je dano svymi hodnotami A ((z + 1)) = (1,0, 1),
4. | A((x+1)) = (2,0,2), A((z*+2x+1)) = (—1,0,—1). Uréete obor hodnot to-
hoto linearniho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni :

(P, +,) (R, +)

° A(')—C) = kl(la 91) + k2(25092) + k3(_1705_1)

Kazdé A(X) je linearni kombinaci funkénich hodnot (viz Poznamka 41)
A((2*+1)) =(1,0,1), A((x + 1)) = (2,0,2), A((z* + 2z + 1)) = (—1,0, —1).
To jest :

AR) = ki (1,0,1) + ka(2,0,2) + ky(—1,0, —1). (4.12)

Obor hodnot linearniho zobrazeni je mnozina v8ech moznych hodnot tohoto
zobrazeni. VSechny mozné hodnoty obdrzime dosazenim vSech moznych
k1, ko, k3 € R do rovnice (4.12). Proto

H(A) = {ARX)[xePy} =

- {kl(l, 0, 1) + k2(2, 0, 2) + k’g(—l, O, —1) | kl, kQ, kg S R}

Vidime, ze kazdy vektor z H(A) je linearni kombinaci vektora (1,0,1),
(2,0,2) a(—1,0,—1). To ale znamena, ze vektory (1,0, 1), (2,0,2) a (—1,0,—1)
mohou tvofit bazi oboru hodnot H(A) - ov8em, jen pokud jsou linearné ne-
zévislé (viz definice baze). Ovéfime, zda jsou nezavislé. (Dame je do fadku
matice a tu upravime na schodovy tvar. Pokud se zadny radek nevynuluje,
jsou nezavislé.):

O O =
o O O
o O =

0
0 2 —21‘1 ~
0
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Soutadnice bazovych vektort oboru hodnot tvofi zbyvajici nenulové fadky.
To jest:

Bazi H(A) je {(1,0,1)} a dimH(A) = 1.

H(A) ={k1(1,0,1) | k, € R}

Povsimnéme si, Ze vektor (1,0, 1) netvori bazi vektorového prostoru (R?, +, -).
To znamené, ze H(A) # R3. Jinymi slovy, u tohoto zobrazeni existuje vek-
tor v R3 na ktery se nezobrazuje zadny vektor z R3.

Linearn{ zobrazeni A : R? — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
A((0,1,-1)) =221, A((0,0,1)) = 2z+1. Urcete obor hodnot tohoto linedrniho
zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reseni :

R, +,-) P, +,-)

s A(¥) = k,(x'#2x) + k,(x’-1) + k,(2x+1)

Kazdé A(X) je linearni kombinaci funkénich hodnot (viz Poznamka 41)
A((1,0,3)) = 2> +2x, A((0,1,-1)) =22 —1, A((0,0,1)) = 22+ 1. To jest:

AX) = k(2% 4+ 27) + ko(2® — 1) + k322 + 1). (4.13)
Obor hodnot linearniho zobrazeni je mnozina v8ech moznych hodnot tohoto
zobrazeni. VSechny mozné hodnoty obdrzime dosazenim vsSech moznych
k1, ko, k3 € R do rovnice (4.13). Proto
H(A) = {A®) |xeR} =

= {k‘l(l’Z + 2.13) + kQ(Iz — ].) —I— k3(21‘ + 1) | kl,kg,kg & R}
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Vidime, ze kazdy vektor z H(A) je linearni kombinaci vektora (polynomii)
2242z, 22 —1 a 2+ 1. To ale znamen4, Ze vektory 22 +2x, 22 —1 a 22 +1
mohou tvofit bazi oboru hodnot H(A) - ovSem, jen pokud jsou lineérné
nezavislé (viz definice baze). Ovéfime, zda jsou nezavislé. (Dame jejich sou-
fadnice (t¥eba vzhledem ke standardni bazi) do fadkd matice a tu upravime
na schodovy tvar. Pokud se zadny fadek nevynuluje, jsou nezavislé.):

12 0 12 0 1 2 0
1 0 -1 -rn ~| 0 =2 -1 ~1 0 =2 -1
02 1 0o 2 1 +r2 0 0 O

Soutadnice bazovych vektorti oboru hodnot tvoii zbyvajici nenulové radky.
To jest, bazovymi vektory jsou polynomy z? + 2z a —2z — 1. Proto:

Bazi H(A) je {2® 4 22; —2x — 1} a dimH(A) = 2.

H(A) = {ky(2* + 22) + ko(—22 — 1) | ky, ko € R}
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4.3.1 Obor hodnot linearniho zobrazeni - priklady k pro-

cviceni

Lineérni zobrazeni A : R* — R3 je ddno svymi hodnotami A ((1,0,1)) = (1,1, 1),
A((0,1,1)) = (1,1,-1), A((0,—1,1)) = (3,3,—1). Urcete obor hodnot tohoto

linedrniho zobrazeni, jeho bazi a dimenzi.

Reéeni : H(A) = {8(17 17 1) + t(070> _2) ‘ 87t € R} = <(17 17 1)7 (0707 _2)>7
jeho baze: {(1,1,1);(0,0,—2)}, dimH(A) = 2.

Linearni zobrazeni A : R3 — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
A((0,1,-1)) =22—1, A((0,0,1)) = 2z+1. Urcete obor hodnot tohoto linearniho
zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {s(z®+2z) +t(—22x—1) | 5,t € R} = (2?4 2x; —22 — 1),
jeho baze: {z? + 2x; —2x — 1}, dimH(A) = 2.

Linedrni zobrazeni A : R* — R?® je dano hodnotami f((1,1,1)) = (1,2,1),
f((1,—-1,0)) = (0,0,1), f((0,0,3)) = (1,2,—2). Urcete obor hodnot tohoto li-

nearniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {s(1,2,1)+t(0,0, 1) | s,t € R} = ((1,2,1);(0,0,1)), jeho
béaze: {(1,2,1);(0,0,1)}, dimH(A) =

Linearni zobrazeni A : R3 — R3 je dano hodnotami f((1,2,1)) = (1,1,1),
f((1,-1,0)) = (0,1,2), f((0,1,3)) = (0,1,3). Urcete obor hodnot tohoto li-

nearniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {s(1,1,1) +t(0,1,2) + k(0,0,1) | s,t,k € R} =
= ((1,1,1);(0,1,2); (0, ,1)> = R?, jeho baze: {(1,1,1);(0,1,2);(0,0,1)},
dimH(A) = 3.

Lineérni zobrazeni A : R® — R? je déno svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (1, —1),
A((1,2,1)) = (0,1), A((0,—-1,5)) = (3,2). Urcete obor hodnot tohoto linearniho

zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {s(1,—1) + t(0,1) | s,t € R} = ((1,—1);(0,1)) = R?,
jeho baze: {(1,—-1);(0,1)}, dimH(A) = 2.

Linearni zobrazeni A : R® — R? je dano svymi hodnotami A((1,1,0)) =
(—1,-2), A((1,2,1)) = (1,2), A((0,—1,5)) = (2,4). Urcete obor hodnot tohoto

linedrniho zobrazeni, jeho béazi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {t(—1,-2) | t € R} = ((—1,—2)), jeho béaze: {(—1,-2)},
dimH(A) = 1.
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Lineérni zobrazeni A : R® — R? je dano svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (0,2),
7.1 A((1,0,1)) =(1,1), A((0,0,1)) = (—1,2). Urcete obor hodnot tohoto linearniho
zobrazeni, jeho bézi a dimenzi.

Reseni : H(A) = {s(1,1) +t(0,1) | s,t € R} = ((1,1);(0,1)) = R?, jeho
béaze: {(1,1);(0,1)}, dimH(A) = 2.



158 KAPITOLA 4. LINEARNI ZOBRAZENI

4.4 Matice linearniho zobrazeni

Definice 45. (Matice linearniho zobrazeni) Necht A : U — V je linedrni zobra-
zeni, E = {@1,...,€y,} je bdze vektorového prostoru (U,+,-) a F = {f,...,f,}
je baze vektorového prostoru (V,+,-). Matici linedrniho zobrazeni A vzhledem k
bizim E a F nazveme matici, jejiz sloupce jsou tvoreny souradnicemi vektori
A(€y), ..., A(€,) vzhledem k bdzi F. Tuto matici znacime Agp Symbolicky za-

psano:
R
Apr - (A)
5 5

Piiklad 46. Uvazujme napiiklad linedrni zobrazeni A : R® — R2?, které je ddno
svgmi hodnotami A ((1,1,0)) = (=1,-2), A((1,2,1)) = (1,2), A((0,—1,5)) =
(2,4), jako bdzi na R® miZeme 2volit E = {e, = (1,1,0);&, = (1,2,1);e3 =
(0,—1,5)} a jako bdzi F na R? mizeme pro jednoduchost uvaZovat standardni
bazi. To jest, F'= Sy = {(1,0);(0,1)}. Uréime matici Agp.

Ze zaddni je jasné, Ze

A(el> = A((L 170)) = (_1? _2>
Aley) = A((1,2,1)) = (1,2)
A(éS) = A((O’ -1, 5)) = (274)

Tyto soutadnice staci usporddat do sloupcii a obdrZime matici Agg,:

s
Aps,= (@ @ o) =(2 17
2 - 2 -2 2 4
AN
A k ¢emu je matice linedrniho zobrazeni dobra? MiiZeme s jeji pomoci urcovat
hodnoty linearniho zobrazeni (pfesnéji jejich souradnice vzhledem k zadané bézi
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Poznamka 47. Jestlize A : U =V je linedrni zobrazeni, E = {@y,...,€,} je
bdze vektorového prostoru (U, +,-) a F = {f,... £,} je baze vektorového prostoru
(V,+,-), potom

(n,_1) (n,m) (m,1)
A(X)F:AEF XE

(n,1)
Symbolem A(X)p minime vektor A(X)r zapsany do sloupce a obdobné vektor
(m,1)
soutadnic Xg zapsany do sloupce znacime Xg .

Vijse wvedend rovnost plyne z toho, Ze zobrazeni A je linedrni. JestliZe

X = ki@; + k€2 + -+ + k@,

(tuto skutecnost mizZeme také zapsat tak, Ze Xgp = (ky, ko, ..., ky)) potom (viz
Pozndmka /1)

AX) = k1A(€1) + ko A(€2) + -+ - + kpA(€m).

Pro souradnice A(X) vzhledem k bdzi F' potom musi platit

AR)p = ki A@)p + ko A®@2)p + -+ ky A(Gm) -

Pokud tyto soutadnice budeme psdt do sloupce misto do Tddku, obdrzZime

> ERN =
(E) = k (9|>+k2<$|>+...+km(§(‘bl>:

T bl ~— B
—— & o o

(n,1)

ZA(K)F
ky
= ol ol |...[ @
=)\ g :
b N :
N = ko
AEgF
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Lineérni zobrazeni A : R® — P, je dano svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
A((0,1,-1)) = 2 — 1, A((0,0,1)) = 2x + 1. Urcete jeho matici vzhledem ke
standardnim béazim S; = {(1,0,0); (0,1,0);(0,0,1)} a Sy = {x% x;1} a vyuZijte
ji k urceni hodnoty A ((1,0,4)).

Reseni : Do matice zapiSeme zadané soufadnice vektort z R? vzhledem ke
standardni bazi v R? a za ¢aru souradnice vektort (vzhledem ke standardni
béazi v IPy) na které se zobrazuji:

0
-1

— = W
)

10
01 —
0 0

o~

Tuto matici upravujeme pomoci fadkovych tprav tak, aby vlevo od cary
vznikla matice jednotkova:

10 3|1 2 0 —3rg 1001 -4 =3
01 -1/1 0 -1 +rg ~| 0 1 01 2 0
00 1/0 2 1 0010 2 1

Zjistili jsme tak, Ze vektor (1,0,0) se zobrazuje na polynom z? — 4z — 3;
vektor (0, 1, 0) se zobrazuje na polynom z*+2z a vektor (0,0, 1) se zobrazuje
na polynom 2x + 1.

Jinak Yeceno, A((1,0,0))s, = (1, —4, —3); A((0,1,0))s, = (1,2,0) a A((0,0,1))s, =

(0,2,1).
Hledanou matici Ag,s, proto obdrzime transponovanim matice vpravo od
cary:
110
Agis, =1 —4 2 2
-3 0 1

Nyni uré¢ime soufadnice A ((1,0,4)) vzhledem ke standardni bazi Ss:

1 110 1 1
A((1,0,4)g, = Agys, | 0 = -4 2 2 0= 4
4 30 1 4 1

S1

To znamené, Ze

A((1,0,4)) = 2% + 4z + 1.
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Lineérni zobrazeni A : R® — P, je dano svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
2. | A((0,1,-1)) =2*—1, A((0,0,1)) = 2z + 1. Ur€ete jeho matici Agy vzhledem
k bazim G = {(1,0,1);(0,1,1);(1,1,0)} a H = {2* — ;2 + 2;x — 1}.

Reseni : Nejprve uréime matici tohoto linedrniho zobrazeni vzhledem ke
standardnim bazim. Do matice zapiSeme zadané soufadnice vektort z R?
vzhledem ke standardni bazi v R? a za ¢aru soufadnice vektorii (vzhledem
ke standardni bazi v Py) na které se zobrazuji:

10 3]1 2 0
01 -1(1 0 -1
00 1(0 2 1

Tuto matici upravujeme pomoci fadkovych tprav tak, aby vlevo od ¢ary
vznikla matice jednotkova:

10 3|1 2 O —3r3 1001 -4 =3
01 -1/1 0 -1 +rg ~| 0 1 01 2 0
00 1/0 2 1 0010 2 1

Matici Ag, s, pak obdrzime transponovanim matice vpravo od ¢ary:

Asis, = | —

W =~ =

10
2 2
-3 01
Nyni vytvorime matici Ag tak, Ze soufadnice vektort z G vzhledem ke
standardni bézi usporddame do sloupci a obdobné vytvofime matici Ay

tak, ze soutadnice vektori z H vzhledem ke standardni bazi usporadédme
do sloupct:

1 01 10 0
Ag=1 0 1 1 Ay = 01 1
110 -1 2 -1
Hledanou matici Agy ur¢ime pomoci vztahu:
Acr = Af' As s, Ac
Urcéime proto nejprve matici AI_{l:
1 0 0|1 0O 10 01 00
01 1/0 10 ~1 01 1/010 ~
-1 2 —-1(0 0 1 +ry 02 —-1|1 01 —2rg
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0
3
-1 2

0
3
00 3

0
1
-3 |1

0 0

0
1
-1 2

0
3
00 3

Dosazenim do vzorce uréime:

— — O

S~

— O

S AN
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4.4.1 DMatice linearniho zobrazeni - piiklady k procvic¢eni

Linearni zobrazeni A : R3 — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
1. | A((0,1,-1)) = 2> — 1, A((0,0,1)) = 2z + 1. Urcete jeho matici vzhledem ke
standardnim bazim S; = {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} a Sy = {z% z;1}.

Reseni :

A5152 = -

W &~
O N =
=N O

Linearni zobrazeni A : R3 — P, je ddno svymi hodnotami A ((1,0,3)) = 22 + 2z,
2. | A((0,1,-1)) = 2* — 1, A((0,0,1)) = 2z + 1. Urcete jeho matici vzhledem k
bazim E = {(2,0,1);(0,1,1);(0,1,3)} a H = {a*x — 1;z}.

Regeni :
2 1 1
Apg = 5 —1 -3
—11 3 11

Linearn{ zobrazeni A : R® — R? je ddno svymi hodnotami A ((1,1,0)) = (0,2),
3. A((1,0,1)) = (1,1), A((0,0,1)) = (—1,2). Urcete jeho matici vzhledem ke stan-
dardnim bazim S; = {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} a Sy = {(1,0);(0,1)}.

ResSeni :

2 -2 -1
A5152:(—1 3 2)
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Kapitola 5

Bilinearni formy

Bilinearni forma je zobrazeni, které dvojici vektoru pfifazuje ¢islo a navic poza-
dujeme, aby toto zobrazeni mélo ,hezké vlastnosti.

(V,+,°) (R,+,-)

Definice 48. (Bilinearni forma) Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad R. Zob-
razeni f : V x V = R nazveme bilinedrni formou na (V,+,-) prdvé thedy, kdyz
VX, y,z€V aVaeR plati:

L) [&+y2) = fXZ)+[(.2)

2) f&y+7) = [(R3)+[(x7)

3) flax)y) = af(Xy)

4)  f®ay) = of(X7)

165
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5.1 Matice bilinearni formy

Poznamka 49. Necht E = {€7,€3,...,€,} je bize vektorového prostoru (V,+,-),
Xgy = (T1,%2,...,2,) jsou soutadnice vektoru X vzhledem k bazi E a §py =
(Y1, Y2, - - -, Yn) jSou souiadnice vektoru y vzhledem k bizi E. Dd se dokdzat,
f V. xV = R je bilinedrni formou na (V,+,-) prdvé thedy, kdyz VX,y € V
plati:

9]

f(er, &) f(er,€2) --- f(er,&n)

fXY) = (21,20,...,2,) | f(€2,€1) fl(ez,€) -+ f(ez en)

femer) flemes) - flemen) on

4

~
oznacme By p)

(5.1)
Rovnici (5.1) bychom mohli symbolicky zapsat ndsledujicim zpisobem:
fXy) = §<E>Bf<E>?{E>-
Matici Bygy nazyvdme matici bilinearni formy f vzhledem k bdzi E.
Rozndsobenim matic na pravé strané rovnosti (5.1) obdrzime:
f&y) = fler, &)z + f(er,@)miye + - + f(e1, &) mynt
+ f(ez,€1)au1 + f(€2,€2)ways + -+ + (€2, €n)2ayn+ (5.2)

Bilinearni forma f : R?® x R? — R je dana predpisem:

1. f(X.Y) = 32191 + 221Y2 — 22y + T3y2 — HT3ys,

kde X = (21,79, 73) a ¥ = (Y1, Y2, ¥3)-

a) Urcete podle predpisu f ((2,—1,1);(1,0,3)).

V tomto piipadé je X = (z1,22,23) = (2,—1,1) a ¥ = (y1,¥y2,¥3) =
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(1,0,3). Dosazenim do pfedpisu obdrzime:
f2,-1,1);(1,0,3)) = 3-2-142-2.0—(-1)-0+1-0-5-1-3=
= 64+0-04+0-15=-9
b) Urcete matici bilinearni formy f vzhledem ke standardni bazi S =
{e1 = (1,0,0);85 = (0,1,0): 85 = (0,0,1)}.

Ze zadaného predpisu a z (5.2) plyne, ze f(e1,e1) =3, f(e1,ez2) = 2,
f(e_Zaa) = _17 f(@a@) =1la f(@a@) = —5. Proto

3 2 0
Bysy=|[ 0 -1 0
0 1 =5

c) Urcete f((1,1,3);(0,—1,1)) pomoci matice Bysgy.

Nejprve urc¢ime soufadnice vektoru (1,1,3) a (0,—1,1) vzhledem k

bazi S:
(1,1,3)y = (1,1,3), nebot
(1,1,3) = 1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+3-(0,0,1)
(0,-1,1)¢sy = (0,—1,1), nebot
(0,—-1,1) = 0-(1,0,0)—1-(0,1,0)4+1-(0,0,1)
Proto

F((1,1,3);(0,=1,1)) = (1,1,3)(5Bps) (0, =1, 1), =

32 0 0
= (1,1,3) [0 -1 o0 -1 | =
0 1 -5 1
0
= (3,4,-15) | -1 | =-19
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d) Urcete matici bilinearni formy f vzhledem k bazi E = {7 = (1,0,1);e3 =
(0,1,2);e3 = (0,—1,1)}.

f(E1,e) f(er,ez) f(e1,€3)
Bypy = | f(ez,e1) f(ez,e3) f(eze3) | =

f(es.€1) f(es,e2) f(e3,€3)

1 01 3 2 0 10 0
= 0 1 2 0 -1 0 01 -1 =
0 -1 1 0 1 =5 1 2 1
bazové vek;):y v Fadcich B;Zg) bazové vekto;; ve sloupcich
3 3 =5 10 0 -2 -7 =8
= 0 1 —10 01 -1 |={| —-10 =19 -—-11
0 2 =5 12 1 -5 -8 =7

e) Urcete f((1,1,3);(0,—1,1)) pomoci matice By ).

Nejprve urcéime soufadnice vektoru (1,1,3) a (0,—1,1) vzhledem k
bazi E = {e1 = (1,0,1);e3 = (0,1,2);e5 = (0,—1,1) }:
(1,1,3)gy = (1,1,0), nebot
(1,1,3) = 1-(1,0,1)+1-(0,1,2)+0-(0,—1,1)
(0,—1,1)<E> = (0,0,1), nebot

(0,—1,1) = 0-(1,0,1)4+0-(0,1,2) +1-(0,—1,1)

Proto
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f((1,1,3);(0,-1,1)) = (1,1,3)( By (0, =1,1){p, =

-2 -7 -8 0
= (1,1,00[ —=10 —19 —11 0| =
-5 -8 -7 1
0
= (-12,-26,—19) [ 0 | = =19
1

Srovnejte s ¢)! Muselo vyjit totéz!

Bilinearni forma f : R?® x R? — R je dana predpisem:
f(X,¥) = 5z1y1 + 371y3 — 222y + T3y1 — T3Y3,
kde X = (21, x2,23) a ¥ = (Y1, Y2, y3). Naleznéte matici bilinearni formy f vzhle-

dem ke standardni bazi S = {€1 = (1,0,0);€z = (0,1,0);€5 = (0,0,1)}. Urcete
f£((1,1,0);(0,1,1)) pomoci matice Bygy.

Reseni : Matici vzhledem ke standardni bazi sestavime z koeficientt pred
x;y; v predpisu bilinearni formy. Protoze f(X,y) = bz1y1 + 31y3 — 222y +
r3Yy1 — x3y3, bude v prvnim fadku v prvnim sloupci ¢&islo 5, v prvnim fadku
tretim sloupci ¢islo 3, atd. Zbyvajici pozice doplnime nulami:

5 0 3
Bpsy=| 0 -2 0
10 -1

Hodnotu f((1,1,0);(0,1,1)) uréime ze vztahu

fX,Y) =X(5)B(s)¥ (s)-

V nasem piipadé proto

5 0 3 0 0
f((1,1,0);(0,1,1)) = (1,1,0) | 0 =20 L]=06G-23( 1 |=1
1 0 -1 1 1
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Bilinearni forma f : R?® x R? — R je dana predpisem:
[(XY) = —21y1 + 21y2 — 23291 + 323y1 — T3y,
kde X = (21, x2,23) a ¥ = (y1, Y2, y3). Naleznéte matici bilinearni formy f vzhle-

dem ke standardni bazi S = {€7 = (1,0,0);€z = (0,1,0);€5 = (0,0,1)}. Urcete
F((1,1,1);(2,0, 1)) pomoci matice By ).

Reseni : Matici vzhledem ke standardni bazi sestavime z koeficientt pied
x;y; v predpisu bilinearni formy. Protoze f(X,¥) = —x1y1 + 21y2 — 2x2y1 +
3r3y1 — 3y2, bude v prvnim fadku v prvnim sloupci éislo —1, v prvnim
fadku druhém sloupci ¢islo 1, atd. Zbyvajici pozice doplnime nulami:

—1 1
Bysy=| -2 0
3 -1

o O O

Hodnotu f((1,1,1);(2,0,—1)) ur¢ime ze vztahu

f(X,¥) = X5 Bys¥(s)-

V nasem piipadé proto

—1 1 0 2 2
3 —1 0 -1 -1

Bilinearni forma f : R?® x R? — R je dana predpisem:
f(XY) = 1ye + 21y3 — T2y1 — Tayz + 3T3Y1 — T3Y2 + T3Ys,

kde X = (21, x2,23) a ¥ = (y1, Y2, y3). Naleznéte matici bilinearni formy f vzhle-
dem k bazi F = {e1 = (1,1,3);€2 = (2,1,0);€5 = (3,0,0) }.

Reseni : Nejprve uréime matici vzhledem ke standardni bézi. Sestavime
ji z koeficientt pfed wx;y; v pfedpisu bilinearni formy. Protoze f(X,y) =
T1Y2 + T1Y3 — T2Y1 — XYy + 3:173y1 — XT3Y2 + r3Ys, bude v prvnl’m radku v
druhém sloupci ¢islo 1, v prvnim fadku tfetim sloupci ¢islo 1, atd. Zbyvajici
pozice doplnime nulami:
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Potom:

f(er,e1) f(er,ez) f(e1,€5)
Bpgy = | f(exe1) f(ee2) f(ee3) | =

f(es,e1) f(es,e2) f(es,e3)

113 0 11 1 2 3
= 210 -1 -1 0 1 10 =
3 00 3 —1 1 3 00
bazové Vek;;y v Fadcich B;:S> bazové vekto?; ve sloupcich
8§ -3 4 1 2 3 17 13 24
= —1 1 2 110 |= 6 —1 -3
0 3 3 300 12 3 0

Bilinearni forma f : Py X Py — R je dana predpisem:

fp(x), r(x)) = 2p(1)r(0) — 3p(2)r(-1)

Naleznéte matici bilinearni formy f vzhledem ke standardni bazi S = {e; =
1% €5 = x;€3 = 1}. Urcete f (2? — z + 3;2 + 1) pomoci matice Byg).

ReSeni : Oznacme p(z) = 1122 4 202 + 13 a r(x) = 122 4 17 + y3. Toto
oznaceni jsme zvolili proto, aby pgy = (21, 22, 3) a r(gy = (Y1, Y2, y3). Nyni
miuzeme urcit predpis pomoci soufadnic xq, X2, X3 a Y1, Yo, Y3:
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fp(x),r(x)) = 2p(1)r(0) = 3p(2)r(-1)

= 2([E1 . 12+$2'1+I3)(y1 02+y20+y3)
—3(x1- 22+ x- 24 23) (1 - (—1)* +y2- (—1) +y3) =

— (2"]:1 + 2&:2 + 21:3)(3/3)_'_
(—].le — 6.732 — 3$3>(y1 — Y2 + y3) =

= 2r1y3 + 202y3 + 223y3+
(—122191 + 122190 — 1221y3)+
(—6z2y1 + 622y2 — 69y3)+
(—=3x3y1 + 323y2 — 3x3Y3) =

= (—12z1y; + 1227y2 — 1021y3)+
(—6x2y; + 622y2 — 4xoys)+
(—3x3y; + 3x3ys — T3ys) =

Matici vzhledem ke standardni bazi sestavime z koeficientt pied x;y; v
predpisu bilinearni formy. Zbyvajici pozice doplnime nulami:

~12 12 —10
Bysy=| -6 6 —4
-3 3 -1

Hodnotu f (22 — x + 3; 2 + 1) uréime ze vztahu

f(X¥) =X(5Bp(s)¥ (s)-

V nasem piipadé proto

—12 12 —10 0 0
fla®—z+32+1)=(1,-1,3)[ -6 6 —4 1 [ =(=1515-9)| 1 | =6.
-3 3 -1 1 1

Poznamenejme, Ze hodnotu f (z? — x + 3; z + 1) miZeme snadno urc¢it pfimo
z predpisu:

fla?—ao+ Zetl| = 2p(1)r(0)=3p(2)r(—1) = 2(1*=143)(0+1)—3(2*—2+3)(—1+1) = 6.
=p(z)  =r(@)
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Bilinearni forma f : Py x Py +— R je dana predpisem:

Naleznéte matici bilinearni formy f vzhledem k bazi G = {g1 = 2% — z;€;
r+ 165 =2+ 2}.

Reseni : Oznacme p(x) = z12% + 227 + 5 a 7(z) = y12% + o2 + y3. Toto
oznaceni jsme zvolili proto, aby ps) = (21,22, 23) a risy = (Y1, Y2, y3), kde
S = {e; = z%e; = z;e3 = 1} je standardni baze. Nyni mtZeme urcit
predpis pomoci soutadnic x1, X2, 3 a Y1, Yo, Y3:

flp(x),r(x)) = p(L)r(0) —p(0)r(1)

= (z1- 14z 1+23) (1 - 0 +y2- 0+ y3)
—(z1-0* 4220+ a3) (1 - 12+ 1 - 1 +y3) =

= (w1 + 22+ 23)(y3) — 23(Y1 + Y2 +y3) =
= T1Y3 + ToYz + T3Y3 — T3Y1 — T3Y2 — T3Y3 =

= T1Y3 + ToYs — T3Y1 — T3Y2

Matici vzhledem ke standardni bazi sestavime z koeficientt pied z;y; v
predpisu bilinearni formy. Zbyvajici pozice doplnime nulami:

= O O
O~

Matici vzhledem k bézi G' pak obdrzime jako sou¢in matic:
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frg) f(g1,92) f(91,95)
f(@291) f(92,92) [(92.93) | =

f(g3,91) f(95,92) [(95,93)

1 =10 0 01 1 00
0 11 0 01 -1 11 =
0 1 2 -1 -1 0 01 2
souf. baz. vel:trorfl v Fadcich B;?S> souf. baz. vekt:)rrﬁ ve sloupcich
0 00 1 00 0O 00
-1 -1 1 -1 11 |=(0 01
-2 =21 01 2 0 -1 0
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5.1.1 Matice bilinearni formy - priklady k procviceni

Uréete matici bilinearni formy f : R? x R® — R, kterd je VX = (11,72, 73),y =
(y1,%2,y3) € R® dana predpisem

1. S
[(X ) = x1y1 + 221y2 — Tayo + Tays — 2T3Y2 + T3Y3
a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Reseni :
1 0
Bysy=| 0 -1 1
0 -2 1
Urcéete matici bilinearni formy f : R? x R® — R, kterd je VX = (11,72, 73),y =
(y1,%2,y3) € R® dana predpisem
2. S
f(X,¥) = 2191 + 22192 — Taya + Tays — 273Y2 + T3Y3
a to vzhledem k bazi G = {(1,0,1),(0,1,-1),(0,1,1)}.
Reseni :
10 1 1 2 0 1 0 0 2 -1 1
Bjgp=(01 -1 ||lo-11])[o 11]=[0 1 1
01 1 0 -2 1 1 -1 1 2 -5 —1
Uréete matici bilinearni formy f : R? x R® — R, kterd je VX = (11,22, 73), ¥ =
(Y1, Y2, y3) € R dédna predpisem
3. _
[(X¥) = 321y2 — 2zay1 + S22y3 — 22351 + T3Y3
a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Reseni :
0 30
Bysy=| -2 0 5
-2 01
Uréete matici bilinearni formy f : R? x R® — R, kterd je VX = (11,22, 73),y =
(y1,%2,y3) € R® dana predpisem
4.

[(X,¥) = 3x1y2 — 2xoy1 + 5x2ys — 2x3y1 + T3Y3

a to vzhledem k bazi G = {(1,0,0), (0,1,1),(0,2,1)}.
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Reseni :
1 00 0 3 0 1 00 0O 3 6
Bf<G> = 01 1 -2 0 5 01 2 = -4 6 6
0 2 1 -2 01 01 1 -6 11 11

Urdete matici bilinearni formy f : P, x P, — R, kde P, = {ax® +br +c | a,b,c €
R}, ktera je ¥V g(x), h(z) € P, dana predpisem

flg(x), h(z)) = g(2)h(0)
a to vzhledem ke standardni bazi S = {z? z,1}.
Resent :
0 0 4
Bysy=| 0 0 2
0 01
Uréete matici bilinearni formy f : P, x P, — R, kde P, = {ax® +br +c | a,b,c €
R}, které je Vg(z), h(xz) € P, dana predpisem
fg(x), h(x)) = g(2)h(0)
a to vzhledem k bazi H = {z? — z,2% + 2z, —1}.
Reseni :
1 -1 0 0 0 4 11 0 0 0 -2
Bim=|1 2 ollooz2]|[-12 o]=(00 -8
0 0 -1 0 0 1 00 —1 00 1
Uréete matici bilinearni formy f : Py x P, — R, kde P, = {ax® + bz +c | a,b,c €
R}, ktera je ¥V g(x), h(z) € P, dana piedpisem
flg(x), h(z)) = g(2)h(1)
a to vzhledem ke standardni bazi S = {22 z,1}.
Regeni :
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10.

Uréete matici bilinearni formy f : Py x P, — R, kde P, = {ax® + bz +c | a,b,c €
R}, ktera je ¥V g(x), h(z) € P, ddna piedpisem

f(g(x), h(z)) = g(2)h(1)
a to vzhledem k bazi K = {2®> + v + 1,2% 1}.
ReZeni :
1 11 4 4 4 1 10 21 7 7
Byo=[100 ][22 2 100 |=[1244
0 01 1 11 1 01 3 1 1
Urcéete matici bilinearni formy f : Py x P — R, kde P, = {ax® + bz +c | a,b,c €
R}, ktera je ¥V g(x), h(z) € P, dana predpisem
fg(@), h(x)) = g(2)h(1) + g(0)h(0)
a to vzhledem ke standardni bazi S = {z? z,1}.
Reseni :
4 4 4
By =| 2 2 2
11 2
Urcéete matici bilinearni formy f : Py x Py — R, kde P, = {ax® + bz +c | a,b,c €
R}, ktera je ¥V g(x), h(z) € P, dana predpisem
fg(@), h(x)) = g(2)h(1) + g(2)h(0)
a to vzhledem ke standardni bazi S = {22 z,1}.
Reseni :

Bysy =

— N
— N
N =~ 00
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5.2 Symetricka a antisymetricki ¢ast bilinearni formy

Bilinearni forma je obecné zobrazeni, do néjz dosazujeme dva vektory z néjakého
vektorového prostoru a vyjde realné ¢islo (uvazujeme vektorové prostory nad té-
lesem reélnych ¢isel, obecné by vysel néjaky skalar). Napiiklad vezméme né&jakou
bilinearni formu, kde pro dané vektory X,y vyjde f(X,y) = 5. Pokud ale zménime
poradi dosazovanych vektort, hodnota f(X,y) nemusi byt 5!

Existuji v8ak i bilinearni formy u nichz na poradi X a ¥ nezélezi, a také bili-
nearni formy u nichz zména poradi X a y zpusobi jen zménu znaménka vysledku.
Takovym budeme fikat symetricka, respektive antisymetricka bilinedrni forma.

nazveme symetrickou bilinedrni formou prave kdyz VX,y € V plati:

f(§7y) = f(yvi)

Definice 50. (Symetricka bilinearni forma) Bilinedrni formu f : V x V — R

nazveme symetrickou bilinedrni formou pravé kdyz VX,y € V plati:

f(i’y) = _f(y7 i)'

Definice 51. (Antisymetricka bilinearni forma) Bilinedrni formu f : VxV — R

Jak ale poznat, zda je dana bilinearni forma symetricka, antisymetrické, nebo
ani jedno z toho?

Jednou z moznosti je vyjit z definice. Uvazujme napiiklad bilinearni formu
[ R3xR? = R, kterd je VX = (71,22, 73), ¥ = (y1, Y2, y3) € R? déna predpisem

f(ia y) = T1Y1.
Potom

f(¥,%) = yi21.

Ale nasobeni realnych ¢isel je komutativni, takze f(X,y) = z1y1 = y121 =
f(¥,X). Muzeme proto fici, Ze tato bilinearni forma je symetricka.

O tom, zda je dané bilinearni forma symetricka ¢i antisymetricka ale mizeme
rozhodnout i podle jeji matice (vzhledem k libovolné bazi). Zavedeme pro tyto
ucely pojem symetrickd a antisymetricka matice.
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Definice 52. (Symetricka matice) Symetrickou matici nazveme libovolnou ctver-
covou matict A splnugici:

A= AT
Priklad 53. Napriklad matice
1 2 0
A= 2 -1 5
0 50

je symetrickd. Vsimnéme si, Ze ¢isla v symetrické matici jsou v ni umisténa
symetricky podle hlavni diagondly.

Definice 54. (Antisymetricka matice) Antisymetrickou matici nazveme libovol-
nou ¢tvercovou matici A splnugici:

A=—AT
Priklad 55. Napriklad matice
0 -2 0
A= 2 05
0 =5 0

je antisymetrickd. Vsimnéme si, Ze ¢isla v antisymetrické matici jsou v ni
umisténa symetricky podle hlavni diagondly, ale s opacnymi znaménky. Navic
matice, kterd by na diagondle méla nejaké nenulové cislo, by jisté nebyla antisy-
metrickd.
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Véta 56. Necht Bypy je matice bilinedrni formy f = V X V +— R vzhledem k
bazi E vektorového prostoru (V,+,-). Potom

1.) f je symetrickd bilinedrni forma prave thedy, kdyZ Bygy je symetrickd ma-
tice.

2.) f je antisymetrickd bilinedrni forma pravé thedy, kdyZ Bygy je antisymet-
rickd matice.

Diikaz. Dokazeme jen prvni tvrzeni. Dikaz druhého by byl analogicky. Vyuzijeme
znaceni a poznatky uvedené v Poznamece 49.

Kdyby matice Byg) nebyla symetrickd, znamenalo by to, Ze existuji vektory
€, € € E, kde i # j takové, ze f(€;,€;) # f(€5,€;). To by ale znamenalo, ze f
neni symetricka bilinedrni forma.

Symetrie matice By je tedy nutnou podminkou pro to, aby f byla symet-
rickou bilinearni formou.

Ukazeme, Ze jde i o podminku postacujici. Predpokladejme, Ze f je symetricka
bilinearni forma. Potom pro libovolné i, j € {1,...,n} : f(&,€) = f(€, &)

Proto
f&y) = X2 fE gy, =
= Y2 [(E )y, =
= i 2 [(& @)y =
= Y i [ @)y =
= f(¥.%)

Nasledujici Véta tika, ze kazdou biline4drni formu lze zapsat jako soucet dvou
bilinearnich forem - jedné symetrické a druhé antisymetrické.
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Véta 57. Necht f : V x V — R je bilinedrni forma. Potom existuje symetrickd
bilinedrni forma fs : VXV — R a antisymetrickd bilinedrni forma f, : VXV —
R takovad, Ze pro kazZdé X,y € V' plati:

f&xy) =&Y+ fu(Xy)
Bilinedrni formu f, z Véty 57 nazijvdme symetrickou ¢asti bilinedrni formy f a
bilinedrni formu f, z Véty 57 nazyvame antisymetrickou Céasti bilinedrni formy

f.

Diikaz. Snadno se ovéri, ze zobrazeni f, a f, definovani rovnostmi
fxy) = ;(f&y)+[(F.%)
fxy) = (/&Y - [(F.%)

jsou symetricka, respektive antisymetricka bilinearni forma a f(X,y) = fs(X,¥) +

fa(i7 ?)

(5.3)

a

Predpis symetrické a antisymetrické ¢asti zadané bilinearni formy f dokazeme
snadno uré¢it pomoci rovnic (5.3), zname-li predpis f.

Miuzeme ale mit trochu jiny tkol. Reknéme, ze zndme matici bilinearni formy
f a chceme ur¢it matice jeji symetrické a antisymetrické ¢asti f; a f, (vzhledem
ke stejné bazi).

Pro tyto tucely je tfeba si rozmyslet, ze vysledkem souctu matice a matice
transponované je matice symetricka a ze rozdil matice a matice transponované je
matice antisymetricka.

1. | Dokaite, Ze pro libovolnou matici A plati, Ze matice A+ AT je matice symetricka.

Reseni :
7, druhého tvrzeni Poznamky 14 a z komutativity s¢itani matic plyne, Ze

(A+ A7) = AT 4 (A7) = AT 4+ A= A+ AT,

9 Dokaite, Ze pro libovolnou matici A plati, Ze matice A — AT je matice antisyme-
tricka.

Reseni :
Z prvniho a druhého tvrzeni Pozndmky 14 a z komutativity sc¢itani matic
plyne, ze

(A= A7) = AT — (AT)T = AT — A= —(A— AT).



182 KAPITOLA 5. BILINEARNI FORMY

A jesté jeden priklad navic. Dokazte, Ze pro libovolnou matici A plati, ze matice
AAT i matice AT A je matice symetricka.

Reseni :
Ze tietiho tvrzeni Poznamky 14 v podkapitole 1.5 plyne, Ze

(AAT)" = (AT)" AT = AAT, obdobng (ATA)" = AT (AT)" = ATA.

Pokrac¢ujme v hledani matic symetrické a antisymetrické ¢asti zadané biline-
arni formy f. Necht By je matice této bilinedrni formy vzhledem k bazi S.
Oznacme

Bys) =5 (Bf<5> + B?<s>> a B =3 (Bf(5> - Bf<s>> (5.4)

Podle vySe uvedenych tvrzeni je matice By, (g symetrickd (i po vynasobeni
souc¢tu A + AT jednou polovinou bude vysledna matice symetricka). Jedna se
proto o matici néjaké symetrické bilinearni formy f, vzhledem k bazi S.

Obdobné matice By,s) je antisymetrickd (i po vynasobeni rozdilu A — AT
jednou polovinou bude vysledné matice antisymetricka). Jedna se proto o matici
néjaké antisymetrické bilineédrni formy f, vzhledem k béazi S.

Navic

1
(Bys) + B,T<s>) + 3 (Bys) — BJT<5>) = By(s).-

N —

Byys) + Brags) =
To ale znamena, ze

[&EY) + fuXY) = X Brn g + X Br.m¥ e =
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Poznamka 58. Symetrickou a antisymetrickou cdst zadané bilinedrni formy f
muzZeme urcit z rovnic

&y = ;(f&Y)+F.%)
fa(iv y) = (f(iv y) - f(y7§))

Poté mizZeme najit jejich matice.

(5.5)

N | =

Symetrickou a antisymetrickou c¢ast zadané bilinedrni formy f ale miZeme najit
1 tak, Ze nalezneme jejich matice podle vzorci

Brs) =3 (Bf(5> + B}Qs>> a Bps) =3 <Bf<S) - Bf<5>> (5.6)

a z matic By sy a By, s) pak odvodime pTedpisy fs a f,.

Postupy popsané v Poznamce 58 ukdZzeme na nasledujicich prikladech.

Naleznéte symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : R? x R® — R,
kterd je VX = (1,9, 73),¥ = (y1,%2,y3) € R® dana predpisem

f(X,¥) = 32191 + 4x1y2 — DTays + To2ys + T3Ys

Reseni :

Prvni postup. Nejprve uréime f4(X,¥) = 5 (f(X,¥) + f(¥.X)):

[(X,)¥) = 3ziy + 421y — 532y + Tays + T3y3

f(¥,X) = 3piz1 + dy129 — Syaa + Yos + Y33

XY +fF.X) = 6z1y1 + 4v1y0 + 4aoys — 1022Y2 + Toys + T3y + 273Y3
sUUXY)+ [(7.X) = 3wy + 251y + 20951 — 5oy + 5T2ys + 5332 + T3y

[(XY) = 3z + 20192 + 202y1 — BTays + 3723 + 3T3Y2 + T3Ys

Dale urcime f,(X,¥) = 3 (f(X,¥) — f(¥7.%)):
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f(XY) = 3zipn +4x1y2 — 52y + T2y3 + 23Y3

f(¥.X) = 3piz1 + 4dy129 — Byaa + Yo + Y33

[XY) - f(7.X) = 41y — 4zoys + 22y3 — T3Yo
T(fXEY)+ [(7.X) = 2192 — 2x9y1 + 3T2Y3 — 3T3Y2

fo(XY) = 2m1ys — 220y1 + 5T0y3 — 2T3ys

Druhy postup:

3 40

Snadno uréime matici Bygy = | 0 —=5 1

0 01

Potom
Brys) = %(BNSWr B?<S>>:

3 40 3 00 3 20
=1 0 51 |+|4 50 =2 -5 1
0 01 0 11 0 3 1

Odtud f(X,¥) = 3z1y1 + 22192 + 232y1 — BTays + 2Toy3 + 2T3y2 + T3ys.

A dale
Brs) = 3(Brs —Blg) =
340 3 00 0 20
= 1 0 51 |—-14 -50 =| -2 -0 3
0 01 0 11 ()

Odtud f,(X,¥) = 22192 — 2%2y1 + 3T2Y3 — 3T3Ya.

Zkouska:
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[(XY) 4 foXY) = (Buiyr + 2212 + 232y1 — BTays + 2T0ys + 2x3y0 + T3ys)+
+(231ys — 2Toy1 + 2oy — Sa3y0) =

= 3z1y1 + 41y — 5oy + Xays + 23y3 = f(X,Y)

Urcete symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : P, x P, — R, kde
Py = {az? + br +c| a,b,c € R}, ktera je V g(x), h(x) € P, ddna piedpisem

Reseni : Predpis symetrické a antisymetrické ¢éasti bilinearni formy f mi-
zeme nalézt pomoci vztaht:

LEY) = (XY +[(7.%)
fa(iv y) = % (f(ivy) - f(y7§))

Po dosazeni obdrzime:

flg(@),h(@)) = 5(f(g(x),h(@)) + f(h(z), 9(x))) = 39(3)A(4) + 5h(3)g(4)

falg(2), () = 5(f(g(z), h(z)) — f(h(x),9(2))) = 39(3)h(4) — 5h(3)g(4)
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5.2.1 Symetrickd a antisymetrickd cast bilinearni formy -
priklady k procviceni

Naleznéte matice symetrické a antisymetrické ¢asti bilinearni formy f : R3xR3 —
R, kterd je VX = (21,79, 73),¥ = (y1,%2,y3) € R déna predpisem

f(XY) = x1y1 + 221Y2 — oy + Tays — 22T3Y2 + T3Ys3

a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

ResSeni :

By, s) = a B =| —

o = O
oW O

O~
|

N = =
|

—N= O

1
0
3
2

Naleznéte symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : R? x R? — R,
ktera je VX = (21, T2, 23),Y = (y1,¥2,y3) € R ddna predpisem

[(X,¥) = z1y1 + 22192 — Taya + Tays — 273y + T3Y3

Reseni :

[s(X¥) = 211 + 212 + Ty — Toys — 5T2Ys — 3L3Y2 + T3ys

fo®¥) = @iys — 2oys + J0ys — ST3Ys

Naleznéte matice symetrické a antisymetrické ¢asti bilinearni formy f : R xR3 —
R, kterd je VX = (z1, T2, 73),¥ = (y1,%2,y3) € R? déna predpisem

f(X,¥) = 3x1y1 + 221y3 — T2Yso

a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Reseni :
1 3 0 2 3 0 0 3 0 1
st<s> = 5 0 -1 0 + 0 -1 0 = 0 -1 0
0 00 2 00 1 0 0
1 3 0 2 3 0 0 0 01
By, sy = 3 O -1 0}|-10-120 = 0 00
0 00 2 0 0 -1 0 0
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Naleznéte symetrickou a antisymetrickou ¢asti bilinearni formy f : R? x R® — R,
ktera je VX = (21, T2, 23),Y = (y1,¥2,y3) € R dédna predpisem

4.
fX,¥) = 3v1y1 + 22193 — T2y
Reseni :
[s(XY) = 31y + 21y — 1ays + 2301
flXY) = z1ys — 23
Urcete matici symetrické a antisymetrické ¢asti bilinearnf formy f : R3 xR3? — R,
ktera je VX = (x1, T2, 23),Y = (y1,¥2,y3) € R ddna predpisem
5. _
f(X,¥) = 3m1y2 — 222y1 + Bays — 223y1 + 3y
a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}.
Reseni :
03 0 0 —2 —2 01 -1
Bjs) = = -2 05 ]+3 0 O = 10 2
-2 01 0 5 1 -1 5 1
030 0 -2 -2 0 31
Bis==([-205]-[3 0o o]]=(-2 02
-2 01 0 5 1 -1 -5 0
Urcete symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : R3 x R?® — R,
ktera je VX = (21, T2, 23),y¥ = (y1,¥2,y3) € R ddna predpisem
6.

[(X,¥) = 32152 — 22291 + 5x2ys — 223Y1 + T3Y3.

Reseni :

f(Xy) = %1‘13/2 — T1Ys + %ﬁzyl + §m2y3 — T3y + §$3Z/2 + Z3Yys3

fo(Xy) = g$1y2 + 21Y3 — %wgyl + g$293 — x3Y1 — giﬂ3y2
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Urcete matici symetrické a antisymetrické ¢asti bilinearni formy f : P X P, — R,
kde P, = {az? + bx + ¢ | a,b,c € R}, ktera je V g(x), h(x) € P, ddna predpisem

f(g(x), h(x)) = 9(2)h(0)

a to vzhledem ke standardni bazi S = {22 z,1}.

Reseni :
1 0 0 4 0 0 0 0 0 2
st<g> = 3 00 2 + 0 0 0 = 0 0 1
0 0 1 4 2 1 2 1 1
1 0 0 4 0 0 0 0 0 2
Bfa<5> = 5 0 0 2 — 0 0 0 = 0 01
0 0 1 4 2 1 -2 -1 0

Urcete symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : P, x P, — R, kde
Py ={az* +br+c|a,b,c € R}, ktera je Vg(x), h(x) € P, ddna predpisem

ResSeni :

flg(@),h(@)) = 5(f(g(x), h(@)) + f(h(z), 9(x))) = 39(2)h(0) + 5h(2)g(0)

falg(z),h(x)) = 3(f(g(x),h(x)) — f(h(z),9())) = 39(2)h(0) — 5h(2)g(0)

Urcete matici symetrické a antisymetrické ¢asti bilinearni formy f : P, x P, — R,
kde P, = {ax?® + bz + ¢ | a,b,c € R}, ktera je V g(z), h(x) € P, dana piedpisem

a to vzhledem ke standardni bazi S = {22 z,1}.

Reseni :
] 44 4 4 21 43 5
Byis) = 3 222 |+]421 =3 2 3
111 4 21 2 31
] 44 4 421 0o 1 32
Bius) = 5 222 |-(421 = -1 0%
111 421 -3 20
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10.

Urcete symetrickou a antisymetrickou ¢ast bilinearni formy f : P, x P, — R, kde
Py ={az* +br +c|a,b,c € R}, ktera je Vg(x), h(x) € P, ddna predpisem

Reseni :

flg(@),h(@)) = 5(f(g(x), h(@)) + f(h(z), 9(x))) = 39(2)A(1) + 5h(2)g(1)
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Kapitola 6

Kvadratické formy

6.1 Matice kvadratické formy

Definice 59. (Kvadraticka forma) Necht f : V xV — R je bilinedrni formou na
(V,+, ). Kvadratickou formou piislusejici k bilinedrni formé f nazveme zobrazeni
Qs : V= R dané pro kazdé X € V predpisem:

Poznamka 60. Do bilinedrni formy f ,dosazujeme” vektory X a 'y (mohou byt
rizné). Kvadratickou formu yyrobime” z f tak, Ze do ni budeme ,dosazovat” vidy
dva stejné vektory, to jest X a X.

Priklad 61. Urcete kvadratickou formu Qy prislusejict k bilinedrni forme f :
R3 x R3 — R3, kterd je pro kazdé X = (x1,22,73), Y = (y1,¥2,vy3) € R3 ddna
predpisem:

f(X.Y) = 2191 + 221Y2 — alr + DTay2 + T3yo — T3ys.

191



192 KAPITOLA 6. KVADRATICKE FORMY

ReSeni : Podle definice je Qf(X) = f(X,X). Proto predpis f upravime tak, Ze
y =X. To znamend, Ze y; = X1, Yo = T2 a Y = To. 10 jest,

QX)=fX, ¥ ) = 21 y1 +2x1 y2 —T2 y1 +5T2 Y2 +T3 Y2 —T3 Y3 =
=~ ~ ~~ ~ ~ =~ ~
=X 1 o 1 T2 2 xr3

= 2% 4 22179 — Towy + HT5 + T3T9 — T35 =

_ .2 2 2
= a7+ Taxy + OT5 + T3T2 — X35.

Piiklad 62. Urcete bilinedrni formu f : R3 x R3 — R3 k niZ prislusi kvadratickd
forma Qy, kterd je pro kaZdé X = (x1,x2,23) € R® ddna piedpisem:

Qs (X) = 27 + 323 — 523 + 6179

ResSeni : Postupujeme opacngm smerem nez v predchozim prikladu. Napriklad
kvadratickyj élen x? jisté wznikl” z vy, v pedpisu bilinedrni formy, 3x3 z 3xays a
—bx3 2 —bx3Yys.

U smiseného clenu 6x1x5 to ale tak jednoznacné neni. Mohl vzniknout ze clenu
62112, nebo 6y xa, ale tieba 1 ze dvojice ¢lent 2x1ys + 42y, . .éesvem’je proto ne-
koneéne mnoho. Tato kvadratickd forma mohla vzniknout napriklad z bilinedrnich
forem

[(X,¥) = zy1 + 3Tays — Hr3ys + 6219s,

nebo

f(X,¥) = z1y1 + 3x2y2 — Ba3ys + Gy 22,
nebo

fX,Y) = my + 322yp — 5w3y3 + 271y + 42y
nebo

f(X,Y) = @1y + 322y, — ba3ys + 2,521y + 3, Swoyn

Vsimnéme si ale, Ze mezi témito bilinedrnimi formamsi je jen jedind, kterd je
symetricka! Pripomenme, Ze to je takovd bilinedrni forma, kterd md symetric-
kou matici. Takovd bilinedrni forma md ve svém predpisu stejny koeficient pied
x;y; jako pred x;y;. Zadand kvadratickd forma proto prislusi symetrické bilinedrni
forme

[(X,Y) = iy + 3z2y2 — 523y3 + 321y2 + 32241
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Urcete kvadratickou formu @, piisluSejici k bilinearn{ formé f : R® x R — R3,
ktera je pro kazdé X = (z1, T2, 23), Y = (Y1, %2,y3) € R? dana predpisem:

f(XY) = —2x1y1 + 3x2ys — Tx3ys — 4T2ys + Tay1 + Dx3Yys.

Reseni : V predpisu bilinearni formy misto y napiSeme z. Dostaneme tak
predpis kvadratické formy:

Qf(i) = —2%1&71 -+ 3562372 — 71733}3 — 4.772%3 + Xox1 + 5.’1)3562 =

= —Qm% + 3:5% — 7x§ + x93 + x977.

Uréete symetrickou bilinearni formu f : R?*xR3 +— R? k ni piislusi kvadraticka
forma @y, ktera je pro kazdé X = (1,22, 73) € R*® dana predpisem:

Qf(X) = a7 — 223 — dv 133 + S 179,

Reseni : U kvadratickych ¢lent staci jedno z nahradit ypsilonem. SmiSeny
¢len ax;z; je treba nahradit souc¢tem fz;y; + Sz;4;. V tomto pripadé to
znamend, ze zadané kvadratickd forma

Qf(X) = 41:% — 2x§—4x1x3 + 5x1 o

piislusi symetrické bilinearni formé

o 5 5
f(XY) = 4dx1y1 — 2x9Ys—221y3—223y1 + 5T1Y2 + 521

Poznamka 63. Podle Pozndmky 49 miZeme funkcéni hodnotu bilinedrni
formy wvypocitat pomoci jeji matice Bypy ndsledugicim zpiisobem: f(X,y)
§<E>Bf<E>y<TE>. K dané kvadratické formé Qy vidy miZeme nalézt symetrickou
bilinedrni formu k niZ prislusi a jeji funkéni hodnoty urcéit pomoci matice této
symetrické bilinedrni formy:

Qr(X) = f(X,X) = Xy BpmyX -
Matici kvadratické formy (); nazveme matici symetrické bilinearni

formy f k niZ prislusi. 7To jest, matici kvadratické formy Q¢ vzhledem k bdzi
E je matice Bygy. Budeme ji ale znacit (Q¢) -
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Naleznéte matici kvadratické formy Q; : R* — R, ktera je VX = (x1, 79, 23) € R?
dana predpisem

Qs(x) = 7o} + 87179 + 375 — dwoxs + 73

a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Reseni : Matice kvadratické formy Q s vzhledem ke standardni bazi S =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je vlastné matice symetrické bilinearni formy k
niz Q)¢ piislusi, a to vzhledem ke standardni bazi S. Snadno ji vytvorime
z koeficienti pred x;x; v predpisu zadané kvadratické formy. Koeficienty
pred kvadratickymi ¢leny umistime na diagonalu. Naptiklad ¢islo 7, které
je pred 2% = 12, umistime do prvniho ¥adku prvntho sloupce, ¢islo 3, které
je pred x3 = r9x5 umistime do druhého fadku druhého sloupce,...
Koeficienty pred smiSenymi ¢leny rozdélime na poloviny a umistime syme-
tricky podle diagonaly. Naptiklad koeficient pfed zixy = %xle + %552361 je
¢islo 8. Proto umistime ¢islo 4 do prvniho fadku druhého sloupce a také do
druhého fadku prvniho sloupce.

T 4 0
@)y =14 3 -2
0 -2 1

Naleznéte matici kvadratické formy @ : R* — R, ktera je VX = (21, 22, 73) € R?
dana predpisem

Qs(x) = 7o} + 87179 + 375 — dwoxs + 73

a to vzhledem k béazi G = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

ReSeni : Nejprve uréime matici zadané kvadratické formy vzhledem ke
standardni bazi. Matice kvadratické formy ()¢ vzhledem ke standardni bazi
S ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je vlastné matice symetrické bilinearni formy
k niz )y piislusi, a to vzhledem ke standardni bazi S. Snadno ji vytvorime
z koeficienti pied z;x; v predpisu zadané kvadratické formy. Koeficienty
pred kvadratickymi ¢leny umistime na diagonalu. Naptiklad ¢islo 7, které
je pied x? = 12y umistime do prvniho fadku prvniho sloupce, &islo 3, které
je pred z2 = x975 umistime do druhého fadku druhého sloupce,...

Koeficienty pred smiSenymi ¢leny rozdélime na poloviny a umistime syme-
tricky podle diagonaly. Napftiklad koeficient pred x,xy = %Ill'g + %xﬂl je
¢islo 8. Proto umistime ¢islo 4 do prvniho fadku druhého sloupce a také do

druhého radku prvniho sloupce.
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T 4 0
@y =1| 4 3 -2
0 -2 1

Matice zadané kvadratické formy @ ¢ vzhledem k bazi G = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}
je vlastné matice symetrické bilinearni formy k niz )y piislusi, a to vzhle-

dem k bazi G. Uréime ji proto tak, jak se urc¢uje matice bilinearni formy
vzhledem k bazi GG, zndme-li jeji matici vzhledem ke standardni bazi S:

1 11 7 4 0 100
@y = 011 4 3 =2 110 -~
0 01 0 -2 1 1 11
souf. baz. ve;trorﬁ v fadcich (Q;)? s) souf. baz. Vekt?)?ﬁ ve sloupcich
11 5 -1 1 00 15 4 -1
= 4 1 -1 110 |= 4 0 -1
0 -2 1 1 11 -1 -1 1
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6.1.1 Matice kvadratické formy - priklady k procviceni

Naleznéte matici kvadratické formy Q; : R* — R, ktera je VX = (x1, 19, 23) € R?
déna predpisem

1. Qs(x) = 23 — 631279 + 515 — 8973 — 43
a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Reseni :
1 -3 0
@)= -3 5 —4
0 —4 —4
Naleznéte matici kvadratické formy Q; : R* — R, ktera je VX = (21, 79, 23) € R?
déna predpisem
2.
Qs(x) = 23 — 631239 + 515 — 8973 — 43
a to vzhledem k bazi G = {(1,1,0), (0,1,1),(0,0,1)}.
Reseni :
1 10 1 =3 0 100 0 —2 —4
Qf)y=10 11 -3 5 —4 110 )= -2 -7 -8
0 0 1 0 —4 —4 011 —4 -8 —4
Naleznéte matici kvadratické formy @ : R® — R, ktera je VX = (21, 22, 73) € R?
déna pfedpisem
3. Qr(x) = 27 + 4z1 29 + B3 + 27073 + 75
a to vzhledem ke standardni bazi S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Reseni :
1 20
Qp)sy=12 51
011
Naleznéte matici kvadratické formy @Q; : R® — R, ktera je VX = (z1, 22, 73) € R?
4 déna predpisem

Qr(x) = 23 + 4zy 739 + B3 + 27973 + 75
a to vzhledem k bazi G = {(1,0,2), (0,3,0),(0,0,1)}.
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Reéeni:
10 2 1 20 100 5 12 2
Q=10 30 2 5 1 030]|=1[12 45 3
00 1 01 1 2 0 1 2 31

Naleznéte matici kvadratické formy Q; : R* — R, ktera je VX = (21, xa, 23, 24) €
R* dana predpisem

5. Qr(x) = 23 + 4zy79 + 53 + 27973 + 75

a to vzhledem ke standardni bézi
S ={(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)}.

ResSeni :

(Qf)sy =

S O N
S = Ot
O = = O
o O OO

Naleznéte matici kvadratické formy Q; : R* — R, ktera je VX = (21, Ta, 23, 24) €
R* dana predpisem

6. Qs(x) = 27 + 4zy39 + 575 + 27973 + 15 + 67374

a to vzhledem ke standardnf bézi

S ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Reseni :

(Qr)s) =

O O N
O = Ot
W= = O
o w o o

Urcete matici kvadratické formy Q; : Py — R, kde P, = {ax®+bz+c | a,b,c € R},
ktera je V h(x) € P, dana predpisem

a to vzhledem ke standardni bazi S = {22, z,1}.

Reseni :

(Qr)s) =

NICT QO
Nl DN W
— Nl ot
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Urcete matici kvadratické formy Q; : P, — R, kde P, = {az®+bz+c | a,b,c € R},
ktera je V h(x) € P, dana predpisem

8.
Qs(h(x)) = h(2)h(1)
a to vzhledem k bazi G = {z* — z,2z + 3,z + 1}.
Reseni :
1 -1 0 4 3 2 100 0 5 2
Q=0 2 3 32 3 -1 21 |=(5 3 2
0 11 2 3 03 1 2 2 6
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6.2 Klasifikace kvadratickych forem

Kvadraticka forma danému vektoru z vektorového prostoru pfirazuje realné cislo.
Uvazujme naptiklad kvadratickou formu Q; : R? — R, které je dana predpisem:

Qf(X) = 327 + 4a3 + 225 — 67179 — 22173 + 42973, kdeX = (21,72, 73) € R

Vsimnéme si, ze Qf((1,1,1)) = 5, Q((0,1,1)) = 10, Q¢((0,—-2,—-1)) = 26,
...a at dosadime jakykoli dalsi vektor, vyjde ¢islo kladné. Pouze v ptipadé, ze do
kvadratické formy dosadime vektor (0,0, 0), vyjde ¢islo nula. O takové kvadratické
formé budeme fikat, Ze je pozitivné definitni.

Podobné bychom mohli najit kvadratické formy, jejichz hodnoty vychézeji
vzdy zaporné. Ale jsou i kvadratické formy, které nékterym vektorum prifadi
kladné a nékterym zaporné ¢islo.

(V,+,°) (R,+,-)

Obréazek 6.1: Pozitivné definitni kvadratickd forma prifazuje vSem vektortim
kladné realné ¢islo. Jedinou vyjimkou je nulovy vektor. Ten kazda kvadraticka
forma zobrauje na nulu.

(Vi+,-), ge
1.) pozitivné definitni, prdve kdyz VX — {0} : Q¢(X) >0
2.) negativné definitni, pravé kdyz Vx — {o} : Q(X) <0
3.) pozitivné semidefinitni, prdavé kdyz VX : Qs(X) > 0
4.) negativné semidefinitni, prdve kdyz Vx: Q¢(X) <0

5.) indefinitni, prave kdyz 3X,y € V: Q(X) > 0N Qs(¥) <0

Definice 64. (Definitnost kvadratické formy) Kvadratickd forma Qf : V — R,
kde (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem (R,+,-) a © je nulovy vektor na
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predpisem.:

Qf(X) = x% + 2x% + 5x§,

kde X = (x1, T2, x3).

Priklad 65. Klasifikujte kvadratickou formu Q(X) : R® — R, kterd je ddna

ReSeni : Uvazme, Ze pro libovolna x1, 24, 25 € R je x? >0, 25 > 0 a takeé
x2 > 0. Navic, jestlize je vektor X = (1, T2, ¥3) riizny od nulového vektoru, pak
je alespoii jedno z ¢isel x1, T2, T3 nenulové. A tak je alespoii jedno z ¢isel 22, 23, 23
ostfe vétsi, nez nula. Mizeme proto tvrdit, ze

VX —{o}: Q;(X) = 2 + 2235 + 513 >0
~— = =
>0 >0 >0

Z Definice 64 pak plyne, ze zadand kvadraticka forma Q(X) = z3 + 223 + 523
je pozitivné definitni.

Regent tohoto prikladu bylo jednoduché, nebot se v predpisu zadané kvad-
ratické formy vyskytovaly pouze ,kvadratické* ¢leny a pred kazdym z nich byl
kladny koeficient. Matice této kvadratické formy mé proto nenulova ¢isla jen na
diagonale a vSechna jsou kladné :

S N O
o O O

1
(Qf)<s> - 8

Naopak, pokud bude mit néjaka kvadratickad forma vzhledem k né-
jaké (nemusi byt standardni) bazi £ matici, kterA ma mimo diagonalu
nuly a ¢isla na diagonale jsou vSechna kladna :

a1y 0 0
(Qr)ipy = 0 an 0
0 0 929
pak je ddna predpisem
>0 >0 >0

Qf(X) :\CLH l’% + 9292 .Z‘; + ass Ig},

~
>0 pro X#0

kde X(g) = (21, %2, 73). A je jasné, Ze je pozitivné definitni.
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predpisem.:

Qf(X) = —Qxf — ng — xg,

kde X = (x1, T2, x3).

Priklad 66. Klasifikujte kvadratickou formu Q(X) : R® — R, kterd je ddna

Reseni : Uvazme, Ze pro libovolna xy, 29,73 € R je 22 > 0, 22 > 0 a také
22 > 0. Navic, jestlize je vektor X = (1, T2, ¥3) riizny od nulového vektoru, pak
je alespon jedno z &isel xq, z9, x3 nenulové. A tak je alespon jedno z &isel 23, 23, 3

ostfe vétsi, nez nula. Muzeme proto tvrdit, ze

VX — {0} Q;(X) = —2x] -3z —x3 < 0
— =

<0 <0 =0

Z Definice 64 pak plyne, Ze zadana kvadratickd forma Q;(X) = —2x% —323—a3
je negativné definitni.

Regeni tohoto prikladu bylo jednoduché, nebot se v predpisu zadané kvad-
ratické formy vyskytovaly pouze ,kvadratické* ¢leny a pred kazdym z nich byl
zaporny koeficient. Matice této kvadratické formy ma proto nenulova ¢isla jen na
diagonale a vSechna jsou zaporné :

-1 0 0
@) =1 0 =3 0
0 0 -1

Miizeme zobecnit. Pokud méa kvadratickd forma vzhledem k néjaké
(nemusi byt standardni) bazi F matici, ktera ma mimo diagonalu nuly
a Cisla na diagonale jsou vSechna zaporna, pak je dana predpisem

<0 <0 <0
— AN 2, AN 2, /N2
Qf(X) :\CLH xy + @92 Ty + "ass l’%,
~~

<0 pro X#o

kde X(g) = (21, %2, 73). A je jasné, Ze je negativné definitni.
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predpisem.:

Qs(X) = 23 + 4a3 = 7 + O3 + 4a3,

kde Xy = (21,72, 23).

Priklad 67. Klasifikujte kvadratickou formu Q(X) : R® — R, kterd je ddna

ReSeni : Je ziejmé, Ze pro libovolny vektor X(gy = (71,72, 73) je

Qs(X) = 27 + 03 + 423 > 0.

Ale i pro nenulovy vektor muze vyjit hodnota této kvadratické formy rovna
nule. Napfiklad pro vektor Xz = (0,1, 0). Mzeme proto Fici, Ze tato kvadraticka
forma je pozitivné semidefinitni (ale neni pozitivné definitni).

Toto pozorovani muzeme opét zobecnit. Pokud ma kvadratickd forma
vzhledem k néjaké (nemusi byt standardni) bazi £ matici, kterd ma
mimo diagonalu nuly a ¢isla na diagonale jsou vSechna vétsi, nebo rovna
nule, pak je pozitivné semidefinitni.

predpisem:

Qr(X) = —x% — 3x§ = —.1/"}) — dzj + ().1’%,

kde K(E) = (131,372, l’g).

Priklad 68. Klasifikujte kvadratickou formu Q¢(X) : R® — R, kterd je ddna

ReSeni : Je ziejmé, ze pro libovolny vektor Xpy = (21,22, 23) je

Qs(X) = —27 — 323 + 023 < 0.

Ale i pro nenulovy vektor muze vyjit hodnota této kvadratické formy rovna
nule. Napiiklad pro vektor Xz = (0,0, 1). Mizeme proto Fici, Ze tato kvadraticka
forma je negativné semidefinitni (ale neni negativné definitni).

Toto pozorovani muzeme opét zobecnit. Pokud ma kvadratickad forma
vzhledem k né&jaké (nemusi byt standardni) bazi £ matici, ktera ma
mimo diagonalu nuly a ¢isla na diagonale jsou vSechna mensi, nebo
rovna nule, pak je negativné semidefinitni.
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Priklad 69. Klasifikujte kvadratickou formu Q;(X) : R* — R, kterd je ddna
predpisem.:

Qf(X) = —x% + 239 — 3x§,

kde i(E> = (£E1, Z9, l‘g).

Reseni : V predpisu kvadratické formy :

Qf(i) = —LL‘% + 21[)2 — 3%’%

je koeficient pied z? zaporny. Proto, pro vektoy, jejichZ souradnice vzhledem
k bazi E jsou naptiklad (1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), ..., vychazi zaporné hodnoty
Qr(X).

Naopak, koeficient pred z2 je kladny. Proto, pro vektoy, jejichz souradnice
vzhledem k bézi E jsou naptiklad (0,1,0), (0,2,0), (0,3,0), ..., vychazi kladné
hodnoty.

Miizeme proto Tici, ze tato kvadraticka forma je indefinitni.

Toto pozorovani muzeme opét zobecnit. Pokud ma kvadratickd forma
vzhledem k néjaké (nemusi byt standardni) bazi £ matici, ktera ma
mimo diagonalu nuly a ¢isla na diagonale néktera kladnia a néktera
zapornd, pak je indefinitni.

(V.+.) R, +,-)

Obréazek 6.2: Indefinitni kvadraticka forma.

Co ale délat, kdyz se v pfedpisu kvadratické formy vyskytnou i jiné nez kva-
dratické ¢leny?
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Priklad 70. Klasifikujte kvadratickou formu Q(X) : R® — R, kterd je ddna
predpisem.:

Qrx) = x% + 22129 + 229 + 6x§,
kde X = (21,29, 23) € R.

Reseni : Tato kvadraticka forma méa vzhledem ke standardni bazi matici:

(Qf)(s> =

O = =
oo~
o oo

Ta ale neni diagonalni (protoze ma nenulova ¢isla i mimo diagonalu). Nejsme
proto schopni, tak jako v predeslych pfikladech, urcit o jaky typ kvadratické
formy se jedna. To se nam ale podaii, pokud najdeme bazi, vzhledem k niz ma
diagonalni matici. Napiiklad uvazujme bazi £ = {(1,0,0);(—1,1,0);(0,0,1)}.
Jak bylo ukédzano v podkapitole 6.1, matici kvadratické formy vzhledem k této
bézi urc¢ime :

100 110 1 -1 0
(Qf)<E> = -1 10 1 20 0 10 (6.1)
001 0 0 6 0 01
Soutadnice bézovych (Qf)< s Soutadnice bazovych
vektoru z E vektoru z E
v Tadcich ve sloupcich
Vynasobenim téchto matic zjistime, ze
1 00
(Qf)(E) =({010[. (6.2)
0 0 6

Vidime, Ze vzhledem k bazi F ma kvadratickd forma diagonilni matici, kde na
diagonale jsou vSechna ¢isla kladna. Podle zjisténi uc¢inénych v feseni Piikladu
65, je zadana kvadraticka forma pozitivné definitni.

Poznamka 71. Reseni Prikladu 70 mdme, to je hezké, ale co pristé? Zase néjak
zazracné uhodneme bdzi, vzhledem k niZ md zadand kvadratickd forma diagondlni
matici? Asi ne. Potiebujeme néjaky zaruceny postup, jimzZ nalezneme néjakou
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diagondlni matici zadané kvadratické formy (a je ndm celkem jedno, vzhledem k
jaké bdzi je to jeji matice).

Poucme se proto z Teseni Prikladu 70. Podivejme se jesté jednou, jak jsme
nalezli diagondlni matici zadané kvadratické formy (rovnice (6.1) a (6.2)):

1 00 110 1 -1 0 100
(Qf><E) = -1 10 120 0O 10} =(01P0 (6.3)
0 01 0 0 6 0 01 0 0 6
Oznacme jako (Qf)<s> Oznacme jako
matici E matici BT

Nyni je cas si vzpomenout na podkapitolu 1.6 o transformacnich maticich.
Matice E funguje jako transformacni matice provdadéjici radkové upravy v matici
(Qf)s) (konkrétné pricte minus jedna ndsobek Fddku pruniho k rddku druhému).
Dd se rozmyslet, Ze matice ET poté s vijslednou matici provede tiplné stejné sloup-
COVE Upravy.

Obecné tedy hledanou diagonalni matici nalezneme tak, ze s matici
zadané kvadratické formy vzhledem ke standardni bazi provadime rad-
kové tpravy tak, abychom dostali nuly pod diagonalou, ale po kazdé
radkové apravé provedeme stejnou apravu se sloupci (to zajisti, Ze se
nuly objevi i nad diagonalou).

Tento postup, kterym jsme mohli vyresit Priklad 70 bychom symbolicky zapsali
ndsledugjicim zpisobem:

110 1 10 1 00
(@f)(s) = 1 20 ~ 010 ~ 01 0
0 0 6 0 0 6 0 0 6
—ri—ro —S1—S2 (Qf)(E>

A protoZe na diagondle vysledné matice jsou vsSechna cisla kladnd, je zadand
matice pozitivné definitni.

Tento postup si miZete procvicit na ndsledujicich 7esenych prikladech.
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dana predpisem

Qf(x) = 23 — 43 + 5a3 — 63173 — 81973

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R® — R, kterd je VX = (z1,72,73) € R?

Reseni : Nejprve nalezneme matici zadané kvadratické formy vzhledem
ke standardni béazi (mohli bychom i vzhledem k jiné bazi, ale vzhledem ke
standardni to bude nejjednodussi):

1 0 -3
@y =1{ 0 —4
-3 —4 5

Tuto matici nésledné upravujeme tak, ze st¥iddme stejné radkové a stejné
sloupcové upravy. Pti radkovych tpravach se snazime dostat nuly pod dia-
gonalou. Takto nakonec dostaneme diagonalni matici (nenulova ¢isla mohou
byt jen na diagonale).

V tomto pripadé se nejprve snazime ,yvynulovat® ¢islo —3 ve tretim fadku
prvnim sloupci Pfi¢teme proto trojnasobek prvniho radku k radku tfetimu.
Poté proto musi nésledovat ,stejna” sloupcova uprava, kde pricteme troj-
nasobek prvniho sloupce ke sloupci tretimu:

1 0 =3 1 0 =3 1 0 0
0 -4 —4 | ~ 0 —4 —4 0 —4 —4 ~
-3 -4 5 0 —4 -4 0 —4 —4
31‘111‘3 L 351‘;53 —r;:)rg i

Vsimnéme si, ze po fadkové a stejné sloupcové apraveé vznikne opét symet-
rickd matice. (Neni to nédhoda, jedna se o matici zadané kvadratické formy,
ale vzhledem k jiné neZ standardni bazi.) Zbyva ,vynulovat® ¢islo ve tietim
rfadku druhého sloupce pri¢tenim -1-nésobku druhého radku ke tretimu a
poté provést stejnou sloupcovou tpravu:

10 0 1 00
0 0 O 0 00

Vysledna diagonalni matice méa na diagonale jak ¢isla kladna (1), tak za-
porna (—4). To znamené, ze zadana kvadratickd forma je indefinitni.
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Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R?® — R, kterd je VX = (z1,72,73) € R?
dana predpisem

Qs(x) = 227 + 1625 + 23 + 83179 + 27173

ReSeni : Nejprve nalezneme matici zadané kvadratické formy vzhledem
ke standardni bazi (mohli bychom i vzhledem k jiné bazi, ale vzhledem ke
standardni to bude nejjednodussi):

o o
— o =

9
@)y =1 4 1
1

Tuto matici nésledné upravujeme tak, ze stfiddme stejné radkové a stejné
sloupcové upravy. Pri fadkovych tpravach se snazime dostat nuly pod dia-
gonalou. Takto nakonec dostaneme diagonalni matici (nenulova ¢isla mohou
byt jen na diagonéle).

Abychom nemuseli pfi¢itat zlomky fadkd, nejprve vynasobime tieti fadek
dvojkou. Poté ale udélame totéz se tretim sloupcem:

2 41 2 41 2 4 2
4 16 0 | ~ 4 16 0 | ~| 4 16 0O ~
1 01 2 0 2 2 0 4
N / N - v NS - v
2:rg 2-s3 —2rj—rp
L —rp—rg .

Déle se snazime pomoci radkovych tprav "vynulovat"¢isla v prvnim sloupci
pod diagonalou. Poté ale musi nésledovat "stejné"sloupcové upravy:

2 4 2 2 0 0
0 -4 2 0 -4 2
—25?%52 2?;3
L —S1—7s3 .

Vsimnéme si, ze po fadkové a stejné sloupcové tpravé vznikne opét sy-
metrickd matice. (Neni to ndhoda, jedna se o matici zadané kvadratické
formy, ale vzhledem k jiné nez standardni bézi.) Pokracujeme ve stiidani
radkovych a sloupcovych tprav, dokud neobdrzime matici diagonalni:
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2 0 O 2 0 0
0 -8 4 0 -8 8
L ZE I'2:I‘3 |
20 0 2 00
00 O 0 00
L 52183 n

Vysledna diagonalni matice mé na diagonale jak ¢isla kladna (2 a 8), tak
nulu. To znamena, ze zadana kvadraticka forma je pozitivné semidefinitni.
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6.2.1 Klasifikace kvadratickych forem - priklady k procvi-
ceni

déna predpisem

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R* — R, kterd je VX = (1, 72,23) € R?

1.
Qs(x) = 23 — 611239 + 515 — 8T973 — 413,
Reseni : Q 7 je indefinitni.
Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R® — R, kterd je VX = (z1,22,73) € R?
déna predpisem
2.
Qf(X) = 7 + 4z139 + 525 + 22973 + 75,
ReSeni : Q 7 je pozitivné semidefinitni.
Klasifikujte kvadratickou formu @Q; : R® — R, ktera je VX = (1,79, 23) € R?
déna predpisem
3.
Qs (X) = 27 — 4zy39 + 375 + 22973 + T3,
Reseni : Q 7 je indefinitni.
Klasifikujte kvadratickou formu @y : R* — R, ktera je VX = (1, xq,23) € R?
dana pfedpisem
4.

Qf(X) = —a7 + 21123 — 5 + 27973 — T3.

Reseni : Q # je indefinitni.

5. | dana piedpisem
Qf(i) = QZ% — 21‘1$3 + ZL'% — 21’21‘3.

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R® — R, kterd je VX = (z1,22,73) € R?

Reseni : Q # je indefinitni.
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Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R® — R, kterd je VX = (z1,22,73) € R?
dana pfedpisem

Qrx) = T3+ 13 — 20139 — 27173 + 27073 + 75

ReSeni : Q 7 je pozitivné semidefinitni.

Klasifikujte kvadratickou formu @Q; : R* — R, ktera je VX = (1, xq,23) € R?
déna pfedpisem

Qf(X) = —x% - 10x§ — x% + 62129 — 2T973.

ReSeni : ()5 je negativné semidefinitni.

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R* — R, kterd je VX = (z1,22,73) € R?
dana predpisem

Qs(X) = 27 + 273 + 373 — 23123 — w973,

ReSeni : (); je pozitivné semidefinitni.

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R®* — R, kterd je VX = (z1,22,73) € R?
déna predpisem

Reseni : Q 7 je pozitivné definitni.

Klasifikujte kvadratickou formu Q; : R® — R, kterd je VX = (1, 22,73) € R?
dana pfedpisem

QX)) = —27 — 13 — 373 + 27123 + 27573,

ReSeni : Q 7 je negativné definitni.




Kapitola 7

Skalarni soudin

7.1 Skalarni soucin

Definice 72. (Skalarni sou¢in) Skaldrnim soucinem na vektorovém prostoru
(V,+,-) nad R nazveme kazdou symetrickou bilinedrni formu f : V xV — R k
niz prislusi pozitivne definitni kvadratickd forma Q.

Rozhodnéte, zda je bilinearni forma f : R? x R®* — R, kterd je VX
(1, 22,23), ¥ = (1,2, y3) € R? dana piedpisem

J(X,¥) = z1y1 + 21y + Toy1 + 222y + T3Y3

skalarnim souc¢inem na (R3, +,-).

Reseni : Matici této bilinearni formy vzhledem ke standardni bézi je ma-
tice:

1 10
1 20
0 01

Ta je symetrickd — jedna se proto o symetrickou bilinearni formu.

K ni prislusejici kvadraticka forma ma stejnou matici (klasifikujeme ji):

110 110 1 00
110 ]~ 01 0|~ 01@0
001 0 01 0 0 1
71‘1‘;1'2 L —S1—S2 |

211
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Kvadraticka forma piislusejici k zadané (symetrické) bilinearni formé je tedy
pozitivné definitni. Znamena to, Ze zadana bilinearni forma je skalarnim
soucinem na (R3, +, ).

Urcete vSechny vektory Z € R? kolmé na vektor (1,2,—1) € R?® vzhledem ke
2. | skalarnimu souc¢inu f : R3 x R?® — R, ktery je VX = (xq,29,23) € R3,Vy =
(y1,%2,y3) € R? dan piedpisem f(X,¥) = 22191 + Toys + 273ys3.

ReSeni : Aby byl vektor T € R® kolmy na vektor (1,2, —1), musi byt
splnéno:

f(x,(1,2,-1)) =0.
To znamené, Zze musi platit
2y - 142924223 - (—1) =0.
r1+ 19 — 23 = 0.
Zvolime -li parametry x1 =t a x3 = s, dostavame
r9 = —t+ s.

Odtud
T=(t,—t+s,s)=t(1,—-1,0) 4+ s(0,1,1); s,t € R.

Urcete viechny vektory T € R3, které¢ jsou kolmé na vektory (1,1, —1),(1,2,0) €
3. | R3 vzhledem ke skalarnimu soucinu f : R3 x R® — R, ktery je VX = (21, 22, 73) €
R3 VY = (y1, 2, y3) € R dan predpisem f(X,¥) = x1y1 + T2y + T3Ys.

Reseni : Aby byl vektor T € R? kolmy na vektory (1,1,-1),(1,2,0), musi
byt splnéno:

f(x,(1,1,-1)) = 0

fx,(1,2,0)) = 0

To jest

X1+ Ty — Ty = 0

[)’)1—21‘2 = 0
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Dostéavame tak soustavu linearnich rovnic:
11 —-11]0 1 1 —-11]0
1 2 00 01 110
Volbou parametru x3 = ¢t dostaneme feSeni T = (2t, —t,t) = t(2, —1,1).

7.1.1 Skalarni soucin - priklady k procviceni

Rozhodnéte, zda je bilinearni forma f : R3 x R3 — R, ktera je VX =
(1,22, 23),¥ = (Y1, 2,93) € R® dana predpisem

f(XY) = 2191 + 212 — Tath + 2T2y2 + T3y3

skaldrnim sou¢inem na (R3, +,-).

Reseni : Zadana bilinearni forma neni symetricka, nemuze proto byt ska-
larnim soucinem.

Rozhodnéte, zda je bilinearni forma f : R?® x R3 — R, ktera je VX =
(1, 22,23), Y = (Y1, Y2, y3) € R* dana piedpisem

f(X,Y) = z1y1 + 202y2 + T3y3 — T1Y2 — T2Y1 — TalYs — T3Yo

skalarnim souc¢inem na (R3, +, ).

Reseni : Zadana bilinearni forma je symetricka, ale k ni pfislusejici kvadra-
ticka forma neni pozitivné definitni, nemuze proto byt skalarnim souc¢inem.

Rozhodnéte, zda je bilinearni forma f : R?® x R3 — R, ktera je VX =
(21,22, 23), ¥ = (y1,¥2,y3) € R? dand piedpisem

f(X, ) = 2191 + 322y + T3y3 — T1Y2 — T2y1 + ToYs + T3y

skaldrnim sou¢inem na (R3, +,-).

ResSeni : Zadana bilinedrni forma je symetrickd a k ni prislusejici kvadra-
ticka forma je pozitivné definitni, je proto skalarnim sou¢inem na (R3, +, ).

Urcéete viechny vektory X € R? kolmé na vektor (1,0,—1) € R? vzhledem ke
4. | skalarnimu soucinu f : R? x R® — R, ktery je VX = (1,79, 23) € R3 Vy =
(y1,92,y3) € R? dan piedpisem f(X,¥) = z1y1 + ToYo + T3Y3.

Reeni : X = t(1,0,1) + 5(0,1,0); s, € R.
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Uréete viechny vektory X € R? kolmé na vektor (1,0,—1) € R3 vzhledem ke
skalarnimu souc¢inu f : R?® x R® — R, ktery je VX = (z1,79,73) € R3 Vy =
(y1,92,93) € R* dén piedpisem f(X,¥) = 3w1y1 + way2 + T3y3.

Reseni : X = #(1,0,3) + 5(0,1,0); s, € R.

Uréete vSechny vektory X € R?® kolmé na vektor (1,2,1) € R?® vzhledem ke
skalarnimu sou¢inu f : R3 x R® — R, ktery je VX = (21,79, 23) € R3Vy =
(Y1, Y2, y3) € R® dén predpisem f(X,y) = 3z1y1 + 272y + T3Y3.

Reseni : X = t(1,0,—3) + 5(0,1,—4); s,t € R.

Urcete viechny vektory X € R3, které jsou kolmé na vektory (1,2,1) a (1,2,2) €
R3 vzhledem ke skaldrnimu soucinu f : R® x R®* — R, ktery je VX = (21, T2, 73) €
R?, VY = (y1,92,93) € R® dan predpisem f(X,¥) = 2151 + Zay2 + T3Ys.

ReSeni : X = t(—2,1,0); t € R.

Urcete viechny vektory X € R?, které¢ jsou kolmé na vektory (1,0,1) a (1,2,2) €
R3 vzhledem ke skalarnimu soucinu f : R?® x R?* — R, ktery je VX = (z1, 79, 73) €
R?, VY = (y1,%2,43) € R? dén piedpisem f(X,¥) = w151 + Tay2 + T3y3.

ReSeni : X =1(2,1,-2); t € R.

Uréete viechny vektory X € R3, které jsou kolmé na vektory (1,0,1) a (1,2,5) €
R3 vzhledem ke skalarnimu soucinu f : R3 x R? — R, ktery je VX = (21, 22, 73) €
R?, VY = (y1, ¥2, y3) € R® dan pedpisem f(X,¥) = 2191 + 2292 + T3ys.

ReSeni : X = t(—1,-2,1); t € R.

Urcete viechny vektory X € R3, které jsou kolmé na vektory (1,2,1) a (1,3,2) €
R3 vzhledem ke skaldrnimu soucinu f : R® x R? — R, ktery je VX = (21, 22, 73) €
R3 VY = (y1, s, y3) € R3 dan predpisem f(X,y) = x1y1 + T2y + HT3Y3.

ReSeni : X =t(5,—5,1); t € R.
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7.2 Gramm — Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
1. | {g, = (-2,0,1),8, = (1,5,-3),85 = (0,6,6)} v R® vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

ResSeni : Cilem je najit bazi F = {fy,f,,fs}, kde jsou bazové vektory
navzajem kolmé.

f, =g;.| Proto

fo = gs + afy, kde f1f5 = 0. | Proto

?1?2 = fl (g2 + Oé?l) = flgz -+ Oéflfl = 0
Po dosazeni do posledni rovnosti obdrzime:
(—=2,0,1)(1,5,-3) + a(—2,0,1)(=2,0,1) = 0

—54+5a = 0

Zjisténou hodnotu a dosadime do vztahu fy = g, + af; :

fo=(1,5,-3)+_1 (=2,0,1) = (~1,5,-2)

=

?3 = 53 + 011?1 + Oész, kde flfg =0 a také f2f3 = 0. Proto

f1f3 = f1§3 + Ozl?lfl + (0] flfz =0
=0

Po dosazeni obdrzime:
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(—2,0,1)(0,6,6) + a1 (—2,0,1)(—2,0,1) = 0

(—1,5,-2)(0,6,6) + as(—1,5, —2)(—1,5,-2) = 0

6+50; = 0

18"‘300&2 =0

_ 6
041——5

_ 3
Qp = —ap=—%

7Zjisténé hodnoty aq, ap dosadime do vztahu fg = g3 + a1f1 + asfa:
fs = (0,6,6) —2(—2,0,1) — 2(—1,5,-2)

= (05,9 + (3,0, + (5, =%.3)

= (3,3,6)

Nalezli jsme ortogonalni bézi:

F= {(_2707 1); <_17 5, _2)5 (37 376)}
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Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
2. [ {g; = (1,0,1),8, = (0,1,3),83 = (0,1,1)} v R® vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

ReSeni : Cilem je najit bazi F = {f,,f5,f3}, kde jsou bazové vektory
navzajem kolmé.

f; =g;.|Proto

f1 :gl = (17071>

?2 = g2 + Oéfl, kde flfz = 0. | Proto

?1?2 = fl (g2 + Oé?l) = Flgz + Oéflfl = 0

Po dosazeni do posledni rovnosti obdrzime:
(1,0,1)(0,1,3) + «(1,0,1)(1,0,1) = 0

3+2a0 = 0

o
I
|
N

Zjisténou hodnotu o dosadime do vztahu fy = g, + af; :

- 3 3.3
fo =(0,1,3) 5 (1,0,1) = (—=,1,2)

2772
~
=«
Nalezeny bazovy vektor fy muzeme (pro jednoduchost daldich vypoctii)
nahradit jeho dvojnasobkem - to nezméni jeho "smér"- zistane kolmy na
f,. Prezna¢me proto:

fy =(-3,2,3).

?3 = 23 -+ Oélfl + 042?2, kde flfg =0 a také ?2?3 = 0. | Proto

fifs = f18; +aififi +axfifs = 0
=0

fofs = f2§3,+OZ1 fof s +aofafy = 0
-0
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Po dosazeni obdrzime:
(1,0,1)(0,1,1) + 1(1,0,1)(1,0,1) = 0

(—3,2,3)(0,1,1) + aa(—3,2,3)(=3,2,3) = 0

1+2()é1 = O
5+ 2205 = 0
_ 1 11
G = T3 T T
Qo = -3

Zjisténé hodnoty aq, as dosadime do vztahu f3 = g3+ aqfy + aofsy:

fs = (0,1,1) — 5(1,0,1) — 5(-3,2,3) =

4 12 4
= (33 —m) =
- %(1737 _1)

Nalezeny bazovy vektor f3 mizeme nahradit jeho nenulovym nasobkem -
zistane kolmy na f; i na fy. Pfeznacme proto:

fs = (1,3,—-1).

Nalezli jsme ortogonalni bézi:

F= {<1707 1); (_3’273); (173’ _1>}

7.2.1 Gramm — Schmidtiav ortogonaliza¢ni proces - prii-
klady k procviceni

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
1. | {g; = (1,0,—1),8, = (0,1,2),85 = (0,1,—1)} v R? vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

ReSeni : F = {f; = (1,0,-1),fy = (1,1,1),f3 = (-1,2, —1)}
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Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
2. | {g; = (1,2,-1),8, = (0,1,2),85 = (0,1,—1)} v R? vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

Reseni : F = {f; = (1,2,-1),f = (0,1,2),f3 = (=5,2, 1)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho procesu ortogonalizujte bazi G =
3. | {g; = (1,2,-1),8, = (0,0,2), 85 = (0,1,—1)} v R? vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

Reseni : F = {f; = (1,2, -1),fy = (1,2,5),f3 = (—4,2,0)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
4. | {g, = (1,2,-1),8, = (0,—1,2),83 = (0,1, —1)} v R? vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

Reseni : F = {f; = (1,2, -1),fy = (2,1,4),f3 = (=3,2,1)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
5. | {g, = (1,1,0),8, = (0,—1,2),85 = (0,1, 1)} v R?® vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

ReSeni : F = {f; = (1,1,0),f; = (1,-1,4),f3 = (-2,2,1)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
6. | {g, =(-2,1,0),8, = (0,—1,1),85 = (1,1, 1)} v R3 vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

ReSeni : F = {f; = (-2,1,0),f, = (-2, -4,5),f5 = (1,2,2)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
7.1 {g, =(-2,1,1),8, = (0,—1,1),85 = (1,1, —1)} v R? vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu.

Reseni : F = {f; = (-2,1,1),f = (0, —1,1),f3 = (1,1,1)}

Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ortogonalizujte bazi G =
8. | {g; = (-2,0,1),8, = (1,5,-3),85 = (—1,1,—1)} v R? vzhledem ke standard-
nimu skaldrnimu soucinu.

Reseni : F = {f; = (—2,0,1),fy = (—1,5,-2),f3 = (=1, -1, —2)}

7.3 Souradnice vzhledem k ortogonalni bazi

Naleznéte soufadnice vektoru b = (1,2,1) vzhledem k ortogonalni bazi £ =
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Reseni : Hledané soutadnice tvoif vektor B< By = (k1, ko, k3), kde:

kl(la 170) + kQ(_lv L 2) + kS(la -1, 1) = (17 2, 1)

Tuto vektorovou rovnici (presnéji jeji levou a pravou stranu) muiZzeme vyna-
sobit bazovym vektorem (1, 1,0), (—1,1,2), respektive (1, —1,1). Obdrzime
tak t¥i rovnice, kde vyuzijeme faktu, ze bazové vektory jsou na sebe kolmé
(pokud jsou rtzné, je jejich skalarni sou¢in roven nule):

k1(1,1,0)(1,1,0) + ks (—1,1,2)(1,1,0) +ks (1, —1,1)(1,1,0) = (1,2,1)(1,1,0)
=0 =0

k1(1,1,0)(=1,1,2) +ko(—1,1,2)(=1,1,2) + ks (1, =1, 1)(=1,1,2) = (1,2,1)(=1,1,2)

N J/ (& J/

> >
k1(1,1,0)(1, =1,1) +ky (—1,1,2)(1, =1,1) +ks(1, —1,1)(1,-1,1) = (1,2,1)(1,—1,1)
=0 =0

Obdrzime tak soustavu rovnic:

2]{51 - 3
6]{72 = 3
3ks = 0

Odtud okamzité plyne fesSeni:

_ 31
bgy = (ki, ke, k3) = (57 §,0> .

Naleznéte soufadnice vektoru b = (2,1,0) vzhledem k ortogonalni bazi E =

Reseni : Hledané soufadnice tvori vektor bpy = (k1, ko, k3), kde:

ky(1,0,—1) + ka(3,2,3) + ks(—1,3,—1) = (2,1,0)
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Tuto vektorovou rovnici (presnéji jeji levou a pravou stranu) miuzeme vy-
nasobit bazovym vektorem (1,0, —1), (3,2,3), respektive (—1,3,—1). Ob-
drzime tak tfi rovnice, kde vyuzijeme faktu, ze bazové vektory jsou na sebe
kolmé (pokud jsou rtzné, je jejich skalarni sou¢in roven nule):

k1 (1,0, —1)(1,0, —1) + ks (3,2,3)(1,0, —1) +ks (—1,3, —=1)(1,0,—1) = (2,1,0)(1,0,—1)

N J N /

=0 =0
k1(1,0,—1)(3,2,3) +k2(3,2,3)(3,2,3) + ks (—1,3,—1)(3,2,3) = (2,1,0)(3,2,3)
=0 =0
kr(1,0,—1) +k2 (3,2,3)(1, —1,1) +ks(—1,3, —1)(=1,3, —1) = (2,1,0)(=1,3,-1)
=0 =0
Obdrzime tak soustavu rovnic:
2k = 2
22k2 - 8
ks = 1

Odtud okamzité plyne feSeni:

— 4 1
b<E> = (kla k27 k3) = (1 ) .

11011

7.3.1 Souradnice vzhledem k ortogonalni bazi

1 Naleznéte soufadnice vektoru b = (3,1,2) vzhledem k ortogonélni bazi E =
. {(17170);(_17172);(17_171)}'
Reseni : E<E> = (2, %, %) .
o. | Naleznéte souradnice vektoru b = (1,0,5) vzhledem k ortogonalni bazi E =

{(17 170); (_17 L, 2); (17 -1, 1)}

Reseni : by = (3,3,2).
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Naleznéte soufadnice vektoru b = (2,1,2) vzhledem k ortogonélni bazi E =

Resent : B<E> = (0, %, I—ll) .

Naleznéte soufadnice vektoru b = (1,0,1) vzhledem k ortogonalni bazi £ =
{(17 07 _1); (37 27 3)a (_17 37 _1)}

Reseni : B<E> = (0 3 _—2)

» 110 11

Naleznéte soufadnice vektoru b = (4,1, —1) vzhledem k ortogonalni bazi E =

Reseni : B<E> = (%, %,0) )

Naleznéte soufadnice vektoru b = (15,4,5) vzhledem k ortogonélni bazi E =

Reseni : by = (0,1,-1).

" Naleznéte soufadnice vektoru b = (1,16,7) vzhledem k ortogonélni bazi E =

Reseni : by = (-2,1,1).

Naleznéte soutadnice vektoru b = (—1,6, —17) vzhledem k ortogonalni bazi £ =

Reseni : by = (5,0,1).

7.4 Ortogonalni projekce

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(1,2,1) do roviny urcené vektory v = (1,—1,5) aw = (1,0, 1).

Reseni : Rozlozime vektor u na soucet vektoru:

T=0+X,

kde m je vektor kolmy na rovinu zadanou vektory v .= (1,—1,5) a W =
(1,0,1) (protom-v =0 a také m-w = 0) a X je vektor lezici v této roviné.
Proto
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X = ki (1, —1,5) + ks(1,0,1).

Cilem je urcit vektor x. V&imnéme si, ze

v = M+X)-v=n-v+x-v=(k(1,-1,5) + k2(1,0,1)) - ¥
=0
a-w = n+X)-w=n-w+x-w= (k1 (1,—-1,5) + k2(1,0,1)) - W

Roznasobenim zévorek vpravo a dosazenim za u, v a w obdrzime:

(1,2,1)(1,=1,5) = ki(1,—1,5)(1, —=1,5) + ko(1,0,1)(1, —1,5)

(1,2,1)(1,0,1) = ki(1,—1,5)(1,0,1) + ko(1,0,1)(1,0,1)

Vynasobenim vektorti obdrzime soustavu linedrnich rovnic:

4 = 27Tky + 6k,

2 = 6k + 2k

ZapiSeme maticoveé a vyreSime:

27 64\ ri1 Org 6 2|2 2 3 1)1
6 2|2 27 614 27 6|4 —9r,

—
(3 1 1):"‘?1— g
0 =35/ Ly

Nyni mizeme urcit vysledek:

2 ) 1
Xx=-——(1,-1,5) + =(1,0,1) = =(13,2,5).
%= —(1,-1,5) + 2(1,0,1) = £(13,2,5)
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Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(1,0,3) do roviny urcené vektory v = (1,1,0) a w = (0,1, 2).

ResSeni : RozloZzime vektor u na soucet vektoru:

U=1-+X,

kde 1 je vektor kolmy na rovinu zadanou vektory v .= (1,1,0) aw = (0, 1, 2)
(proto m- ¥ =0 a také - W = 0) a X je vektor lezici v této roviné. Proto

kl(la ]-70) + k2(07 17 2)

X

Cilem je urcit vektor X. Vsimnéme si, ze

v = M+4X) - v=0-Vv+X-v=(k(1,1,0) + £k2(0,1,2)) - ¥
=0
U-w = M+X) - w=n-w+x W= (k(1,1,0) + k2(0,1,2)) - W

=0

Roznasobenim zavorek vpravo a dosazenim za u, v a W obdrzime:
(1,0,3)(1,1,0) = k1(1,1,0)(1,1,0) + k2(0,1,2)(1,1,0)

(1,0,3)(0,1,2) = ki(1,1,0)(0,1,2) + k2(0, 1,2)(0,1,2)

Vynéasobenim vektorti obdrzime soustavu lineadrnich rovnic:

1 2k1 + ko

6 - k1+5l€2

ZapiSeme maticoveé a vyreSime:

2 11 r; Org 1 516 1 5 6
1 5]6 2 1)1 —2r 0 -9]-11
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Nyni miizeme urcit vysledek:

1 11
X=——(1,1,0) + 5(

1
0,1,2) = —(—1,10,22).
9 77) 9( Y ) )

7.4.1 Ortogonalni projekce - priklady k procviceni

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(1,2,1) do roviny ur¢ené vektory v = (—1,2,1) a w = (1,0, —1).

Reseni :
X = 1(—1, 2, 1) + 1(1, 0, —1) = (O, 2, 0).

Vypoététe ortogonélni (v eukleidovském skalarnim souéinu) projekei vektoru u =
(1,2,3) do roviny urcené vektory v = (—1,2,1) aw = (1,0, 1).

Regeni :
x=1(—-1,2,1) +2(1,0,1) = (1,2, 3).

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(1,1,2) do roviny ur¢ené vektory v = (1, —1,0) a w = (3, 1, 2).

Reseni : 5 5 5
Xx=—-——(1,—-1,0 —(3,1.2) = =(2,2.2).
X 3(7 7)+3(77) 3(’7)

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skaldarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(9,9,12) do roviny urcené vektory v = (1,—1,0) a w = (1, 1, 2).

Reseni :
X = 0(1, -1, O) + 7(1, 1, 2) = (7, 7, 14).

Vypoététe ortogonélni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(2,—2,3) do roviny urcené vektory v = (1,—1,0) a w = (1,1, 2).

Regeni :
x=2(1,-1,0) + 1(1,1,2) = (3, -1, 2).

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(2,—-2,1) do roviny ur¢ené vektory v = (1,0,—1) a w = (0, 1, 2).

Reseni : . 5 ]
X=—-(1,0,-1 —(0,1,2) = =(5,2,—1).
X 6(77 )_‘_6(”) 6(77 )
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Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(5,0,1) do roviny ur¢ené vektory v = (1,0,—1) a w = (0, 1, 2).

Regeni :
x = 4(1,0, —1) + 2(0, 1,2) = (4,2,0).

Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skaldarnim sou¢inu) projekei vektoru u =
(—1,1,3) do roviny ur¢ené vektory v = (1,0,—1) a w = (0, 1,2).

Regeni :
x=-1(1,0,—1) + 1(0,1,2) = (-1, 1, 3).

Vypoététe ortogonélni (v eukleidovském skalarnim souéinu) projekei vektoru u =
(1,2,4) do roviny urcené vektory v = (2,1, —1) a w = (1,0, —1).

Reseni :
X = 3(2, 1, —1) —6(1,0, —1) = (O, 3, 3).




Kapitola 8

Determinant

8.1 Determinant prvniho radu

Determinant prvniho radu pfirazuje matici typu (1, 1) realné ¢islo podle predpisu:

la| = a

1. | Vypoc¢téte determinant | — 1J.

Reseni : Pozor na zaménu s absolutni hodnotou! Determinant ¢isla (matice
o jednom fadku a jednom sloupci) minus jedna je ¢islo minus jedna:

1] =—1

8.1.1 Determinant prvniho radu - priklady k procviceni

1. | Vypoctéte determinant |5|.

2. | Vypoctéte determinant | — 3.

Regeni : | — 3| = -3

3. | Vypoctéte determinant | — 7|.

Reseni : | — 7| = —7
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8.2 Determinant druhého radu
Determinant druhOho fadu pfifazuje matici typu (1, 1) realné ¢islo podle predpisu:

a
c

QL

’:ad—cb.

W

1. | Vypoctéte determinant ;

Reseni : Nejprve vynasobime ¢isla na hliavni diagonale a ode¢teme soucin
¢isel na vedlejsi diagonéle:

1 3

9 4 =1-4-2-3

8.2.1 Determinant druhého radu - priklady k procviceni

1. | Vypoctéte determinant 1 i ‘
Reseni : S| - 11
-1 4]
e . 3 3
2. | Vypoctéte determinant 0 4|
Reéeni:‘g 2‘212
. . 0 -2
3. | Vypoctéte determinant 14|
= . .. | 0 =27
Reseni : ‘ 14 ' = -2

8.3 Determinant tretiho radu

8.3.1 Determinant tretiho rfadu - priklady k procviceni

1. | Naleznéte

ResSeni :
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8.4 Vypocet determinantu rozvojem

8.4.1 Vypocet determinantu rozvojem - priklady k procvi-
ceni

1. | Naleznéte

Reseni :

8.5 Vypocet determinantu elementarnimi tpravami

Hodnotu determinantu je mozné zjistit také néasledujicim zptsobem. Upravime
determinant na schodovy tvar pomoci elementarnich fadkovych (nebo sloupco-
vych) tprav, pfi¢emz vezmeme v Gvahu, ze:

e Pfi¢tenim nasobku jednoho fadku (sloupce) k néjakému jinému fadku (sloupci)
se hodnota determinantu nezmeéni.

e Vyménou fadki (sloupci) se zméni znaménko determinantu.

e Vynasobime-li néjaky fadek nenulovou konstantou ¢, bude hodnota tohoto
determinantu c-nasobkem hodnoty determinantu puvodniho. Aby se tedy
hodnota nezménila, musime upraveny determinant vynasobit ¢islem %

Determinant matice, ktera je ve schodovém tvaru je roven souc¢inu prvka na
diagonale (plyne to z postupu vypo¢tu determinantu rozvojem). Napiiklad kdy-
bychom poéitali hodnotu determinantu (nejprve rozvojem podle prvniho sloupce
a v daldim kroku opét):

51 2 L3
04 3| = 5-(=1)% ’:5-4-(—1)2\3\:5-4-3:60
00 3 —— [V 3

Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize

101 3

1 2 1 8 3
A= _1 917

5110
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1 01 3
218 3
-1 2 17

—21'2

3
10
—15

S O

—21'1

+ry

—51'1 01 —4 —TI9

5 1 10

16
—28

—10

16
—12

—10
—10

0 0

|A]

280

1-1-(—10) - (—28)

Vypoététe determinant matice A pomoci Gaussovych tprav (na trojuhelnikovy

tvar), jestlize

|

™M — O O

1
0
1
1

O — AN -

M AN AN

Reseni :

301 3

-5
—4

-9
-2

00
00

-3

-5

0 2

2
-9

00
0

—26

—21'3

—36

—18

00

1-1-(=9)-(=26) = —26

—
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Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
36 -9 3
3 21 0 -2
A=l 02 1 o0
-1 0 1 0
Reseni :
36 -9 3|1 12 -3 1
B 21 0 =2 B 21 0 -2 —2r;
4] = 02 1 0 =3 02 1 0 N
-1 0 1 0 -1 0 1 0 +ry
1 2 =3 1 1 2 =3 1
_ 3. 0 -3 6 —4 _3_1.1‘ 0 -3 6 —4 B
N o 2 1 0|3 0 6 3 0] +2rp
o 2 -2 1] -3 0 6 —6 3| +2rq
1 2 =3 1 1 2 =3 1
_ L]0 -3 6 —4 1140 -3 6 —4 B
3|0 0 15 -8 35 |0 0 15 -8 -
o 0 6 —5| -5 0 0 30 —25| —2r;3
1 2 =3 1
0 -3 6 —4 1 1
=35 o o0 15 —s|T3 5 (W) (9)=27
0o 0 0 -9

8.5.1 Vypocet determinantu elementarnimi ipravami - pii-
klady k procviceni

Vypoététe determinant matice A pomoci Gaussovych tprav (na trojuhelnikovy
tvar), jestlize

N — DN
[ R S SN SN

1
1
3
-1

—_ = = =

ReSeni : [A| =8
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Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize

N
— =
— W N =
N — =
O = o=

ReSeni : |A| = 6

Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
1 111
3.
A 1 21 4
0 311
1 -1 20
ReSeni : [A| = 13
Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojiuhelnikovy
tvar), jestlize
4.

O = o
O O

ReSeni : [A| =9

Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojiahelnikovy
tvar), jestlize

1
2
1
-1

N O ==
O~ O O
O = = O

ReSeni : |A| = 12
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Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
1 000
6.
A 1 10 4
0 111
2 =100
Reseni : |[A| =4
Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
1 000
7.
A 1 10 4
0 101
2 =100
Reseni : [A| =0
Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
1 000
8.
A 1 10 4
0 111
5 -1 10
Reseni : [A| =7
Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize
1 000
9.
A 1 1 3 4
0 101
2 =100

ReSeni : |A| = —3
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Vypoctéte determinant matice A pomoci Gaussovych uprav (na trojihelnikovy
tvar), jestlize

1 00 0

10. 1 1 2 4
A=14v 111

5 -1 1 0

ReSeni : [A| =5

Vypoététe determinant matice A pomoci Gaussovych tprav (na trojuhelnikovy
tvar), jestlize
0 000
11.
A 1 1 2 4
0 111
5 -1 10
Reseni : |A| =
8.6 Cramerovo pravidlo
Resfme-li soustavu linedrnich rovnic
AX =D,

kde A je ¢tvercova matice, jejiz determinant je nenulovy, miZzeme ur¢it nezndmou
x; nésledujicim zptsobem. Nejprve urc¢ime determinant |A| a determinant |A,,],
kde matice A,, vznikne z matice A nahrazenim jejiho i-tého sloupce sloupcovym
vektorem b. Neznamou x; potom uréime z rovnice:

A
i = :
A
Poznamenejme, zZe pomoci vy$e uvedeného postupu muzeme fesit jen soustavy

n rovnic o n neznamych (to odpovida pozadavku, aby matice A byla ¢tvercova),
které¢ maji jediné feSeni (to odpovida pozadavku, aby |A| # 0).

Pomoci Cramerova pravidla naleznéte feseni soustavy lineadrnich rovnic:

Ty + 2 + w3 = D
21‘1 — Iy + 21’3 1
—2r; + w3 — 3x3 = —2
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Reseni : Nejprve uréime determinant soustavy:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Al=| 2 -1 2| —2r; =|0 -3 0 =10 =3 0|=3
—2 1 =3 42, 0 3 —1] 4ry 0 0 -1

Poté uré¢ime determinanty (vzniknou nahradou prvniho, druhého, respek-
tive tretiho sloupce determinantu soustavy sloupcem pravych stran sou-

stavy):
5 1 1 1 -1
’Ax1| = 1 -1 2 I'1©I'2 = — 5 1 1 —51'1 =
-2 1 -3 -2 1 =3| +2r1
1 -1 2 1 -1 2
= —|0 6 -9 =—|0 6 —9|=—(1-6-(-2)=3
1 3
1 5 1 1 5 1| Rozvojem podle
A, = 2 1 2| —2r; =0 =9 0| prvniho =
-2 =2 =3 | 42r; 0 &8 —1| sloupce
-9 0
_ _1)2 _
= 1-(-1) 3 _1’ 9
1 1 5 1 1 5 1 1 5
Al = 2 -1 1| —2r;, =0 -3 -9 =0 -3 =9
-2 1 =2| +2ry 0 3 8| +rg 0 0 -1

_ Al 3 _
ry = A 3—1
_ sl 9
T2 = a4 =3=3
Auy|
_ Al _ 3 _
r3 = A —3—1
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Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x,, jestlize
Ty 4+ 229 + T3 + x4 = 7
2. r1 + 3x9 + 2(E3 + Ty = 8
—r1 + To — 35(]3 — Ty = 1
31‘1 — To + 31’3 — 2$4 = -8
Reseni : Nejprve uréime determinant soustavy:
1 2 1 1 1 2 1 1
4] = 1 3 2 1 -ry |0 1 1 0 B
-1 1 =3 -1 +r;y |0 3 -2 0| —3ry
3 -1 3 -2 | —3r; 0 =7 0 =5 | +7rg
12 1 1
01 1 0 -5 0
00 =5 0 _1'1"7 —5‘_25
00 7 =5

Poté uré¢ime determinant (vznikne nahradou druhého sloupce determinantu
soustavy sloupcem pravych stran soustavy):

1 7 1 1 1 7 1 1
Al = 1 8 2 1 -r; |0 1 1 0 B
2l -1 1 -3 -1 +r; |0 8 —2 0 —8ry
3 =8 3 —2 | —3r; 0 —29 0 —5 | +29r,
1 7 1 1
01 1 0 —-10 O
“ o0 -10 o 1'1" 29 —5‘ °0
00 29 -5
Nakonec urc¢ime feSeni soustavy:
n o= fpl=8=2
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8.6.1 Cramerovo pravidlo - priklady k procviceni

Pomoci Cramerova pravidla uréete nezndmou x4, jestlize
ry + 2.’172 + T3 + Ty = 7
1. r7 4+ 3x + 25(]3 + Ty 8
- + To — 31’3 - Ty 1
3.’L’1 — To + 31}3 — 21’4 = =8
Reseni : T = |'?2|1| = % =1
Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou z3, jestlize
T + 2y + x3 + xy = T
2. 1 4+ 3xy + 23 + Ty = 8
—x1 + x2 — 3x3 — Ty = 1
3ry17 — To 4+ 3x3 — 2x4 = -8
Reseni : 23 = V“;T' 2 =1
Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x4, jestlize
T + 2172 + r3 + Ty = 7
3. Ty 4+ 3x9 + 23 + Ty = 8
—x1 + X9 — 3x3 — 14 1
31’1 — To + 35(33 — 2%’4 = -8
Reseni : T4 = l’?j]*' = ;—g =3
Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x1, jestlize
2331 + T + 3$3 — Ty = —1
4. 21 + 3xy + T3 + Ty = 1
ry + 51‘2 + 31’3 + 2[[’4 = 0
2131 + To -+ 41}3 — 41’4 = -7
Reseni : 7, = |‘?2|1| :—23 =1
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Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x,, jestlize

2331 + T + 3$3 — Ty = —1
2.’171 + 3.’1}2 + T3 + Ty = 1
ry + 51‘2 + 35(33 + 2[L’4 = 0
2561 + To + 41’3 - 41’4 = -7
ReSeni : 5 = |‘?2|2| = _6_34 —
Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x3, jestlize
2.7)1 —+ T2 + 35(33 - Ty = -1
2[E1 + 31‘2 -|- T3 + Ty = 1
r1 + dx9 + 3x3 + 214 = 0
201 + w9 + 4z — 4dxy = =T
ReSeni : 25 = V“;f' = _LM =0
Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou x4, jestlize
201 + a9 + 313 — x4 = —1
201 + 319 4+ T3 + a4 1
Ty + 53}2 + 3:173 + 2!174 = 0
2$1 —+ To + 4563 — 41’4 = -7
ReSeni : 2, = l‘?j‘f' == =2

T
21’1

+ 2.’132
+ 5.’E2
+ X

+ 3.1’3
+ 3
—I— 21‘3

Pomoci Cramerova pravidla naleznéte feSeni soustavy linearnich rovnic:

10
8
10

ReSeni : X = (3,2, 1)




Kapitola 9

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9.1 Vlastni cisla a vlastni vektory

1 2
Ovérte, zda jsou vektory v = 1 avy = | 2 | vlastnimi vektory matice
1 2

A:

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Reseni : Vektor ¥ je vlastnim vektorem matice A, jestlize vysledek soucinu
AV je vektor, ktery je nasobkem vektoru v.

Protoze

111 1 3 1
Av=| 111 1|=(3]=3|1],
111 1 3 1

je vektor v = (1,1,1) vlastnim vektorem zadané matice A. Podobné:

1 11 2 6 2
Av=[ 1 1 1 2 |=16|=32],
1 11 2 6 2

proto je vektor v = (2,2, 2) vlastnim vektorem zadané matice A.
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0 2
Ovétte, zda jsou vektory vi = [ —1 | avy = | 0 | vlastnimi vektory matice
1 2

1
A= 2
2

NN
N — DN

Reseni : Vektor ¥ je vlastnim vektorem matice A, jestlize vysledek soucinu
AV je vektor, ktery je nasobkem vektoru v.

Protoze
1 2 2 0 0 0
AV = 2 21 —1 = —1 =1 -1 |,
2 1 2 1 1 1

je vektor v = (0, —1,1) vlastnim vektorem zadané matice A. Ale:

1 2 2 2 6
Av=1[ 2 2 1 0O |=16
21 2 2 8

neni nasobek vektoru v = (2,2, 2). Proto ¥ = (2,2, 2) neni vlastnim vekto-
rem zadané matice A.

3. | Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = ( ? é ) .

ResSeni : Nejprve ur¢ime vlastni ¢isla z rovnice:

(2 -\ 1
1 (2-2) ’:O

Upravou pravé strany obdrzime:
2-XN2-XN—-1 =0
4—4N+ X2 —-1 = 0

N —4\+3 =0

Resenim této kvadratické rovnice jsou vlastni ¢isla Ay =3 a Ay = 1.
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Pro kazdé z téchto vlastnich ¢isel nalezneme k nému piislusejici vlastni
vektory.

Nejprve uvazujme vlastni ¢islo A\; = 3 a hledejme k nému piislusejici vlastni
vektor v .= (z1,x2). Jeho slozky jsou feSenim soustavy linearnich rovnic
(zapsano maticové):

(*7™ o o)~ (7 200) wn ~ (0 0lo)

Volime-li parametr xy = t, zjistime z prvni rovnice, ze x; = t. Vlastnimu
¢islu A\ = 3 proto piislusi vlastni vektory v = ¢(1,1), kde t € C — {0}
(uvazujeme komplexni nenulové vektory).

Nyni uvazujme vlastni ¢islo Ay = 1 a hledejme k nému ptislusejici vlastni
vektor V.= (x1,x2). Jeho slozky jsou feSenim soustavy linearnich rovnic
(zapsano maticové):

(2—X2) 110 1 110 1 110
1 (2—X) |0 1 1]0 - 0 00
Volime-li parametr xo = t, zjistime z prvni rovnice, Ze x; = —t. Vlastnimu

¢islu Ay = 1 proto prislusi vlastni vektory v = ¢(—1,1), kde t € C — {0}
(uvazujeme komplexni nenulové vektory).

Vysledkem tedy je:
Vlastnimu ¢islu A; = 3 piislusi vlastni vektory v = ¢(1, 1), kde t € C — {0}.

Vlastnimu ¢islu Ay = 1 piislusi vlastni vektory ¥ = ¢(—1,1), kde t € C — {0}.

9.1.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory - priklady k procviceni

1 -1 2
Ovétte, zda jsou vektory vi = | 1 |, Vo= —1 | av3=| 0 | vlastnimi
2 -2 1

vektory matice A =

N D =
N = O
— =

Reseni : v a V5 jsou vlastnimi vektory matice A, ¥v3 neni vlastnim vekto-
rem matice A.
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Ovérte, zda jsou vektory v, = —2 a vy = 0 vlastnimi vektory

1
matice A = 2
2

— NN
[NSR V]

Reseni : v je vlastnim vektorem matice A, Vo neni vlastnim vektorem
matice A.

0 -1
Ovétte, zda jsou vektory v, = 2 a Vo = -1 vlastnimi vektory
-2 -1
1 2 2
matice A= 2 2 1
2 1 2

Reseni : v; je vlastnim vektorem matice A, vy je vlastnim vektorem matice

A.
5 1
Ovétte, zda jsou vektory vi = | 0 | avy = | 2 | vlastnimi vektory matice
5 1
1 =11
A= -1 0 1
1 1 1

Reseni : v je vlastnim vektorem matice A, V5 neni vlastnim vektorem
matice A.

1 -1
Ovérte, zda jsou vektory vi = | 2 | avy= | —1 | vlastnimi vektory matice
1 1
1 =11
A= -1 1 1
1 1 1

ResSeni : V| neni vlastnim vektorem matice A, vy je vlastnim vektorem
matice A.
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0 1
Ovétte, zda jsou vektory vi = | 1 | avy = | 1 | vlastnimi vektory matice
1 1
1 -1 1
A= 0 0 1
1 0 1

Reseni : v; je vlastnim vektorem matice A, Vo neni vlastnim vektorem
matice A.

-1 1
Ovétte, zda jsou vektory v; = 1 a Vo = 1 vlastnimi vektory
0 -2
1 =11
matice A= -2 0 1
1 1 1

Reseni : v; je vlastnim vektorem matice A, Vo neni vlastnim vektorem
matice A.

-1 1
Ovéite, zda jsou vektory v = 1 ave = [ 1 | vlastnimi vektory matice
3 5
1 =11
A= -1 0 1
1 1 1

ResSeni : v; neni vlastnim vektorem matice A, vV, neni vlastnim vektorem
matice A.

: 1 4
Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = < 3 9 ) .

ReSeni : Vlastnimu &slu \; = —2 pifslusi vlastni vektory ¥ = t(—4, 3).

Vlastnimu ¢islu Ay = 5 prislusi vlastni vektory v = ¢(1, 1).

. 4
Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = ( g 9 )

Reseni : Vlastnimu slu A\; = —2 piislusi vlastni vektory ¥ = t(—4, 5).

Vlastnimu ¢islu Ay = 7 piislusi vlastni vektory ¥ = ¢(1, 1).
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11. | Naleznéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = ( _; 11 >

Reseni : Vlastnimu &islu A\, = 3 p¥islusi vlastni vektory ¥ = ¢(1, 1).

Vlastnimu ¢islu Ay = —3 piislusi vlastni vektory v = ¢(—2, 1).

12. | Naleznéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = ( 8 _i) >

Reseni : Vlastnimu &slu A\, = —1 pFislusi vlastni vektory ¥ = t(—5, 4).

Vlastnimu ¢islu Ay = 3 prislusi vlastni vektory v = ¢(1,0).

13. | Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = < é g )

Reseni : Vlastnimu &islu A\, = 1 p¥islusi vlastni vektory ¥ = t(1,0).

Vlastnimu ¢islu Ay = 2 prislusi vlastni vektory v = (3, 1).

. 2 2
14. | Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = < 6 9 >

ReSeni : Vlastnimu &slu A\, = 5 pifslusi vlastni vektory ¥ = £(2, 3).

Vlastnimu ¢islu Ay = 6 prislusi vlastni vektory v = (1, 2).

9.2 Lokalizace spektra

Lokalizujte spektrum komplexni matice

1 2 —1
L. A= 2 i
0 34+4i 1+

Reseni :Podle Gersgorinovy véty lezi vlastni ¢isla matice A uvniti kruha
K, Ky a K3, v Gaussové roving, kde stiedem kruhu K je a;; = 1, stfedem
kruhu K5 je ass = i a stfedem kruhu K3 je azz = 1 + ¢. Polomér kruhu K;
ziskdme tak, Ze se¢teme absolutni hodnoty ¢isel v i-tém tadku, kromé ¢isla
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na diagonale. To jest:

o= Rl+-l=241=3
ry = 2|+ ]—il=2+1=3
rg = [0]+(34+4i|=0++V32+42=5

Proto pro mnozinu vlastnich ¢isel (tzv. spektrum ) matice A (znac¢ime ji

o(A)) plati:

U(A) §K1UK2UK3,

kde

K, = {z€C||]z—-1| <3}

Ky = {z€C||z—1 <3}

K; = {z€C||z—(1+14)] <5}

Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

12 -1
2. A= 23 -3
~13 0

ReSeni : V piipads, Ze matice A je realnd a symetricka, lezi jeji vlastni
¢isla uvnitf intervala K, Ky a K3 (na realné ose), kde stiedem intervalu
Ky je ayp = 1, stfedem intervalu K je ase = 3 a stfedem intervalu Kj je
azz = 0. Polomér intervalu K; ziskdme tak, Ze sec¢teme absolutni hodnoty
¢isel v i-tém Tfadku, kromé ¢isla na diagonéale. To jest:

no= Rl -1=241=3
ro = [2|+]|-3]=243=5

o= |1+ =1+3-14
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Proto pro mnozinu vlastnich ¢isel (tzv. spektrum ) matice A (znacime ji
o(A)) plati:

O'(A) g K1UK2UK3,

kde
Ky = (1-3,1+3)=(-2,4)
K, = (3—5,345)=(-2,8)
K3 = (0—4,0+4) = (—4,4)
Proto

o(A) C (=2,4) U (=2,8) U (—4,4) = (—4,8)

Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

5 1 -1
3 A= 1 12 0
-1 0 2

a oveérte, ze je pozitivné definitni.

Reseni : V pifpadé, 7e matice A je realna a symetricka, lezi jeji vlastni
¢isla uvnitf intervali K, Ky a K3 (na realné ose), kde stiedem intervalu
Ky je a;; = 5, stfedem intervalu Ks je ag = 12 a stfedem intervalu K3 je
azz = 2. Polomér intervalu K; ziskdme tak, Ze sec¢teme absolutni hodnoty
¢isel v i-tém tadku, kromé ¢isla na diagonale. To jest:

ro= 4] -1=1+1=2
ry = [1|+1]0]=140=1
rs = |—=14+0l=1+0=1

Proto pro mnozinu vlastnich ¢isel (tzv. spektrum ) matice A (znacime ji

o(A)) plati:

O'(A) g K1UK2UK3,

kde
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K, = (5-25+2)=(3,7)
K, = (12—1,12+1) = (11,13)
Ky = (2—1,241)=(1,3)

Proto
o(A) C(3,7)U(11,13) U (1,3) = (1,7) U (11, 13)

Z tohoto vysledku je jasné, ze v§echna vlastni ¢isla zadané matice jsou
kladna. Jestlize mé redlna symetricka matice kladné vlastni ¢isla, je jisté
pozitivné definitni (plyne to okam?zité z jejiho spektralniho rozkladu).

9.2.1 Lokalizace spektra - priklady k procviceni

Lokalizujte spektrum komplexni matice
3 2 1
L. A= 1+i i 0
1 244 2—1
Reseni :
O'(A) Q Kl UK2 UKg,
kde
K, = {€C||z—-3] <3}
Ky, = {z€C||z—1i <V2}
Ky = {zeC||z—(2-1)| <1++5}
Lokalizujte spektrum komplexni matice
? 3t 1
2.

A= 14+3 147 2
1 8+6t —1
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Reseni :
O'(A) g K1UK2UK3,

kde

K, = {2€C||z—1| <4}

Ky = {z€C||z—(1+1)] <2+ 10}

Ky = {z€C||z+1] <11}

Lokalizujte spektrum komplexni matice
-1 1 —i
3 A= 3i 2 2
4 8 2
Reseni :
O'(A) §K1UK2UK3:K1UK3,
kde
Ky, = {ze€C||z+1i <2}
Ky, = {ze€C||z—2i] <5}
K; = {ze€C||z—2i <12}
Lokalizujte spektrum komplexni matice
4 1 2 -1
’ A=\|3 5 =3
1 -2 —11
Reseni :

U(A) §K1UK2UK3,

kde
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Ky

K

K3

{zeC||z—1 <3}

{z€eC||z—5| <6}

(zeC||z+11] <3}

Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

1 2 -1
A= 2 0 =3
-1 -3 15

Reseni :

o(A) C (—=2,4) U (=5,5) U (11,19) = (—5,5) U (11,19)

Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

Reseni :

o(A) C (9,11) U (~1,1) U (3,7)

Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

A=

W = Ot
— =
=~ = W

Reseni :

o(A) C (1,9) U (—1,3) U (0,8) = (~1,9)
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Lokalizujte spektrum realné symetrické matice

A=| =

—_ -
N
[ "

Reseni :
o(A) C (—2,2) U (5,9) U (2,6) = (—2,9)




