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Predmluva pro nematematiky
i pro matematiky

Vazenym matematikim dirazné doporucuji, aby dale nepokracovali ve ¢teni a vy-

vvvvv

.....

dujici stranky jsou urc¢eny Vam. Tim chci tici, ze se Vam v textu pokusim vse
podrobné vysvétlit a ukazat na jednoduchych prikladech. Také jsem se, alespon
z pocatku, nez se po matematické strance trochu zocelite, snazil vyvarovat sdéleni
typu ,diikaz je trividlni a proto jej ponechdme ¢tenari za cviceni,” pripadné
s vyuzitim dobfe znamé véty XY si ¢tenar snadno odvodi, ze plati WZ.“ Pokud
jsem se snad nékdy této zasady v navalu matematického tranzu nedrzel, hlu-
boce se omlouvam. Své cenné pripominky a kletby, prosim, posilejte na adresu
pavel.jahoda@vsb.cz.

V pripadé, ze béhem studia narazite na néjaky nepochopitelny problém, ne-
jedna se s nejvétsi pravdépodobnosti o projev Vasi dusevni ménécennosti, ale
o projev autorova zapominani véci, které pri studiu teorie ¢isel mohou délat
i snazivému studentovi problémy. Dalsi moznosti je také preklep prehlédnuty
pri korekturach, i v tomto pripadé Vas prosim o zaslani upozornéni na pa-
vel.jahoda@vsb.cz.

Ostrava 10. 8. 2010 Autor )
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Co je dobré védét pred tim, nez
zacnete Cist prvni kapitolu

0.1 TUéivo SS a VS

Samoziejmé budeme predpokladat, ze ¢tenar je obeznamen s uCivem matema-
tiky stredni skoly. Zejména mu nesmi ¢init obtize upravy algebraickych vyrazi,
grafy elementarnich funkei, elementarni vyrokova logika (logické spojky a, nebo,
jestlize-pak, pravé tehdy kdyz) a operace s mnozinami (prunik, sjednoceni, roz-
dil). Z vysokoskolské matematiky bude tfeba pfipomenout si ucivo tykajici se
posloupnosti, limit posloupnosti a rad.

Takze, pokud citite jisté obavy, ze tento pozadavek nesplnujete, sahnéte po
své staré ucebnici, nalistujte si danou kapitolu a vypocitejte vsechny priklady.
Pokud tak neucinite, budete se pti dalsim cteni jen trapit. Pfes snahu autora
o vysvétlovani krok za krokem Vam pak nezbyde, nez mu vérit misto toho, aby
jste si vlastnim rozumem ovérili pravdivost uvadénych tvrzeni.

0.2 Matematické symboly

Hotovo? Tak mtzeme pokracovat. V textu se budou vyskytovat obvykle uzivané
matematické symboly, napriklad:

N = {1,2,3,...} oznac¢uje mnozinu prirozengch cisel.
Z=A...—3,-2,—1,0,1,2,3,...} oznacuje mnozinu celyjch cisel.

Zt =NU{0} ={0,1,2,3,...} oznacuje mnozinu nezdporngch celjch cisel.
Q= {2 | p € Z,q € N} oznatuje mnozinu raciondlnich cisel.

R oznacuje mnozinu redlnyjch cisel.
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Symbol V znamena ,,pro kazdé.*
Symbol 3 znamena ,existuje.“
Symbol 3! znamend ,existuje pravé jedno.*

Par prikladt pro ilustraci.

1. Vo € A: z 2 4 ¢teme ,pro kazdé x z mnoziny A plati, ze x = 4.“ Matematik
tim chtél fici, ze vSechny prvky mnoziny A jsou vétsi, nebo rovny ¢tyrem.

2.Vre Adye A: z+y =0 ¢teme ,pro kazdé z z mnoziny A existuje y z A
takové, ze x +y = 0.“ Matematik tim chtél tici, ze at si vybereme jakykoli
prvek z mnoziny A (oznacime jej x), pak jsme k nému schopni v mnoziné
A nalézt druhy prvek (oznacime jej y) tak, ze jejich soucet bude roven 0.

3. dla € A:Vxr € A: x+a = x ,existuje pravé jedno a € A takové, ze
pro kazdé x € A plati x +a = x.“ A co je tim mysleno? Mame libovolné
vybrany prvek x z mnoziny A a zajima nas, jestli se v mnoziné A najde
prvek a takovy, aby platilo x + a = z. Uvedeny vyrok tvrdi, ze takové a
najdeme, ale pouze jediné, tzn. pokud je b # a,b € A, potom x + b # x.

Budeme samoziejmé pouzivat i dalsi obvykle zazité matematické symboly.
Které, Ze to jsou? No tak pro jistotu:

€ ...nalezi (Napf. z € A znamend, ze prvek x nélezi mnoziné A.)

C ...podmnozina (Napt. A C B znamend, ze A je podmnozina mnoziny B,
pri¢emz muze nastat A = B.)

C ... Tento symbol byva nékterymi autory pouzivan se stejnym vyznamem
jako predchozi, my vsak pomoci ného budeme znacit tzv. vlastni podmnozZinu
(Napt. A C B znamend, 7e A je podmnozina mnoziny B, pricemz nemuze (!)
nastat A = B.)

N ...prunik (Pranik danych mnozin obsahuje jejich spolecné prvky, napf.

{1,3,5} n{2,4,5} = {5}.)

U ...sjednoceni (Sjednoceni danych mnozin obsahuje vSechny prvky téchto
mnozin, napt. {1,3,5} N {2,4,5} = {1,2,3,4,5}.)

A— B ...rozdil mnozin A a B (Mnozina A — B obsahuje ty prvky z A, které
nepatii do B napt. {1,3,5} — {2,4,5} = {1, 3} ale pozor, {2,4,5} — {1,3,5} =
=1{2,4})
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#A ... pocet prvki konecné mnoziny A (Takto budeme znacit pocet prvku
koneéné mnoziny A C N. Napriklad pro A = {2,4,5} plati #A = 3.)

N, A; = A1NAsN...NA, ... Pokud uvazujeme prinik vice mnozin, miizeme
zépis zkratit timto zptisobem (napi. v piipadé n = 3 dostdvame N3_;A; = A; N
N Ay N As.)

"A = A UA UL UA, ... Pokud uvazujeme sjednoceni vice mno-
zin, muzeme zapis zkratit timto zpusobem (napt. v piipadé n = 3 dostdvame

U?:lAi == Al U A2 U A3)

> ... suma. Pomoci symbolu suma zkracujeme soucet nékolika ¢isel (napf.

4 o0

> % =1+3+ % + 1. Pozor! Pokud se v textu vyskytne napf. zépis % = 1% +
k=1 N ) =
—i—%—i—%—i—...,jetimmyéleno, ze Zk%: lim Zkig)

IT - soucin. Pomoci tohoto symbolu zkracujeme soucin nékolika ¢isel (napf.

L —1.1.1.1 pyor! Pokud se v textu vyskytne napf. zapis []o—, B

k=1E T 1727300 X / K211
. 7 v v o . n
= 71 251 3741 - - - Je tim mysleno, Ze | ) o nlggl() [Ty —kQH.)

A ...Je symbolem logické spojky a zdroven.

V ...Je symbolem logické spojky nebo.

= ...Je symbolem logické spojky jestlize - pak.

& ... Je symbolem logické spojky pravé tehdy kdyz.
A’ ... Oznacuje negaci vyroku A.

g(x) = O(z) ...Znamena, ze

|9()]

lim sup ——— = ¢ = konst. < 00,
Z—00 "y

(kde z € R, nebo z € N.) To znamend, ze Ve > 03z, € R takové, ze pro
kazdé x > xg plati L2 < ¢4 ¢,

g(x) = o(x) ... Znamena, ze
lim _g(x)
T—r00 X
(kde z € R, nebo = € N.) To znamend, ze Ve > 03z, € R takové, ze pro
kazdé > xg plati [ 22| < 0+ e.

=0,
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Hodnoty % se pfi  — oo blizi ¢islu 0.

g(x) = O(h(x)) ...Znamena, ze

lim sup _\g(:c)|

= ¢ = konst. < 00,
00 h(m)

(kde z € R, nebo = € N.) To znamend, ze Ve > 03z, € R takové, ze pro

kazdé x > x( plati % <c+e.

Nepresné feceno, pro ,dostatecné velka“ x muzeme tvrdit, ze funkce |g(x)| se
chova podobné jako funkce h(z).

g(x) = o(h(x)) ...Znamend, ze

g9(z)

limsup =—= =0,

(kde x € R, nebo =z € N.) To znamend, ze Ve > 0dzy € R takové, ze pro

kazdé x > zq plati |%| <0+e.
(z)

Hodnoty % se pii x — oo blizi ¢islu 0.

0.2.1 Cviceni
1. Dokazte, ze —O(x) = O(x).
2. Dokazte, ze O(z) + O(x) = O(x).
3. Dokazte, ze O(g(z)) + O(g(x)) = O(g(x)).
4. Dokazte, ze pro kazdé r € R plati r.O(x) = O(z).
5. Dokazte, 7e pro f(n) = — plati f(n) = O (1).
6. Dokazte, ze In(z + 1) = O(ln ).

7. Dokazte, ze 1.In1 — 1 = O(In ).

8. Dokazte, ze —1 + 2O(Inz) = O(1).
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0.3 Zaklady matematiky, aneb axiomaticka vy-
stavba matematiky

Nebojte, jen letmo a prevazné nevazné.! Pro po¢ateéni vaznéji pojaté studium
této problematiky doporucuji skripta doc. Buriana [4].

Predstavte si, ze jste zakladateli védecké discipliny matematika. Neni tedy
znamo jesté vubec nic. Jste vsak vSemi mastmi mazani védatori s ambiciéznim
planem stvorit nejexaktnéjsi a nejcistsi védu (v tom smyslu, Ze naprosto presné
formulujete pojmy, problémy i jejich feseni, které musi byt provedeno na zakladé
nezpochybnitelnych diukazi) ze vSech exaktnich a ¢istych véd!

A prvni, co vas napadne, je nacmarat klackem do pisku ¢aru a vedle ni puntik.
I zrodil se prvnf problém vasi skvélé védy! Reknete si, no tak takovéhle ¢afe budu
fikat primka a takovému puntiku bod. A otézka zni, kolik piimek muzu vést
bodem (puntikem v pisku) tak, aby neprotinala zadanou pifimku (tu co jsem
pred chvili na¢méral do pisku)?

Kolemjdouci Eukleides vam hned zacne Septat do ucha: ,,Ale pane kolego, to
je prece trivialni, jen jednu. Takhle, rovnobézné s tou zadanou!*

Obr. 1 Eukleides versus Lobacevskij

V tom klepe milému Euklidovi na rameno pan Lobacevskij a shovivavé tika:
,2Ehm, pane kolego, zda se, ze tak trochu neuvazené placate!“ Chytne klacek a do
pisku pri¢marne jesté jednu ¢aru, ktera prochazi danym bodem a zadanou primku
neprotind (viz obrazek 1)! Eukleides se zamrac¢i a pohorSené zahuci: | Délat si
blazny z clovéka, kterému je o par set let vic nez vam! Chovate se jako détina,
pane Lobacevskij! Vzdyt ta vase primka je néjaka kfiva, to neni zadna primka!*

»,No no, nic ve zlém, ale néjak si nevzpominam, ze by se feklo, co to vlastné
piimka je! Tak pro¢ by nemohla byt trosicku kiiva?

A v tuto chvili se vSichni pritomni hluboce zastydi. Takové plany jsme méli, jak
tu matematiku budeme poctivé a nanejvys presné budovat a formulovat a hned

lUd&losti popisované v této kapitole jsou smyslené a podobnost s historickymi udalostmi
a osobami je ¢isté zamérna.
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na zacatku jsme toto predsevzeti porusili! Vzdyt nemame definici primky, ani
bodu! Takova ostuda! No nic, hned to napravime. Takze, ehmmm, feknéme, ze
primka je to, co mad jen délku a ne sirku, nemd to konec a ani zacdtek a bod je
to, co nemd Zddny rozmer. Spokojen, pane Lobacevskij?

,Eee, no ani ne.“

,Coze?! Co zas?!“

,Ja jen, ze nemame definici pojmi jako rozmer, délka, sirka, konec, zacdtek,
to, ..., takze tyto definice primky a bodu tak néjak nic nerikaji. A kdybychom se
pokusili definovat rozmér, délku, sirku, konec, zac¢atek a to, byli bychom nuceni
v definicich pouzit slova, které zase nemame definované! Takze tudy asi cesta
nevede. “

Frustrace, zmar a beznadéj. Tak to miuzeme celé zabalit, presné vymezeni
daného pojmu pomoci definice neni z principu mozné! Konc¢ime, matematika
nebude, prosté to nejde.

»,onad to prece jen nebude tak zlé,“ prohodi opét shovivave, ale uz i trochu
namyslené Lobacevskij. ,,Co kdybychom to provedli takhle. Vybereme si par, ne
mnoho, pojmi, fikejme jim zdkladni pojmy, které prosté definovat nebudeme,
naptiklad mnoZina, bod, primka ... a kazdy af si pod nimi predstavi co chce

'4(

,Hrlza, anarchie, faa;!!

,Panové, neprerusovat prosim! Takze, kazdy si pod nimi muze predstavit co
chce, ale tyto intuitivni predstavy je zadouci zhmotnit ve vyrocich, nazveme je
axiomy, které popisuji vztahy mezi témito zakladnimi pojmy. Tim vlastné svym
zptisobem charakterizujeme, co si pod zakladnimi pojmy predstavujeme.“

,Hee??7«

»,No tak vezméte si tfeba nas uvodni problém. Chceme studovat vlastnosti
bodti, primek a jejich vzajemnou polohu v roviné. Zde ptitomny vazeny kolega
Eukleides si pod pojmem bod predstavil jakysi mikroskopicky puntik a pod pirim-
kou jakousi absolutné rovnou nekonecné tenouckou nitku, ktera ptichazi z neko-
necnych hlubin vesmiru a zase do nich odsvisti. Tuto predstavu miizeme popsat
nékolika axiomy, napriklad:

Aj: Pro kazdé dva rtizné body A, B existuje jedind primka p tak, ze A, B € p.
(Tj. Kazdymi dvéma ruznymi body A a B mizeme vést pravé jednu primku.)

Ag: Pro kazdou primku existuji dva rizné body, které na ni lezi.

A,: Pro kazdé tifi navzajem rizné body A, B, C existuje jedina rovina p tak,
ze A, B,C € p.
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E: Pro kazdou primku p a bod A, ktery na ni nelezi, existuje jedina primka r
takova, Ze bod A leZi na r a zdroveii se piimky r a p neprotinajil. “

Tato predstava piimek a bodu (zazilo se pro ni oznaceni eukleidovskd geome-
trie ?) nenf nijak $patnd, naopak, a proto je Casto vyuZzivand ve fyzice (nerelati-
vistické), v technice a jinde.

Ale nyni si predstavme svét primek a bodu, jak jej vidi ¢lovek, ktery maluje
stiedové ¢ary na vozovku. Rikejme mu Jarda (viz obr. 2). Ten ma kazdodenni
predstavu trosku jinou, omezenéjsi (bez urdzky) — nezajimaji jej vesmirné dalky
(alespon v pracovni dobé ne), piimka se musi pékné drzet zemé. Predstavi si ji
jako rovnou caru, kterou namaluje stétkou drzenou kolmo k zemi od vidim do
nevidim. Pokud primhourime o¢i, mtuzeme ftici, ze Zemé je kulata, a tak Jardovy
primky nejsou nic jiného, nez kruznice se stfedem ve sttedu Zemé a polomérem
rovnym polomeéru Zemé — tikejme jim hlavni kruznice. Tato predstava neni o nic
horsi, nez ta Fukleidova. Pro Jardu je dokonce mnohem vyhodnéjsi. Popisuje
totiz jeho problémy mnohem lépe, nez Eukleidovska geometrie. Nerikame ji vsak
Jardova geometrie, ale je to jeden z model tzv. eliptické geometrie.

Obr. 2 Jarda v préci

Bodem v tomto modelu rozumime dvojici bodii na povrchu koule, puntik
namalovany na zemi a puntik na opacné strané zemékoule tvori jediny bod. (To

1Rikdme, ze piimky 7 a p se protinaji pravé kdyz existuje bod A takovy, ze A € r a A € p.
Bod A pak nazveme prusec¢ikem pfimek r a p.

2Prvni korektni a ucelenou soustavu axiomt eukleidovské geometrie sestavil matematik Da-
vid Hilbert (x1862, 11943) ve své knize Grundlagen der Geometrie. Z ni jsme si také uvedené
axiomy ,,vypujcili.“ Hilbertova axiomaticka soustava eukleidovské geometrie obsahuje 20 axi-
omu. Nedefinovanymi pojmy jsou bod, primka a rovina. Zékladnimi relacemi je incidence (lezi
na, €), uspordddni (bod A lezi mezi body B a C, u(B, A, C)) a shodnost (je shodny, =2).
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mimo jiné znamena, ze dvé rizné primky modelu se protinaji v jediném bodé
modelu — dvojici ,puntiki* na opa¢nych strandch zemékoule. Viz obrazek 3.)

Obr. 3 V Jardové modelu eliptické geometrie tvori puntik namalovany na zemi
a puntik na opacné strané Zemeékoule spolecné jediny bod A. Takze ptimky p a ¢
se protinaji v jediném bodu.

A v Cem se tyto dvé geometrie lisi? Pokud bychom tady méli seznam vsech
axiomu Eukleidovy geometrie (dejme tomu, Ze soustavu axiomu Eukleidovské
geometrie tvori axiomy Aq, As,..., A, a E, my jsme uvedli pouze Ay, As, A,
a E), mohli bychom ovérit, ze vSechny, az na jediny, plati i v Jardové modelu
eliptické geometrie. Jedinou vyjimkou je axiom E. Jak to?

Predstavte si to tfeba na glébu — modelu zemékoule. Zadanou primkou p
necht je tfeba Greenwichsky (nulty) polednik (vzpomerite si, Jardovou predstavou
primky je ¢ara namalovand kolem Zemé, takze jde o kruznici na jejim povrchu a se
stfedem v jejim stfedu) a zadany bod A je dvojice bodi na povrchu Zemé, z nichz
jeden lezi v Ostravé (ten druhy je na opacné strané zemékoule). Dokazete najit
néjakou hlavni kruznici zemékoule, ktera prochazi touto dvojici bodi a pritom
neprotina nulty polednik?

Hledéte ...7 Nu hledejte, ale ne moc dlouho, je to zbyteéné, zadna takova
neni. V eliptické geometrii plati axiomy Aq, Ay, ..., A, a axiom E*:  Pro kazdé
dvé ruzné piimky p a ¢ existuje bod A tak, ze A € p a A € g (fikdme, Ze primky
p a ¢ se protinaji v bodé A).«

Obdobné miuzeme vytvorit takzvanou hyperbolickou geometrii. Ta je urcena
axiomy Aj, Ay, ..., A, a axiomem H: ,Pro kazdou pfimku p a bod A, ktery na
ni nelezi, existuje vice nez jedna primka p* takova, ze bod A na ni lezi a navic p*
neprotind primku p (tj. p a p* nemaji zddny spole¢ny bod).
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Shrime si tedy, jak je matematika jako véda budovana. V matematice pracu-
jeme s nékterymi pojmy jako je bod, primka, mnozina a podobné. Presné vyme-
zeni téchto pojmil neexistuje, nejsou definovany. Mizeme si pod nimi predstavit
v podstaté cokoli a proto se jim tika zdkladni, nebo také primitivni pojmy. V za-
catcich matematiky jako védy existovaly snahy vytvorit jejich definice, nicméné
v nich se nutné vyskytuji dalsi pojmy, které by bylo tfeba definovat a v téchto de-
finicich by figurovaly dalsi pojmy, a tak bychom museli pokracovat do nekonecna,
coz evidentné neméa smysl.

A¢ o samotnych nedefinovanych pojmech nefikdme nic (a vlastné pravé diky
tomu) muzeme si dovolit urcovat pozadavky na vztahy (relace) mezi nimi.

Vlastnosti téchto vztahti urcujeme v takzvanych aziomech teorie. Prikladem
muze byt teorie euklidovské roviny. Nedefinovanymi pojmy jsou zde primka a bod.
Piimka a bod mohou byt ve vzajemném vztahu (relaci) ,lezi na“. Vlastnosti této
relace jsou popsany v soustavé axiomi (coz je mnozina vSech axiomu dané teorie).
Napriklad jeden z axiomu rika, ze pro kazdé dva body A, B roviny existuje jeding
primka p roviny takova, ze bod A lezi na p a zaroven bod B lezi na p. Pomoci
dané matematické logiky potom na zakladé axiomi formulujeme matematické
véty (napf. z axiomi A; a Ay plyne, Ze plati ... ).

Na zakladé zékladnich pojmi mizeme pomoci definic tvorit dalsi pojmy
(napt. kolmice na piimku p v bodé A je piimka ¢, pro kterou plati ... ).

Na soustavu axiomti matematické teorie klademe ovsem také jisté pozadavky.
Ztejmé by nemélo smysl, aby jeden axiom tikal : ,je to bilé“ a druhy : ,je to
cerné.* Proto je naprosto prirozeny pozadavek, aby z dané soustavy axiomu ne-
bylo mozné odvodit dvé kontradiktorickd tvrzeni (tzn. tvrzeni, kterd nemohou
platit soucasné). Této vlastnosti soustavy axiomu se 1ika vnitrni bezespornost.

Pokud by z né&jaké (n — 1) — tice axiomi Ay, ..., A,_1 plynulo tvrzeni zby-
vajictho n-tého axiomu A, (v tom piipadé fikdme, Ze axiom A, je logicky zd-
visly na Ay, ..., A,_1), pak by jeho pritomnost v soustavé axiomu byla evidentné
zbytecna. Proto od soustavy axiomu pozadujeme vzdjemnou logickou nezdvislost
jednotlivych axiomu. (Zavislost soustavy axiomu je vSak mozno tolerovat, pokud
se tak déje z didaktickych duvodi.) Matematickou teoril potom nazveme mno-
zinu vsech vét, které byly na zakladé dané soustavy axiomu a zakladnich pojmi
odvozeny.

0.4 Matematické véty a jejich dikazy

Pojem matematickd véta neni definovan. Obvykle pod nim chapeme pravdivy
vyrok, ktery se tyka matematiky (lépe feCeno, matematickych problému, nebot
vyrok ,Danou hodinu matematiky navstivilo 25 zaka.” asi nebudeme za kazdou
cenu prosazovat jako matematickou vétu, prestoze se tykd matematiky a miize
byt dost dobfe pravdivd).

Na matematické véty je kladen pozadavek, aby slo o pravdivé vyroky. To
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ovsem nebyva vzdy na prvni pohled ziejmé. Jejich pravdivost je tedy tieba do-
kézat! (plné v souladu s pozadavky formulovanymi na pocatku predchoziho od-
stavce). Tim mame na mysli, Ze je tieba ¢tenafi podat podrobné vysvétleni, pro¢
povazujeme tuto vétu (vyrok) za pravdivou. Takze:

Ctenar ma plné pravo nevérit nicemu, pokud mu nebyl predlozen
dikaz.

Mnoho matematickych vét ma tvar: ,,Pokud je pravdivy vyrok A, potom je
pravdivy vyrok B.” Naptiklad:

Jestlize z € R, pak 22 > 0.
A ;
B

Formalné tak mizZeme tuto matematickou vétu zapsat jako vyrok ve tvaru
»2A = B Jak dokazat pravdivost takovéhoto a podobnych tvrzeni? Existuje vice
moznosti. Mezi nejcastéjsi patti primy dukaz, neprimy dikaz, dikaz sporem, diukaz
slabou matematickou indukci a dukaz silnou matematickou indukci. Je dobré se
predem seznamit s postupem u jednotlivych metod dokazovani, aby si pozdéji
¢tenar zbytecné nelamal hlavu s tim, pro¢ a jak v diikazu postupujeme pravé tak
¢i onak.

Dikaz slabou matematickou indukci Predstavme si, ze mame dokazat vy-
rok

¥n € N plati PR .
n at{ rovnost — + — + - - = :
P 12 23 nn+1) n+l
vin)
tj. obecné vyrok ve tvaru
Vn e N:V(n).

Jen tak mezi nami, uvedeny vyrok je skutecné pravdivy. Jak to vSak overit?
Mohli bychom dosadit za n nejprve ¢islo 1 a zjistili bychom, ze vyrok V(1) je
pravdivy, nebot pro n = 1 dostavame

1
lati f — = ——.
\p at{ rovnos 2 0+1
V(1)
Pro n = 2 dostavame

lati t L + ! 2
ati{ rovnost — + — = —— .
P 1223 241

-~

V(2)
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Vazeny Ctendr si jisté sam overi, ze i V' (2) je pravdivy vyrok. To je sice prima,
ale co dal? Az do konce zivota bychom tak mohli pokracovat, ale nestihli bychom
ovéfit pravdivost nekoneéné mnoha zbyvajicich vyroka V (3), V(4), .. ..

Vidite, je tfeba se na chvili zastavit a vymyslet fintu, jak tento zadrhel pre-
konat. Snad nam pomuze klasickd intuitivni reakce vétsiny lidi. Ti si, v pripadé
ze overi platnost vyroka V (1), V(2), V(3), V(4), ..., V(n), ¢asto pomysli: ,Je
to jasné, pravdivy bude i nésledujici vyrok V(n + 1).” V matematice vSak ne-
staci veérit, je tfeba dokazovat! Co kdyz zrovna V(14438) neni pravda?! Proto
dokézeme, zZe kdyz je pravdivy vyrok V(n), pak musi byt pravdivy i (ndsledujici)
vyrok V(n + 1). Je jasné pro¢? Pokud ne, nezoufejte, uvidime za chvili. Shrime
si nejprve postup pri dokazovani matematickou indukei.

e Nejprve dokézeme platnost vyroku V(1) (pripadné V(m) pokud dokazu-
jeme Vn € {m,m+1,m+2,...}).

e Poté dokazeme pro libovolné pevné zvolené n platnost vyroku:

V(n) je pravda = V(n+ 1) je pravda.

e Pokud jsme uspéli v predchazejicich dvou krocich, miizeme si gratulovat,
nebof jsme tim dokézali pravdivost vyroku

Vn € N:V(n).

Porad jesté tapete, pro¢ by z prvnich dvou bodu mélo plynout, ze V(n) je
pravda, at za n dosadime jakékoli prirozené c¢islo? Pokud ne, blahopreji a mt-
zete tento odstavecek preskocit. Pokud ano, tak podivejte. V prvnim bodu jsme
dokéazali pravdivost V' (1). A v druhém kroku jsme dokézali, ze potom musi byt
pravda i V(2). Pak, opét podle druhého bodu, musi byt pravda V(3) (nebot
uz vime, ze V(2) je pravda). Odtud analogicky odvodime, ze V(4) je pravdivy
vyrok (nebot ted uz vime, ze V(3) je pravda). A tak dédle a tak ddle. Jedné se
o jakousi ,Fetézovou reakci,” ktera probéhne postupné vsemi prirozenymi cisly n.
Vysledkem je, ze jsme dokazali pravdivost V(n), at je n jakékoli pfirozené ¢islo.

Zkusme provést dikaz motivacniho prikladu. To jest, dokazeme pravdivost
véty

1 1 n

Vn € N plati MR E
n all rovnost —— - = .
P 12 23 nn+1) n+l

e Jiz diive jsme dokézali platnost vyroku V (1), nebot plati
1 1

I.(1+1) 141"

- s

V(1)
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e Nyni pristoupime k takzvanému indukcnimu kroku. Spociva v tom, Ze pro
libovolné pevné zvolené n predpokladame platnost vyroku V(n) - oznacu-
jeme jej jako indukéni predpoklad - a dokézeme, ze potom plati i V(n + 1)
(jde o stejny vyrok jako V'(n), jen tam, kde bylo n, napiSeme n + 1).

Indukénim predpokladem tedy je, Zze plati vztah

LS SRS SR | 0
2 23 nin+1) n+1
vin)

Snazime se dokazat, ze v tom pripadé plati také vztah

Lot 1 . n+1 @)
1223 (n+1)((n+1)+1)  (n+1)+1°
V(;fﬂ)

To nebude nijak tézké. Levou stranu rovnice (2) mizeme rozepsat do tvaru

1 1 1 1
et - .
1.2 23 nn+1) (n+1)((n+1)+1)
Podle (1) je tat?)réést rovna nL-H %
Odtud
n 1

ntl mr D12

n(n +2) 1 n(n+2)+1

T )12 Tt )nt2 mEDm+2)

n?+2n+1 (n+1)2

S+ +2) (n+1)(n+2)

n+1 n+1

n+2) (n+1)+1

Dospéli jsme k pravé strané vztahu (2), ¢imz jsme ovérili jeho pravdivost.

e Tim jsme dokazali pravdivost vyroku

¥n € N plati MEL I B -
i rovnost — + — + -~ = :
S PRATOVIOSt 15 T 93 nn+1) n+l
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Dikaz silnou matematickou indukci Princip silné matematické indukce je
logicky ekvivalentni s principem slabé matematické indukce. Opét dokazujeme
tvrzeni ve tvaru

Vn € N:V(n).

Postup pfi silné matematické indukci je néasledujici.
e Nejprve dokdZeme platnost vyroku V(1)!.
e Poté dokdzeme pro libovolné pevné zvolené n > 1 platnost vyroku:
V (k) je pravda pro kazdé k € {1,2,...,n — 1}*> = V(n) je pravda.

To jest, predpokladame, ze V (k) plati pro vSechna prirozena k mensi, nez
n a snazime se dokazat, ze vyrok V(n) je potom také pravdivy.

e Jestlize jsme uspéli v predchazejicich dvou krocich, pak jsme tim dokézali

pravdivost vyroku
Vn € N:V(n).

Primy dikaz Tato metoda dokazovani je pomérné jednoduchd. Vime-li, ze
vyrok A = B a také vyrok B = C je pravdivy, potom musi byt pravdivy i vyrok
A = C.3 A pravé tohoto faktu vyuZivd metoda pifmého ditkazu. Mame-li dokézat
pravdivost vyroku A = B, snazime se najit vyroky A;, Ao, ..., A, tak, abychom
dostali posloupnost implikaci

A=A = Ay---= A, = B.

Méame tim na mysli, ze dokdzeme platnost vyroki A = A, Ay = A, ...,
A, = B.

Ukazme si to na prikladé. Mame dokazat vétu: ,Jestlize k ndm domt pri-
jede babicka na navstévu a tatinek je doma, pak tatinek musi vyhledat 1ékarské
osSetreni.” Vime pri tom, ze nasledujici vyroky Vi, V5 a V3, jsou pravdivé:

!Pifpadné V(m) pokud dokazujeme Vn € {m,m+1,m+2,...}:V(n)

2Pifpadné k € {m,...,n — 1} pokud dokazujeme Vn € {m,m +1,m+2,...}: V(n)

3Dtikaz je mozné provést nisledovné. UkdZeme pomoci pravdivostni tabulky, Ze vyrok V =
=[(A= B)AN(B=C)]= (A= C) je vidy pravdivy.

A|B|C|A=B|B=C | (A=B)ANB=C) | A=C |V
11111 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 1
11071 0 1 0 1 1
011 1 1 1 1 1
1101]0 0 1 0 0 1
0110 1 0 0 1 1
01011 0 1 0 1 1
01010 0 1 0 1 1
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Vi = ,Jestlize k ndm prijede babicka na navstévu, vzdy s sebou priveze svého
psa Bobika.”

Vo = ,Jestlize je u nas doma Bobik a zaroven tatinek, pak tatinek dostane
alergicky zachvat.”

V3 = ,Jestlize tatinek dostane alergicky zachvat, pak tatinek musi vyhledat
lékarské osetieni.”

Predpokladem véty je

A =k ndm domu prijede babicka na navstévu a tatinek je doma.

-~

A* A**
Mame dokazat, ze v pripadé pravdivosti A musi nastat

B = tatinek musi vyhledat 1ékarské oSetieni.

To jest, ovérujeme platnost vyroku (A* A A*) = B. Oznatme A; = ,Tatinek
dostane alergicky zachvat.” Z predpokladu A* a z Vi plyne, Ze u nas doma je
Bobik. Predpoklad A** ¥ik4, ze je doma také tatinek. Podle V5 pak tatinek dostane
alergicky zachvat. A tak jsme odvodili platnost vyroku

A:>A1.

Déle vime, ze V3 je pravdivy vyrok a snadno si rozmyslime, ze V3 = (A; = B).
Dospéli jsme tak k posloupnosti implikaci

A=A, = B.
Tim je dikaz pravdivosti vyroku A = B dokoncen.
Neprimy dikaz Nez zacneme objasnovat postup pri nepiimém dokazovani,
zkuste si uvédomit, ze nasledujici dva vyroky rikaji totéz.

o (véta) Jestlize den X je ¢tvrtek, pak popelari v den X do 16:00 odvezou
odpad z nasich popelnic.

e (véta obménénd) Jestlize v den X popelari do 16:00 neodvezou odpad z na-
sich popelnic, pak den X neni ¢tvrtek.

Metoda neptimého dikazu vyuziva skutecnosti, ze véta a jeji obménéna véta
jsou logicky ekvivalentni. Je tim mysleno, Ze vyrok (véta) ve tvaru A = B je
pravdivy pravé tehdy, kdyz je pravdivy vyrok B’ = A’ (véta obménénd). Jesté
jinak, vyrok (A = B) & (B’ = A’) je vzdy pravdivy. !

'Diikaz tohoto faktu miZeme opét provést pomoci pravdivostni tabulky.

A|B|B |A|A=B|B=A4|(A=DB)s (B =A4)
1|1 0 0 1 1 1
1101 0 0 0 1
01 0 1 1 1 1
010 1 1 1 1 1
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Mizeme proto konstatovat, ze vyrok A = B tika totéz, jako vyrok B’ = A’.
A tak, pokud dokazeme pravdivost B’ = A’, musi byt pravdiva i véta A = B.

P1i nepifimém dokazovani dané véty ve tvaru A = B vytvorime vétu obméné-
nou (B’ = A’) a tu dokazujeme. Ukazme si to na trivialnim prikladu. Dokazeme
vétu:

Jestlize n?+2n + 1 je sudé, potom n je liché &slo .
A ~~ > _#
A B

Mohli bychom pouzit metodu primého dikazu, ale neprimy dikaz v tomto
pripadé predstavuje pohodInéjsi cestu k vysledku. Vytvorime proto vétu obmé-
nénou:

Jestlize n je sudé &slo, potom n? + 2n + 1 je liché .
— ~ -

B A
a dokazeme ji metodou primého dikazu.
Jestlize n je sudé, pak n = 2k, kde k € N. Proto

n?+2n+1=2k)?*+22k+1=202k+2k)+1=2K +1,

kde K = 2k? + 2k € Z. Z toho plyne, Ze n? + 2n + 1 je liché ¢&islo.
Dikaz sporem Chceme-li dokazat platnost dané véty, staci ovérit, ze nemiize
nastat jeji negace. Proto k dané vété (vyroku) V' vytvorime negaci V' a snazime
se z ni odvodit n&jaky vyrok S, ktery je nepravdivy (fikame, ze jsme dospéli

ke sporu). Zapsdna pomoci logickych spojek, metoda dikazu sporem vypada
nasledovneé.

e Dokazeme, ze vyrok V' = S je pravdivy.
e Ukazeme, ze vyrok S je nepravdivy.

A co z toho? Podivejme se na nize uvedenou tabulku.

Vivi|s|vi=S
1101 1
11010 1
0] 111 1
01110 0

7 ni plyne, ze tato situace mize nastat pouze v pripadé, kdy vyrok V' je prav-
divy!. Tim jsme dokdzali pravdivost véty V.

lviz druhy fadek tabulky. Pouze zde je V! = S pravda a S nepravda. Avsak v tomto piipadé
je V pravda - viz prvni sloupec druhy radek.
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Pro ilustraci dokazeme sporem vétu:

Necht n € N;n = 2. Pak ¢islo n! — 1 neni délitelné ¢islem m € {2,...,n}.

e
Negaci této vety je:

Necht n € N;n = 2. Pak existuje m € {2,...,n} tak, ze m je délitelem ¢isla n! — 1.

J

g

v
Pokud by V' byla pravda, znamenalo by to, Ze existuje k € Z tak, ze
n!—1=km,
kde m € {2,...,n}. Protoze n! = 2.--- .n, dostavame
(2.---m.---.n) —1=k.m,
(2.---m.---n) —km =1
Vytkneme-li m, dostaneme vztah
m(ko — k) =1,
kde ko = :‘—n' € N. To by ale znamenalo, Ze

¢islo 1 je nasobkem ¢isla m, které patii do mnoziny {2,...,n}.
A o
Vv

S

S je zjevné nepravdivy vyrok! Navic, k vyroku S jsme dospéli zcela korektné
na zakladé predpokladu, ze V' je pravdivy vyrok. Proto mizeme tvrdit, ze V' = S
je pravdivy vyrok. Podle vyse uvedeného to znamend, ze vyrok V (dokazovana
véta) je pravdivy.
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Kapitola 1

Délitelnost na mnoziné celych
Cisel

1.1 Definice a zakladni vlastnosti

S pojmem délitelnosti jste se jisté setkali jiz na stfedni Skole'. Vzpomenete si?
Deéli trojka sestku? A déli trojka pétku? Jisté jste na prvni otazku odpovédéli
kladné a na druhou zaporné. Ale jak jste na to vlastné prisli? Zrejmé jste zkusili
nejdrive podélit Sestku trojkou a pak pétku trojkou. V prvém pripadeé je vysled-
kem prirozené ¢islo (6 : 3 = 2, tj. déleni beze zbytku), ale v druhém pripadé
vysledkem neni pfirozené ¢islo (5 : 3 = 1,666...). To vas dovedlo ke spravnym
odpoveédim. Mohli bychom vsak tyto ivahy preformulovat.

Trojka déli Sestku, protoze Sestka je nasobkem trojky. Trojka nedéli pétku,
protoze pétka neni nasobek trojky. To je intuitivni navod, jak definovat délitelnost
na mnoziné celych ¢isel Z. Obecné muzeme Tici, ze celé ¢islo a déli celé cislo b prave
tehdy, kdyz b je nasobkem a. A co to znamena, ze b je ndsobkem a? Symbolicky
tuto skutecnost zapisujeme 3k € Z takové, ze b = k-a“ (naptiklad pro b = 6
aa=3jek=2tj.6=23).

Nyni uz snad nebude problém s pochopenim nasledujici definice.

b, nebo b je nasobek a), pravé tehdy, kdyz existuje k € Z tak, ze

b= ka.

Skute¢nost, ze a déli b symbolicky zapiseme a | b.

Definice 1.1. (a d¢li b) Necht a,b € Z. Rikdme, Ze a d&li b (nebo také a je délitel

Priklad 1.2. Procvié¢me si pojem délitelnosti na konkrétnich ptikladech.

IDélitelnost budeme studovat na mnoziné celych ¢isel Z. To pro nase potfeby bude stadit.
Slo by to ovSem obecnéji, t¥eba na libovolném oboru integrity (Z, +,.). Viz [6], kapitola VIIL




18 Deélitelnost na mnoziné celych cisel

Obr. 1.1 Délitelnost sedmi¢kou.Cislo 8 neni délitelné ¢islem 7, ¢islo 35 ano.

e Naleznéte vSechny délitele ¢isla 12.

ReSeni : Délitelé ¢isla 12 jsou ¢isla 1, —1, 2, —2, 4, —4, 6, —6, 12 a —12.

e Naleznéte vSechny délitele cisla 0.

ReSeni : Celé &slo a je délitelem &sla 0 prave kdyz existuje celé ¢islo
k takové, ze 0 = k-a. VSimnéte si, ze v pripadé, kdy zvolime za k nulu,
obdrzime 0 = 0-a a tato rovnost plati pro libovolné a € Z! Déliteli cisla 0
jsou proto vsechna celd ¢isla.

Pozor! Vidime, Ze nula je délitelna i sama sebou, nebot je déli-
telna libovolnym celym cislem. Ale jen ve smyslu Definice 1.1!
Neznamena to, ze by byl definovan zlomek %!!!

e Naleznéte vSechna cisla, kterd jsou délitelna cislem 0.

ReSeni : Celé &slo a je délitelné nulou, pravé kdyz a = k - 0. To ovem
znamena, ze a = 0. Zjistili jsme tak, ze nulou je délitelné pouze ¢islo nula.

Definici méame za sebou a ted néjaké zakladni vlastnosti délitelnosti v Z.
Zkuste si nejprve sami rozmyslet odpovédi na nasledujici otazky.

Deéli dané celé ¢islo sebe sama? Kdyz vime, ze a déli b a také b déli ¢, miuzeme
tvrdit, ze a déli ¢? Plati, ze kdyz a déli b, pak také b déli a? Kdyz a déli b,
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znamend to, ze a déli také nasobky b (tj. ¢isla ve tvaru nb)? Kdyz ¢islo a déli m
a také a déli n, musi a délit m +n? ...

Odpovédi na tyto a nékteré dalsi otazky nyni zapiSeme symbolicky a dokazeme
jejich pravdivost.

Lemma 1.3. Plati:
1) Pro kaZdé a € Z plati, Ze a | a.
2) Pro kazdé a,b,c € Z plati, Ze kdyz a | b a zdaroven b | ¢, pak také a | c.

3) Neplati, zZe kdyz a € Z deli b € Z, pak také b déli a. Jinak teceno, existuji
a,b € 7 takové, Ze a | b a zdroven b nedeli a.

4) Pro kaZdé a,b € Z plati, Ze |a| = |b| < (a | b A b]a).

5) Pro kazdé a,b,c € Z plati: ab| c= (a|c N b]c).

6) Necht a,m,n € Z, potom plati: (a | m N a|n)=a|(m+n).
7) Pro kazZdé a,b,n € Z plati: a | b= a | nb.

8) Pro kazdé a,b € Z — {0} plati: a | b= |a| < |b].

Dikaz. adl) Pro kazdé a € Z plati, ze a = 1-a. Protoze 1 € Z, miuzeme podle
Definice 1.1 psat a | a.

ad2) Pro kazdé a,b,c € Z plati, ze kdyZ a | b a zaroven b | ¢, pak existuji
ki,ky € 7Z takové, ze b = kia a zaroven ¢ = kob. Z téchto dvou rovnosti
(prvni dosadime do druhé) dostavame ¢ = kskja. Soucin dvou celych éisel
je opét celé cislo, a tak ¢ = kokia = ka, kde k = koky € Z. Podle Definice
1.1 to znamen4, ze a | c.

ad3) ! Dokazujeme, Ze neplati, Ze kdyZ a € Z déli b € Z, pak také b déli a. Jinak
feceno, existuji a,b € Z takové, ze a | b a zaroven b nedéli a. Vezméme
napiiklad a = 5 a b = 10. Vidime, ze a | b, ale b nedéli a.

Vv

nost na néjakém obecném oboru integrity (Z,+,). Tj. dokazujeme, Ze existuji a,b € Z takové,
Ze a | b a zaroven b nedéli a.

Délitelnost v Z definujeme analogicky jako v Z, a tak a | b znamend, Ze existuje k € Z takové,
ze b = ka. Naopak, b nedéli a znamena, ze neexistuje zadné k € Z takové, aby b = k-a. Najdeme
v Z takové a a b?

V kazdém oboru integrity existuje nulovy a jednotkovy prvek (a jsou navzdjem ruzné).
Oznacme je 0z a 1z. Navic, kdyz nulovy prvek vynédsobime libovolnym prvkem ze Z, vysledkem
je opét nulovy prvek. Takze 0z-1z = 0z. To znamend, ze 1z | 0z.

Kdyby mélo platit 0z | 1z, muselo by existovat k € Z takové, ze 1z = k-0z. Jak ale vime,
k-0z = 0z, a to by vedlo ke tvrzeni 1z = 0z. To je spor s tim, Ze 1z # 0z. Z toho plyne, Ze
zadné takové k € Z neexistuje, a tak 0z nedéli 1.

Nasli jsme tak a =1z € Z a b= 0z € Z splijici a | b, ale b nedéli a.
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ad4)

adb)

ad6)

ad7)

ad8)

Pokud a,b € Z a |a| = |b|, potom a = +b. Potom (a | b A b | a), nebot
b==xl-aaa==x1-b.

Nyni dokézeme obracenou implikaci. Predpokladdame, ze (a | b A b | a).
Podle Definice 1.1 v takovém pripadé existuji ki, ko € Z takové, ze b = kia
a a = kab. Pokud do prvni rovnosti dosadime za a vyraz kb (druhd rovnost),
pak dostavame vztah

b - 1{31 /{Zgb

e Za predpokladu, ze b # 0 odtud dostavame 1 = kiks. Vime, ze
k1, ke € Z. Polozme si otazku, cemu musi byt rovno k; a ¢emu ky? Sou-
¢in kterych dvou prirozenych ¢isel je roven 17 Jsou pouze dvé moznosti,
ato ky = ky =1, nebo k; = ky = —1. Z prvni z vyse uvedenych moz-
nosti pak plyne, zeb=kia=1-a=aaa=kb=1-b=>5.Tj. a=0.
Z druhé z vyse uvedenych moznosti pak plyne, ze b = kya = —1-a = —a
aa= kb= —1-b= —b. Tj. a = —b. V obou pripadech pak plati
laf = [b].

e Za predpokladu, ze b = 0 dostavame primo z predpokladu (a | bA b | a)
tvrzeni 0 | a. To jest, a = k-0 = 0. Odtud |a| = |b| = 0.

Necht a,b,c € Z. Jestlize ab | ¢, potom (podle Def. 1.1) musi existovat
k € Z takové, ze ¢ = kab. Ozna¢me k} = ka a ki = kb a dosadme do
predchazejici rovnosti. Obdrzime vztahy

c=kb a c = kja.

To znamend, ze ¢ je nasobek cisla a a zaroven je nasobek ¢isla b. A tak,
podle Definice 1.1, mizeme Fici, Ze a | ¢ A b | c.

Jestlize a | m a také a | n, pak m je nasobek a a také n je nasobek a. To
jest, existuji ki, ky € Z, takové, ze m = kya, n = koa. Potom

m+n=kia+ kea = (k1 + k2)a = ka, (1.1)

kde k = ki + ky € Z. Z rovnosti 1.1 miizeme usoudit, ze ¢islo m + n je
nasobek ¢isla a, a tak a | m + n.

Pro kazdé a,b,n € Z plati: a | b = b = ka, kde k € Z = nb = nka = k*a,
kde k* =nk € Z = a | nb.

Pro kazdé a,b € Z — {0} plati: a | b = b = ka, kde k € Z — {0}. To
znamend, ze |b| = |k||a|. A protoze k € Z — {0}, musi platit |[k| = 1. A tak

bl = |k[la] = 1-|a| = |a].
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Priklad 1.4. Pokud vam snad neni zcela jasny vyznam symbolickych zapistu
v Lemmatu 1.3, prostudujte si nize uvedené priklady a poznambky:.

adl) Bod 1) tvrdi, Ze kazdé prirozené ¢islo déli samo sebe, napt. 5 | 5, 10 | 10,

ad2) Rozmyslete si konkrétni pripad, kdy a = 3, b = 12 a ¢ = 24. Vidime, ze
3| 12 a zéroven 12 | 24. Bod 2) tikd, Ze v tom piipadé také musi platit,
ze 3| 24 (a jak si snadno ovéfite, opravdu je tomu tak!). Obdobné, 5 | 10
a zaroven 10 | 100 000. Z toho mtzeme usuzovat na to, ze 5 | 100 000.

Této vlastnosti se tika tranzitivnost, tj. mizeme ftici, ze relace a déli b, je
tranzitivni.

ad3) V dikazu jsme uvedli ptiklad a = 5 a b = 10. Vidime, Ze a | b, ale b nedéli
a. Urcité dokazete sami nalézt i dalsi priklady (napf. a = 3 a b = 12, nebo
a=4ab=16,...).

ad5) Pro kazdé a,b,c € Z plati: ab | ¢ = (a | ¢ A b | ¢). Zkusme tvrzeni
overit alespon na jednom piikladu. (Pozor! Ovéreni na jednom prikladu
neni dukaz, nebof zbyva nekoneéné mnoho pripadu, které neovérime! Jde
jen o lepsi pochopeni tvrzeni, pokud si jesté nejste stoprocentné jisti jeho
vyznamem.) Tak tedy slibovany piiklad. Vezméme a = 5,b=7,¢ =572 =
= 70. Evidentné je ¢islo 70 nasobkem ¢isla 5.7 = 35, a tedy 5.7 | 70. Tvrzeni
bodu 5) fikd, ze potom musi platit 5 | 70 a také 7 | 70. Je to tak? (Jasné ze

je)

ad6) Necht a,m,n € Z, potom plati: (a | m A a|n) = a| (m+n). K ¢emu tohle
vyuzit? Vezméme a = 6, vime, ze 6 | 36, a také 6 | 66. Potom si muzeme
byt jisti, ze ¢islo 6 déli ¢islo 102 = 36 + 66. Trivialni? No jisté, ale mohli
bychom uvazovat i sou¢et mnohem vétsich cisel, a délit toto velikanské ¢islo
¢islem 6 (abychom ovéfili, Ze tento soucet je opét délitelny cislem 6) by se
nam tfeba nemuselo chtit. A my ted uz vime, Ze by to stejné byla jen ztrata
casu - vime uz, jak by to dopadlo.

ad7) Vime, ze ¢islo a déli ¢islo b, bod sedmy Lemmatu 1.3 tvrdi, ze potom ¢islo
a deéli také nasobky cisla b, tj. ¢isla ve tvaru nb. Napriklad, vime, Ze ¢islo
7 déli ¢islo 21. Muzeme si proto byt jisti tim, ze ¢islo 7 déli také nasobky
¢isla 21, tj. ¢isla ve tvaru n21 (napt. 21, 42, 63, 84, ...).

ad8) Kazdy kladny délitel a kladného ¢isla b je mensi, nebo roven ¢islu b. Tj.
kdyz a | b, pak a < b.



Deélitelnost na mnoziné celych cisel

1.2 Nejvetsi spolecny délitel

Uvazujme &sla a = 24 a b = 36. Kterymi celymi ¢sly jsou obé délitelna? Cisla
a a b nejsou prilis velka, takze nebude problém ovérit u vsech ¢isel, ktera jsou
v absolutni hodnoté mensi, nebo rovny 24 (jiné ¢islo nemuze byt délitelem éisla
a = 24), zda déli jak a = 24, tak b = 36. Timto zpusobem dojdeme k tomu, Ze
hledanymi ¢isly jsou:

41,42, 43, 44, 46, £12.

Nu a kdyz z téchto ¢isel vybereme to nejvétsi, tedy 12, nalezli jsme nejvétsiho
spolecného délitele ¢isel a = 24 a b = 36. Skutecnost, ze d = 12 je nejvetsim
spolecnym délitelem ¢isel a = 24 a b = 36 se obvykle zapisuje ged(24,36) = 12.

Obecné, ged(a,b) znaci nejvétsi spolecény délitel ¢isel a a b (z anglického grea-
test common divisor). V literatufe je téz mozno setkat se s oznacenim (a, b) misto
ged(a, b).

No a to by k nejvétsimu spoleénému déliteli stacilo a zbytek odstavce vénujeme
fotbalu . ... Ne! Samozrejmeé, ze by to nestacilo! Jestlipak prijdete na to, pro¢ tato
informace pro nas neni dostatecna? Premyslite?! Premyslejte!

Tak co, mame? Pokud ano, gratuluji, pokud ne, nevadi. Tak podivejte. Vy-
noruji se pochybnosti. Existuje viibec pro kazdou dvojici celych cisel nejvétsi
spole¢ny délitel? Kdyz ano, je jediny, nebo jich muze byti vice rtznych? Na-
vic, zkuste vyse uvedenym postupem najit nejvétsiho spolecného délitele cisel
a=14892 a b = 36138. Ze se vam do toho nechce? Ani se nedivim. Kontrolovat
14892 ¢isel, zda déli @ = 14892 i b = 36 138, neni prilis efektivni postup, ze?
Chceme proto také najit néjaky lepsi zptisob urcovani ged(a, b).

A protoze hodlame Tesit problém korektné, je treba zacit definicemi.

Definice 1.5. (Spolecny délitel) Spole¢nym délitelem (nebo zkracené jen délitelem)
c¢isel ay, ..., a, € Z nazveme kazdé d € Z splnujici
d|a1,...,d|an.

Vidime, ze ¢isla +1,+2, 43, +4,+6,£12 z tvodniho ptikladu jsou spolec-
nymi déliteli ¢isel a = 24 a b = 36. Jak tusime (uz podle ndzvu), nejvétsim
spolecnym délitelem ma byt ¢islo 12. Vsimnéte si, ze vsichni ostatni délitelé
(£1,£2, 43, £4,+6) déli také ¢islo 12. Pro¢ tomu tak je, na tomto misté fe-
sit nebudeme, ale neni to nahoda. Inspirovani témito intuitivnimi predstavami
definujeme nejveétsiho spoleéného délitele nasledovneé.
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Definice 1.6. (Nejuétsi spolecny délitel) Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel

ai,...,a, € Z nazveme kazdé d € Z splnujici podminky:

1) d=0

2) Cislo d je spoleénym délitelem &isel ay, ..., an, tj. d | a1,...,d| an.

3) Jestlize d* je délitelem ¢isel ay, . .., a,, potom d* | d.
Fakt, ze d je nejvétsim spolecnym délitelem c¢isel aq,...,a,, budeme znacit d =
=ged(aq, ..., an).

Nejvetsim spoleénym délitelem ¢isel aq, ..., a, je tedy ten z nezapornych spo-

le¢nych déliteld, kterého vsichni ostatni déli.

Definice 1.7. Rikéme, Ze celd ¢isla a a b jsou nesoudélnd pravé kdyz ged(a, b) = 1.
V opa¢ném piipadé, kdy ged(a, b) # 1 fikame, Ze jsou soudélna.

Poznamka 1.8. e Podminky prvni a tfeti v Definici 1.6 zajistuji, ze ¢islo
ged(ag, ..., a,) je opravdu nejvétsi mezi vsemi spoleénymi déliteli Gisel aq,
..., a,. Toto neplati pouze v pripadé, kdy a; = --- = a,, = 0 - podrobnéji

viz Priklad 1.9.

e Vsimnéte si, ze z Definice 1.6 je okamzité patrnd rovnost ged(a, b) = ged(b, a).
Jinak feceno, nezdlezi na poradi, v jakém uvadime c¢isla a a b.

Priklad 1.9. Vyresime par prikladi, abychom plné porozuméli definici nejvétsiho
spolecného délitele.
1. Ovéfte podle definice, ze ged(8,12) = 4.
Reseni : Dokézeme, Ze ged(8, 12) = 4.

(a) 420
(b) 4|8 ataké 4 | 12
(c) Spoleénymi déliteli ¢isel 8 a 12 jsou ¢isla +1, £2, +4. Vsechna tato
c¢isla jsou déliteli cisla 4.
Proto cislo 4 spliuje vSsechny podminky z Definice 1.6 na to, aby bylo nej-

vétsim spoleénym délitelem ¢isel 8 a 12.

2. Urcete ged(4,0) a dokazte, Ze ¢isla 4 a 0 maji pravé jednoho nejvétsiho
spolecného délitele.
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Reseni : Podle Definice 1.6 musi byt ged(4,0) nezdporné ¢islo a musi byt
spole¢nym délitelem cisel 4 a 0. Nezdporni délitelé ¢isla 4 jsou ¢isla

1,2,4.
Nezépornymi déliteli ¢isla 0 jsou éisla (viz Priklad 1.2)
0,1,2,3,4,...
Nezapornymi spolecnymi déliteli ¢isel 4 a 0 jsou proto ¢isla z mnoziny
D ={1,2,4}.

Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel 4 a 0 je ten prvek z mnoziny D, ktery
je délitelny vSemi prvky z D (potom bude samoziejmé délitelny i Cisly
k nim opa¢nymi). Tuto podminku spliiuje pouze ¢islo 4, protoze je délitelné
¢islem 1, 2 i 4. Jednicka neni délitelnd dvojkou a c¢tyrkou a dvojka zase
neni délitelnd ¢tyrkou. Proto ged(4,0) = 4 a zadné jiné ¢islo nemize byt
nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel 4 a 0.

. Dokazte, 7e ged(a,0) = a pro kazdé a > 0 a ukazte, Ze ¢isla a a 0 nemaji

zadného jiného nejvétsiho spolecného délitele.

ReSeni : Regeni tohoto piikladu je zobecnénim predchoziho FeSeni. Mno-
zina vsech nezapornych spoleénych délitelii ¢isel a a 0 je rovna mnoziné D
vsech nezapornych délitelt ¢isla a > 0. Do D jisté patii i samotné ¢islo
a a to je délitelné vSemi prvky z D (svymi déliteli). Spliuje tak i treti
podminku z definice nejvétsiho spole¢ného délitele. Proto je a = ged(a, 0).
VSechna ostatni ¢isla z D jsou v absolutni hodnoté mensi nez |a| a jsou
rizna od nuly, a tak nejsou délitelna ¢islem a € D. Proto nemohou byt
nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a a 0 (nespliovaly by treti podminku
z definice nejvétsiho spolecného délitele).

. Dokazte, ze ged(0,0) = 0 a ukazte, ze ¢isla 0 a 0 nemaji zddného jiného

nejvétsiho spolecného délitele.

ReSeni : Mnozina vech nezdpornych délitelt &sla 0 je mnozina
Nu{0} ={0,1,2,3,...}.

Mnozina vsech nezapornych spolecnych délitela cisel 0 a 0 je proto opét
mnozina

D=NuU{0}=1{0,1,2,3,...}.

Pouze nula je délitelnd vSemi ¢isly z mnoziny D. Libovolné jiné ¢islo z mno-
ziny D, oznac¢me jej n, neni délitelné vétsim c¢islem nez je samo, naptiklad
¢islem n + 1. Ale n + 1 jisté také patii do D. Proto n # 0 nemuze byt
ged (0, 0). Pouze nula vyhovuje vSem podminkam z definice nejvétsiho spo-
le¢ného délitele ¢isel 0 a 0, zadné jiné cislo je nespliuje.
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Jsme pripraveni rozptylit jednu z vyse uvedenych pochybnosti. Dvé cela ¢isla
nemohou mit nékolik riznych nejvétsich spolecnych délitelt.

Véta 1.10. Necht a,b € Z. Jestlize existuje jejich nejuétsi spolecny délitel ged(a, b),
pak je jediny.

Diikaz. Priklad 1.9 ukazuje, ze Véta 1.10 je splnéna v pripadé, kdy jedno, nebo
obé z ¢isel @ a b jsou rovny nule. Uvazujme proto a, b # 0.

Predpokladejme, ze d; = ged(a,b) a také dy = ged(a,b). Protoze a,b # 0,
mus{ byt dy, ds = 1. Cislo d; je podle predpokladu nejvétsim spoleénym délitelem
¢isel a a b. Podle Definice 1.6 jej proto musi délit vSichni ostatni délitelé Cisel a
a b, tedy i ¢islo dy. Dostavame dy | dy. Z Lemmatu 1.3 bodu 8.) pak plyne

dy < dy (1.2)

Analogickou tivahu mizeme provést i pro dy. Cislo dy je podle predpokladu
nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel a a b. Podle Definice 1.6 jej proto musi délit
vSichni ostatni délitelé ¢isel a a b, tedy i ¢islo dy. Dostavame d; | dy. Z Lemmatu
1.3 bodu 8.) pak plyne

0, < ds (1.3)

Spojenim nerovnic (1.2) a (1.3) obdrzime nerovnosti dy < d; < dy. To ovSem

znamena, ze d; = ds.

]

Definice 1.11. (Celd cast) Celou ¢asti realného ¢isla r nazveme celé ¢islo z spl-
nujici:
2<r<z+1.

Celou ¢ast redlného cisla r budeme znagcit [r].

Par prikladd pro ilustraci: [3,14] = 3; [2,6] = 2; [7] = 7. Pozor u zapornych
¢isel! Podle definice [—6,51] = —7; [-3,01] = —4; ... protoze —7 < —6,51 < —6;
4<-3.01<—-3....

Ze zakladni a stfedni skoly si jisté vzpomenete na déleni se zbytkem. Naptiklad
26 : 4. Typicka spravna odpovéd, jakou chce slySet pani ucitelka, je ,,26 : 4 =
= 6, zbytek 2.“ V podstaté tim neni mysleno nic jiného, nez ze 26 = 6 - 4 + 2.
Zvidavéjsiho zacka by mozna napadlo, jestli to je jediné feseni. Pani ucitelka by
jej jisté, a zcela spravné, ujistila, ze ano. My se ujistime poddnim dikazu.

Véta 1.12. Pro kaZdé a,b € N, b = a existuje pravé jedno ¢ € N a prdavé jedno
reN, 0= r<a takové, Ze

b=gqa+r.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze pro kazdé a,b € N, b 2 a existuji ¢ € Na r € N,
0 < r < a takové, ze
b=gqa+r.
Ukazeme, Ze hledané ¢ je rovno celé ¢asti redlného cisla %, tj. ¢ = [g] Podle
Definice 1.11 musf celé &slo ¢ = [2] spliiovat:

b
¢S —<q+1,
a

qga < b < qa+ a,
0<b—qa<a. (1.4)

Oznacime-li r = b — qa, potom evidentné b = ga + r, r € Z a podle vztahu (1.4)
plati 0 < r < a. Tim jsme dokéazali, ze hledana ¢isla ¢ a r existuji. Nyni ukdzeme,
ze to jsou jedina ¢isla ¢ a r s pozadovanymi vlastnostmi.

Piedpoklddejme, ze b = qa + r, kde 0 < r < a a také b = qia + r1, kde
0 < r; < a (a snazime se nyni dokazat, Ze nemohou existovat dvé riuzna fesen,
to jest, ze musi platit ¢ = ¢; a r = r1). Potom

qa +1 = qra + rq,

qga —qa=T1T —T,

alq—q) =1 —r. (1.5)
Pokud by r; # r, mtizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze tfeba ry > r.
Potom r; —r = k € N. A protoze a > ry, musi platit a > r, — r = k. Ze vztahu
(1.5) plyne, ze

alg—q) = k.

Predpoklad ¢ — ¢ = 0 vede ke sporu, nebot pak by bylo £ = r; —r = 0, ale my
predpokladame, ze k € N, a tudiz k # 0. Dalsi moznosti je ¢ — g1 # 0. To by ale
znamenalo, Ze ¢islo a déli ¢islo k. A to je znovu spor! Nemuze nastat a | k, nebot
a > k (viz Lemal.3). Tak ¢ onak jsme dospéli ke sporu, a tak nemuze nastat

ry# T
Pokud r; = r, plyne z (1.5), ze

a<q - Q1) - 07

]

Nyni jsme jiz vybaveni k tomu, abychom dokazali odvodit pomérné efektivni
zpusob hledani nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel, ktery je znam jako Eu-
klidiv algoritmus . Ukazme si jej nejprve na prikladeé.
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Priklad 1.13. Vratime se k ttvodnimu problému. Dejme tomu, ze mame nalézt
nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a = 14892 a b = 36 138. Prvnim krokem je
podélit vétsi ¢islo tim mensim a urcit zbytek. Takze:

b=qa+ ry,

36138 =2 - 14892 + 6354.

Nyni provedeme totéz s ¢isly a = 14892 a r, = 6351:
a = (271 + T,

14892 = 2 - 6354 + 2 184.

Dalsi krok provedeme s ¢isly vy = 6351 a ro = 2184:
r1 = q3T2 + T3,

6354 = 22184 + 1986.

A jak dlouho takto budeme pokracovat? Dokud nedojdeme k poslednimu ne-
nulovému zbytku. Takze:
To = qaT'3 + T4,

2184 =1-1986 + 198.

r3 = Q574 + 75,

1986 = 10 - 198 + 6.

T4 = Q75 + 76,
198 =33-6 + 0.

Poslednim nenulovym zbytkem bylo ¢islo 75 = 6. Potom si mizeme byt jisti, ze
gcd(14 892,36 138) = 6. A pro¢ si muzeme byt jisti? To si ukdzeme v dikazu
nasledujici véty, ktera obecné popisuje Euklidav algoritmus.

Korektnost postupu Euklidova algoritmu dokazeme. Budeme k tomu potie-
bovat nasledujici lemma.

Lemma 1.14. Neexistuje nekonecnd klesajici posloupnost prirozenyjch cisel.
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Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze {k,}>2; je nekonecnd kle-
sajici posloupnost prirozenych ¢isel. To jest

ki >ky>ks>--->k,>...

Uvazme, ze kazdy nasledujici ¢len této posloupnosti je alespon o jednicku mensi,
nez jeho predchidce. Proto ko < ky — 1, k3 < k; —2.... Obecné k; < ky — (i —1).

Dosazenim za i = ki + 1 obdrzime ki, .1 < 0. To je spor, nebot predpokladame,
ze cislo kg, 11 € N. O

Véta 1.15. (Euklidav algoritmus) Necht a,b € N, b 2 a. JestliZe a = b, potom
ged(a,b) = a. Jestlize b > a, potom existuje n € N U {0} tak, Ze existuji cisla
roy=bro=ua,q €N, r; e NU{0} pro j =1,...,n+ 1 takové, Ze pro kazdé
t=—1,...,n—1 plati

Ti = QitaTit1 + Tip2, 0= 1o < 1iyq,

a=1r9g>->1ry1 = 0.

Nejvétsim spolecnym délitelem cisel a a b je pak cislo r,, (posledni nenulovy zbytek,
pripadné r, = ro = a), tj. ged(a,b) = r,.

Diikaz. Existence ¢isel ¢; € N, r; € NU {0}, j = 1,...,n + 1 takovych, Ze pro
kazdé 1 = —1,0,...,n — 1 plati

i = QipaTit1 + Tiga, 0= Tiq0 < T

okamzité plyne z Véty 1.12. Ze nakonec dojdeme k néjakému nulovému zbytku
(rn+1 = 0) plyne z toho, Ze nemuze existovat (nekonecnal!) klesajici posloupnost
ptirozenych ¢isel (zbytk) r; > 0. (viz Lemma 1.14.)

Zatim jsme tak ukézali, ze vyse uvedenym postupem - Euklidovym algoritmem
- vzdy nakonec dojdeme k néjakému poslednimu nenulovému zbytku r,, (ptipadné
T, = ro = a, dalsi zbytek 7,1 uz bude roven nule). Zbyva dokazat, ze ged(a, b) =
= r,. Ukdzeme, Ze ¢islo r, splnuje podminky kladené na nejvétsiho spole¢ného
délitele ¢isel a a b (viz Definice 1.6). To jest, ze plati podminky:

1) r, 20.
1) Cislo 7, je spolenym délitelem é&isel a, b, tj. 7, | a, 7, | b.
2) Jestlize d* je délitelem ¢isel a, b, potom d* | r,,.

Prvni podminka je jisté splnéna. Plyne to okamzité z nerovnosti 0 < 719 < 7311
prit=mn— 2.
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A co druhd podminka? Vime, ze pro i = —1,0,...,n — 1 plati
Ti = Qiv2Tiv1 T Tig2. (1.6)
Takze pro i = n — 1 obdrzime rovnici

Tn-1 = Gn+1"n + Tnt1 = Qni1-Tn, (17)

nebot r,41 = 0. Z rovnosti (1.7) plyne, ze 7, | r,—1. Dale (pokud n > 0), podle
(1.6) plati:

Th—2 = qn’n—1 + Tn = Qulnt1Tn +Tn = <QnQn+1 + 1)7%_ (18)

Z rovnosti (1.7) a (1.8) plyne, ze ,, | 71 a 7y, | 7p—o2. Déle (pokud n > 1), podle
(1.6) plati:

Tn—3 = qn—-1Tn—2+Tn-1 = anl(qnqn+l+1>rn+qn+l7'n = <Qn71(QHQn+1+1)+qn+l)rn'

(1.9)
Z rovnosti (1.7), (1.8) a (1.9) plyne, ze 1y, | rn—1, s | Tn—2 a 1y, | rn—3. Analogicky
bychom mohli pokracovat dale. Dosli bychom tak k poznatku, Ze

Tn | Tny, Tn | 'm—1, -+, Tn | To, T'n | r_i.

Vzhledem k tomu, Ze jsme oznacili 7o = a a b = r_q, je dokdzana platnost druhé
podminky r, | a,r, | b.

Nakonec ukazeme, Ze je splnéna i treti podminka. Predpoklddejme, ze d* je
délitelem ¢isel a a b, tj. d* | a a d* | b. Chceme dokézat, Ze potom d* | r,,.

Vyjdeme z rovnice r_y = q1rg + 11, tj. b = qra + 1.

Pokud n = 0, pak r, = rq = a. Podle predpokladu d* | a a tak d* | r,.

Pokud n > 0, pak jednoduchou tipravou dostaneme

ri=b— qa. (1.10)

Podle predpokladu d* | a, d* | b a Lemmatu 1.3 bod 6) musi platit d* | r;.
Z rovnice a = qor; +19 (pokud pokud n > 1) jednoduchou tpravou dostaneme

Ty = a — (ary. (1.11)

Z predchoziho vime, ze d* | a a d* | r;. Pak podle Lemmatu 1.3 bod 6) musi
platit d* | ro.

Analogicky bychom z rovnic r; = ¢4 2.7;1147:12 a predpoklada d* | r;, d* | 741
dospéli k zavéru, ze d* | r;1 2, a to pro vSechna i = —1,0, ..., n—2. Takze v pripadé
i = n — 2 obdrzime vztah d* | r,,.

]
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Poznamka 1.16. Z ptredchozi Véty 1.15 plyne, Zze pomoci Euklidova algoritmu
jsme schopni nalézt nejvétsiho spolecného délitele libovolnych dvou prirozenych
¢isel. 7 definice nejvétsiho spolecného délitele celych ¢isel ovsem okamzité plyne,
ze pro kazdé a,b € Z plati

ged(a, b) = ged([al, [b]).

Navic ged(a,0) = a pro a € Z (viz Priklad 1.9). A tak mizeme tvrdit, Zze jsme
schopni pomoci Euklidova algoritmu nalézt nejvétsiho spoleéného délitele libo-
volnych dvou celych disel.

Pomoci Euklidova algoritmu jsme jiz schopni nalézt nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou celych ¢isel. Jak vsak nalézt nejvétsiho spolecného délitele tii, ctyt
a vice celych ¢isel? Postup si ukdzeme nejprve na prikladé, pak jej formulujeme
obecné jako vétu.

Priklad 1.17. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 32, 84, 24, tj. hle-
ddme d = gcd(32,84,24). Hodnotu d uréime jako d = ged(ged(32,84),24). Nej-
prve Euklidovym algoritmem uréime d; = ged(32,84) a pak d = ged(dy, 24).

84 =2-324 20
32=1-20+412
20=1-12+4
12=3-4+0

Proto d; = ged(32,84) = 4. Dale hleddme d = ged(dy,24) = ged (4, 24).
24=6-4+4+0
Proto d = ged(dy,24) = ged(4,24) = 4.

Priklad 1.18. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 147, 84, 245, 63,
112, tj. hleddme d = ged(147,84, 245,63, 112). Budeme postupovat obdobné jako
v predchazejicim ptikladé. Hodnotu d urcime jako

d = ged(ged(147,84,245,63),112) = ged(ged(ged (147,84, 245),63),112) =
= ged(ged(ged(ged(147,84),245),63),112).
Nejprve Euklidovym algoritmem urcime d; = ged (147, 84)
147 =1-84+63

84=1-63+21
63 =3-21+0
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Proto d; = ged(147,84) = 21. Déle hleddame dy = ged(dy, 245) = ged(21, 245).

245=11-21+14
21=1-14+47
14=2-74+0
Proto dy = ged(21,245) = 7. Dale hledame d3 = ged(ds, 63) = ged(7,63).

63=9-7T+0
Proto ds = ged(7,63) = 7. Déle hleddme d = dy = ged(ds, 112) = ged(7,112).

112=16-7+0
Proto d = ged (147,84, 245,63, 112) = dy = ged(ds, 112) = ged(7,112) = 7.

Véta 1.19. (O existenci nejvétsiho spoleéného délitele.) Necht aq,...,a, € Z,
n 2 2. Potom ged(ayq, ..., a,) existuje a plati

ged(ay, ..., a,) = ged(ged(aq, - ..y ap_1),an).

Diikaz. Dukaz provedeme indukei podle n. V pripadé n = 2 dokazovana véta 1ika,
ze ged(aq, az) existuje a plati ged(aq, az) = ged(ged(aq), az). Existence ged(ag, as)
je podle Véty 1.15 a Poznamky 1.16 zarucena - nejvétsiho spolecného délitele dvou
celych ¢isel vzdy umime najit. Snadno ovérime, ze ged(a;) = a1. Véta 1.19 je tedy
pro n = 2 pravdiva.

Nasleduje indukéni krok. Predpokladame pravdivost véty pron = r—1 a sna-
zime se na zakladé tohoto predpokladu dokazat pravdivost véty pro n = r. Pred-
pokladame tedy, ze ged(aq,...,a,_1) existuje (to ndm bude stacit). Dokazeme,
ze plati

ged(ay, ..., a,) = ged(ged(ay, ..., ar—1),a,).

Ozna¢me d = ged(ay, ..., a—1) a D = ged(d, a,) = ged(ged(ay, ..., ar—1), ar).
Ukazeme, ze ¢islo D je nejvetsim spolecnym délitelem cisel aq, ..., a,_1,a,, tj.
D = ged(ay, ..., a,-1,a,) = ged(ag, . .., a,).

Aby tomu tak bylo, muselo by ¢islo D délit ¢isla aq, ..., a,_1,a,. Je tomu tak?

Oznacili jsme D = ged(d, a,), proto D | d a zaroven D | a,. Protoze d =
= ged(ay, . ..,a,—1), musi ¢islo d délit éisla aq,...,a,_1. A protoze D | d, musi
D také délit ¢isla aq, ..., a,—1 (viz Lema 1.3 bod 2)). Ovérili jsme tak, ze D déli
¢isla aq, ..., a._1,a, (prvni podminka z Definice 1.6 ).

Zbyvéa dokazat, ze kdyz ¢islo d* déli ¢isla aq, . .., a,_1, a,, pak d* také déli ¢islo
D (druhéd podminka z Definice 1.6 ).
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Protoze d* déli ¢isla aq,...,a,_1, musi délit i jejich nejvétsitho spolec¢ného
délitele, tj. d* | d. Navic, podle piedpokladu také plati, Zze d* | a,. Cislo d* tak
musi délit i nejvétsiho spolecného délitele ¢isel d a a,, ale tim je pravé ¢islo D,
tj. d* | D.

m

Nyni uz umime pro libovolnou n-tici celych cisel nalézt jejich nejvétsiho spo-
le¢ného délitele. Takze bychom uz konecné mohli byt spokojeni? Musim vés zkla-
mat, porad jesté ne! Nalezli jsme FeSeni problému - umime najit ged(ag, ..., ay,)
- ale musime se jesté ujistit, Ze je to TeSeni jediné. (Teoreticky je tu zatim moz-
nost, ze bychom jinym postupem, nez jsme uvedli, mohli najit i jiného nejvétsiho
spolecného délitele danych ¢isel. Ukazeme, ze k tomu nemuze dojit.)

Véta 1.20. (O jednoznacnosti nejvétsiho spolecného délitele) Pro libovolnd pevné
z2volend cisla ay, . ..,a, € Z, n € N existuje prdve jedno d € N takové, Ze

d = ged(ay, ..., a,).

Diikaz. Predpokladejme, ze d = ged(ay, ..., a,) a také k = ged(ay, ..., a,). Do-
kézeme, ze potom d = k (z toho plyne, ze nemohou existovat dva rizni nejveétsi
spolecni délitelé ¢isel aq, ..., a,).

Podle predpokladu je ¢islo k nejvétsi spolecny délitel cisel aq, ..., a,. Potom
podle druhé podminky v Definici 1.6 plati, ze ¢islo k déli ¢isla aq, ..., a,. Podle
treti podminky v Definici 1.6 potom musi platit, ze ¢islo k déli nejvétsiho spolec-
ného délitele téchto ¢isel, a tim je, podle predpokladu, také ¢islo d. Proto k | d.

Analogicky (zdménou k za d a d za k) bychom mohli dokézat, Ze d | k. Dospéli
jsme k zavéru, ze k | d a zaroven d | k. Podle Lemmatu 1.3 bod 4) z toho plyne,

ze |k| = |d|. Ale k a d jsou nejvétsi spolecni délitelé a ti jsou vzdy nezéporni.
Proto k =d.

O

Ted uz zname vse, co je tfeba k urcovani ged(ay, . . ., a,). Pokud by ndm $lo jen

o to, mohli bychom tuto kapitolu ukoncit. Nicméné dokazeme i dalsi vlastnosti
ged(ay, . .., ay), které pouzijeme pozdéji.

Lemma 1.21. Nechta,b € N. Potom existuji ¢isla xo, yo € Z takové, Ze ged(a, b) =
= Topa + yob.

Diikaz. Definujme A = {xa + yb € N | 2,y € Z}. Do mnoziny A tedy patii
prirozena ¢isla ve tvaru xa+yb. Oznacme' d = zya+yob nejmensi prvek mnoziny
A.

Dokazeme, Ze d = ged(a,b). Cislo d € A C N. Proto d = 0. Prvni podminka
z Definice 1.6 je splnéna.

1Uvazovana mnozina A C N je jisté neprazdnd, méa proto také sviij nejmensi prvek.



1.2 Nejvétsi spolecny délitel 33

Vezméme libovolny pevné zvoleny prvek xza 4+ yb € A. Cislo d je nejmensi
prvek mnoziny A, a tak xa+yb = d. Potom, podle Véty 1.12, existuji éisla g € N,
reZ,0 =< r<dtakové, Ze

ra+yb=qd+r. (1.12)

Protoze d = xga + yob, mizeme psat

za + yb = q(xoa + yob) + r
xa + yb = qroa + qyob + 1

(x —qxo)a+ (y —qyo)b =7

Oznacime-li 1 = x — qro, y1 = ¥ — q¥o, pak

ra+yb=r

Muze ¢islo x1a+1y1b = r byt prirozené ¢islo? Nemiize! Kdyby ano, pak by mu-
selo (vzhledem ke svému tvaru) pattit do mnoziny A. Ale r < d a d je nejmensim
prvkem mnoziny A! To je spor! Takze 0 < r < d a navic r neni prirozené ¢islo.
V tom pripadé existuje jedind moznost, a to r = 0. Vzhledem k rovnici (1.12)
plati

xa + yb = qd.

Cislo za+yb € A bylo libovolné zvolené, proto miizeme ¥ici, ze d déli libovolny
prvek z mnoziny A. Do mnoziny A patti také ¢isla a a b, nebot a = 1.a + 0.b
a b= 0.a+1.b. Odtud dostdvame d | a a zaroven d | b (druha podminka z Definice
1.6 je splnéna).

Nyni dokazeme, ze ¢islo d splnuje i tfeti podminku z Definice 1.6. Predpo-
kladejme, ze d* | a a také d* | b. Potom a = kid*, b = kod*, kde ki, ky € Z.
Dosadime-li do vztahu

d= Toa + yOba
obdrzime
d= l’ok’ld* + yok’gd*,
d= (.ﬁEokl + yokg)d*
Proto d* | d.
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Predchozi lemma ik, Ze nejvétsiho spolecného délitele dvou prirozenych cisel
a a b muzeme vyjadrit ve tvaru ged(a,b) = xoa + yob. Zobecnime toto tvrzeni
i pro libovolnou dvojici celych ¢isel a a b.

Lemma 1.22. Necht a,b € Z. Potom existuji ¢isla x,y € 7 takové, Ze ged(a, b) =
= zxa + yb.

Diikaz. V pripadé b = 0 plati ged(a, b) = ged(a,0) =a=1-a+0-b. V pripadé
a = 0 plati ged(a, b) = ged(0,6) =b=0-a+1-b (viz Priklad 1.9).

Déle uvazujme a,b # 0. V takovém piipadé |a|, |b| € N. Podle Lemmatu 1.21
existuji xg, yo € Z takové, ze

ged(lal, [b]) = zolal + yolb].
Uvazme, Ze existuji' x,y € Z splitujici zg|a| = zra a yo|b| = yb. Proto
ged(a, b) = ged(|al, |b]) = xa + yb.
O

Uvazujme ¢islo k, které déli soucin cisel ab. Déle predpokladejme, ze ¢isla a
a k jsou nesoudélnd, tj. ged(a, k) = 1. Dokdzeme, Ze v takovém piipadé musi k
délit ¢islo b. Pro ilustraci uvedme konkrétni priklad, kdy k£ = 3, ab =5 -6 = 30.
Evidentné 3 déli ¢islo 30 a ged(5, 3) = 1. Potom nelze jinak, nez ze 3 | 6 (a vidime,
ze je tomu opravdu tak).

Lemma 1.23. Necht k,a,b € Z. Jestlize k | ab, ged(k,a) =1, potom k | b

Diikaz. Jestlize ged(k,a) = 1 potom podle Lemmatu 1.22 existuji celd cisla
x,y € Z takové, ze
ged(k,a) =1 = 2k + ya.

Rovnici vynasobime ¢islem b a obdrzime vztah
b = xkb + yab.

Podle predpokladu & | ab, proto musi existovat kg € Z takové, ze ab = kok.
A tak
b = xkb+ ykok,

b= (b + yko)k. (1.13)

Cislo b + yko € Z, potom z rovnice (1.13) a Definice 1.1 plyne, Ze k | b. O

ICislox =agproa>0ax=—zogproa<0;y=yprob=0ay=—y prob < 0;
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Predpokladejme, ze hledame spolec¢ného délitele ¢isel 24 a 88. Snadno odhad-
neme, ze obé ¢isla jsou nasobky ¢isla 4, nebof 24 = 4 -6 a 88 = 4 - 22. Potom
ged(24, 88) muzeme uréit jako ¢tyinasobek ged(6,22). Tj.

ged(24,88) =4 - ged(6,22) = 8.
Toto tvrzeni si mizeme dovolit na zakladé néasledujiciho lemmatu.
Lemma 1.24. JestliZe a,b,c € 7, potom ged(ca, cb) = |c| - ged(a, b).

Diikaz. V piipadé ¢ = 0 je tvrzeni lemmatu pravdivé, nebot ged(0,0) = 0. Déle
uvazujme ¢ # 0. Podle Lemmatu 1.22 existuji cela ¢isla z,y € Z takova, ze

ged(ca, cb) = zca + ycb,

ged(ca, cb) = c(za + yb) = t|c||za + yb|. (1.14)

Dokézeme, ze ged(a,b) = |xa+ yb|. To nebude tézké, nebot z (1.14) okamzité
plyne, ze
(Ieflza +ybl) [ ca A ([ellza +ybl) | cb.

Existuji tedy cisla kq, ke € Z takové, ze
kiclza +yb| = ca N koclxa + yb| = cb,

kilza +ybl = a A ko|ra + yb| = b.

A tak (Jra+wyb|) | a, (Jra+yb|) | b (coz je druhd podminka toho, aby
ged(a,b) = |xa + yb| - viz Definice 1.6, prvni podminka |za + yb| = 0 je evi-
dentné splnéna).

Nyni ovérime platnost treti podminky z Definice 1.6. Predpokladejme, ze
d* | a, d* | b. Potom existuji ¢isla my, my € Z takové, ze mid* = a, mad* = b.
Proto

xa + yb = xmyd" + ymeod®,

xa + yb = (zmy + yms)d".

Odtud dostavame d* | (|xa + yb|) (tfeti podminka v Definici 1.6). Tim jsme
dokazali, ze ged(a,b) = |xa + yb|. Ze vztahu (1.14) dostavame

ged(ca, cb) = |c| ged(a, b).

1Uvaite, 7e ged(ca, cb) je nezaporné &islo.
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1.2.1 Cvicéeni

Vysledky, navody k feseni a feseni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.1.1.

1. Dokazte, ze pro kazdé r € R plati: 2r — 1 —2r < [2r] —2[r] < 2r —2(r —1).

2. Dokaite, 7e Vo € R a Vp, k € N plati | % | = | %], kde n = [a].

3. Dokazte, ze pro kazdé z € R a p € N plati 1 [}%} < #.

4. Naleznéte celd ¢isla g a yo tak, aby ged(36, 14) = 2036+ y015. Tj. vyjadiete
nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 36 a 14 jako jejich linedrni kombinaci.

5. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 2328 a 3 581

1.3 Kanonicky rozklad prirozeného cisla

Mezi prirozenymi ¢isly se najdou takova, kterd jsou, co se tyce délitelnosti, poné-
kud vzpurna, nebof se nenechaji podélit jen tak néc¢im, nebo nékym. Uvazujme,
jakym pfirozenym ¢islem je dané prirozené ¢islo n délitelné. Urcité ¢islem 1, ne-
bot n-1 = n a také ¢islem n ze stejného divodu. A jinak? A jinak si nemuzeme
byt jisti. Treba uz zadnym prirozenym c¢islem. Jako v pripadé ¢isla n = 7. Je
délitelné prirozenymi ¢isly 1 a 7 a to je vSe. Jisté uz tusite, je fe¢ o prvocislech.
Takze, pro formu, uvedeme jejich definici.

Definice 1.25. (Prvocislo) Prvocislem na mnoziné N nazveme libovolné p € N,
p 2 2 prave kdyz pro kazdé a € N plati

alpe(a=1 Va=p).

(Vsimnéte si, Ze ¢islo 1 nepovazujeme za prvocislo.)

Definice 1.26. (Cislo slozené) Cislem slozenym nazveme na mnoziné N libovolné
s €N, s 2 2, pro které plati
S = dldg,

kde dl,dg € N, d; > 1, dy > 1.

Vsimneéte si, ze prirozené cislo vétsi, nebo rovné dvéma, je bud prvocislo,
a nebo cislo slozené. Tento poznatek formulujeme jako lemma a dokazeme jeho
pravdivost.
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Lemma 1.27. Cislo n = 2 je sloZené cislo pravé tehdy, kdyZ neni prvocislo.

Diikaz. Musime dokézat, ze ¢islo n = 2 je slozené ¢islo pravé tehdy, kdyz neni
prvocislo.

Nejprve predpoklddejme, ze n = 2 je slozené ¢islo. Podle Definice 1.26 n =
= dydy, kde di,dy € N, dy > 1, dy > 1. To, podle Definice 1.1, znamena, ze dy > 1
déli ¢islo n. Navic dy nemtze byt rovno n, protoze pak by n = didy = din, a to
by znamenalo, ze d; = 1, coz je spor. Potom ale n nemuze byt prvocislo (viz
Definice 1.25).

Nyni dokazeme, ze v pripadé, kdy n neni prvocislo, musi byt n ¢islem sloze-
nym. Pokud n neni prvocislo, musi existovat néjaky délitel c¢isla n, oznacme jej do,
ktery je rizny od n i od 1, tj. dy # n, a také dy # 1. Podle Definice 1.1 mtizeme
psat n = k.dy a nic nebrani tomu, abychom oznacili £k = d;. A tak dostavame
n = dids. Muze byt d; rovno jedné? V tom pripadé by platilo n = 1-dy = ds, coz
je spor s tim, Ze dy # n. Zjistili jsme tedy, ze n = dids, kde d; a dy jsou prirozend
¢isla rizna od jedné. A tak dy > 1 a dy > 1. Podle Definice 1.26 musi byt n ¢islo
slozené (a to jsme chtéli dokazat).

O

Prvocisla funguji jako zakladni stavebni jednotky, z nichz se pomoci operace
nasobeni tvori ostatni prirozena ¢isla. Ukazeme si, ze kazdé prirozené ¢islo, vétsi,
nebo rovné dvéma, mizeme napsat jako soucin prvocisel (nebo je samo prvocislo).
Napitklad 2=12,3=3,4=2-2,5=56=2-3, ... ,140=2-2-5-7, ... .

Navic dokazeme, ze dané prirozené ¢islo miizeme rozlozit na soucin prvocisel
pouze jedinym zpusobem (az na poradi prvoéisel, tj. n =2-3-5an=3-2-5
povazujeme za totozné rozklady ptirozeného ¢isla n). Takovému rozkladu rikame
kanonicky rozklad prirozeného cisla.

Lemma 1.28. KaZdé prirozené cislo n = 2 je rovno soucinu prvocisla a priroze-
ného cisla. Tj. Yn € N dp, k € N, kde p je prvocislo takové, Ze

n = pk.

Diikaz. Dtkaz provedeme silnou indukci. Pro n =2 = 2 -1 je tvrzeni dokazova-
ného lemmatu jisté pravdivé.

Predpokladejme, ze tvrzeni je pravdivé také pro vsechna prirozend cisla vétsi,
nebo rovna ¢islu 2 a mensi nez nez n. Dokdzeme, Ze potom je tvrzeni lemmatu
pravdivé také pro n.

Nejprve uvazujme pripad, kdy n je prvocislo. Potom je situace jednoducha,
staci zvolit p=n a k =1, a evidentné n = pk.

V pripadé, Ze n neni prvocislo, musi byt ¢islem slozenym (viz Lemma 1.27).
A tak, podle Definice 1.26, existuji prirozena ¢isla py a kq, které jsou vétsi nez 1,
takové, ze

n=pmpg k?l.
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Je tak ziejmé, Ze 2 < p; < n. Podle predpokladu proto muzeme ¢islo p; napsat
ve tvaru p; = pksy, kde p je prvocislo. A tak

n = pkak; = pk,
kde k = kok; je prirozené ¢islo. O
Vratme se k piivodnimu problému. Dokazeme, ze kazdé slozené ¢islo je mozné

rozlozit na soucin prvocisel. Napiiklad 50 = 2-5-5 = 2-5% a podobné. Takovému
rozkladu prirozeného cisla n rikdme kanonicky rozklad prirozeného cisla n.

Véta 1.29. (O kanonickém rozkladu) KaZdé prirozené cislo vetsi nezZ jedna lze
napsat jako soucin prvocisel. To jest, pro kaZdé prirozené cislo n # 1 existuji
prvocisla pq, . .., ps takovd, Ze

n=pi--ps.

Diikaz. Dikaz provedeme silnou indukci. Pro n = 2 je tvrzeni dokazovaného
lemmatu jisté pravdivé (p; = 2, s = 1).

Predpokladejme, ze tvrzeni je pravdivé také pro vsechna prirozend cisla vétsi,
nebo rovna ¢islu 2 a mensi nez nez n. Dokazeme, Ze potom je tvrzeni lemmatu
pravdivé také pro n.

Pouzijeme Lemma 1.28. Podle néj kazdé prirozené ¢islo n = 2 muzeme napsat
ve tvaru

n = pk,

kde p je prvocislo a k € N.
e Nejprve uvazujme piipad, kdy k£ = 1. Potom n = p = p;.

e V piipadé, ze k > 1 zrovnosti n = pk plyne, ze 2 < k < n. Podle indukéniho
predpokladu je potom mozné napsat cislo k£ jako soucin prvocisel. A tak
n =pk=p1--ps.

]

Dusledek 1.30. Pro kazdé prirozené ¢islo n # 1 existuji navzajem ruzna prvo-
¢isla p1,...,pm a Cisla aq,...,a,, € N takova, ze

_ a1 (e%
n_pl pmm

Diikaz. Tvrzeni Disledku 1.30 plyne okamzité z Véty 1.29. Staci si uvédomit,
ze mezi prvocisly pi,...,ps mohou byt nékterda stejna. Ty, kterd jsou stejna,
oznacime stejné, vynasobime a napiSeme ve tvaru mocniny (napr. u pipepspaps =
= 2-2-3-5-5 mliZeme preznacit na pipyp3 = 2%.3-5%). O
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Priklad 1.31. Naleznéte kanonické rozklady prirozenych cisel 112, 238, 17 a dal-
sich, které si zajisté vymyslite sami.
Reseni:

112 =2-56 = 2-2:28 = 2.2.2-14 = 2.2.2.2.7 = 24.7

238 =2-119=2.7-17
17=17

Ukazali jsme si, ze kazdé prirozené cislo kromé jednicky muzeme napsat jako
soucin prvodcisel (v pripadé, Ze je toto ¢islo samo prvocislem, bereme to jako
specidlni pripad: p = p;). Mohli by jsme si polozit otazku, zda to muzeme udélat
pouze jednim zptisobem, nebo jestli dané cislo n lze rozlozit na soucin prvocisel
vice zpusoby.

Napiiklad, vime, ze 1100 = 11-100 = 11-10% = 11-5%-22. Nékdo nam vSak
muze tvrdit, ze také plati 1100 = 61-3%-2. MizZe mit pravdu? Nésledujici Véta
1.33 - byva oznacovana jako ,Zdkladni veta aritmetiky.« - ¥iké, Ze ani ndhodou!
Nemohou existovat dva ruzné kanonické rozklady téhoz prirozeného ¢isla! (Navic
61-3-3-2 = 183-3-2 = 549-2 = 1098, takze tésné vedle ;).)

Nejprve vsak musime dokazat Lemma 1.32, které budeme potiebovat v diikazu
Vety 1.33. Toto lemma tika, ze kdyz prvocislo p déli soucin ¢isel, musi p délit
alespon jedno z téchto cisel.

Lemma 1.32. Necht p je prvocislo, s € N. Jestlize p | (a1 --as), potom p déli
alesponi jedno z ¢isel ay, ..., aq, tj. plarV---Vp|as.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukci. V pripadé, kdy s = 1 je véta
evidentné pravdiva. Mizeme proto pristoupit k indukénimu kroku.
Predpoklddame, ze kdyz p | (a1---a,), potom p déli alespon jedno z éisel
ai,...,a,. Musime dokazat, ze kdyz p | (a;---ana,+1), potom p je délitelem
alespon jednoho z ¢isel aq, ..., ay,, ayy 1.
Jestlize p | (a1 - - apa,41), mohou nastat dvé moznosti.

e Bud p | a,i1, potom p je délitelem alespon jednoho z ¢isel aq, . .., ay, @y

e A nebo p nedéli a,, ;. Potom ged(p, a,1) = 1. Podle Lemmatu 1.23 z pied-
pokladu p | (a; - - - anan,y1) plyne, ze p | (aq---ay).

Indukéni predpoklad tikd, Zze potom p déli alespon jedno z cisel ay, .. ., a,.

Dokézali jsme, Ze mohou nastat dvé moznosti. Bud p | a,1, nebo p déli alesporn
jedno z ¢isel aq, ..., a,. To jest, p déli alespon jedno z Cisel aq, ..., a,,ap1. O
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Véta 1.33. (O jednoznacnosti kanonického rozkladu - Zakladni véta aritmetiky)
Pro kazdé prirozené cislo n # 1 existuje pravé jeden kanonicky rozklad na sou-

¢in prvocisel. Tj. pokud p1,...,Pm,q1,---,qs jsou prvocisla (nemusi byt navzdjem
riznd) a plati

n=piPm=q s, (1.15)

potomm = s a pro kazdéi € {1,...,m} existuje j; € {1,...,s} takové, Ze p; = g;,.

Diikaz. Podle predpokladu véty

P Pm =1 Gs. (1.16)
Z rovnosti (1.16) dostavame
pul(qi---gqs)
Podle Lemmatu 1.32 pak p; je délitelem alespon jednoho z ¢isel ¢y, ..., qs. To
jest, existuje ¢;, € {qu,...,qs} takové, ze p; | ¢;,. Podle definice prvodcisla (viz
Defeinice 1.25) to znamend, ze p; = ¢;, (p1 je prvocislo, a tak p; # 1!!).
P#i vhodném preindexovani! ¢&isel g, ..., ¢, tak z (1.16) dostdvdme

Pip2 - Pm = P142 " (gs-

P2 Pm =42 (s

Pokud vyse uvedeny postup provedeme m-krat, zjistime, ze pro kazdéi € {1,...,m}
existuje j; € {1,..., s} takové, Ze p; = g;, a nakonec obdrzime rovnost
1 = ds—m " (Qs-

Z toho plyne, ze s = m.

Zobecnéni Véty 1.33 pro celd ¢isla vypada nasledovné.

Véta 1.34. Pro kaZdé celé cislo z # 1 existuji prvocisla pq, .

cyPmaj€{-1,0,1}
takovd, Ze

Z=Jp1- Pm-

Tento rozklad na soucin je, aZ na poradi c¢initeli, jednoznacnyi.

Pokud zndme kanonické rozklady pfirozenych? éisel a a b, je jednoduché nalézt
jejich nejvétsiho spolecného délitele. Ukazeme si to na konkrétnim prikladé.

1Cislo ¢j, = p1 pfeznaéime na ¢; a naopak.
2Hledani nejvétsiho spoleéného délitele celych &isel a,b # 0 lze pievést na hleddni Hled4dni
nejvétsiho spoleéného délitele prirozenych ¢éisel, nebot ged(a,b) = ged(|al, |b])
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Piiklad 1.35. Vezméme a = 2352113 a b = 21.51.74. Hleddme d = gcd(a, b).
Uvazujme, jak musi vypadat kanonicky rozklad cisla d? Obecné d = p{* - - - po=.
Potfebujeme zjistit o jakd prvocisla pi,...,p, konkrétné jde. Cislo d ma byt
délitelem (a to nejvétsim moznym) cisel a = 23-52-11% a b = 21.51. 74,

Ktera ¢isla déli a? Ze vztahu

a=2%5%113

je zfejmé, zZe jen ta, kterd maji ve svém kanonickém rozkladu pouze néktera z pr-
voéisel 2, 5 a 11. 1 A to s mocninami, které nepfevysuji mocniny téchto prvocisel
v kanonickém rozkladu &fsla a. (Tj. ¢isla ve tvaru 2% -5k2.11% kde 0 < ky < 3,
0=k =2,0=73=3)

Kterd cisla déli b? Ze vztahu
b=245.74

je zfejmé, ze jen ta, kterd maji ve svém kanonickém rozkladu pouze néktera z pr-
vocisel 2, 5 a 7. A to s mocninami, které neprevysuji mocniny téchto prvocisel
v kanonickém rozkladu éisla b. (Tj. &sla ve tvaru 27 -572.7% kde 0 < r; < 4,
0571, 51,0=r3=4.)

Cislo, které ma délit a i b, musi spliiovat obé tyto podmimky. Takze musi mit
ve svém kanonickém rozkladu pouze nékterd z prvocisel 2, 5. A to s mocninami,
které neprevysuji mocniny téchto prvocisel v kanonickém rozkladu ¢isel a a b. Jde
tedy o ¢isla ve tvaru 2"1-5™2, kde 0 < my < 3,0 < my < 1. A které z téchto Cisel
je nejvétsi? Prece

ged(a, b) = 23-5' = 40.

Priklad 1.36. Urcete nejvétsiho spolecného délitele ¢isel
a) a=3%5%72 b=2"547
b) a=5%-11% b =23.5*.7.114
c) a=>5%7*b=2%11"

Néavod k feSeni nam dal predchozi priklad. SepiSeme do soucinu pouze ta
prvocisla, kterd se vyskytuji v kanonickém rozkladu a i . Pak k nim pripiSeme
mensi z mocnin, které se u nich vyskytly v kanonickych rozkladech a a b.

INo jen uvazte, mize tieba ¢islo m = 7-5-11 délit @ = 23-52-113? Kdyby tomu tak bylo,
znamenalo by to, Ze a = km, kde k € N. Odtud a = 23-52-11% = k-7-5-11. To by znamenalo,
7e 7| 23-52.113. Podle Lemmatu 1.32 pak musi 7 délit alespon jedno z &fsel 2, 5 a 11 to je
spor! Obecné bychom timto zpusobem snadno dokézali, ze ¢islo m = pmq, kde m; € N a p je
prvoéislo rizné od 2, 5 a 11, nemtize délit a = 2352113,
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ad a) a = 3%53.72, b = 2*.5*.7, potom gecd(a,b) = 57
ad b) a=5%112 b =23.5*.7-11%, potom ged(a,b) = 53112
ad ¢) a=>57% b=23.11* potom ged(a,b) =1
Postup pouzity ve vyse uvedenych prikladech mizeme formulovat jako lemma.

Lemma 1.37. Necht a,b € N, a = p{*---p% a b = p{*---pPr, kde pro kazdé
i€ {l,...,n} plati, Ze p; je prvocislo a «;, 5; € NU{0}. Potom

gcd(a, b) _ prlnin{al,ﬁl} . .p?in{an,ﬁn}‘

Diikaz. Cislo pintenfih . pmintenfed wohovuje viem podminkdm kladenym na
nejvétsiho spoleéného délitele cisel a a b.

o Cislo pminterfd . pmin{anbn} 50 5igte vétst nez nula.
o Cislo printenfd . pmintanfnd 50 4igte délitelem &fsla a i b.

o Kazdy spolecny délitel ¢isel a a b ve svém kanonickém rozkladu miize obsa-
hovat pouze prvocisla py, ..., p,. Navic se p; v tomto kanonickém rozkladu
muze vyskytovat nanejvys v mocniné min{c;, 3;}. Proto je kazdy spolecny

dalitel fsel a a b délitelem sla p™torA) . prin{anfn}

]

Pomoci kanonickych rozkladii snadno dokazeme nasledujici lemma, které bu-
deme potiebovat v podkapitole 2.3.

Lemma 1.38. Pro kazdé ¢islon € N existuji a,b € N takové, Ze n = a*b a c¢islo b
ve svém kanonickém rozkladu obsahuje prvocisla pouze s mocninou rovnou jedné,

nebo nula (tj. b = q1 -+ q-, kde qu,...,q, jsou navzdjem riznd prvocisla, nebo
b=1).

Diikaz. V piipadé n = 1 plati n = 12-1. Podle Diisledku 1.30 pro kazdé p¥irozené
¢islo n # 1 existuji navzdjem raznd prvocisla py,...,p, a ¢isla ag, ..., q, € N
takova, ze

X,

Néktera z ¢isel aq,. . ., a,, mohou byt suda a néktera lich&, nebo jsou vsechna
suda, nebo jsou vSechna licha.
V pripadé, ze jsou vsechna sudd, existuji f1,...,0, € N takova, ze a; =

=2061,...,0p, = 20,,. Potom
2
n:plﬁl ---pff’” _ (plfl__'pfnmy —a® 1 =da2.

=a



1.4 Nejmensi spolecny nasobek 43

V pripadé, Ze vSechna ¢isla oy, . . ., ay, jsou lichd, existuji 5y, ..., 8, € NU{0}
takova, ze ay =201+ 1,...,q,, = 26, + 1. Potom

281+1 2Bm+1 81 B \2 2
n = pj ceep :(plp )pl"‘pm:ab-
m m
=aq =b
V pripadé, ze nékterd z c¢isel aq, ..., a,, jsou suda a nékterd licha, mizeme
zvolit oznaceni tak, ze oy, ..., as jsou suda a agyq, ..., q,, jsou licha. Takze exis-

tuji Bh"'aﬁm e NU {0} takové, ze o = 261,...,065 = 2ﬁs a Qg1 = 2Bs+1 +
+1,...,0,, =206, + 1. Potom

2 s 2185 +1 m J— m J—
no=pi" g2 g2 = (P ) paia -y = @%b,

=q =b

1.3.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feseni prikladli tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.1.2.

1. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 196.

2. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (196)3.

3. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (567)2(196)3.

4. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isel (180)2, (250)3 a urcete ged((180)2, (250)3).

5. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 99 221.

1.4 Nejmensi spolecny nasobek

Na tento pojem si pravdépodobné také vzpomenete ze sttedni skoly. Zkuste najit
nejmensi spolecny nasobek ¢isel a = 4 a b = 6. Spravna odpovéd zni 12. Je to
nejmensi nezaporné ¢islo, které je délitelné jak cislem a, tak ¢islem b. Snadno
bychom vypozorovali, ze vSechny spolecné nasobky ¢isel a = 4 a b = 6 jsou
nasobky ¢isla 12 (spoleénymi nasobky ¢isel a = 4 a b = 6 jsou napriklad 12, 24,
48, ...).

Intuitivni predstavu pojmu nejmensi spolecny ndsobek uz mame, a tak uve-
deme jeho definici.
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Definice 1.39. (Nejmensi spolecny ndsobek) Necht a,b € Z. Potom nejmensim
spoleénym nésobkem ¢isel a a b nazveme ¢islo n(a,b) € Z spliujici podminky

1.) n(a,b) 20

2.) a|n(a,b) a zaroven b | n(a,b)

(tj. n(a,b) je spole¢nym nasobkem ¢isel a a b).

2.) Jestlize a | n a zaroven b | n, potom n(a,b) | n

(tj. ¢islo n(a,b) musi délit vSechny spolecné nasobky ¢isel a a b).

Jak najit nejmensi spolecny nasobek danych ¢isel a a b? Mizeme vyuzit toho,
ze jiz umime najit ged(a, b) a nasledujici véty.

Véta 1.40. Necht a,b € Z — {0}. Potom plati

|ad]
b) = ————.
n(a,b) ged(a, b)

Dikaz. Dokazeme, ze ¢islo

|ab]
ged(a,b)

spliiuje podminky z Definice 1.39.

|ab]
ged(a,b)

> 0, protoze |ab| > 0 a také ged(a,b) > 0.

Vime (viz definice ged(a,b) - Definice 1.6), Ze ged(a,b) | a a zaroven
ged(a, b) | b, Existuji tedy ki, ke € Z — {0} takovd, ze a = k; - ged(a,b)
a b= ky-ged(a,b). Oznacme

|ab]

x = m. (1.17)
Potom, podle predchoziho,
kde ki € Z a zaroven
_ gchC(LZ', i |“||kg26|dizi()“’ b _ ks ||a| = Kia, (1.19)

kde k5 € Z. Z (1.18) a (1.19) plyne, ze x je spolecnym nasobkem ¢isel a a b,
nebot a | x (podle (1.19)) a zaroven b | = (podle (1.18)).
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e 7Zbyva dokéazat, ze x je také nejmensim spolecnym nasobkem cisel a a b.
To jest, kdyz n je spolecny nasobek ¢isel a a b, potom x | n. Pro n = 0
je tento pozadavek jisté splnén. Predpoklddejme proto, ze a | n a zaroven
b | n, kde n # 0. Odtud n = mya = mayb, kde my, my € Z. Podle Lemmatu
1.22 ged(a, b) = zoa+1yob, kde xg, yo € Z. S vyuzitim téchto vztaht a (1.17)
miuzeme psat

|ad]
T ged(a, b)
lab] = xged(a,b)
lab] = x(zoa + yob)
|mimaeab| = x|xomimaa + yomimeb|
n® = z|zeman + yomin|
In| = z|zoma + yom|
(1.20)
Z (1.20) plyne, Ze = | n a to jsme chtéli dokazat.
O

Piiklad 1.41. Pomoci Véty 1.40 urcete n(a,b), kde a = 238, b = 21. Nejprve
Euklidovym algoritmem uré¢ime ged(a, b).
938 = 11-21 4 7,
21 =3-T+0.
Poslednim nenulovym zbytkem je 7, proto ged(a,b) = 7.

n(a.b) = lab|  238:21 4998
" ged(a, b)) ged(238,7) 7

= 714.

Nejmensi spole¢ny délitel nasobek a a b mizeme najit také pomoci kanonic-
kého rozkladu (obdobné jako ged(a, b), viz Priklad 1.36).

Piiklad 1.42. Pomoci kanonického rozkladu ¢isel a a b urcete n(a,b), jestlize
a = 3%.5% b= 25.33.72. Ndsobky &sla a maji tvar 32-5*-k;, kde k; € N. Nasobky
¢isla b maji tvar 2°-33-72.ky, kde ko € N. Spoleény ndsobek &isel a a b musi mit
tvar

2°.3%.5%.7% k3, kde ks € N.

A které z téchto Cisel je nejmensi? Prece to, kde k3 = 1. Takze n(a,b) =
= 25.33.5%.72,



Deélitelnost na mnoziné celych cisel

Piiklad 1.43. Pomoci kanonického rozkladu ¢isel a a b urcete n(a,b), jestlize
a=2%2.5%.73 b = 32.5*.72. Podle piedchoziho piikladu je postup nasledujici.

Nejprve sepiseme do soucinu vsechny prvocisla, které se vyskytuji v kanonic-
kych rozkladech ¢isel a a b. Pak k nim pripiSeme nejvyssi mocniny, které se u nich
vyskytly v kanonickych rozkladech ¢isel a a b.

a =22.5%.73
} = n(a,b) = 2%.3%.5*.7°
b= 325472

Postup pouzity ve vyse uvedenych prikladech mtizeme formulovat jako lemma.

Lemma 1.44. Necht a,b € N, a = p{"*---po* a b = pfl o-pPr . kde pro kaZdé
i€ {1,...,n} plati, Ze p; je prvocislo a «;, 3; € NU{0}. Potom

max{o‘n’ﬁn}

max{a1,51}
1 1 1 .. .pn .

n(a,b) =p

Ditkaz. Cislo pm@tenfd . pmaxtanbnd oopovuje viem podminksm kladenym na
nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel a a b.
IIHaX{aLBﬁ . _pgaX{amBn}

e Cislo p je jisté vétsi nez nula.

max{al,ﬁl} max{anaﬁn}

e Cislo p] je jisté nasobkem c¢isla a i b.

e Kazdy spolecny nasobek cisel a a b ve svém kanonickém rozkladu urcité
obsahuje také prvocisla py, ..., p,. Navic se p; v tomto kanonickém rozkladu
musi vyskytovat nejméné v mocniné max{c;, 3;}. Proto je kazdy spolecny

nasobek ¢isel a a b ndsobkem &isla prlnax{al’ﬁ b pmaxtan,fn}

]

V predchézejicich tfech prikladech jsme si ukéazali dva postupy ur¢ovani hod-
noty n(a, b). Postup vyuzivajici kanonickych rozkladi je velmi elegantni, ale ma
velkou slabinu. Pokud nejsou zaddny kanonické rozklady, pak je musime nejprve
najit. Neni problém? Ale je! U ,velkych® ¢isel je to znacny problém (vyuziva se
toho v soucasnych metodéach Sifrovani - jak uvidime pozdéji). Jen zkuste nalézt
kanonicky rozklad ¢isla 22048 — 1.

Proti tomu pfi prvnim postupu urcime jen soucin ab a nalezneme Euklidovym
algoritmem hodnotu ged(a, b). Pak tyto dvé hodnoty podélime. Z vypocetniho
hlediska nejde o zvlast narocéné operace.

7 toho divodu je tfeba fici, ze postup z Prikladu 1.41 je v praxi efektivnéjsi.
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1.4.1 Cvicéeni

Vysledky, navody k feseni a TfeSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.1.3.

1. Naleznéte nejmensi spole¢ny nasobek cisel 198 a 55.
2. Naleznéte nejmensi spolec¢ny nasobek ¢isel 198, 55 a 65.

3. Dokazte nésledujici tvrzeni. Nejmensim spolecnym nasobkem dvou navza-
jem nesoudélnych prirozenych ¢isel je soucin téchto cisel.
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Kapitola 2
Mnozina prvocisel

V této kapitole se budeme podrobnéji vénovat mnoziné prvocisel (viz Definice
1.25). Budeme ji oznacovat P. Pokud nebude feceno jinak, pak pod pojmem
,Cislo® budeme rozumét prirozené cislo. Malymi tiskacimi pismeny, pokud ne-
bude Teceno jinak, budeme v této kapitole oznacovat ptirozena ¢isla. Pokud malé
tiskaci pismeno pouzijeme pro oznaceni celého, nebo jiného ¢isla, bude to uve-
deno.

Prirozené vyvstavaji otazky jako ,Kolik je prvocisel?“ Ukazeme, ze prvocisel
je nekonecné mnoho. Prirozenych ¢isel je také nekonecné mnoho. Mizeme tici, jak
velkou ¢ast prirozenych ¢isel tvori prvocisla? V Kapitole 3 uvidime, ze z jistého
uhlu pohledu tvori jen zanedbatelnou c¢ast.

Déle bychom se mohli zajimat o rozlozeni prvocisel na ¢iselné ose. Nejmensim
prvocislem je ¢islo 2. Nasleduje prvodéislo 3. Tretim prvocislem je éislo 5 .. ..
Dokézete najit sto treti prvocislo?

Bohuzel nezndme zadny predpis, jak urcit n-té prvocislo. Pokusime se alespon
o odhad poctu prvocisel mensich, nebo rovnych danému n € N.

Také rozhodnuti, zda dané ¢islo je prvocislo, neni u ,velkych“ ¢isel nijak
snadné. Kritéria prvociselnosti sice existuji, ale nejsou prilis vhodna pro praktické
pouziti. To matematikiim nedava spat a mnozina prvocisel je neustéle intenzivné
zkouména.

2.1 Zakladni vlastnosti

Véta 2.1. (Euklidova prvodiselnd) Prvocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje jen kone¢né mnoho
prvocisel a to ¢isla

P11 <p2 <--- < Dpn



2.1 Zakladni vlastnosti

Potom kazdé ¢islo vétsi nez p, musi byt slozené ¢islo, v jehoz kanonickém
rozkladu (viz Véta 1.29) se vyskytuje nékteré z prvocisel py, po, ..., p,. To zna-
mena, ze kazdé cislo vétsi nez p, musi byt délitelné alespon jednim z prvocisel
D1, D2, - - - Pn. Vezméme treba ¢islo p1ps - - - p+1. Ziejmé plati pyps - - - pp+1 > py,.
Proto musi existovat p; € {p1,pe, ..., pn} takové, ze

pip2 - pn + 1 =pik,
kde k € N. Evidentné % =m € N. Proto
mp; + 1 = pik,

1 =pi(k—m). (2.1)

Z (2.1) plyne, ze p; | 1. To je ale spor, nebot prvocislo p; je vétsi nez 1.
Predpoklad, ze prvocisel je konecné mnoho, je tedy chybny. Musi jich proto byt
nekonecné mnoho. O]

Dokazali jsme, ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Ted se budeme zajimat o to,
jak jsou rozlozena na ¢iselné ose. Nemiuze byt tfeba kazdé paté prirozené cislo
prvocislem? Nesmysl! Cislo 5 je prvodislo, ale 2 -5, 3-5, 4 -5 ... uz evidentné
prvocisla nejsou, nebot jde o ¢isla slozena.

A co takhle cisla ve tvaru 5k + 2, kde £ € NU {0}? Bereme tedy na ¢iselné
ose zase kazdé paté Cislo, ale zacneme od ¢isla 2. Ze zacatku to vypada nadéjné
5.0+ 2 = 2, coz je prvocislo, 5 -1+ 2 = 7, coz je zase prvocislo! Ale uz treti
pokus nas vyvede z omylu 5 -2 + 2 = 12, a to prvocislo neni. Takze ne vSechna
prirozend c¢isla ve tvaru 5k + 2 jsou prvocisla! Néktera vsak ano, vSimnéme si:

2=05-0+2
7T=51+2
17=5-3+2
37 =5-T4+2

Mizeme se ptat, kolik prvocisel je v posloupnosti prirozenych cisel ve tvaru
5k + 27 Je jich nekoneéné mnoho. Také prvocisel ve tvaru 5k 4+ 3 je nekonecné
mnoho, i ve tvarech 6k +1, 134k +5, ... (vSimnéte si, ged(5,2) = 1, ged(5,3) =1,
ged(6,1) = 1, ged(134,5) = 1, ... ). Obecné o tom pojednava véta z pera pana
jménem Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Uvedeme ji bez dikazu.
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Mnozina prvocisel

Véta 2.2. (Dirichletova prvociselnd) Necht a,b € N, ged(a,b) = 1. Potom ezistuje
nekonecné mnoho prvocisel p ve tvaru

p=ak+0,

kde k € N. Navic, rada prevracenych hodnot téchto prvocisel diverguje. Tzn.

Poznamka 2.3. Pozadavek ged(a, b) = 1 uvedeny ve Véteé 2.2 je dulezity! Pokud
by ged(a,b) = d > 1, potom a = dk; a b = dky. Predpokladejme, Ze prvocislo p
muzeme psat ve tvaru p = ak+b, kde k € N. Po dosazeni dostavame p = dkik-+dks
a odtud p = d(kik + ko). To by znamenalo, Ze d | p, pficemz 1 < d < p. To je
spor, nebot p je prvocislo!

Miizeme proto Tici, ze prvocislo nikdy nemtize mit tvar p = ak + b, kde
a,b,k € N, ged(a,b) > 1.

Priklad 2.4. Pomoci predchozi Véty 2.2 a k ni se vztahujici Poznamky 2.3 mu-

zeme urcit, jakou cifrou miize koncit zapis prvocisla v desitkové soustavé. Napii-

klad obvykly zapis n = 524 vlastné znamend, ze n = 5-10* 4+ 2-10 + 4, obdobné

2125 = 210341102 421045. Obecné, pouzivame-li desitkovou soustavu, pak ¢islo

zapsané pomoci cifer ve tvaru a,, . . . asa;ag je rovno a, 10"+ - -+a210%4a;10+ay.
Vidime, ze cislo zapsané v desitkové soustavé ma tvar

ap 10" + - - 4+ a10* + 110 + ap = 10 (@, 10" + - -+ + a»10 + ay) +ag = 10k + ay,

- 7

-~
k
kde ag je posledni cifra v desitkovém zapisu a samoztejmé vSechny cifry a; patii

do mnoziny {0,1,...,9}.
Podle Véty 2.2 a Pozndmky 2.3 mtZe byt ¢islo!

Ay, ... a2a100 = 10k + ag, kde k = 1

prvocislem pouze v pripadé, ze ¢isla 10 a ag jsou navzajem nesoudélnd, to jest,
kdyz ged(10,ag) = 1. Plati to pouze pro ag = 1, ag = 3, ap = 7, nebo ag = 9.

To znamend, Ze ¢islo n = 10, jehoZz posledni cifrou v desitkové soustavé je 1,
3, 7, nebo 9 mize (ale nemusi!) byt prvocislo. Cisla n 2> 10, konéici na 0, 2, 4, 5,
6, nebo 8 nemohou byt prvocisla.

Takze, brano podle posledni cifry, naptiklad

e 24 nemuze byt prvocislo,

1'V&imnéte si, Ze uvazujeme nyni jen &isla vétsi, nebo rovna 10.




2.1 Zakladni vlastnosti

51

11,13, 17 mohou byt prvodisla (a také jimi jsou)

27 muze byt prvodcislo (ale neni, nebot 27 = 3-9)

135 nemtize byt prvocislo

109 muze byt prvocislo (a také jim je)
e 121 muze byt prvocislo (ale neni, protoze 121 = 11-11).

Jak uvidime pozdéji (v Kapitole 3) vyloucili jsme tak ,,60% ptirozenych ¢isel
z podezrieni, Ze jsou prvocisly.

Dokazete si rozmyslet, jak by to dopadlo, kdybychom obdobné pouzili zapis
ve dvojkové soustavé (cifry jsou jen 0, nebo 1)7 Spravna odpovéd je, ze Cisla ve
tvaru 2k + 1, kde £ € N mohou (ale nemusi) byt prvocisla a ¢isla ve tvaru 2k + 0,
kde k € N — {1} nemohou byt prvocisla. Neni to nijak zdsadni zjisténi. Jisté uz
jste slyseli, nebo si sami rozmysleli, ze kromé ¢isla 2 jsou vSechna prvocisla licha.
Vyloudili jsme tak ,jen 50% prirozenych ¢isel.

Obecny ptipad, kdy za zdklad ¢iselné soustavy vezmeme c¢islo n vyresime ve
Cviceni 6.1.1.

Déle ukazeme, ze se prvocisla nevyskytuji na c¢iselné ose jako ¢leny aritmetické
posloupnosti. Véta 2.2 rika, ze néktera prvocisla urcité tvori vybranou posloup-
nost aritmetické posloupnosti {ak + b}32,, kde ged(a,b) = 1. To jest, Ze mezi
Cisly ve tvaru ak + b, kde ged(a,b) = 1, je nekoneéné mnoho prvocisel. Nicméné
dokéazeme, ze ne vSechny ¢leny této posloupnosti jsou prvocisla - dokonce existuje
nekonecné mnoho cisel ve tvaru ak + b, které nejsou prvocisly.

Véta 2.5. Necht a,b € N. Potom plati.

aritmetické posloupnosti {ak + b}32, nepatri do mnoZiny prvocisel.

nepatri do mnoZiny prvocisel.

1.) Jestlize ged(a,b) = 1, pak nekonecné mnoho clent aritmetické posloupnosti
{ak + b}32, patri do mnoZiny prvocisel a nekonecné mnoho (jingch) clent

2.) Jestlize ged(a,b) = d 2 2, pak cleny aritmetické posloupnosti {ak + b},

Dukaz.

ad 1.) Jestlize ged(a,b) = 1, pak, podle Véty 2.2, existuje nekoneéné mnoho ¢lentu
aritmetické posloupnosti {ak + b}, které patii do mnoziny prvocisel.
Ukazeme, ze existuje také nekoneéné mnoho prvku této posloupnosti, které
prvocisly nejsou.

Nejprve uvazujme piipad b = 2. Potom pro k = bn, kde n € N, ¢islo ak + b
neni prvocislem, nebof v tom pripadé

ak +b=abn+b="0blan+1).
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ad 2.)

Vidime, 7e v piipadé kdy k = bn, je k-ty ¢len posloupnosti {ak + b}2,
¢islem slozenym. Nemiize proto byt prvocislem. Cisel k ve tvaru k = bn je
nekoneéné mnoho, nebot za n si mizeme zvolit libovolné prirozené cislo.
Proto také nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {ak + b}2; neni prvocis-
lem.

Zbyva provérit pripad, kdy b = 1. Dokazeme, 7Ze nekoneéné mnoho clenti
posloupnosti {ak + 1}, neni prvocislem.

Nejprve sporem dokézeme, ze existuji ¢leny posloupnosti {ak +1}72,, které
nejsou prvocislem. Predpokladejme proto, ze vSechny prvky této posloup-
nosti jsou prvocisla. Vynasobime-li

(aky + 1)(aky + 1),

obdrzime ¢islo slozené (podle predpokladu jde o soucin dvou prvocisel). Ale

(aki41)(ako+1) = a®kiky+aki+aky+1 = a (akiks + ki + k) +1 = ak+1.

(. /

~
keN

Vidime, ze ¢islo (aky +1)(aks +1) je také clenem posloupnosti {ak +1}%2 4,
ale neni prvocislem! To je spor s predpokladem, ze vsechny ¢leny této po-
sloupnosti jsou prvocisla.

Znamena to, ze musi existovat ¢leny posloupnosti {ak + 1}7° ;, které nejsou
prvocisly. Mozna je jich ale jen konecné mnoho, ne? Ne! A dokazeme to!
Opét sporem. Predpokladejme, Ze existuje jen konecné mnoho prvki po-
sloupnosti {ak+1}32,, které nejsou prvocisly. Urcité existuje nejvétsi z nich!.
Oznacme jej S;qr = ako + 1. Potom pro kazdé k; € N plati

Smaz(aky + 1) = (ako + 1)(aky + 1) = a (akoky + ko + k1) +1 = ak + 1.

(.

keN

Muzeme proto tvrdit, ze ¢islo spa.(ak + 1) je také prvkem posloupnosti
{ak + 1}2, a je evidentné ¢islem sloZzenym, nebof S0, = akg + 1 = 2
a také ak + 1 2 2 (viz Definice 1.26). Navic

ak + 1 = Spaz(aks + 1) 2 Simaz 2 > Smaz-

To je ovsem spor s predpokladem, ze nejvétsim slozenym cislem, které je
prvkem posloupnosti {ak 4+ 1}72; je ¢islo Spaq-

Jestlize ged(a,b) = d 2 2, pak ¢leny aritmetické posloupnosti {ak + b},
nepatii do mnoziny prvocisel. Tuto skutec¢nost jsme dokazali v Poznamce
2.3.

'Kone¢na mnozina pfirozenych ¢isel ma maximum.
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]

Pti hledani pravidelnosti ve vyskytu prvocisel jsme zatim nebyli tspésni.
A nyni dokazeme vysledek, ktery také ukazuje na jistou nepravidelnost ve vyskytu
prvocisel. Mame na mysli nepravidelnost v tom smyslu, Ze se prvocisla na ciselné
ose nevyskytuji ani priblizné v konstantnich ,rozestupech.“

Zamysleme se, jak velkd ,mezera“ miize byt mezi dvéma po sobé jdoucimi
prvocisly. Tteba rozdil — ,vzdalenost® — mezi 5 a 7 je 7 — 5 = 2. Rozdil mezi
13 a 17 je 17 — 13 = 4, atp. Muze byt rozdil mezi po sobé jdoucimi prvocisly
libovolné velky? Ukazeme, Ze ano.

Véta 2.6. Necht p1 < py < ... je posloupnost vsech prvocisel. Pro kazdé n € N
existuji prvocisla py a pryq takové, Ze

Pk+1 — Pk 3 n.

Diikaz. Uvazujme libovolné pevné zvolené prirozené ¢islo n a ¢islom = (n+1)!+1.
Protoze
(n+1)!=12----n-(n+1),

je ¢islo (n 4 1)! délitelné ¢isly 2, 3, ..., n, n+ 1. A tak

1!
%Jrl)_%l, kde ky > 1.

—_———
=k1€N

m+1:(n+1)!+1+1:(n+1)!+2:2(

Potom m + 1 je ¢islo slozené a nemtize byt prvocislem. Obdobné

m+2:(n+1)!+3:3(@+1) = 3ky, kde ky > 1.
ko€N
m+3—(n+1)!+4—4((n%1>!+1> — dks, kde ks > 1.
ks €N
m+n:(n+1)!+n+1:(n—i—l)(%—l—l) = (n+ 1)k, kde k, > 1.
kn€N
Tim jsme dokazali, ze ¢isla m+1, m+2, ..., m+n jsou ¢isla slozena. A tak

ani jedno z nich nemtze byt prvocislo.
Nyni jiz staci jen najit vhodné py a pry1. Oznaéme py nejvetsi z prvocisel,
kterd jsou mensi, nebo rovna m (takové urcité existuji, nebot m = 3). Tzn.

pr =max{p € P | p < m}.
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Znamena to, ze mezi pp a m nejsou zadna prvocisla (pokud m je prvocislo,
pak m = pi). Dale vime, ze m + 1, m + 2, ..., m + n také nejsou prvocisla.
Proto prvocislo pgy1 nésledujici po pr musi byt vétsi, nez m + n. Dostavame tak
nerovnosti

pL=Em a pgaZm+n

Odtud pp1 — pr = n.
O

Nakonec uvedeme vétu sice méné obecnou, nez je Dirichletova prvociselna
véta, ale na rozdil od od ni ji dokdzeme. Konkrétné dokazeme, ze fada prevrace-
nych hodnot prvocisel diverguje.

Véta 2.7. Necht {p;},=,, je posloupnost vsech prvocisel. Potom

1
IPER
=1 Pi
Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze fada z% konverguje.
i=1""

Prolistujete-li néjakou slusnéjsi ucebnici matematické analyzy, najdete tam infor-
maci, ze v takovém pripadé musi existovat libovolné maly (zvolme si tfeba mensi
1

nez ;) zbytek této fady!. Jinak Feceno, musi existovat néjaké k takové, Ze

oo

> 1. % (2.2)

izki1 Pl
Oznacéme P = pips ... pr a uvazujme c¢isla ve tvaru
kn=14nP=14+npips...pk.

At zvolime jakékoli n, nemuze byt cislo k, délitelné ani jednim z prvocisel pq,
P2, ..., pr. Pledpoklad, ze néjaké p; déli k, by, stejné jako v dikazu Euklidovy
prvociselné Véty 2.1, vedl ke sporu - k nepravdivému tvrzeni, ze p; déli jednicku.
Proto mutzeme tvrdit, ze vsichni prvociselni délitelé ¢isel ve tvaru 1 + nP jsou
mezi prvocisly pri1, Deio, - - -

Nyni zvolnéme tempo a pro dobré pochopeni véci nasledujicich prostudujme
nasledujici poznamku. Poté budeme pokracovat v diikazu Véty 2.7.

'Zbytek fady znamend, Ze nes¢itime vSechny éleny fady, ale prvnich k ¢lent vynechdme.

o0 [e.e]
Takze zbytkem fady > L je fada Y. L.
=1 i=kt1 7
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Poznamka 2.8. Stejné jako v predchézejicim dikazu Véty 2.7 oznacme k, =
=14+nP =14 npips...p. Zjistili jsme, ze vsichni prvociselni délitelé cisel ve

tvaru 1 + nP jsou mezi prvocisly pri1, Prio, - .. Uvazujme dvé sumy
r 1 0o 0 1 m
a — . 2.3

1
1+nP

Jaky je mezi nimi vztah? Tvrdim, ze libovolné ¢islo je mozné najit mezi

séitanci souctu > < 3 pl) :
m=1 \i=k+1" "
Ukazme si na prikladé. Pokud by platilo k¥ = 3, potom k, = 14+ nP =1+

+ npipops = 1 +n2-3-5 =1+ n30. Zvolme si néjaké n, treba n = 3. Potom

o 1 11
1+nP  1+330 91 7-13
Vidime, ze vSichni prvociselni délitelé cisla k3 = 91 = 7-13 jsou opravdu mezi

prvocisly ps = 7, ps = 11, pg = 13, ... Najdeme ¢islo 1+1nP = % mezi sc¢itanci
souctu .
o0 (o.9] 1
> (1) o
m=1 \'i=1 Pi

Ale ano, uvazujme pripad m = 2. Potom

S S S
77 711 713
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
11-7  11-11 ° 11-13  13-7  13-11  13-13°
k
Obecné v piipadé k, = py'pi - p;* zvolime m = 3 a;. Potom cislo é je
j=1

jisté jednim ze sc¢itanct souctu, ktery dostaneme po umocnéni vyrazu

k

i—kr1 Pi
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kde K zvolime tak, aby K 2 max{pi,,piy,---,Pi.}-
Nyni mtzeme pokracovat v dikazu Véty 2.7. Z vyse uvedené Poznamky 2.8
je zfejmé, ze kazdy ze zlomku H# se vyskytuje v souctu ) ( > i) . Proto
m=1 \i=k+1""
pro kazdé r € N plati
r 1 o) ( oo 1 )m
Yoloey () 29
n=1 1+nP m=1 \i=kt1 i
S vyuzitim (2.2) dostavame
—~ 1 = (1\"
Yoyl 26
1+nP — 2

o0
Protoze Y (%)m je soucet geometrické fady s prvnim ¢lenem % a kvocientem %,
(2.7)

m=1

plati
ji 1 L1,
l+nP = 21-1 7

n=1

A

Nerovnost (2.7) plati pro libovolné r € N. Proto dochazime k zavéru, ze
(2.8)

> 1

21+nP:1'

n—

AN

1

op Je divergentni. Staci si uvédomit

o0
To je ovsem spor! Dokazeme, Ze fada )
n=1

platnost nésledujicich nerovnosti
=~ 1 = 1 =~ 1 1 1 1
> = == — = 0. 2.9
;1+nP_;n+nP ;1+Pn 1+P;n (29)
Posledni rovnost v (2.9) plyne z divergence fady Y < (coZ snadno ovéifme pomoci
n=1
O

integralniho kritéria divergence tady).

2.1.1 Cviceni
Vysledky, navody k feseni a feseni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci

8.2.1.
1. Necht {p,}5°, je rostouci posloupnost vsech prvocisel. Dokazte, Ze pro

kazdé n € N plati: p, > n.
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2.2 Eratosthenovo sito

Jiz. dlouha léta se lidé snazi najit néjaky zpusob, jak snadno a rychle rozhod-
nout, zda dané ¢islo je, ¢i neni prvocislo. U ,malych® ¢isel to neni tak velky
problém. Zjistujeme napriklad, zda ¢islo 29 je prvocislo. Evidentné staci uvazo-
vat nasledovné. Je ¢islo 29 nasobkem dvojky? Neni! Je nasobkem trojky? Neni!
Je nasobkem ¢tyrky? Neni! A tak déle, az dojdeme k tomu, Ze ¢islo 29 neni,
kromé jednicky, nasobkem zadného ¢isla mensiho nez 29. Proto nemtze jit o ¢islo
slozené. Cislo 29 je proto ur¢ité prvodislo.

VySe uvedeny postup mizeme jesté ponékud zjednodusit. Nemusime projit
vSechna ¢isla od dvojky po 28. Stadf projit prirozend &isla od 2 do /29. Jak to?
Ale to je jednoduché! Predpokladejme na chvili, ze ¢islo 29 je slozené. Existovaly
by tak cisla kq, ko > 1 splnujici rovnost 29 = k1ky Mtze mit ¢islo 29 vsSechny své
délitele vétsi nez /297 Pokud ano, pak by platilo

To je ovSem spor, nebof nemuze platit 29 > 29. A co jsme tim zjistili? No, pokud
¢islo 29 néjaké délitele mé, pak alespon jeden z nich musi byt mensi, nebo roven
V29.

V nasem pripadé proto stacilo zjistit, zda ¢islo 29 je nasobek néjakého priro-
zeného Csla, které lezf mezi éislem 2 a /29 = 5, 4. Takze, je 29 nasobek dvojky?
Ne! Je nasobkem trojky? Neni! Je nasobkem ¢tyrky? Neni! Je nasobkem pétky?
Ne! Uz z toho muzeme dojit k zavéru, ze 29 je prvocislo.

Svoje pozorovani formulujeme nasledovneé.

Lemma 2.9. Jestlize k = kiks, pak ki < Vk, nebo ky < Vk.

Dikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze k = kiky a zaroven k; >
> Vk a ky > Vk. Potom plati

k= kiks > VEVE = k.

A to neni pravdal Jisté neplati k > k. Proto je chybny nas predpoklad. Cislo k
jisté muzeme napsat ve tvaru k = k1ky. A tak musi byt nepravdivy predpoklad,
7e k1 > Vk a také ky > Vk. Pravdivé je jeho negace, k1 < vk, nebo ks < Vk. O

Postup mtizeme jesté ponékud zjednodusit. Predpokladejme, ze cislo & ma

kanonicky rozklad
k=prpy® -

kde aq, 9 -+ - v, € N

Mohou byt vSechna prvodisla v kanonickém rozkladu ¢isla k& votsi nez Vk?
Muzeme to na chvili predpoklddat a uvidime, ze v ptripadé, kdy k je slozené cislo,
dojdeme ke sporu.

Tak hura do toho! Pokud & je slozené ¢islo, jsou dvé moznosti
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e n > 1, to jest, existuji alespon dvé rizna prvocisla p; a ps ktera déli ¢islo

k.

V tom pripadé
k= plps? o pin 2 pipe > VEVE = k.

To je spor! Neni pravda, ze k > k. Proto v tomto pripadé musi byt neprav-
divy nas predpoklad.

e n =1, to jest, existuje jen jedno prvocislo p; které déli cislo k.

V tom pripadé k = p{*. Aby k bylo skute¢né ¢islo slozené, musi byt ay = 2.
Potom
k=p" Zpl > (VR =k

To je spor! Neni pravda, ze k > k. Proto také v tomto pripadé musi byt
nepravdivy predpoklad.

Tim jsme dokazali nasledujici tvrzeni

Lemma 2.10. Necht k je ¢islo sloZené. Potom existuje prvocislo p, p < Vk, které
je délitelem cisla k.

Vratme se k nasemu ptikladu, kdy jsme zjistovali, zda je ¢islo 29 prvocislo.
Pokud by to bylo ¢islo slozené, muselo by byt podle Lemmatu 2.10 délitelné né-
jakym prvocislem z intervalu (2, \/2_9) Jedn se o prvodisla 2, 3 a 5. Cislo 29 neni
nasobkem ani jednoho z nich. Proto neni ¢islem slozenym, ale je prvocislem. Tento
postup je proti predchozimu jednodussi v tom, Ze jsme nemuseli kontrolovat, zda
je 29 nasobkem cisla 4.

V dalsich tivahéch vyuzijeme nasledujici trividlni disledek Lemmatu 2.10.

Disledek 2.11. Necht k je cislo slozené. Potom existuje prvocislo p, p < k, které
je délitelem cisla k. To jest, kazZdé sloZené cislo k je ndasobkem néjakého prvocisla
p, které je mensi, nez k.

A nyni se vratme k samotnému nadpisu podkapitoly. Copak ze to pan Era-
tosthenes prosival ve svém situ? Inu vzal si hromadu prirozenych cisel a prosil
z nich vSechna ¢isla slozend. Co mu v situ zbylo? Nu? Ano spravné, prvocislal
A jakpak to délal? Pokusme se zrekonstruovat jeho myslenkové pochody v den,
kdy nutné potieboval najit vsechna prvocisla mezi jednickou a stovkou. S trochou
fantazie to mohlo byti néjak takto. Ten den jej postihl velky zachvat lenosti a ne-
chtélo se mu kontrolovat jedno ¢islo po druhém. Pidil se proto po jednodussim
zpusobu hledéni prvocisel!
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Obr. 2.1 Eratosthenovo sito na prvocisla

11213456 7]8]9
1011|1213 14| 15|16 |17 | 18 | 19
20 121 |22 12324 |25 (26|27 |28 |29
30131323334 (35|36|37]38]|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67| 68 | 69
70| 71|72 (73|74 |75 |76 | 77| 78|79
80 | 81 82|83 |84 |8 |86 |87 |88 |89
90 191192193194 195 |96 |97]98 |99

Obr. 2.2 Eratosthenovo sito na prvocisla - dvojka v podezreni!

Nejprve si viechna ¢isla sefadil do tabulky. Cisla podezield z toho, ze jsou pr-
vocisla napsal modre. Jen o jednic¢ce védél, Ze to neni prvocislo. Proto je napsana
¢erné (viz obrazek 2.2). A co dal? Nasleduje dvojka. Znaéné podezielé ¢islo!
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A opravdu, dvojka je prvocislo, neboft je délitelna jen jednickou a sama sebou.
Obarvime ji na cerveno! Vsechny ostatni nasobky dvojky jsou ale jisté ¢isla slo-
zena. Muzeme je proto z tabulky vyskrtnout, ¢i obarvit je na ¢erno. Jak je komu
libo, my zde budeme prebarvovat.

112314567819
101112 1314|1516 | 17| 18| 19
20121 |22 12324 |25 (26|27 |28 |29
30 311323334 |35|36|37]38]39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45| 46 | 47 | 48 | 49
20 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70|71 7273 | 74| 75|76 | 77| T8 |79
80 | 81 |82 |8 |8 |8 |86 | 87 | 83|89
90 {91 192193194 195|196 |97 |98 |99

Obr. 2.3 Eratosthenovo sito na prvocisla - dvojka odhalena jako prvocislo a jeji
nasobky vyskrtnuty!

Pak se podivejme na nejmensi modré ¢islo. Je jim ¢islo 3 ( viz obrézek 2.3 ).
Miize jit o slozené ¢islo? Kdepak, podle Disledku 2.11 by musela byt néjakym
nasobkem prvocisla, které je od néj mensi - to by ovSem byla nasobkem dvojky
a tudiz by uz byla ¢erné, ne modra! Takze trojka je prvocislo a z tabulky muzeme
vyskrtnout vSechny jeji ndsobky (obarvime na ¢erno - obrazek 2.4).

112131456 7]8]9
101112 1314|1516 | 17 | 18 | 19
20121 |22 12324 |25 (26|27 |28 |29
30|31 3213334353637 ]|38]|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70| 7172 (73|74 | 75|76 | 77| 78|79
80 | 81 |82 |8 |84 |8 |86 | 87| 88|89
90 |91 1921931949596 |97 |98 |99

Obr. 2.4 Eratosthenovo sito na prvocisla - trojka odhalena jako prvocislo a jeji
nasobky vyskrtnuty!

A tak pokracujeme stale dal. Jak? No v tuto chvili je nejmensi modré c¢islo
¢islo 5. Kdyby to bylo ¢islo slozené, muselo by byt nasobkem dvojky, nebo trojky.
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Ale neni jim, protoze je zatim modré! Takze Cislo 5 je prvocislo. Obarvime jej na
¢erveno a vyskrtneme vsechny nasobky ¢isla 5 (obrazek 2.5 ).

11213456 7]8]9
101112 13 (14|15 |16 | 17 | 18 | 19
20121 | 2212324 |25 (26|27 |28 |29
30 |31 32]133(34|35(36]37]|38|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45| 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70| 717273 |74 | 75|76 | 77| 78|79
80 | 81 |8 |83 |84 |8 |86 | 87 | 88 | &9
90 191 192193949596 |97 |98 |99

Obr. 2.5 Eratosthenovo sito na prvocisla - pétka odhalena jako prvocislo a jeji
nasobky vyskrtnuty!

Obdobné dopadneme prvocislo 7 a vyskrtneme jeho nasobky (obrézek 2.6).
Ppresnéji jen tii jeho nasobky, a to ¢isla 49, 77 a 91, nebof ostatni byly vyskrtnuty
uz drive.

112131456 7]8]9
101112 13 (14|15 |16 | 17| 18 | 19
20121 |22 12324 |25 (26|27 |28 |29
30 13132133 (34|35(36]37]|38|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70| 717273 |74 |75 |76 | 77| 78|79
80 | 81 |8 |83 |84 |8 |86 | 87 | 88 | &9
90 191 192193949596 |97 |98 |99

Obr. 2.6 Eratosthenovo sito na prvocisla - sedmicka odhalena jako prvocislo a jeji
nasobky vyskrtnuty!

V nasledujicim kroku Eratosthenes objevil, Ze ¢islo 11 je prvocislem. Ale co
to? Kdyz se jal vyskrtavat z tabulky nasobky ¢isla 11 (¢isla 22, 33, 44, 55, 66, 77
88 a 99), zjistil, Ze uz jsou vsechny pry¢ (jsou ¢erné uz na obrazku 2.6).

I hluboce se zamyslel. Jak se stalo, ze nebylo co vyskrtnout? Po chvili se
blazené usmal a zbyvajici modré ¢isla prebarvil na cerveno.

Pro¢ to udélal? Uvazoval asi néjak takhle. Které nasobky cisla 11 by v ta-
bulce byly jesté modré, kdyby tam tedy jesté néjaké byly? Urcité ne ty nasobky
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112131456 7]8]9
101112 13 (14|15 |16 | 17 | 18 | 19
20121 |22 12324 |25 (26|27 |28 |29
30 131132133 (34|35(36]37]|38]|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70| 7172 (73|74 |75 |76 | 77| 78|79
80 | 81 |82 |83 |84 |8 |86 | 87 | 88 | &9
90 191 192193949596 |97 |98 |99

Obr. 2.7 Eratosthenovo sito na prvocisla - jedenactka odhalena jako prvocislo
a jeji nasobky vyskrtnuty!

112131456 7]8]9
1011|1213 (14|15 |16 | 17| 18| 19
20121 |22 123 |24 |25 (26|27 |28 |29
30 |31 132133(34|35(36]37]|38|39
40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69
70| 71|72 (73|74 75|76 | 77| 78|79
80 | 81 |82 |83 |84 |8 |86 | 87 | 88 | &9
90 |91 192 (93|94 195|196 | 97|98 |99

Obr. 2.8 Eratosthenovo sito na prvocisla - prvocisla mensi, nez 100

jedenactky, které jsou také nésobky nékterych prvocisel mensich, nez je sama
jedendctka (ty uz prece obarvil na ¢erno!). V. modré barvé je proto néjaké cislo,
které je nasobkem jedenactky a také néjakého prvocisla, které je vétsi, nebo rovno
11. Takze nejmensi nasobek jedenactky, ktery by jesté mohl byt v modry je ¢islo
1111, ale to je ¢islo 121. A to uz v tabulce nemame! Proto uz nebylo co vyskrtnout!

Ale to je prece bajecné. Nebylo co vyskrtnout, protoze ¢islo 11-11 pfesahlo
¢islo 99. No a? Co je na tom bajecného? Tak podivejte. Jaké bude dalsi prvocislo?
Kouknem do tabulky (obrazek 2.7). Nejmensi ¢islo v modrém je ¢islo 13. Je to
proto prvocislo. Které nasobky cisla 13 jesté nejsou vyskrtnuty? Obdobné tvaha
jako u jedenactky. Nejmensi z nich je ¢islo 13-13. Ale kdyz 11-11 bylo vétsi, nez
99, pak 13-13 jisté také!

A stejné tomu musi byt u dalsich prvocisel, které se jesté v tabulce skryvaji!
Nebude jiz co vyskrtavat! Takze vSechny zbyvajici modré ¢isla se prebarvi na
¢erveno. A jsme hotovi (obrazek 2.8)!
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Nakonec poznamenejme, ze Eratosthenovo sito je algoritmus pomérné efek-
tivni pro hledani ,malych® prvocisel, tadové do 10000 000. Slozitost tohoto al-
goritmu je O(N loglog N), kde N je horni mez rozsahu ,prosivanych“ ¢isel. Pro
identifikaci vétsich prvocisel existuji jiné testy prvociselnosti. Nékteré jsou prav-
dépodobnostni, funguji tak, ze urcuji pravdépodobnost s jakou je zkoumané ¢islo
prvocislo, jiné jsou deterministické. Ty s jistotou (pokud néco jako jistota exis-
tuje) uréuji, zda je zkoumané ¢islo prvocislo. Velkym hitem je napriklad AKS test,
jehoz matematické zaklady polozili v roce 2002 M.Agrawal, N.Kayal a N.Saxena.
Doséhli slozitosti O(log'* n), kde n je testované ¢islo. Algoritmus AKS byl poté
jesté vylepsovan a v roce 2005 C. Pomerance a H.-W. Lenstra Jr, dosahli slozitosti
O(log® n). To uz je ale jina kapitola . . ..

2.3 Prvociselna funkce a prvociselna véta

Zjistili jsme, Ze prvocisel je nekonecné mnoho. Kolik jich vsak miize byt v konecné
podmnoziné prirozenych ¢isel? Nebo si polozme otézku, kolik je prvocisel mensich,
nebo rovnych deseti, dvaceti, nebo obecné néjakému ¢islu x? Pocet ¢isel mensich,
nebo rovnych danému ¢islu z se obvykle oznacuje 7(z). Napriklad pocet prvocisel
mensich nez 10 je 7(10) = 4, nebot jen ¢tyfi prvocisla jsou mensi, nebo rovny 10.
Jsou to ¢isla 2, 3, 5 a 7.

Kazdému realnému ¢islu x tak muzeme jednoznac¢né priradit hodnotu 7(z).

Definice 2.12. (Prvociselnd funkce) Funkei 7 : R — N U {0}, danou pro kazdé
x € R predpisem
m(z) =#{peP|p=a}

nazyvame prvociselnou funkei.®

*Vidime, Ze 7(x) rovnd se poétu prvocisel mensich, nebo rovnych z. Symbol #A oznacuje
pocet prvki mnoziny A. Viz zavedené oznaceni #A v odstavci 0.2.

Bohuzel neméame k dispozici zadny predpis, do kterého by stacilo dosadit ¢islo
x a vysledkem by byla hodnota 7(z) (alespon pro vSechna x = 2 ne). Dokazeme
ale chovani této funkce alespon priblizné odhadnout (viz podkapitola 2.4 a Lemma
2.13), pripadné zndme chovani funkce m(x) pfi x — oo (viz Véta 2.14 ).

Poznamenejme, ze funkéni hodnoty funkce 7 na mnoziné (1, 00) jsou urceny
jejimi funkénimi hodnotami na mnoziné N, nebot Vz € R, z € (n,n + 1), kde
n € N, plati 7(z) = w(n).

Lemma 2.13. Pro kazZdé n € N plati
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Diikaz. Jestlize n = 1, pak podle Definice 2.12 je w(n) = 7(1) = 0. A evidentné
plat{ 0 = 2L = 0.

Nyni uvazujme piipad n = 2. Ozna¢me p; < py < ... rostouci posloupnost
vSech prvocisel. Protoze n 2 2, musi existovat néjakd prvocisla, kterd jsou mensi,
nebo rovna ¢islu n. Ktera to jsou a kolik jich je? Podle Definice 2.12 jich je prave
m(n), takze to musi byt prvocisla pi,pa, ..., Drm)-

Dale uvazujme libovolné m takové, ze 1 < m < n. Takovych ¢isel m je presné
n. My vsak jejich pocet (z prozatim zdhadnych divodi) pouze znacné nepresné
odhadneme. Podle Lemmata 1.38 pro &slo m existuji a, b € N takové, ze m = a?b
a ¢islo b ve svém kanonickém rozkladu obsahuje prvocisla pouze s mocninou
rovnou jedné, nebo nule. Je jasné, ze tato prvocisla musi byt mensi, nebo rovna

n (jinak by muselo platit m < n < a?b = m, coZ je nesmysl). Takze

b=plpst - p sy, (2.10)
kde @y, aa, ..., o) € {0,1}. Jednoduchou kombinatorickou tvahou' dospéjeme

k tomu, Ze ¢isel b ve tvaru (2.10) je celkem 27(™).

Nyni odhadneme, kolik riznych ¢isel @ miize maximalné existovat takovych,
aby byly splnény piedpoklady 1 < m < n, m = a?b. Z rovnosti m = a’b plyne
m = a* Odtud /m 2 a. A protoZze n = m, plati v/n = /m. A tak

Vn 2 a. (2.11)

Ptirozenych ¢isel a spliujicich (2.11) je celkem [y/n]. Takze Cisel a, spliujicich
m = a%, 1 < m < n, je nejvyse /n. Podle predchoziho méme nejvyse 27
moznosti pro hodnotu ¢&isla b. Proto ¢slo m = a?b nemiiZe nabyvat vice neZ
v/n-27 hodnot. Ale my vime, kolika hodnot mfiZe nabyt ¢islo m a to z nerovnosti
1 < m < n. Je jich celkem n. Dostavame tak nerovnost

n < n-2r™,

Odtud
Vn £ 2m,
Invn < In2™™,

Innz < m(n)In2,
1
§lnn < m(n)ln2,

1lnn
> Lmn
() 2 515

O

'Mame celkem 7(n) pozic (exponentil) a na kazdé z nich mize byt ¢islo (exponent) 0, nebo
1. Jedna se o variace m(n)-té t¥idy ze 2 prvki. Téch je 27(").
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Lemma 2.13 poskytuje dolni odhad hodnoty 7(n). Napriklad

In 500
21n2

7(500) = =4,48.

Muzeme proto tvrdit, ze prvocisel mensich nez 500 je nejméné 5. Jak vidno, jde
ve své nepresnosti o dost ubohy odhad. Nicméné nam muze slouzit k elegantnimu
dikazu Euklidovy prvoéiselné vety (Véta 2.1):

lnn
21n2

w(n) 2 (2.12)

Vime, ze lim %
n—oo
znamena, ze prvocisel je nekoneéné mnoho.

Vyznamnym vysledkem v teorii ¢isel je takzvana prvociselnd véta. Popisuje
chovani funkce m(z) pfi x — oco. Prvociselnd véta je velice uzitecnd pro odvo-
zovani dalsich teoretickych vysledk. Také ndam umoznuje odhadnout hodnotu
m(x) v pripadé, Ze x je ,velké* kladné ¢islo. V takovém piipadé je pocet prvocisel
nepiesahujicich dané x € R ,srovnatelny® s ¢islem *~. Dukaz prvociselné véty
zde pro jeho naro¢nost nebudeme provadeét.

= 00. Z nerovnosti (2.12) pak plyne lim 7(n) = co. To ovsem
n—oo

Véta 2.14. (Prvociselné véta) Plati rovnost

T\r
li (x ) =1
r—0o00 T—
Inx
140 £
120
100
80 = Prvociselna
funkce n(x)
60
== Funkce
40 x/ Inx
20
0 >
0 200 400 600 800

Obr. 2.9 Porovnani hodnot funkce m(z) a . Prvociselnd véta rikd, ze jejich
pomeér se blizi k jedné.
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Poznamka 2.15. Pokud funkce f a ¢ splnuji podminku

x
lim M =1,
z—00 g()
pak tuto skutecnost symbolicky zapisujeme f(z) ~ g(x). V duchu této symboliky
muzeme podle Véty 2.14 psat
x
w(x) ~ —.
(z) Inx
Ale pozor! Tento zapis neni mozné interpretovat tak, ze pro ,velkd“ z jsou
hodnoty 7(z) a = ,téméi“ stejné. Informuje nds pouze o tom, Ze jejich pomér se
blizi jedné. To neni totéz? Ne, neni! Ukazme si na jednoduchém prikladé. Uvazme,
ze
. 2P+
lim

o0 12

= 1.

To znamend, ze 22 + & ~ 22, Ale véimnéme si, ze 2 + z a 22 se lisi pravé o x.
Takze pii x — oo se rozdil hodnot 2% + 2 a 22 bliZi nekoneénu! Nicméné v jistém
tthlu pohledu miizeme ¥ici, Ze vzhledem k velikosti hodnot 22 4+ x a 2?2 je jejich
rozdil ,zanedbatelny.

P1i studiu prvocisel je jednim ze zakladnich cili naseho zkoumani umoznit
jejich identifikaci mezi ostatnimi prirozenymi ¢isly. Predstavme si, Zze méame najit
vsechna prvocisla mensi nez 100000. Dokazali byste si s takovym problémem
poradit?

Asi by to nebylo zrovna jednoduché a urcité byste uvitali pomocnou ruku ve
formeé informace, kolik takovych prvocisel priblizné je. S pomoci prvociselné véty
odhadneme, Ze prvocisel mensich nez 100000 je néco kolem 8 686.

To nam ale ke sStésti nemize stacit. Jde jen o pomérné mlhavou informaci.
Urcité by byl uzitecny odhad, kolik je hledanych prvocisel nejméné a kolik nej-
vise. Uréitym nivodem, jak k nému dojit, jsou CebySevovy nerovnosti o kterych
pojednéava podkapitola 2.4. Ale, jak uvidime, ani ty nejsou pro hledani ,velkych
prvocisel prilis efektivni.

2.3.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a TeSeni ptikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.2.2.

1. Odhadnéte, kolik prvocisel je mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n =
= 10000, n = 1000 000.

2. Odhadnéte, kolik procent ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n =
= 10000, n = 1000 000 tvori prvodisla.

3. Dokazte, ze pro kazdé © € R, x = 2 plati n(z) £ x — 1.

1 . 100000 -
Nebot 65005 = 8686
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2.4 CebySevovy nerovnosti

V predchozim textu jsme se seznamili s prvociselnou vétou. Ta tika, ze srovname-li
hodnoty prvociselné funkce s hodnotami funkce f(x) = =, pak se pii z — oo tyto
dvé cisla sobé blizi. Zminéné pozorovani provedli jiz pan Johann Carl Friedrich
Gauss a Adrien-Marie Legendre, kdyz studovali tabulku hodnot téchto funkei pro
x < 108, Pravdivost prvociselné véty vSak neuméli dokdzat.

V roce 1851 pan Pafnutij Lvovi¢ Cebysev odvodil odhady prvoéiselné funkee,
nerovnosti svirajici funkeci m(x) shora i zdola. Jednalo se o odhady ponékud
piesnéjsi, nez jaké v této podkapitole budeme vydavat za CebySevovy nerov-

Vv,

lim =& — 1, za predpokladu, ze tato limita existuje. Jeji existenci se mu vsak

n—o0 Inz
dokézat nepodarilo.

Diikaz prvociselné véty si tak na pazby svych pusek mohli vyryt az v roce 1896
panové Jacques Salomon Hadamard a Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas de
la Vallée Poussin (nezavisle na sobé). Vyuzili k tomu diivéjsich praci pana George
Friedricha Bernharda Riemanna, které spojovaly teorii ¢isel s komplexni analyzou.

Dikaz prvociselné véty zalozeny cisté na technikach a vysledcich z oblasti
teorie ¢isel (ponékud zavadéjicim zpusobem se takto provedeny dikaz oznacuje
jako elementdrni) podali az v roce 1949 panové Atle Selberg a Paul Erdés.

Vratme se viak k panu Cebysevovi. CebySevovy nerovnosti jsou odhady poctu
prvocisel neprevysujicich dané n € N (tj. odhady hodnot 7(n)) a odhady hodnot
n—tého prvocisla p,.

Prvni Cebysevova véta ik, Ze existuji kladné konstanty ¢;, co € R takové, Ze
pro kazdé x € R, x = 2 plati

x x
Clm < 7T<£U> < CQE.
Miizeme to interpretovat tak, ze hodnoty () souvisi s hodnotami =. Jestlize si
véc predstavime graficky, znamend to, Ze hodnoty 7(x) jsou ,uvéznény“ v pasu
ohraniceném grafy funkei ;1> a capl=.

Bez znalosti prvociselné véty! (viz Véta 2.14) by to vSak nebyla zadna velka
vyhra, nebot toto vézeni neni prilis tésné. Zminovany pés se s rostoucim n rozsi-
fuje nade vSechny meze. Snadno se o tom piesvédéime?

. . I'H ,. 1
Im [ —ci | = lim 2 (cyg —c¢y) = lim T(cy — ) =
n—00 2Tnn nn n—00 lnn(kz ,—/1) n—00 %( 2 1)

>0

= lim n(c; — 1) = 0.
n—oo

ITa ¥ik4, ze se hodnoty 7(x) nejen drzi mezi hodnotami ¢; =% a co+2-, ale dokonce, Ze se
) Inz Inz’ ’
s rostoucim = € R velmi blizi hodnoté ﬁ

2Pii vypoctu limity pouzijeme I’ Hospitalovo pravidlo, coz na piislusném misté naznacime
symbolem [” H nad rovnitkem.
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Druhé CebySevova véta ik, ze existuji kladné konstanty k1, ks € R takové,
ze pro kazdé n = 2 plati

kinlnn < p, < konlnn.

Toto tvrzeni je disledkem prvni CebySevovy véty. Jde o odhad intervalu,
v némz se s jistotou nachazi n-té prvocislo. Velikost tohoto intervalu vsak s ros-
toucim n také roste nade vSechny meze, nebot
lim (konlnn — kynlnn) = lim (ky — k))nlnn = oo.
——

n—00 n—00
>0

Cebysevovy véty predstavuji velice hezky teoreticky vysledek. Bohuzel, jak
jsme vidéli, s rostouci hodnotou n ztraci na uzitecnosti. Odhady jsou stdle méné
piesné. Nicméné CebySevovy véty budou jesté uzitetné i jinak. Pouzijeme je v dii-
kazu Bertrandova postuldtu (viz podkapitola 2.5).

Poznamka 2.16. Ve vySe uvedenych Cebysevovych nerovnostech se objevily
blize neurcené konstanty c¢; a cy. Pokud bychom chtéli pro konkrétni z € R
odhadnout hodnotu 7 (z), byl by to problém. Z nize uvedenych textu této pod-
kapitoly vsak lze vycist o néco méné elegantni, le¢ konkrétnéjsi odhady hodnoty
7(x). Jsou to nerovnosti

x In4

T
i E;—1<w@y<mm®mz+v6 (2.13)

(In2)

Pomoci prvociselné véty jsme odhadli, zZe prvocisel mensich nez 1000000 je pri-
blizné 72 382 (viz podkapitola 2.3). ! Pomoci nerovnosti{ (2.13) dochézime k tomu,
ze

1000000 In 4
In 1000000 In 1000000

1000000
—1 < 7(1000000) < 2(In4) ———++1000 000,

In2
(In2) In 1000 000

50170 < w(1000000) < 201 686.

Zatim jsme tedy schopni Tici, ze prvocisel mensich nez 1000 000 je nejspis néco
kolem 72 tisic, ale urcité vice nez 50170 a méné nez 201 686.

Zbyva jediné, a to Cebysevovy véty dokézat. Budeme k tomu potfebovat né-
sledujici lemmata.

Lemma 2.17. Pro kazZdé prirozené ¢islo k plat?
2k +1
T <
kE+1
'Nebot 1200090 = 72382, 41

20becné, (Z) (éteme ,n nad k“) je tzv. kombinaé¢ni ¢islo a plati (

n) _ n!
k) T (n—k)k!"
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Diikaz. Dukaz provedeme pomoci elementarnich ivah a odhadi.

sud4 cisla lich4 cisla,
2k +1\  (2k+1)!  (2-4- -+ -(2K)).(3:5- -+ -(2k + 1))
E+1) E(k+1)!  (1-2- - k)12 --- (k4 1))

7 kazdého cisla v levé zavorce v ¢itateli vytkneme cislo 2 a obdrzime

(2k;—|—1> 25120 - k)35 oo (2K 1)) _

k+1 (1-2- - k) (120 -+ (k+1))
B 28(3.5- -+ -(2k+1))  2K(4-6- - -(2k +2))
o (1-2- -+ -(k+1)) < (1-2- -+ -(k4+1))

Opét vytkneme z éisel ze zavorky v Citateli (je tam k sudych cisel, takze pred
zévorkou bude 2%). A tak

(2k:+1> 26(4-6- -+ -(2k+2))  2F28(2.3- - (k4 1))
k+1) S 02 -kt D)) (12 (k1)

= 2F.oF = 4k,

]

Lemma 2.18. Pro kaZdé prirozené cislo k plati

H p < 4k,
peP

k+1<p=2k+1

2k+1

kel ) Jak znamo, kombinacni ¢isla jsou

Dikaz. Uvazujme kombinacni ¢islo K = (
prirozena ¢isla, takze K € N. Dale plati

_ (2k+1) @+ (kH2)(E+3)--- (284 1)

k+1)  KEk+1! k!

Odtud
(k+2)(k+3)---(2k+1) = K-k!

Vsechna prvocisla p spliujici £ + 1 < p < 2k 4+ 1 se vyskytuji v soucinu (k +
+2)(k+3)---(2k + 1). Proto vSechna prvocisla p, kde k + 1 < p < 2k + 1, déli
¢islo K -k!.

Vsimnéme si, ze p, kde k + 1 < p < 2k + 1, nemuze délit ¢islo k! (nebot k! je
soucin ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu k).

Proto, podle Lemmata 1.23, musi vSechna ¢isla p, kde & +1 < p < 2k + 1,
délit ¢islo K. Soucin vSech prvocisel p, spliujicich k& + 1 < p < 2k + 1, pak musi

také dalit cislo K. A tak
2% + 1

<K= .

Il »= <k+1)

peP
k+1<p<2k+1

Podle Lemmata 2.17 je (Zkkjll) < 4% [
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Lemma 2.19. Pro kaZdé prirozené cislo n = 2 plati

Dikaz. Dikaz provedeme silnou matematickou indukeci podle n. Nejprve proto
ovérime platnost tvrzeni pro n = 2. A opravdu,

I] r=2<+=16

pEP,p<2

Indukénim predpokladem je, ze tvrzeni lemmata je pravdivé pro vsechna m <
< n, tj. predpoklddame, ze

H p < 4™ pro vSsechna m < n.
p€EP,p=m
Na zakladé tohoto predpokladu dokazeme, ze plati také HpeP,pgn p < 4",

Mohou nastat dvé moznosti. Cislo n je bud sudé, a nebo liché. Probereme oba
tyto pripady.

Pokud je n sudé, pak n = 2k. V pripadé, ze k = 1 je tvrzeni lemmata pravdivé
(pripad n = 2 jsme jiz ovérili). V pripadé, Zze k 2 2, nemuze byt ¢islo n = 2k
prvocislem (jedna se o ¢islo slozené!). Proto vSechna prvodisla splnujici podminku
p < n spliuji také p S n — 1. A tak

II»= 11 »
peEP,p=n peEP,p=n—1

Podle indukéniho predpokladu plati

H p <4t

pEP,p<n—1
Odtud dostavame
H p= H p <4l <qn,
pEP,p=n pgi“jl

Takze, pokud je n sudé, pak je tvrzeni lemmata pravdivé.
Zbyva proverit piipad, kdy n je liché. Potom n = 2k + 1, kde & = 1 a diky
indukénimu predpokladu a Lemmata 2.18 miizeme psat

Il »=1II »= (Hp> < 11 p><42'““:4".

pEP,pgn p€EP p€EP peEP
p<2k+1 p<k+1 k+1<p<2k+1

~ TV TV

<4k+1 <4k

podle ind. predp. podle Lemmatu 2.18
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Dusledek 2.20. Pro kazdé redlné ¢islo x = 2 plati

Diikaz. Kazdé redlné x = 2 muzeme psat ve tvaru x = [z] + &,, kde [z] € N,
2] 22,05 ¢, < 1.

Prvodisla p spliujici p < z evidentné také splnuji p < [z] (takova prvocisla p
existuji, nebot [z] = 2). Proto, podle Lemmata 2.19 a protoze [z| < z, plati

H p= H p < 4l < 47

pEP,pSx pEP,p=[x]
NG

TV
podle Lemmatu 2.19

]

Lemma 2.21. Necht n,p € N. Potom pocet prirozenych cisel ve tvaru p-m, kde

pm < n, meN, je roven HE

Diikaz. Nejprve pripomenme, ze [z]| je oznaceni pro celou ¢ast redlného cisla z
(viz Definice 1.11).

Pokud n < p, pak ¢isla ve tvaru p-m, kde p-m < n (m € N), evidentné
neexistuji. A opravdu. V tomto pripadeé je 0 < % < 1, a tak [%] = 0.

V pripadé n = p ¢isla ve tvaru p-m, kde pm < n, existuji (minimélné jedno:
p-1). Dejme tomu, zZe Cisla ve tvaru pm, kterd jsou mensi, nebo rovna n, jsou ¢isla

p'17 p'27"')p'm0

(jejich pocet je tedy roven myg). Potom p-(mg + 1) jiz musi byt vétsi nez n.
Dostavame nerovnosti
p-mo = n < p-(mo+1).

Odtud n
mo § — < mg+ 1.
p

Podle Definice 1.11 je mg = [%]

Lemma 2.22. Necht n € N. Potom n! = Hpep,pgn p*®) | kde
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Diikaz. Lema 2.22 tika, ze v kanonickém rozkladu ¢isla n! = 1-2---- -n jsou
zastoupena vSechna prvodcisla p < n, a to s exponentem a(p).

Protoze n! je soucin ¢isel mensich, nebo rovnych n, je zrejmé, Ze v jeho kano-
nickém rozkladu mohou vystupovat pouze prvocisla p < n.

Uvazujme, ¢emu je roven exponent «(p). K jeho hodnoté mohou prispivat
c¢isla vyskytujici se v soucinu 1-2- - - - - n, kterd maji tvar p-m. !

Kolik ¢isel ve tvaru p-m se vyskytuje v souc¢inu 1-2-----n? Jsou to ty, které

n

spliuji p-m < n. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [5] a kazdé z nich prispiva
k hodnoté a(p) alespon ¢islem 1.
Cislem 1 prispivaji k hodnoté a(p) ty ¢isla, kterd maji tvar p-m < n, ale

nemaji tvar p?-m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [;} — L%}

Cislem 2 prispivaji k hodnoté a(p) ty ¢isla, kterd maji tvar p>-m < n, ale

nemaji tvar p3-m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [ﬁ] — [1%]

Cislem k piispivaji k hodnoté a(p) ty éisla, kterd maji tvar p*-m < n, ale

nemaji tvar p**1.m. Téch je podle Lemmata 2.21 celkem [1%} — [#]

Pokud p*o > n, pak se p*.m jiz nevyskytuje v sou¢inu 12 - -n, a tak k hodnoté
a(p) nepiispiva. Odpovida to tomu, Ze v tom pifpadé je éisel p*o-m < n celkem

_n_
pFo

pak plati

w-r([3-B)-

Odtud pomoci vytykani dostavame

R

= 0. Ozna¢ime-li k; ¢éislo splitujici podminku p** < n a zdroven p*1 ! > n,

(2] a2 [

=0

o) = 2] + 2= 1) |

p

%]+...+(kl—(k;1—1)).[£},

n
2 p ph

p

keN,pk<n
]
Uvazme, 7e néktera z éisel ve tvaru p-m mohou mit i tvar p2-m (p?-m = p-p-m = p-m*).

Dale, nékterd z ¢isel ve tvaru p?-m mohou mit i tvar p>-m (p>-m = p?-p-m = p-m*). A tak
dale. Samoziejmé se ale v tivahach staci omezit jen na tvary p*.m, kde k € N,p* < n.
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Diisledek 2.23. Necht n € N. Potom n! = [] p°*® = Hpeppa(p), kde

p=n
peP

£ 3]

1

Diikaz. Podle Lemmata 2.22 je n! = HpG]P’,p§n p*®) kde a(p) = 3 L%]

keEN,pk<n

Pro kazdé ko € N takové, 7e p* > n ziejmé plati [p%} — 0. Proto

> -2

n

Pro p > n evidentné plati [F} = 0 pro kazdé k£ € N. Proto pro p > n

je a(p) = > L%} = 0. A tak se v soucinu Hpeppo‘(p) vyskytuji s nenulovym
keN

exponentem pouze prvocisla p < n. Odtud dostdvame

H pa(p) — Hpa(p).

peP,p<n peP
O
Lemma 2.24. Necht n € N. Potom
2n
( ) — H pﬂ(p),
n
pS2n
peP
ke 50) = 3 (3] -2 [3])
k=1
Diikaz. Pripomenme, ze hodnota kombinacniho ¢isla je dana vztahem
T\ 7!
s)  sl(r—s)!
Proto
2n\ () (2n)!  (2n)!
n) nl(2n—n)  nalnl o (n)?
Podle Véty 2.22 a Dusledku 2.23 mizeme psat
o1 (p)
2 o)l Lz ™
( ”) G L (2.14)
n

(n!)2 (H pa2(p)) 2

peN
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kde a4 (p) = Ii [2—2} a as(p) = li [#}

7Z dtikazu Disledku 2.23 je patrné, Ze [],<. p®2® = [],<2n p*2). Dosadime

peN peN
do vztahu (2.14) a obdrzime

(H p<2n pag(p)

pEN

n

<on p21(P) <5, P21 (P)
2n _ prgN _ préw _ H por(®)—202(p) H )
)2 HP§2n p2a2(p) ’

pS2n p=2n

€N
P peN peEN

kde 8(p) = ai1(p) — 2as(p) = i ([fa_?] -2 [ﬁb

k=1

Lemma 2.25. Necht n € N, n = 2. Potom

2n - 22n
n 2n
Diikaz. Dukaz provedeme pomoci elementarnich iprav a nerovnosti.

(Qn) _ '((Qn)! (2n)! 1.2:3-----2n

n

2n —n)!  nln!  (1-2-----n)(1-2- - n)

Soucin v citateli mizeme preusporadat tak, ze nejprve vynasobime sudé cisla
a pak licha. Proto

2n\  (2:4----2n)(3-5- -+ (2n — 1))
(n) o (1-2----n)(1-2-----n) :

Sudych ¢isel v citateli je celkem n a z kazdého mizeme vytknout ¢islo 2 pred
zavorku (celkové proto vytkneme 27). A tak

<2n> _ 27(1-2- -+ -n)(3-5-----(2n — 1))
n (12 n)(1-2 - n) '

Lichych ¢isel v ¢itateli (jsou v pravé zavorce) je celkem n—1 a plati 3 > 2, 5 > 4,
..oy 2n—1>2(n —1). Odtud dostdvame odhad

n

(2n) (2 w35 2= 1) 2'(1:2 o om) (24 (2(n — 1))
(1-2-----n)(1-2---- -n) (12 --n)(1-2- - n) .

V pravé zavorce v citateli je celkem n — 1 a z kazdého mizeme vytknout ¢islo 2
pred zavorku (celkové proto vytkneme 2"~ 1). Proto

(12 n)(1-2- - n) (1.2 n)(1-2- - n)

n

(2n) . 2”(1'2"'-%)(2'4--~~(2(n— 1))) (12 )2 (12 (n 1))
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Pouhym kracenim ve zlomku vpravo obdrzime odhad
<2n) gn.gn—l - 92n
> = —.
n n 2n

Nyni odvodime horni odhad hodnoty 7(x).

Véta 2.26. Pro kazdé v = 2 plati

n(z) < 2(m4)ﬁ +VT.

Diikaz. Ziejmé plati nasledujici nerovnosti

v>1Ir =117 [] r= ]I » (2.15)

pEP peEP p€EP p€EP

pSz pSVzT  JT<psw Vz<plz
N—— N——
podle Disledku 2.20 >1

Uvazme, kolik prvocisel p spliiuje nerovnosti v/z < p < z. Od poctu prvocisel
mensich nez x je tieba odecist pocet prvocisel mensich nez /x. Takze mezi \/x
a x je celkem m(x) — w(y/x). Navic, kazdé z téchto prvocisel spliuje p > /z.
Proto

H p > (V)@= > (/) @=va) (2.16)
peP
Vr<plx

nebot! 7(\/z) < /7.
Z (2.15) a (2.16) dostavame

4% > (\/g)(w(w)—\/i)'

Odtud? dostavame

In(4%) > In(va)"@—vo),

In(4") > (w(z)—+z)In(Vx),

v(nd) > (n(r) - o)z e,
2(1n4)% > (r(x) — V7).

'Prvoéisel mensich, nez v/ je méné nez /z (nebo rovno). Jinak feceno, m(y/z) < /7.
2Pfirozeny logaritmus je rostouci funkce. Tj. v piipadé a > b plati Ina > Inb
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Nésleduje dolni dohad hodnoty 7(x).

Véta 2.27. Pro kazdé redlné v = 2 plati

Diikaz. 7 Lemmat 2.24 a 2.25 plyne, Ze pro kazdé n € N plati

2n 22n
| | B(p) _ — 2.1
P ( n ) - on’ (2.17)

pS2n
pEN

kde S(p) = > ([2—2} -2 [ﬁ] ) Oznacime-li m,, prirozené ¢islo takové, ze
k=1

p
P < o < e, (215)
pak
=3 ([ =) S ([F-[F). e
- k|l TRl T N VR :
1 p p 1 p p
p e 2n _ _ n
nebot pro k > m,, plati [F] =0= [17}

V prikladé 1. ze Cviceni 1.2.1 jsme dokézali (viz TeSeni prikladu v Kapitole
8), ze

VreR:=1=2r—1—-2r <[2r] =2[r] <2r—2(r—1)=2.

Proto mizeme psat

2n n
<[] 2] <2
jinak Teceno
2
og{éﬂ—alﬁ}§1. (2.20)

Z (2.19) a (2.20) dostavame odhad hodnoty 3(p).

0=0m, < 5) = Y ( HE H) <tmy=m, (221

]{JZI N\ p p 7/

0< a zaroven <1

-~

Z (2.18) a (2.20) pak plyne, zZe pro kazdé p < 2n plati

PP < e < on, (2.22)
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Pouzijeme-li (2.17), (2.22) a fakt, Ze pocet prvocisel p spliujicich p < 2n je roven
7(2n), pak obdrzime nerovnosti

22n
i Bp) < mp < m(2n)
5y < 117 = [ < @n)"®,

p<2n p<2n
peEN peEN
tj.
22n (2n)
— < (2n)T" 2.23
— < (20) (223)

Postveme-li na (2.23) logaritmus, ziskdme

22n
In p < In (2n)"C"),

In2?" —1In (2n) < m(2n) In (2n),

In 22"
—1<n(2
In (2n) <m(2n),
21109 — 1 < m(2n) (2.24)
In (Zn) n T£Lmn). .

Nasim cilem ovSem neni odhad hodnoty m(2n), ale odhad 7 (z). Provedeme proto

substituci. Pro x = 2 plati, Ze [5} € N. Proto si muze dovolit provést substituci

n = [%]. A tak z (2.24) dostdvame

2 (3] z
YIE n2 1< (2 H ). (2.25)
Plati 2 [£] < 22 = z, proto 7(2 [£]) < 7(z) a tak z (2.25) plyne
ﬂ@>%mz-1;%mz—1. (2.26)

-~

nebot In (2[%])§lnx

A protoze 2 [%] >2 (% — 1), musi podle (2.26) platit

2(%2 -1 21n2
7T(:E)>Mln2—1:iln2— S
Inx Inz Inzx
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Nyni jiz disponujeme znalostmi postacujicimi pro dikaz prvni Cebysevovy
vety.

Véta 2.28. (Prvni Cebysevova) Ezistuji redlné konstanty cy,co > 0 takové, Ze pro

kazdé x = 2 plati
o—— < m(z) <c =
"Inx ’Inz’

Diikaz. Vyjdeme z tvrzeni vét 2.26 a 2.27. Ty tikaji, ze pro kazdé x = 2 plati

T 21n2 T
—In2— —1 2(In4)— )
Inz o Inz <m(@) < 2(n >1nx+\/§
Odtud
T 2ln2 Inz T Inz
— | In2— S — ([ 2lnd+ — ). 2.2
lnx(n T x)<7r(x)<lnx< " +\/E) (227)

Vzhledem k tomu, ze lim 222 = 0, lim 22 = 0 a také lim 22 = 0," musi
T—r00 n—oo T T—r00 \/5
existovat ¢islo xg € R, xg > 2 takové, ze pro kazdé = > x( jsou splnény nerovnosti

2ln2 1 1 1 1
"2 - C 12 a zdroveii —— < - In2 a zdroveil —— < ln4. (2.28)

x 4 T 4 N3

Takze, podle nerovnosti (2.27) a (2.28), musi pro kazdé = > x, platit

L (1n2—iln2—iln2) < 1i (mz— 2In2 _ln_x) <) (2.29)

Inz

nx T T
a také
T Inz T
— ([ 2Ind + — —(2In4 +1n4). 2.
7r(:1:)<lnx< n+\/5)<lnx< n4+In4) (2.30)

Z nerovnosti (2.29) a (2.30) dostavame pro kazdé z > x, odhad

z (1 x

— =1 —(3In4).

lnx<2n2><7r(x)<lnx(3n)
—

da
dy

Dokazali jsme tak, ze existuji realné konstanty di, dy > 0 takové, ze pro kazdé
x > xo plati

X s
—d; < 7m(xr) < —ds. 2.31
Inx (z) Inx ( )
1 ’ 1
1S vyuzitim ’'Hospitalova pravidla: lim 22 = lim * =0 a také lim 22 L TP r =
n— 00 n—oo 1 T—00 e T —r00 %7;_5



2.4 CebySevovy nerovnosti

A co piipad, kdy z = :100 (pfiéemi uvazujeme r = 2)7 Definujme m(z) =
= —L _d;amg= sup{ di}.! Potom pro kazdé x < xq plati m(z) < myg

w(z)Inz ln z
a jisté najdeme prlrozene ¢islo k takové, ze

mo
— < 1.
k

Evidentné pak pro kazdé x = 2, x < x4 plati

Odtud

SR R
m(z)Inx k =

—— < m(x). (2.32)

Cislo k € N a d; > 0, proto pro kazdé z = 2 plati =% < Zd;. A tak

z nerovnosti (2.31) a (2.32) mizeme usoudit, Ze pro kazdé = € R, = = 2 plati
—— < 7(z). (2.33)

Oznacime-li ¢; = %, pak z (2.33) plyne, Ze existuje redlna konstanta ¢; > 0
takovd, ze pro kazdé x € R, x = 2 plati

Xz

mcl < 7T( ) (234)

Odhad shora dokonéime obdobné. Definujme M (x) = Ttz & My =

= 1£1f{ 1Mdg}. Potom pro kazdé = < xy plati M(x) = My a jisté najdeme
T=T0

prirozené cislo K takové, ze
1 < K- M.

Evidentné pak pro kazdé z = 2, x < z plati
1 < K-My < K-M(2).

Odtud .
1< ——K-d
@)z
—_— ——

dy | z € R, x £ zp}. Pfipomenme,

Tme = SBP {ﬂ(zfmdl} je supremum mnoziny {m

r=x9
ze supremum neprazdné mnoziny M je realné ¢islo, nebo oo, které je vétsi, nebo rovno vsem
prvkim mnoziny M a navic, v jeho libovolné malém okoli nalezneme néjaky prvek z M. Kazda
mnozina redlnych ¢isel ma své supremum.
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x
—K-d,. 2.
m(x) < e ds (2.35)

Cislo K € N a dy > 0, proto pro kazdé = = 2 plati =K -dy 2 =dy. A tak
z nerovnosti (2.31) a (2.35) mizeme usoudit, Ze pro kazdé = € R, = 2 plati

T

m(z) < — K -ds. (2.36)

Inz
Oznacime-li ¢ = K -dy, pak z (2.36) plyne, Ze existuje redlnd konstanta ¢y > 0
takovd, ze pro kazdé x € R, x = 2 plati

x

< —0Cy. 2.37

") < e (2.37)

Tim jsme dokézali tvrzeni prvni Cebysevovy véty, nebot z (2.34) a (2.37) plyne
existence redlnych konstant ¢y, cy > 0 takovych, ze

T . (2) < x

—oc < 7(x) < —¢o.
Inz | Inz °

[]

Véta 2.29. (Druha CebysSevova) Nechl p; < pa < -+ < pn < --- je posloupnost
vsech prvocisel. Potom existuji kladné konstanty ki, ko € R takové, Ze pro kazdé
n = 2 plati

kinlnn < p, < kanlnn.

Diikaz. Vyjdeme ze znalosti prvni Cebysevovy véty, tj. Véty 2.28. Podle ni existuji
realné konstanty ¢y, co > 0 takové, ze vztah

x x
— — 2.
< m(z) < Coy (2.38)
plati pro kazdé = = 2. Musi tedy platit také pro libovolné x = p,, n = 2.
Dosadime-li x = p,, do (2.38), obdrzime
Pn p
< ) < 2.39
C1 I py, T(pn) < c2 Inp, ( )

Prvocisel mensich, nebo rovnych n-tému prvocislu p,, je evidentné celkem n.
Proto m(p,) = n. A tak z (2.28) plyne vztah

DPn Pn
<n< 2.40
“Tn Pn ™ Pn (2.40)

Nerovnost vpravo muzeme pievést na tvar

1
pn > —nlnp,
(&)
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Dale vyuzijeme toho, ze n-té prvocislo p, je urcité vétsi nez n. Symbolicky zapsano
pn > n (viz Cviceni 2.1.1 piiklad 1. a jeho feseni v Kapitole 8). Protoze logaritmus
je rostouci funkce, musi platit Inp,, > Inn. Proto

1 1
pn > —nlnp, > — nlnn (2.41)
C2 C2
~—
k1

Levou nerovnost v (2.40) mizeme prevést na tvar

1
pn < —nlnp, (2.42)
&]
a také |
o < L0Pn (2.43)
Pn

Nyn{ uvazme, ze lim 22 = 0.} To podle definice limity znamen4, Ze existuje
9 \/5 bl
T—00

o € R, 29 = 3 takové, Ze pro kazdé p,, > xy plati

Inp,
<c 2.44
\/Dn ' (2.44)

Spojenim nerovnosti (2.43) a (2.44) dostdvame pro kazdé p, > xg

In p,, nlnp,
p<Cl< p,

v/ Pn Pn

Inp, nlnp,
b < p

/D Pn

1 n

<
VPn  Pn

Dn <mn

pn < n?
Inp, < Inn’. (2.45)

Z (2.42) a (2.45) plyne, ze pro kazdé p, > x¢ a k € N plati

1 1 2 2
pp < —nlnp, < —nlnn? = Znlnn < “—nlnn. (2.46)
C1 C1 C1 C1
1S vyuzitim P’Hospitalova pravidla: lim BZ l,zH lim R lim % =0.

_1 1
z—o0 VT r—00 1a7 2 T—00 12
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Zbyvéa prozkoumat pripad, kdy p, < xg, tj. piipad kdy 2 < n < 7w(x).
Definujme m(n) = ﬁnlnn pro kazdé n € {2,...,m(zo)} a

2
nlnn|2=<n = 7T<x0>}.

mg = min {
CiPn

Potom plati mg < m(n) a jisté existuje k € N takové, ze 1 < k-mg. Potom pro

kazdé n € {2,...,m(xo)} plati

1 < k-mgy = k-m(n),

1<

nlnn,
C1Pn

k-m(n)

2
Pn < C—lfnln n. (2.47)

Z nerovnosti (2.46) (plati pro p, > o) a (2.47) (plati pro 3 < p,, < xp) plyne
nésledujici odhad platny pro kazdé p, = 3

2k

Pn< - nlnn. (2.48)
—
ko

Ze vztahu (2.41) a (2.48) plyne existence ¢isel ky, ko > 0 takovych, ze pro
kazdé p, = 3, tj. pro n = 2 plati

kinlnn < p, < kanlnn.

2.4.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feSeni ptikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.2.3.

1. Pomoci Lemmata 2.22 naleznéte kanonické rozklady ¢isel 7! a 20!

2. Obdobné jako v Poznamce 2.16 odhadnéte, kolik je prvocisel mensich, nebo
rovnych 1 000.

3. Pokuste se vylepsit odhad 7(z) < 2(In4) + /2 uvedeny ve Vété 2.26.
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2.5 Bertrandtv postulat

Bertranduv postuldt je vysledek popisujici jistou (byt nevalnou) pravidelnost ve
vyskytu prvocisel. Riké, Ze mezi ¢slem n € N, n > 1 a &slem 2n vzdy existuje
prvocislo. Naptiklad zvolime n = 21. Mzeme si pak byt jisti, Ze existuje prvocislo
p spliiujici 21 < p < 42.1

Zbytek této podkapitoly vénujeme diikkazu Bertrandova postulatu. Pro ten
budeme potfebovat nasledujici lemmata.

Poznamka 2.30. V dalsim textu této podkapitoly budeme pouzivat oznaceni

-5

Lemma 2.31. Pro kazdé n > 1 plati

H PP < <2n)(\/%—1)%‘

p€EP
p=V2n

Diikaz. Uvazujme p € P, p < v/2n. Nejprve zjistime, pro kterd k € N je [i—i}] =0

( V tom pripadé je také [ﬁ] =0, nebot 0 < [p—’”;] < [;—Z} ).

Snadno si rozmyslime, ze 129—2 = 0 v pripadé, ze 120—7,3 < 1. A kdy je Z—Z < 17 No
urcité v pripadé, kdy g—’,} < 1, nebot p = 2. A tak
2n  2n

F<2—k<1.

Hleddme tedy k € N takové, aby platilo

2n
F < 1,
on < 2k
In(2n) < In2"
In(2n) < k In2,
In (2n)
k . 2.49
~ In2 ( )

Muzeme si tak byt jisti, ze v pfipadé, kdy k spliuje nerovnost (2.49), musi

platit
2n n
il I R0 R
[p‘”} {pk}

!Snadno ovétime, ze je jich dokonce pét. Jsou to prvocisla 23, 29, 31, 37 a 41.
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A tak v pifpadé k > 22 je
2
72l =
p p
In (2n)

=2 ([5]-[5]) - 2 (= [5])

Jak vime z piikladu 1. Cviceni 1.2.1 (viz jeho feseni v Kapitole 8), plati 0 <
< B—Z} -2 [ﬁ] < 1. Proto

Odtud dostavame rovnost

Ok 2n n In (2n)
0= = — | -2 |— < ) 2.50
=) pet qp’“] [p’“D ~ In2 (2:50)
Ze vztahu (2.50) plyne, ze
n (2n) n (2n) 71'(\/%)
[T p"7= 11 pmi < ((\/%)IIT> =
vEvER vEvEm

(2.51)

non \ T(V20) non \ T(V20)
= ((2n)%lln22> = <(2n) 5.1?12) .

Jak vime z prikladu 3. Cviceni 2.3.1, je w(v/2n) < v/2n — 1. Z (2.51) pak plyne

n2n \ 7 \/% / n2n / n2n
peP
pSV2n

Lemma 2.32. Pro kaZdé n > 1 plati

Diikaz. Nejprve odhadneme hodnotu (p) = > ([2—’,}} -2 [#D :

p
k=1
Uvazujeme v/2n < p. Proto Pro kazdé k = 2 plati

2
2n = (\/271) < p* <P
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Odtud dostavame pro kazdé k = 2 nerovnosti
2n < pk
2
p—Z 1
(2.52)
a navic 5
0o
T
Muzeme proto Tici, ze pro k 2 2 je [Z—Z} =0= %] Proto
0o 1
2n n 2n n 2n n
=3 (] -2 [3]) -3 (G -2 () - [ =[]
) ; P p* ; P P p p
Jak u# vime (viz pitklad 1. Cvideni 1.2.1), je 0 < [%ﬂ] _9 [g] < 1. Proto
0sB(p) =1 (2.53)

Diky (2.53) a Disledku 2.20 dostavame

I »7< [ »s J[p<4". (2.54)

pEP pEP
\/2n<p§%n \/2n<p§%n

Lemma 2.33. Pro kazdé n > 1 plati

H pﬁ(p) —1.

p€eP
%n<p§n

pEP
pggn

—_——
podle Disledku 2.20

Diikaz. Podle Lemmata 2.24 pro kazdé n € N plati

pEP
p=2n

Proto existuje K € N takové, ze

I »* = (2:) _

(2.55)

(n+1)(n+2)---(2n) (2.56)

2n (2n)!
s) — | B(p) _ — —
H b ' H b ( n ) nin!

p€EP peP
p=2n %n<p§n

1:2:3---- .
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Uvazujme prvocisla p splnujici

2
3 <P <n (2.57)
V soucinu 1-2-3- - -+ -n se pak ur¢ité vyskytuje prvocislo p. Z toho plyne, ze
1-2-3-----n=p-s, kde s € N. (2.58)

Nyni obratme pozornost na ¢itatele v (2.56), tj. sou¢in (n+1)(n+2) - - - (2n). Které
nasobky prvodisla p se v ném vyskytuji? Cislo 1p urcité ne, nebot p S n < n+1.
Cislo 2p ano, nebot z (2.57) dostéavame

2
n<2§n<2p§2n.
Néasobek 3p, ani zddny vétsi ndsobek p se v soucinu (n + 1)(n + 2)--- (2n) nevy-

skytuje, nebot
2
3p > 3§n = 2n.

Z vyse uvedeného plyne, ze
(n+1)(n+2)---(2n) = p-r, kde ged(r,p) = 1. (2.59)
Jednoduchou tpravou (2.56) obdrzime

(1-2:3-----n)K H PPP = (n+1)(n+2)---(2n).

peP
%n<p§n

S vyuzitim (2.58) a (2.59) pak

p-sK H pP®) = p-r, kde ged(r, p) = 1.

peP
%n<p§n

sK H pP® =7 kde ged(r,p) = 1. (2.60)
%sﬁf;n
Cislo 7 neni délitelné prvocislem p, kde %n < p £ n. Z (2.60) pak plyne, Ze
pro prvocisla p, kde %n <p<nijef(p) =0. A tak

H pﬂ(p): H = 1.

pEP p€EP
%n<p§n %n<p§n
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Lemma 2.34. Pro kazdé n > 1 plati

H pﬂ(p): H D.

peP p€EP
n<p<2n n<p<2n

Diikaz. Uvazujeme-li n < p < 2n, pak pro k = 2 evidentné plati

Proto pro k = 2 je

A tak

=S (-2 - 1)

2
Opét vyuzijeme pifkladu 1. Cvigeni 1.2.1, podle n&j7 je 0 < [—”} —9 m <1
p p
—_——
=B(p)

Navic 2?” 2 1laZ <1 Proto

2
12 B(p) = {—n} -2 F} z 1.
p p
—— =
>1 =0
To znamena, ze
Blp) =1,
H pﬂ(p) _ H .
p€eP p€EP
n<p<2n n<p<2n

[]

Véta 2.35. (Bertrandiv postulat) Pro kazdé n > 1 existuje prvocislo p takové, Ze

n<p<2n.

Dukaz. Oznacéme

Hpﬁ(p): H pﬁ(p) H pﬂ(p) H pﬁ(p) H pﬁ(p):A(n)B(n)C(n)X(n).

pEP pEP peP pEP peP
p<2n p<V2n \/2n<p§%n %n<p§n n<pS2n
- o \_ AN JW
e ~\~ ~~
A(n) B(n) C(n) X(n)

(2.61)
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Podle Lemmatu 2.24 a 2.25 pro kazdé n = 2 plati

on\ 2%
) _ -2 2.62

peP
p=2n

Vzhledem k (2.61) a (2.62) muzeme psat

A(n)B(n)C(n)X(n) > —. (2.63)

(2.64)

Na tomto misté uz muzeme rtici, ze se dale budeme snazit dokazat, ze pro n > ng
plati X (n) > 1. V tom pfipadé je od néjakého ng mezi n a 2n jisté néjaké prvocislo
(viz posledni vztah v 2.64). Poté dokdzeme, ze to plati i pro n < ny.

Z (2.63) a (2.64) plynou nerovnosti

— n —_— =
o on A(n)B(n)C(n)  2n A(n)B(n)
n<p<2n
2n 2n
> 2_ 1 In 2n 2 = 2 In2n 4 z !
20 ((2n) V2R (437 ((20) OB (230)
S 22n 22n7%n
T ((2n)BEHVI-DER Y (23m)  (2p) (VIR
2
23"
S — 2.65
(2n) (V2 3n (265)
Provedeme substituci 2* = v/2n, tj. z = 12‘1131’; Tak obdrzime
2 922
23™ 273
- X n) > = = =
ll p=Xn (2n)(V2W3RE  (22%)%7
n<pp§2n
— 2%222—22222 _ 2%(27’—622) _ 2@(2Z—622) (266)

1 v : n2n
Protoze pron 2 2 je 1 < 3¢
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Uvazme, ze pron > 1 je a = 2% > 1. Potom X (n) je urcité vetsi nez jedna
pokud 27 — 622 > 0, nebot z (2.66) dostdvdme odhad

[] »=X(n)>25 6 = g6, (2.67)
peP
n<p<2n

Musime proto zjistit, kdy je 2* — 622 > 0. Nebude to nijak obtiZzné. Snadno
ovéfime, Ze na intervalu (7, 00) je funkce g(z) = 2°—622 rostouci ' a g(9) = 26 > 0.
Takze pro kazdé z 2 9 je g(z) > 0. Proto mizeme tici, ze X (n) > 1 (viz 2.67)
pro kazdé n € N splnujici
Von =27 > 29

on > 218

n > 27 =131072.

To ovSem znamend, Ze tvrzeni véty je pravdivé pro kazdé n = 131072 (tj. hledané
no = 131072 - viz vyse).

Zbyvéa dokazat, ze pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje prvocislo p
spliujici n < p < 2n. Vyuzijeme existence nasledujicich prvocisel

2,35,7,13, 23,43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4993, 9973, 19937, 39 869,
79699, 159 389.
Oznaé¢me tyto prvocisla (ve stejném potadi) ¢, qa, . . ., q1o9. VSimnéte si, ze pro
kazdé i € {1,2,...,18} plati?
Qi1 < 2¢;.

Navic pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje ¢; a ¢;+1 takové, ze
¢ =n < g <2¢; = 2n.

Z toho je patrné, ze pro kazdé n € N, 1 < n < 131072 existuje prvocislo g;+1
splnujici
n < g1 = 2n.

Cislo 2n urc¢ité neni prvodislo, a tak
n <gi+1 < 2n.

]

!Derivace funkce g(z) je ¢'(z) = 2°In2 — 12z. Pokud ¢/(z) = 2°In2 — 12z > 0, je g(z)
rostouci. Pro hledéni z spliiujicich ¢’(z) = 2 In2 — 12z > 0 vyuzijeme druhou derivaci g(z), tj.
¢'(2).

Pokud ¢”(z) = 2*(In2)? — 12 > 0, pak je ¢’(z) rostouci funkce. Snadno ové¥ime, Ze v ptipadé
z 25 je g"(z) = 2°(In2)? — 12 > 0. TakZe na intervalu (5,0) je ¢’(z) rostouci funkce a plati
g'(6,95) = 2,3 > 0. Proto pro kazdé z = 7 je ¢'(z) > ¢'(6,95) > 0. To znamen4, Ze na intervalu
(7,00) je g(z) urcité rostouci funkce.

2Kazdé z téchto prvocisel je mensi nez dvojnasobek pfedchéazejiciho.
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2.6 Dalsi vlastnosti

Zde odvodime vlastnosti mnoziny prvocisel, které vyuzijeme v Kapitole 3. Proto
bude sestavat pouze z lemmat, jejichz konkrétni pouziti v teorii ¢isel bude c¢te-
nari objasnéno pozdéji. (Pokud nemaéte radi prekvapeni, pak se autor omlouva za
snizenou ¢tivost této podkapitoly.)

=14+ 14 1417 Nic tézkého, Ze? Zvlaste,

=

4
Dokazete urcit soucet ¢isel )
k=1
je-li po ruce kalkulacka. Ale zkuste urcit
1000000

k=1
Asi to bude horsi. Nebo ne? Od ¢eho mame vypocetni techniku! Ale i ta ma své
limity a i ona se zac¢ne psychicky hroutit, pokud po ni budeme chtit urcit soucet
> % pro stale vétsi a vétsi z. A co kdybychom po ni chtéli néjaky, pomérné

k<x

jednoduchy, predpis, jak urcit hodnotu

flr) =31

k<x

1

11
=12 T To00000°

| =

a nedali ji zadny konkrétni navod, jak na to!

V blizké budoucnosti zrejmé zalostné zklame. Proto nezbyva, nez dat prostor
starému dobrému lidskému intelektu a dokazat nasledujici lemma. Neurcime po-
moci n¢j hodnotu f(z) = Y 1 presné, ale ziskdme s jeji pomoci pomérné slusny

k<zx
odhad, jak se tento soucet chova pri x — oo. Zjistime, Ze pro ,,velkd“ x je hodnota
f(xz) = > 1 piiblizné rovna Inz + .

k<zx
Lemma 2.36. Pro kazdé x € R, x = 1 plati

f(:v)zZ%:lnij’ijO(i),

k<z
keN

kde~ € (0,1) je takzvand Eulerova konstanta (jeji pribliznd hodnota je 0,577 215).1

—~

)| _

Tj.f(z) = ¥ + = Inz+ v+ g(z), kde g(z) = O (L). To znamens, ze limsup lg
k<x r—00
konstanta. Odtud lim |g(z)| = lim 112@l — 0. A tak O (%) = o(1). Tj. pro ,velkd“ x
T—00 T—00 z

dostavame odhad f(x) = > % = Inx +~+ zanedbatelné malé cislo. O (%), viz téz podkapitola
k<z

& |

8

0.2.
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Diikaz. Pripomeneme-li si definici Riemannova integralu, jsou pro kazdé k € N

zfejmé nerovnosti
1 k+1 1 1
— < —dt < —,
kE+1 /k t k
z nichz jednoduchymi tpravami dostaneme

1 A | 1 1
0< = — “dt< = — ——. 2.68
k A t ko k+1 (2.68)

Proto pro kazdé n € N plati

1 k+11(1 1 1
k<n k k<n

Protoze
SL L) (I (Lol
~\k k+1) \1 2 2 3 n on+l) 1 n+1
. (2.70)
dostéavame z (2.69) pro kazdé n € N
1 | 1
0< ——/‘ —dt) <1-— : (2.71)
k ot n+1

Oznacme v = > (% — f:“ %dt). Vyuzijeme-li srovnavaciho kritéria, pak je
k<oco

z (2.69), (2.70) a (2.71) zfejmé, Ze tento soucet fady opravdu existuje a plati

1 k+11 . 1
v<r= 2 (o[ o) < (1) =

k<co

Tj. 0 < v < 1. Podle vyse uvedené¢ho oznaceni je

1 k+1 1 1 k+1 1 00 1 k+1 1
- - _ Zdt ) = - —dt - — —dt ).
! E;(k lé t ) Z;(k ul t )+}§: (k nl ' )

=n-+1

J/

TV
ozna¢me f(n)

(2.72)
Nyni odhadneme hodnotu f(n). Vzhledem k ( 2.68 ) je f(n) > 0 pro kazdé n € N
a navic

f) = & (1-T1) < & (-eh) -

k=n+1 k
= ) TGt G ) s

L ! 1
= n}g{; (n+1 k+m+1)_n+1'
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Proto f(n) = O (%). Dosadime-li do (2.72), musi pro kazdé n € N platit

-3 (1= [ )0 -

=Sk f o) =
=Y +-In(n+1)-Inl+0 (%) =
Zi-hm )\I;, ()

Uvazme, ze

ntl 1 1\"
lim — = lim —nln (1+—> = lim —In (1+—> = —lne=—1.
n

n—oo - n—oo n—oo

Proto je —In 2 = O (1). Dosadime-li do (2.73), obdrzime vztah'
1 1
=) ——1 o(-).
Y ’Z; 2 nn+ (n)

A odtud jednoduchou tipravou? odvodime, ze pro kazdé n € N plati

Z%:lnn+v+0(%>. (2.74)

k<n

My vsak potrebujeme dokazat, ze pro kazdé « € R plati > % =lnz+~v+0 (%)
k<z
To nebude tézké. ozna¢me n = [z] a €, = x — [z]. Potom evidentné¢ 0 < ¢, < 1

Je tfeba si uvédomit, ze —In 2t + O (1) =0 (L) + 0 (L) = O(2), nebot O (L) neni

n n
konkrétni funkce (posloupnost), ale symbol zastupujici funkei (posloupnost) spliujici uréitou
podminku (viz podkapitola 0.2).

2Uvazte, ze —O (l) =0 (l)

n n
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a podle (2.74) plati
S S ieTiohnerso()-
= Inn+lhz—lnz+y+0 (1) =
= Inz—(Inz—Infz]) +7+0 (%) =
= Inz— (In([z] +e,) —Infz]) +7+ 0 (1) =
(2.75)
— eIl a0 (1) =
= Inz—1In <1+5—I> +y+0(2) =
[z]
o)
= lnz+~7+0(%)
O

Obdobnym zptsobem odhadneme hodnotu > Ink=Inl1+In2+---+In|x].

k<z

Lemma 2.37. Pro kazdé x € R, x = 2 plati

Zlnk =zlnz —2+ O(lnz)

k<x

Diikaz. 7 definice Riemannova integralu a vlastnosti funkce f(¢) = Int plyne, zZe
pro libovolné k € N, k 2 2 jsou splnény nerovnosti

k k+1
/ lntdt§lnk§/ In¢dt.
k k

-1
Oznacime-li [x] = n, pak musi platit

z": (/k: lntdt> = ilnk <y (/:H lntdt) . (2.76)

"Wyuzijeme toho, Ze 0 < lim sup ln(ljﬁ) < lim In (1 + w%) = 1. Proto In (1 + [E:TT]) =
o).

g
1
8
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n

Protoze In1 =0,je > Ink= > Ink= > Ink. A tak z (2.76) plyne odhad
k=1

k<z = k=2

n n+1
Intdt < Ink S/ In ¢ dt.
/1 o Z —Ja

k<x

n n+1
/ ntdt <Y Ink g/ In ¢ dt. (2.77)
1 1

k<zx

Z (2.77) dostavame

n n+1 n n+1
omek—/ 1ntdt§/ lntdt—/ lntdt:/ Intdt.  (2.78)
1 1 1 n

Funkce Int je rostouci a na intervalu (n,n + 1) nabyva kladnych hodnot. A tak
plati (viz Cvic¢eni podkapitoly 0.2)

n+1
/ Intdt <In(n+1) <In(z+ 1) = Olng). (2.79)

Z (2.78) proto plyne

> Ik —/ Intdt = O(Inz)

k<z 1

> k= /nlnth—O(lnx) (2.80)

k<zx 1

Uvazme, ze n < x < n+ 1 a tak, podle (2.79), musi platit
T n+1
0= / Intdt < / Intdt = O(lnx). (2.81)

Z (2.80) a (2.81) vyplyva (viz téz cviceni Podkapitoly 0.2), ze

n

Zlnk = /lntdt+0(lnx):

o
IA
8
3
S
ISY
=
@
—~
S
[0
S
=
—

:/lntdt— /lntdt +O(lnzx) =

1
——
=O0O(Inz) podle (2.81)

= /1ntdt+0(lna¢) +O(nzx) =

-~

1 =0O(Inz)
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=zlnz—2z—(1.In1—-1)+O0(Inz) =
N e’
O(lnz)

=zlnz -2+ O(lnz).

Lemma 2.38. (Mertensova prvni véta) Necht x = 2. Potom plati

lep Iz + O(1).

pSz
p€eP

Diikaz. Oznacme n = [z]. Podle Disledku 2.23 plati

Hp . kde a(p) = i P] . (2.82)

Navic pro kazdé z e R, pe Pa k =1,2,... plati (viz Cviceni 1.2.1)

3151

Proto (podle (2.82) a (2.83)) je v pfipadé n = [z] splnéna rovnost
[z
Hp , kde a(p) = Z {—k] : (2.84)
p<n k=1 p
Uvazme, Ze

Inn!=In(1-2--n)=Inl+In2+---+lnn= Zlnk (2.85)

k<n

| [Ip"® | = mp"® =3 ap)lnp= Z(i L%Dlnp. (2.86)

p<n p<n p<n p<n

Z (2.84) plyne, ze

Inn! =1In Hpo‘(p

pEn
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A tak, podle (2.85) a (2.86) musi platit

S mk=Y" (i L%D In p.

k<n p<n

Y k=Y Z[]ﬂ Inp.

k<n p<n kEN

pk<z
x x [z ]
Ink = - |+ |= —|—---)lnp.
,; ;(u Lﬁ} |p? ]
Z{ }lnp Zlnk Z( % +{%]+---)1np.
p<n k<n p<n LP” ] p

Z[ }lan%Zlnk—iz:([%}+L%]+...)1np, (2.87)

pEn k=n pEn

Podle Lemmatu 2.37 je > Ink = xInz — 2+ O(Inx). Dosadime-li do (2.87),
k<n
obdrzime

_Z[ }lnp— xlnx—x+0(lnx))—é2<[}%} n L%} +...)1np,

pEn pEn
—Z In —lnx—1+10(lnx)—lz 2l E 4+ ) (2.88)
e P= T x pgn p? P b=

Protoze —1 + O(Inz) = O(1) (viz Cvicen{ 0.2.1) mizeme psat

| R

p=n p<n

J/

Vv
ozna¢me A
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Nyni odhadneme hodnotu A ! .

1 T T
A= = — +{—]+--->lnp <
w;({ﬁ] p?
1 1
< Z<—2+—3+"')1np <
p<n p p
1 1 .
p<n p P g

~
soucet geometrické rady

B Inp . Ink _
B r P Sy ow

viz 2.6.1 Cviceni
A tak A = O(1). Dosazenim do (2.89) obdrzime (O(1) — O(1) = O(1))

1
—Z {z} Inp=1Inz+0(1) (2.91)
€ p
pEn
Jak vime, dané ¢islo (napf. a) je souctem jeho celé a zlomkové Casti (tj.
a = [a] + {a}). proto.

1 x 1 T 1 x
— —Inp=-— [—} Inp+ — {—}lnp. 2.92
L2 ymp=1D 10 xZ ; (2:92)

pEn pEn

Z (2.91) pak plyne

1 x 1 x
;Z;lnpzlnﬂ%%O(l%F;Z{E}lnp. (2.93)

. 7
~~

oznacme B

Dokézeme, ze B = O(1) (pripomenime, ze n = [z]).

B = iZ{%}lnp§iZlnp§éZlna::

pEn ol p=n p<w
<1

(2.94)

1
= Inz+Inz+---+Inzg | =—n(r)nw.
x

~
7 (xz)- krat

'Prvni nerovnost plyne z toho, ze % [ﬁ] < #, viz Cviceni 1.2.1
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Podle Véty 2.28 (CebySevova) existuje ¢, € RT takové, ze

T

7T(.l’) < Cgm

Tzn.

;W(.’B) Inz < .

Ze vztahu (294) tak dostavame
B = —1 E _CU Inp < C
- p=2cC

A proto B = O(1). Dosazenim do (2.93) obdrzime rovnost

—Z Inp=Inz+ O(1) + O(1).
—_———
ven o)

Krécenim x a protoze n = [z], dostavame dokazované tvrzeni Lemmatu

1
Z—lnp: Inxz + O(1).

pSx

2.6.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feseni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci

8.2.4.

1. Dokazte, ze Z Ik — O(1). (Névod: Dokazte existenci ¢isla ¢ € R ta-

k(k—1)

kového, ze Z klnk < ¢ = konst. € R. Pouzijte myslenku integralniho

k-1

kritéria konvergence rady. Integrujte per partes.)

2. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

Zk n(n+1)+vy+g(n),

k<n

kde v € (0,1) je Eulerova konstanta, a g(n) je funkce spliujici pro kazdé

n € N nerovnosti .

n+1

< g(n) <0.
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Kapitola 3

Hustoty mnozin

Co je to hustota mnoziny? Vyznam tohoto pojmu si predvedeme na konkrétnim
prikladeé.

Uvazujme mnozinu vSech sudych prirozenych ¢isel. Jak husté jsou jeji prvky
rozlozeny v mnoziné vSech prirozenych ¢éisel? Vazeny ctenar si jisté dokaze odpo-
vedét sam. Sudé ¢islo je kazdé druhé mezi vSemi prirozenymi cisly. To nas vede
k intuitivnimu zavéru, ze sudé ¢isla tvori 50% vsech prirozenych ¢isel.

Dalsi priklad? Uvazujeme vSechny nasobky cisla 3. Na ¢iselné ose predstavuji
kazdé treti prirozené ¢islo. Dochazime intuitivné k zavéru, ze nasobky trojky tvori
33,3% pfirozenych &sel. !

U ostatnich mnozin A C N si mizeme polozit obdobnou otazku, a to jak
velkou Cast mnoziny vSech prirozenych ¢isel tvori. A presné to by méla vystihovat
hustota mnoziny A.

Zpusobt, jak tento pomér odhadnout, je vice, a tak existuji rizné hustoty
mnozin. My se v dalsim textu budeme zabyvat asymptotickou, logaritmickou
a Schnirelmannovou hustotou mnoziny A C N.

A C N, které jsou mensi, nebo rovny n, tzn.

An)= > 1

a€A,asn

Definice 3.1. V dalsim textu bude symbol A(n) oznacovat pocet prvki mnoziny

Napriklad, je-li A mnozina vsech lichych ¢isel, pak pravé ¢tyti prvky z A jsou
mensi, nebo rovny 7. Proto je v tomto pripadé A(7) = 4.

1Vidime, Ze nasobki trojky je v jistém smyslu méné nez sudych &sel, a¢ ob& mnoziny jsou
nekonecné!
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3.1 Asymptoticka hustota

Zamysleme se, jak ur¢it pomér poc¢tu prvki mnoziny A C N ku poctu prvkua
mnoziny N. Pokud je A kone¢na mnozina, je to trividlni. Pocet prvki A je zane-
dbatelny vzhledem k poctu prvki N.

Co vsak v pripadé, kdy je mnozina A nekonecna? Tento pomér nemuzeme
urcit jako podil dvou &sel!, ale miiZeme se k nému limitné pfiblizovat! Jak? Pro
libovolné n € N muzeme urcit pomeér

Ten oznacuje (viz Definice 3.1) pomér poc¢tu prvkia mnoziny A ku poctu prvku
mnoziny N, ale uvazujeme pouze ty prvky z A a N, které jsou mensi, nebo rovny
n.2 Pokud chceme odhadnout pomér poc¢tu vsech prvkit mnoZiny A ku poctu
vsech prvki mnoziny N, musime zvétsovat n nade vsechny meze. To jest, hledame
hodnotu

m A0,

n—oo n

Jak vime z matematické analyzy, limita dané posloupnosti nemusi nutné existo-
vat, ale urcité existuje limes superior a limes inferior dané posloupnosti. A tedy

i posloupnosti d,, = #. Proto asymptotickou hustotu mnoziny A definujeme
nasledovné.
loo

neni definovano!
2Pocet prvkit mnoziny A, které jsou mensi, nebo rovny n je A(n). Podet prvki mnoziny N,
které jsou mensi, nebo rovny n je n.
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Definice 3.2. (Asymptotickd hustota) Necht A C N. Horni asymptotickou husto-
tou® mnoziny A nazyvame cislo

d(A) = lim sup @

n—00 n

Dolni asymptotickou hustotou mnoziny A nazyvame ¢islo

d(A) = lim inf A(n)

n—oo n

Jestlize d(A) = d(A), pak hodnotu

d(A) = d(A) = d(A) = lim Aln)

n—oo n

nazyvame asymptotickou hustotou mnoziny A.

Pripomenme, ze limes superior posloupnosti d,, znac¢ime limsupd, a jednd se o nejvétsi
n—oo
hromadny bod posloupnosti d,,. Napriklad, vezmeme-li posloupnost —1 + %, 0+ %, 1+ %, -1+
+30+41+4%,...,-1+L1 0421+ 1 . pak hromadnymi body této posloupnosti jsou
body 0, 1 a —1, nebot v jejich (i libovolné malém) okoli se nachdz{ nekonetné mnoho prvka
dané posloupnosti. Proto je limes superior této posloupnosti rovno 1 a limes inferior (nejmensi
hromadny bod posloupnosti) je rovno —1.

Uvedeme nékteré vlastnosti asymptotické hustoty mnoziny (tyto vlastnosti
budou dokazany v ramci cviceni). A C N.

1. Pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horni a dolni asymptoticka hustota
d(A), respektive d(A), ale nemusi existovat asymptotickd hustota d(A).

2. Pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 < d(A) = d(A) = 1.

3. Existuji mnoziny, jejichz asymptotickd hustota spliuje d(A) = 1 a presto
A # N. Jde napiiklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je neprazdna
konecné podmnozina mnoziny ptirozenych ¢isel.

4. Existuji nekone¢né mnoziny, jejichz asymptoticka hustota splnuje d(A) = 0.
Napifklad mnozina A = {n? | n € N}, nebo mnoZina vsech prvocisel.

5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konecny pocet prvki,
pak asymptotickd hustota vysledné mnoziny je stejnd jako asymptoticka
hustota mnoziny A. Tj. pokud A, K C N, K je konetnd mnozina, pak
d(AUK) =d(A) a také d(A — K) = d(A).

Priklad 3.3. Naleznéte asymptotickou hustotu mnoziny A = {4k — 1 | k € N}.
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Resenti:

Podle zadani mnozina A obsahuje ¢éisla 3, 7, 11, 15, .... Abychom uréili d(A),
musime znat A(n). Tj. musime ur¢it, kolik prvkid mnoziny A je mensich, nebo
rovinych n. Jinak feceno, hledame odpovéd na otazku, pro kterd k£ € N plati

4k —1 < n.
Upravami této nerovnosti dostévame

4k < n+1,

n 1
k< —+ -, 3.1
STt (3.1)
Pokud si situaci predstavime na ¢iselné ose, je ziejmé, ze ¢isel k € N spliujicich
nerovnost (3.1) je pravé [2 + 1].! Proto

kde 0 < ¢, < 1 pro kazdé n € N.
Odtud dostavame

A L4l e, 1 1 " 1
d(A)zhmﬂ:th:hm T -

Vysledek mtizeme interpretovat tak, ze ¢isla ve tvaru 4k — 1, kde k£ € N tvori
jednu ¢tvrtinu vsSech prirozenych cisel.

Nyni pomoci drive nabytych védomosti dokazeme, ze asymptotickd hustota
mnoziny vSech prvocisel je rovna nule. Znamena to, ze prvocisel je mezi vSemi
prirozenymi ¢isly zanedbatelné maélo.

Véta 3.4. Necht P je mnozina vsech prvocisel. Potom d(P) = 0.

Diikaz. Podle Definice 2.12 a 3.1 je P(n) = 7(n). Navic podle prvni Cebysevovy
véty existuje co > 0 takové, Ze pro kazdé n = 2 je

m(n) < Cgl

Inn’
Proto
0< d(P) < A(P) = limsup "2 < fim 2B _ iy 2 _ g
n—o00 n n—o0 n n—oo lnn

Hz] je celd ¢ast ¢isla .
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Proto

]

Déle dokazeme, ze ne u kazdé mnoziny A C N muzeme urcit jeji asymptotic-

kou hustotu. Je to dano tim, ze pro nékteré mnoziny A limita lim @ neexistuje.
n—oo

V takovém pripadé fikame, ze mnozina A nema asymptotickou hustotu, nebo ze
d(A) neexistuje.

Véta 3.5. Existuji mnoziny A C N takové, Ze asymptotickd hustota d(A) ne-
existuje. Napriklad mnozZina prirozenych cisel, které ve svém dekadickém zdpisu
zacinaji cifrou 1 nemd asymptotickou hustotu.

Diikaz. Pro kazdé prirozené ¢islo k existuje m € N U {0} takové, Ze k muzeme
zapsat ve tvaru!

k= a,10™ 4 - 4+ a110 + ay,
kde G, - .., a1,a0 € {0,1,...,9}, a,, # 0.2 Oznacme A mnozinu piirozenych ¢isel
k takovych, ze

k=110"+--- 4 a;10 + ay.
Tj. jde o mnozinu

A={1,10,11,...,19,100,101,...,199,1000,1001,...,1999,...}.

Nejprve uréime A(10 — 1), A(10% — 1), A(10° — 1), ..., A(10™ —1).
A(10—1) =
A(102 — 1) = 1 +10
A(103 — 1) =1+10+ 100 (3.2)

A(lOm—l) = 14104100+ --- 4+ 10™*
Nyni uréime A(2.10 — 1), A(2.10% — 1), A(2.103 — 1), ..., A(2.10™ —1).
A(210—1) =1+ 10

A(2.102 — 1) = 1+ 10 + 100
A(2.10° — 1) = 1+ 10 + 100 + 1000 (3.3)

A(210™ — 1) =1+ 10+ 100 + - - - + 10™

'Napiiklad k& = 3637 = 3.10% + 6.10% + 3.10 + 7.
2V dekadickém zapisu k pak piSeme k = a,, - - - a1ag. Napiiklad k = 2.10% +1.102 +0.10 + 3
zapisujeme jako k = 2103.
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Z (3.2) a (3.3) dostavdme pro kazdé m € N platnost vztaht'

A10™ —1) =1+ 10+ 1004 - -- 4+ 10m1 = S 1071 = 101
i=1

10—1
(3.4)
m—+1 ) m
A210™m —1) = 1+ 10+ 100+ --- + 10™ = Y 107" = 1000
i=1
Pokud by asymptotickd hustota d(A) existovala, pak by muselo platit?
A A(10™ —1 A(2.10m -1
dA) = tim A gy ALYy ARLTZL) g
To ovsem neplati, nebot
A(10™ — 1) D=t
lim ————— = lim ———— = — :
mvee 10M—1  mewo10m—1 9 (3.6)
a
A(2.10m — 1 et L 110.10m —1 110 5
lim AL ) im0 gy L = =_. (3.7

mooo 210m —1  moe210m—1 moee9210m—1 92 9
Vidime, Ze (3.6) a (3.7) je ve sporu s predpokladem (3.5). Z toho plyne, ze

asymptotickd hustota d(A) neexistuje.
[

Nakonec poznamenejme, ze asymptotickou hustotu lze pouzit nejen k cha-
rakterizaci ,,velikosti“ mmnozin, ale také pri zkoumani vlastnosti aditivnich bazi,
r-hustych mnozin a podobné.

3.1.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feSeni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.3.1.

1. Ovéite, Ze pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horni a dolni asympto-
ticka hustota d(A), respektive d(A), ale nemusi nutné existovat asympto-
ticka hustota d(A).

2. Dokazte, ze pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 < d(A) < d(A) = 1.

-1
qg—1

IPro soucet geometrické fady a; = a1q*~! plati vztah Y a1¢°~! = a1 . V nasem pripadé
i=1
jea; =1aq=10.
2Jak znidmo, jestlize posloupnost realnych ¢isel konverguje, pak jeji vybrand posloupnost

konverguje k téze hodnoteé.
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3. Dokazte, ze existuji mnoziny, jejichz asymptotickd hustota spliuje d(A) = 1
a presto A # N. (Jde naptiklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je
neprazdna kone¢nd podmnozina mnoziny prirozenych ¢isel.)

4. Ovétte, ze existuji nekonecné mnoziny, jejichz asymptoticka hustota spliuje
d(A) = 0. (Naptiklad mnozina A = {n? | n € N}, nebo mnoZina vsSech
prvocisel.)

5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konecny pocet prvki, pak
asymptoticka hustota vysledné mnoziny je stejna jako asymptoticka hustota
mnoziny A (za predpokladu, ze d(A) existuje). Tj. pokud A, K C N, K je
kone¢na mnozina, pak d(AU K) = d(A) a také d(A — K) = d(A). Dokazte.

6. Dokazte, ze neexistuje asymptotickd hustota mnoziny A = U, en{6"+1,6"+
+2,...,2.6"}

3.2 Logaritmicka hustota

Jak jsme vidéli v predchazejici podkapitole, je ,nejprirozenéjsi“ charakterizovat
velikost mnoziny A C N pomoci asymptotické hustoty. Velkou slabinou ovsem je,
ze tuto hodnotu nejsme schopni urc¢it u libovolné mnoziny A C N.

Déle uvidime, ze logaritmicka hustota tento nedostatek neodstranuje zcela
(existuji mnoziny, které nemaji ani logaritmickou hustotu). Nicméné kazdd mno-
zina, kterd ma asymptotickou hustotu, ma také logaritmickou hustotu (a jsou
si rovny) a hlavné, existuji mnoziny, které nemaji asymptotickou hustotu, ale
logaritmickou hustotu maji.

Mizeme proto Tici, ze zavedenim logaritmické hustoty jsme rozsitili nase
schopnosti charakterizovat velikosti mnozin A C N. Pojem logaritmické hustoty
je zobecnénim pojmu asymptotické hustoty mnozin.

A jaka je myslenka logaritmické hustoty? U asymptotické hustoty jsme se
snazili ur¢it limitu poméru poétu prvku mnoziny A (mensich, nebo rovnych n)
ku poctu prvi mnoziny N (mensich, nebo rovnych n). Tj. hledali jsme hodnotu

A o
d(A) = lim Aln) = lim ——.
n—oo N n—o00 Z 1

=

U logaritmické hustoty srovnavame velikosti sou¢tt prevracenych hodnot prvki
z A a N. Tj. hledame hodnotu

RN
IS

IIAM
3>

d(A) = lim

n—oo

HiNg
=

IAM
3z
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S odkazem na znalosti z matematické analyzy miizeme Tici, Ze tato limita ne-

musi nutné existovat, ale urcité existuje limes superior a limes inferior posloup-
> L
a€A @
a<n
> %
kEN
k<n

nosti d,, = Proto logaritmickou hustotu mnoziny A definujeme nasledovné.

Definice 3.6. (Logaritmickd hustota) Necht A C N. Horni logaritmickou hustotou
mnoziny A nazyvame c¢islo
1
0(A) = lim sup =

keEN
k<n

Dolni logaritmickou hustotou mnoziny A nazyvame cislo

1
0(A) = liminf =

kEN
k<n

Jestlize 0(A) = 6(A), pak hodnotu

nazyvame logaritmitickou hustotou mnoziny A. V piipadé, Ze 6(A) # §(A) fikdme,
ze 6(A) neexistuje, nebo ze A nemd logaritmickou hustotu.

Ctenéfe mozné napadla otazka, pro¢ se v nazvu logaritmické hustoty vyskytlo
slovicko ,logaritmickd,“ kdyz v jeji definici neni po logaritmu ani stopy. Odpoved
skryva nésledujici lemal.

n
1Jde o to, 7ze soucet > % pri velkych hodnotach n nabyva hodnot ,témér stejnych“ jako
k=1
funkce Inn 4+, kde v = 0,577 215 je konstanta (a tedy pro velkd n také zanedbatelnd polozka).

Hodnotu souctu prevracenych hodnot ¢isel patficich do mnoziny A, > %, proto mizeme po-

a€A
as<n

rovndvat s hodnotou Inn. Cim ,hustéjsi“ je mnozina A (tzn. jen ,mélo“ pfirozenych ¢isel do
ni nepatri), tim vice se k sobé tyto dvé hodnoty blizi
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Lemma 3.7. Necht A C N a §(A) existuje. Potom plati

d(A) = lim e lim osn

n—oo

Diikaz. Podle Lemmatu 2.36 (viz téZ pozndmka pod carou k Lemmatu 2.36) pro
kazdé z € R, z = 1 plati

1
Zgzlnn—l—”y—l—o(l),

k<n
keN

kde 7 je takzvana Eulerova konstanta (jeji ptiblizn& hodnota je 0,577 215). Proto®

aiA agA
6(A) = lim —— = 1i =
(A) e 3 % v Inn+ v+ o(1)
keN
k<n

J/

1
. aZn Inn
= lim =
n—00 ( Inn Inn+vy+o(1)

—1

O

Nyni ukézeme, ze kazda mnozina, ktera ma asymptotickou hustotu ma i lo-
garitmickou a jsou si rovny.

Véta 3.8. Necht A C N. Potom plati

d(A) = §(A) £ 9(A) < d(A).

Vyuzijeme toho, Ze pokud li_>m f(n)g(n) = 6(A) e Ra 1i_>m g(n) = 1, pak li_>m f(n) =
n—oo n—oo n—oo
=4(A).
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Diikaz. Vezméme libovolné m,n € N, n > 1 a m < n. Potom plati’

1 Ak -Ak-1)
Z a Z L -

a<€fi k=m
Alm)—A(m—1) A(m+1)— A(m)
m m+ 1
+A(n —1)—A(n—2) n A(n) —A(n —1) _
n—1 n
Alm — 1) 1 1 1 1
m (m)<m m+ 1 Alm + )(m—i-l m—i—2)
1 1 (n)
A(m — 1) 1 1
= — A A 1
m (m)m(m 1) T A(m+ )(m+1)(m+2)
1 A(n)
PR A _— 1 pr—
+--- 4+ An )(n ~n +—
O A) Am—1) S A(k) 1
T on m + — k k+ 1 (3:8)
Oznatme Q,, = {ATm), AE::EU,...} a supremum? této mnoZiny oznacime

sup %’C). Potom z (3.8) plyne, ze pro kazdé m,n € N, m < n plati
k>m

Z 1 An)  A(m-1) N Alk) 1 <
~ a n m = k k+1—
n—1
< A(n) B A(m —1) n " Ak) 1
n m = k2m k k+1
_ A(n) B A(m —1) + sup A;k) ; <
" m kzm k=m+1
A Alm -1 A(k) =1
C A Am=1) | AGK) 91 59)
n m k>m K k

Vgimnéte si, ze pokud &fslo k patif do mnoziny A, je A(k) — A(k — 1) = 1, pokud ne, je
A(k) — A(k—1) =0.

2Pfipomenme, ze k supremu mnoZiny se svou hodnotou prvky této mnoziny mohou libovolné
blizit, ale nikdy nemohou byt vétsi!
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Proto (viz (3.8)) pro libovonné m € N a pro vSechna n = m plati

1 Am-—-1) A A "1
L A=Y AW AR ST
—~ a m n k>m K k:lk

1 1 Am-1) A Ak) <=1
Loy L Ao A o AG) S
aeAa a€A a m n k>m k k

a obdrzime tak pro libovonné m € N

n
.. - , 1
Celou nerovnici podélime vyrazem kzl T

a pro vsechna n = m nerovnost

a€A acd A(m—1) A(n) Ak

ain — a<: L4 m - < sup E{; ) (3.10)
TR TR T

k=1 k=1 k=1 k=1

—0 pfi n—oo

Pti n — oo pak podle definice horni logaritmické hustoty pro libovonné m € N
z (3.10) dostdvame'

(3.11)

A protoze vztah (3.11) je splnén pro kazdé m € N, plati také

0(A) £ lim <sup AUC)) : (3.12)

Ve Cviceni 3.2.1 je dokazano (viz feSeni), ze
A(k Ak
lim | sup L = lim sup L
M=00 \ k>m k k— o0 k

Proto

0(A) £ lim sup A;{:k) =d(A). (3.13)

k—o0

'Uvazte, ze pro dané m jsou Y. 1 a w konstanty, pro kazdé n € N je 0 < # <1
acA
aS<m-—1

n
a Y + — oo piin— .
k=1
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Zbyva dokazat,ze d(A) < §(A). Ozna¢me symbolem kglf % infimum mnoziny
Qm = {m Alm+l) ... }. Ze vztahu (3.8) pak plyne, ze pro kazdé m,n € N,

m ? m+l

m < n plati

Z% _ A(n) A(m—1)+" %LE

acA k=m
m<as<n

> - inf ——— =
- n m * = iem k k41
_ Aln)  A(m-—1) g A(k) 1
n m k>m k k
k=m+1
(3.14)
A tak
1 _An) Am—1) Ak ~=1 Ak &K1
- > _ P AW - 1
2, 2T, T tEST LT 2y OB
_aca k=1 k=1
Oznac¢me c(m) = —% — inf ATk) > 4. Pii tomto znaceni miZzeme (3.15)

prepsat do tvaru!

1 1 _A A "1
E ——E —zﬂ—f—c(m)%—infﬂ —.
acA a a€A a n kim k k=1 k
aln a<m

Tato nerovnice je splnéna pro libovolné m € N a pro libovolné n € N, n > m.
n

Obé jeji strany podélime ) % a obdrzime tak?
k=1

a : A
S i A gem) - Alk) (3.16)
1 ) N1 Tkzm ko '
5 5 > %
k=1 k=1 k=1
——" ————
—0 pfi n—oo —0 pfi n—oo

m
Pro dané m jsou w i inf % > + konstanty.
kzm k=1

2 Z; % a ¢(m) jsou pro dané m konstanty, navic 0 < # <1 pro kazdé n € N.
agc
a<m
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Pti pevné zvoleném m a n — oo z (3.16) dostavame

d(A) = liminf mESt > pf
n—00 n “k>m k
— Z % =
k=1

Tato nerovnost plati pro kazdé m € N. A tak, pti m — oo dostavame

8(A) > lim <inf Ag")) . (3.17)

m—o00 \ k2m
Obdobné jako ve Cviceni 3.2.1 bychom mohli dokéazat, ze

lim <inf %) = lim inf @ — d(A).

m—oo \ k2m k—o0

Z (3.17) pak plyne
5(A) = d(A). (3.18)

Spojenim nerovnic (3.13) a (3.18) obdrzime dokazované tvrzeni!

d(A) < 8(A) = 6(A)

[IA

d(A).
O

Véta 3.9. Necht A C N. Jestlize existuje asymptotickd hustota mnoZiny A, pak
existuje i logaritmickd hustota mnoZiny A a plati

Dukaz. Tvrzeni této véty je dusledkem Véty 3.8. Jestlize existuje asymptoticka
hustota mnoziny A, znamend to, ze se jeji horni a dolni asymptoticka hustota
rovnaji a jejich spoletnd hodnota je rovna d(A), tj.

d(A) = d(A) = d(A).
Véta 3.8 tika, ze d(A) < §(A) < §(A) < d(A). V tomto piipadé® proto plati
d(A) £ SA < SA L A(A).

A proto neni jind moznost, nez ze se rovna také horni a dolni logaritmicka
hustota a jsou rovny d(A). Podle definice logaritmické hustoty je vsak jejich
spole¢nd hodnota rovna 6(A). Proto musi platit d(A) = 6(A).

O

Widy plati §(A) < 6(A).
2Tj. v piipade, ze existuje d(A).
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V predchozi podkapitole vénované asymptotické hustoté jsme vidéli, Ze exis-
tuji mnoziny, které nemaji asymptotickou hustotu. Jako ptiklad byla uvedena
mnozina prirozenych ¢isel, které ve svém dekadickém zapisu zac¢inaji jednickou.
Z nasledujici veéty plyne, ze logaritmicka hustota této mnoziny existuje a je rovna
log,q2 = 0, 301.

Mnozinu prirozenych cisel, které ve svém dekadickém zapise zacinaji ¢islem
ce{l,2,...,9} ozna¢me M,. Tj.

M, = {c10/+a; 110/ '+ +a;.10+aq | j € NU{0},a;_1,...,a1,a0 € {0,1,...,9}}.

Véta 3.10. Pro kazdé c € {1,2,...,9} plati

c+1
d(M.) = logyq < . > )

Diikaz. Potfebujeme urcit hodnotu limity (viz Lema 3.7)

1
a%ﬂ;fc a
§(M,) = lim ="

nosoo Inn

Je proto t¥eba urcit hodnotu souétu Y. % v zévislosti na n.
a€EMc
as<n

Mnozina M, obsahuje pfirozend éisla ve tvaru c.10/ —|—aj,1.10j_1 +---4a. 104
+ ag. Uvazujme, kterad prirozena cisla a patti do mnoziny M, a splinuji podminku
10/ < a < 10" Nejmensi takové ¢islo a je rovno c.10 a nejvétsi je rovno
109 +9.10° 1+ -+ 910+ 9 = (¢ + 1)10/ — 1. A vSechna prirozend ¢isla mezi
nimi také patii do mnoziny M.. Proto, oznac¢ime-li pro kazdé j =0,1,...

Li= Y, é (3.19)

a€EMc
109 <a<109+1

je
L - ooy o v é (3.20)

. o a o a :
c.107Sa<(e+1)109 -1 a<(c+1)107 -1 a<c.107 -1

Pro kazdé n € N plati (viz Cvideni 2.6.1) > L =1In(n+ 1) + v+ g(n), kde ~

asn

< g(n) < 0. Proto

s]

1

je konstanta, a g(n) spliiuje nerovnosti —
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Li = In((c+1)107) = In(c10/) + g((c + D107 — 1) — g(e.107 — 1),

a(j)
B (c+ 1)107 .
Lj = In (W ‘I‘O[(j),
1
L, = In (CJCF )+a(j), (3.21)

(3.22)
— J 1
0 < gc10? = 1) <

c.107 *

A tak a(j) = g((c+ 1)1V — 1) — g(c.10? — 1) spliiuje pro kazdé j = 0,1, ...
podminku

1 _ 1

"o U= .

Nyni uz mizeme snadno odhadnout hodnotu souctu > %. Pro dané n jiste
a€EMc

existuje 7, € N takové, ze =
107" <n < 107, (3.24)
Podle (3.19) a (3.24) plati
jn—1 T,
;} L; < ; - < ;0 L;, (3.25)

as<n

dosazenim (3.21) do (3.25) obdrzime

S () o) s D i< (1) +o0)

j=0 a€Mc j=0

<
]
5
VR
(@)
o |+
—_
N——
_|_
o
3
L
Q
<
IA
Q|
A
.
. 3
M
5
VRN
(@)
o |+
—_
N——
o
3
e
Q
—
<o
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o (1 +jn_1 <'><Zl<(‘+2>1 el +fj (). (3.26)
Jnln { — > o) = - < Un n{— > alj)- :
7=0 aféf\;flc 7=0
S vyuzitim (3.23) dostaneme odhady
Jn—1 Jn—1 e o]
—1 —1 —10
) = —_— 2 - = 3.27
oli) 2 2 (ctr )10 = 2 ctr DIV 9(ct 1) (327)
Jj=0 j=0 j=0
. jnt1 1
In In e}
1 1 10
) = - < - = —, 2
2= G5 E2 qy = (3.28)

j
Pouzijeme odhady (3.27) a (3.28) v nerovnostech (3.26) a obdrzime

c+1 10 1 c+1 10
i1 _ <N 2 <, +2)1 - 3.29
J n( c ) 9(c—|—1)_a§;a (]+)n( c )+9c (3:29)

aln
Z nerovnosti (3.24) uréime hodnotu j,

10 £ n < 109,

In10’» < Inn < Inl10n*H
Jolnl0 = Inn < (j,+1)In10,
g SRR < g+l

Inn

] 7 nerovnosti (3.29) plynou nésledujici odhady:

To znamena, ze j, = [

> %

a€Mc 1 ctl) _ _ 10
lim inf —> > lim / n( < ) etl) _
n—+00 nn n—00 Inn
1 (et
s g D) g, 10
n—oo  Inn n—~o0 9(c+1)Inn
=0
L [Elm(s)
n—00 Inn
In (&L
_ () (3.30)
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a
1
"EZJV:IC “ : e+l 10
imsup-= < g nt2) In(<2) + g _
nooo INn T nooo Inn
o G a0
n—00 Inn n—oo 9clnn
=0
Inn c+1
— hm ([lnlo] +2) lIl (%) —
n— 00 lIlTL
In (<£)
Proto
1 1
In (<L) Z ' ZM (=)
¢ 2 < liminf — < lim sup — < £
In 10 n—oo Inn nooo Inn In 10
To znamena, ze
> . > e >
R SRSt e
lim inf = lim sup = lim = =
n—oo Inn 00 nn n—oo Inn In10

A tak (viz Lema 3.8)

“ain In (< 1

3.2.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a Teseni prikladt tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.3.2.

1. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny prirozenych cisel, které ve svém
dekadickém zépisu zacinaji ciframi 11. Tzn. jde o mnozinu A = {11,110, 111,
...,119,1100,1101,...,1199,... }.

2. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny A = UjeN{6j+1, 67+2,...,2.67}.

3. Necht A C N. Dokazte, ze lim (sup %) = lim sup Alk)

e
m=00 \ k>m k—o0
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3.3 Schnirelmannova hustota

Asymptotickou i logaritmickou hustotou dané mnoziny A se snazime vystihnout
pomeér velikosti mnoziny A a velikosti mnoziny prirozenych ¢isel N. Schnirelman-
nova hustota, kterou se budeme v této casti textu zabyvat, ma ponékud jiny
vyznam. Predvedeme na konkrétnim prikladé.
Uvazujme mnozinu A, kterd obsahuje vsechny prirozené ¢isla, kromé ¢isla 2.
Tj.
A=1{1,3,4,5,... }.

. w1 A , .

Prozkoumejme posloupnost c¢isel % Pokud se omezime pouze na prvnich n
pfirozenych ¢&isel', pak toto ¢&slo udavd pomdér poctu prvki mnoZiny A mezi
témito ¢isly ku poctu vSech téchto ¢isel. U vyse uvedené mnoziny A tak dostavame

WIN N ]|~

1
= =1——, pron = 2.
n

(3.32)

A tak, oznacime-li R = {# | n € N}, je zfejmé, ze

123
R=<1,-,-,-,...
{ ) 27 37 47 }
! An) 1
n
inf —= = —. 3.33
W T3 (3:33)
Posledné uvedend hodnota in£I # vyjadruje, k jaké nejmensi hodnoté se
ne

piiblizily (& ji doséhly) hodnoty 2% pro viechna n € N. U nami zvolené mnoziny

A jsme zjistili (viz rovnice (3.32) a (3.33)), Ze mezi ¢isly 1,2, ..., n je nejméné jedna
polovina ¢isel patticich do mnoziny A (tento krajni pripad nastal pro n = 2.)
Cislo inlf\] @ tedy svym zptisobem také charakterizuje velikost mnoziny A. Ri-
ne

kejme mu Schnirelmannova hustota mnoziny A. Nejde vsak, tak jako u asympto-

I'Tim je minéno na &sla 1,2,...,n.
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tické a logaritmické hustoty, o pokus o odpovéd na otazku, jak velkou c¢ast z pri-
rozenych ¢isel tvori mnozina A. Jde o odpovéd na otazku, jakou nejmensi ¢ast
z Cisel 1,2, ..., n tvori prvky mnoziny A (a to pro vSechna moznd n).

Z toho také plyne, mozna na prvni pohled ponékud zarazejici, vlastnost Schni-
relmannovy hustoty. Spociva v tom, ze kdyz do dané mnoziny A nepatii ¢islo
1, pak jeji Schnirelmannova hustota je rovna nule (viz nésledujici Lema 3.12).
A to i v pripadé, ze mnozina A obsahuje tfeba vSechny zbyvajici prirozena cisla.
Nicméné na tom vlastné neni nic zarazejictho, nebot mezi ¢isly 1,... , n pron =1
neni ani jeden prvek z mnoziny A. Proto je Schnirelmannova hustota mnoziny A
nutné rovna 0.

Dost bylo uvodu, pristupme k definici Schnirelmannovy hustoty.

Definice 3.11. (Schnirelmannova hustota) Necht A C N. Schnirelmannovou hus-
totou mnoziny A nazyvame ¢islo

o(A) = inf A(n)

neN n

Zakladni vlastnosti Schnirelmannovy hustoty shrnuje nasledujici lema.
Lemma 3.12. Necht A C N potom plati:

1. Schnirelmannova hustota o(A) existuje pro kaZdou mnozinu A C N.
2. Pro kazdou mnoZinu A CN plati 0 £ 0(A) = 1.

3. Plati, Ze o(A) = 1 prdvé tehdy, kdyz A = N.

4. Jestlize 1 ¢ A, pak o(A) = 0.

5. Pro kazdé n € N plati, Ze A(n) 2 no(A).

Diikaz. 1. Jak bylo jiz nejednou feceno, mnozina realnych c¢isel ma vzdy své
infimum. A tak musi existovat i
An
o(A) = inf (n)
neN 1

nebof symbolicky zapis inj{[ # neznamena nic jiného, nez infimum mno-
ne
ziny {2 | n € N}.
2. Pro kazdou mnozinu A C N a pro kazdé n € N plati?

A(n)

n

0

A
I

1.

LA stoji za povsimnuti fakt, Ze asymptoticka i logaritmickéa hustota této mnoziny je rovna
1.
ZNebot 0 < A(n) < n.
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Proto {2 | n € N} C (0,1). A tak

0 < inf Al)

<1.
neN n -

=o(A)

. Nejprve dokazeme implikaci:

(A=N)= (c(4) =1).

To ovSsem neni nikterak slozité. Podle predpokladu je A = N. Proto pro
kazdé n € N plati A(n) =n. A tak

{%n)\neN}—{l}.

o(A) = inf )

neN N

Proto

=1.

Nyni provedeme diikaz opacné implikace, tj.
(c(A)=1)= (A=N).

Dokazeme vétu obménénou (viz Nepiimy dukaz v kapitole 0.4 ). To jest,
dokazeme pravdivost ekvivalentniho tvrzeni:

(A#£N) = (o(A) #1).

Podle predpokladu je A # N. Znamena to, ze néjaké prirozené ¢islo, ozna¢me
jej k, nepatii do mnoziny A. Proto je pocet prvka mnoziny A, které jsou
mensi, nebo rovny k, nejvyse roven k — 1. Symbolicky zapsano,

AR) <k —1.

A tak A(R) k-1 1
RS G
K = & p S

Infimum mnoziny je mensi (nebo rovno), nez jeji libovolny prvek. Proto

Trividlnim dusledkem je, ze o(A) # 1.
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4. Je ziejmé (viz vyse), Ze {@ | n € N} C (0,1). Proto?

A
0< inf 2. (3.34)
neN N

Podle predpokladu 1 ¢ A. Potom A(1) =0, a tak

Podle definice infima mnoziny musi platit, ze vSechny prvky mnoziny R =
= {# | n € N} musi byt vétsi, nebo rovny infimu mnoziny R. A protoze

jednim z prvka R je @, muzeme tvrdit, ze

L A _ A0

neN n 1

A

= 0. (3.35)

Z nerovnosti (3.34) a (3.35) pak plyne

o< inf A <.
neN n

To ovSem znamena, ze

o(A) = inf Al = 0.

neN N

Mnfimum mnoZiny R = {%") | n € N} nemutze byt mensi, nez 0, nebot na infimum mno-
ziny je kladen pozadavek, aby se v jeho libovolné malém okoli vyskytoval néjaky prvek z této
mnoziny. To nespliiuje zadné ¢islo mensi nez 0, protoze vSechny prvky mnoziny R jsou vétsi,
nebo rovny 0.
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Kapitola 4

Kongruence na mnoziné celych
Cisel

4.1 Relace kongruence na mnoziné celych cisel

Vratme se k tivaham o déleni se zbytkem. Na zakladni skole jsme se naucili, Ze
kdyz podélime ¢islo 11 cislem 4, je vyjde 2 se zbytkem 3. Neznamena to nic jiného
nez fakt, ze

11 =24+ 3.

Co kdyz k ¢islu 11 pri¢teme ¢tyrku, bude zbytek po déleni ¢tyimi stejny? No?!
No jisté, nebot

15=3-4+3.
Chcete dalsi priklad, no prosim, pricteme jesté ¢tyrku a vidime, ze

19 =44+ 3.

Opét stejny zbytek po déleni! Nyni uz je snad jasné, ze vSechna celd disla,
kterda miuzeme zapsat ve tvaru

z=Fk4+3, kdekeZ,

davaji pri déleni ¢islem 4 zbytek 3. VSechna tato ¢isla tvori mnozinu, kterou
pozdéji nazveme zbytkovou tridou modulo 4.
Proto, pokud délime &slem 4, rozpadd se mnozina celych &sel na étyiil zbyt-

!Miizeme obdrzet pouze zbytek, 0, 1, 2, nebo 3 a zadny jiny!
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kové t¥idy modulo 4, které budeme oznacovat nasledovné:!
= {k-4|keN}

= {k4+1|keN}

= {k4+2|keN}

= {k4+3|keN}

wl N = Ol

(4.1)

Vyse uvedené uvahy provedené na konkrétnim prikladé mtiizeme zobecnit.
Vsechna ¢isla z € Z ve tvaru

z=km+a, kde k € Z,0 £ a <m,

davaji pri déleni ¢islem m zbytek a. Maji tedy néco spole¢ného (jsou v relaci).
Rikédme, Ze jsou navzijem kongruentni modulo m.

Uvazme, co se stane, kdyz od sebe odecteme dvé cisla z; a zo patrici stejné
zbytkové tridy? No pokud opravdu z; a z5 patii do stejné zbytkové ttidy, musi mit
tvar z; = kym-+a a zo = kom+a. Jejich rozdilem je pak z1—z9 = (k1 —ko)m = km,
kde k € Z. Vysledkem je tedy ¢islo délitelné ¢islem m. A naopak, pokud je rozdil
dvou celych c¢isel délitelny cislem m, musi tato ¢isla patrit do stejné zbytkové
ti{dy modulo m.? Nyni uz snad bude ziejmy vyznam nasledujici definice.

Definice 4.1. (Kongruence na mnoZiné Z) Necht z,a € Z, m € N. Cisla z a a
jsou kongruentni modulo m, praveé kdyz z — a = km, kde k € Z. Znac¢ime

z = a(modm).

Definici mame za sebou. Nyni dokazeme, ze relace kongruence na 7Z, tak jak
jsme ji definovali, je relace ekvivalence na mnoziné Z. Cesky to znamend, ze
kongruence méa tii vlastnosti. Za prvé, kazdé celé ¢islo je kongruentni samo se
sebou (jde o relaci reflexivni ). Za druhé, kdyz a je kongruentni s ¢islem b, pak také
b je kongruentni s a (jde o relaci symetrickou ). A za treti, kdyz a je kongruentni
s ¢islem b a b je kongruentni s ¢islem ¢, pak a je také kongruentni s ¢islem ¢ (jde
o relaci tranzitivni).

Véta 4.2. Relace kongruence modulo m je relaci ekvivalence na mnoziné celyjch
cisel. To jest, pro kazdé a,b,c € Z a pro kazZdé m € N plati:

1. a = a(modm),
2. a = b(modm) = b = a(modm),
3.

(
(a = b(modm) A b= c(modm)) = a = c¢(modm).

'Navic kazdé celé éislo patii pravé do jedné z téchto tiid. Tj. nemtize patiit do dvou riiznych
zbytkovych tiid zaroven - viz Véta 1.12.
2Dokazte! Viz cvicend.
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Druikaz. 1. Pro kazdé a € Z plati a —a = 0 = 0-m. Podle Definice 4.1 to
znamend, ze a = a(modm).

2. Jestlize a = b(mod m) potom (viz Definice 4.1) je a — b = km, kde k € Z.
A tak b —a = —km = k*m, kde k* € Z. Podle Definice 4.1 to znamena, ze
b = a(modm).

3. Predpoklddejme, ze a = b(modm) A b = ¢(modm). Z definice kongruence

dostavame
a b = km | _, a—c=(k —ky)m="km, kde k € Z. (4.2)
b—c = kom ! 2 ’ ' ’
Z Definice 4.1 a (4.2) plyne, ze a = c¢(mod m). O

Ac¢ jsme jiz nékolikrat pouzili pojem zbytkova tiida modulo m, pracovali jsme
s nim zatim jen intuitivné - neuvedli jsme definici tohoto pojmu. Tento hruby
nedostatek nyni odstranime.

Definice 4.3. (Zbytkovd trida) Necht r € Z, m € N. Potom zbytkovou tfidou
modulo m nazveme mnozinu

Tm=1{2€Z|z=r(modm)}.

V pripadé, kdy je jasné, ze jde o zbytkovou tiidu modulo m, pouzijeme misto
oznaceni 7,, pouze oznaceni 7.

Z Definice 4.3 a Véty 4.2 je zejmé, Ze v pripadé, kdy ¢islo k patri do zbytkové
tiidy 7 modulo m (tj. k£ = r(modm)), pak k =7, nebot

knm= {2€Z|z=k(modm)} ={2€Z|z=r(modm)} =T7,.

[z = k(modm) Ak =r(modm)] = z=r(modm)
proto k,, C Ty, navic

[z =r(modm) Ak =r(modm)] = z=k(modm)
proto Em DT

Tak napriklad, uvazujme zbytkové tridy modulo 5. Potom plati

0=5=10=15=...,
1=6=11=16=...,
2=7T=12=17=

1Stad{ seéist uvedené dvé rovnice.
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Jinak fec¢eno, nezalezi na vybéru reprezentanta dané zbytkové tridy.
A jesté uvedeme v soulad Definici 4.3 s motivaci uvedenou v tvodu této
podkapitoly.

Lemma 4.4. Pro kaZdé r € Z, a pro kazZdé m € N plati
Tm=1{2€Z|z=r(modm)} ={km+r|keZ}.

Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu plyne piimo z definice relace kongruence na Z.
Podle ni kazdé ¢islo z spliiuje kongruenci z = r(mod m) pravé tehdy kdyz z —r =
= k.m a to nastane pravé tehdy kdyz z = km +r. Proto ¢islo z patii do mnoziny
{z € Z | z = r(modm)} pravé tehdy kdyz patii do mnoziny {km + r | k € Z}.
Proto {z € Z | z=r(modm)} = {km+r | k € Z}. O

Kazda relace ekvivalence na dané mnoziné rozklada tuto mnozinu na tak-
zvané tridy ekvivalence. Jednd se o mnoziny obsahujici navzajem ekvivalentni
prvky. V nasem pripadé relace kongruence modulo m rozklada mnozinu Z na
tridy ekvivalence, které nazyvame zbytkovymi tridami modulo m .

Toto tvrzeni formulujeme jako vétu.

Véta 4.5. Oznacme7 ={z € Z | z=r(modm)}, pror =0,1,...,m — 1. Potom

2. Jestlize ri,ro € {0,1,....,m — 1}, r1 # 1o, pak 71 NTy = ().

Diikaz. 1. Dikaz tvrzeni Z = |-, '@ okamzité plyne z Véty 1.12. Podle ni
pro kazdé z € Z a pro kazdé m € N existuje pravé jedno k € Z a prave
jedno r € N, 0 < r < m takové, ze

z=km+r.

Tuto rovnost upravime na tvar z — r = km. To ovSem, podle Definice 4.1,
znamend, ze z = r(modm). A tak z € T.

Muzeme proto tvrdit, ze pro kazdé z € Z existuje zbytkova tiida 7 do niz
patii. Libovolny prvek mnoziny celych ¢isel Z je tedy také prvkem sjedno-
ceni mnozin U::Ol 7. Symbolicky zapsano,

c Dl 7. (4.3)
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Navic, pro kazdé 7, kde » = 0,1,...m — 1, plati ¥ C Z. Musi proto byt
splnén vztah

m—1
72 T. (4.4)
r=0
Z platnosti (4.3) a (4.4) pak plyne
m—1
Z=\]T.
r=0

. Provedeme duikaz sporem. Pfedpoklddejme, Ze r; # 7o a zdroven 7, N7y # ().

Protoze 71 NTy # (), musi existovat celé ¢islo z € 71 NTy To jest, 2 € Ty
a zaroven z € ro. Proto

r1 = z(modm),
z = ry(mod m). (4.5)

Z tranzitivnosti relace kongruence (viz Véta 4.2) pak plyne
r1 = ro(modm). (4.6)

Podle predpokladu je 0 < r; S m — 1 a také 0 < r < m — 1. Proto

g 1 g m — 17
—(m—-1) = —-r, =0 (4.7)
Se¢tenim nerovnic v (4.7) obdrzime
—(m—-1)<r—r<m-1. (4.8)

Z definice relace kongruence na Z a (4.6) plyne, Ze existuje k € Z spliujici
rovnici

ry— 1y = km. (4.9)

Tvrzeni (4.8) a (4.9) mohou byt obé pravdiva pouze v pripadé, ze k = 0.
Potom (viz (4.9)) plati r; — ro = 0, coz je ekvivalentni tvrzeni r; = ry. To
je ovsem spor s predpokladem ry # rs.

Predpoklad uc¢inény na zacatku je proto nepravdivy. Pravdiva je jeho ne-

gace: Jestlize 11 # ry, pak 71 N7y = 0.
[
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Z Véty 4.2 plyne, ze mnozina celych ¢isel Z se rozpada na celkem m zbytkovych
tiid modulo m. Jde o mnoziny 0,1,...,m — 1.

Véta 4.6. Necht a; = by(modm) a ay = by(modm). Potom
1. ay + ag = by + by(mod m),
2. ajas = bybe(mod m),

3. a; — ag = by — by(modm).

Dikaz. 1. Predpokladejme, ze a; = by(modm) a ay = by(modm). Potom,
podle Definice 4.1 existuji ¢isla ky a ko takové, ze

ay — bl = klm a a9 — b2 = l{?gm.

Sec¢tenim téchto dvou rovnic obdrzime

(CLl + ag) — (bl + bg) = (lﬁ + k’g) m.

=keZ
To, podle Definice 4.1 znamend, Ze a; + ay = by + by(modm).

2. Jak jsme zjistili vyse, predpoklady a; = b;(mod m) a ay = by(mod m) tikaji,
ze existuji Cisla ki a ko tak, ze

a; — b1 = klm a a9 — b2 = kgm.

Proto

ajay = (kym +by)(kam + by) =
= biby + kikom?® + k1bom 4 b kym =
= biby + m(kikam + kibs + bi1ko) =
= biby +mk.
(4.10)

A tak ajas — biby = km, kde k € Z. Z Definice 4.1 pak plyne

ajas = biby(modm).

3. Predpoklddejme, ze a; = by(modm) a as = ba(modm). Relace kongruence

je reflexivni (viz Véta 4.2), a tak —1 = —1(mod m). Uzijeme vysSe dokaza-
nych bodu této véty. Protoze as = by(modm) a —1 = —1(modm), plati,
podle druhého bodu, ze —as = —by(modm). A protoze a; = b;(modm)

a —ag = —by(modm), plati, podle bodu prvniho, ze a; + (—ag) = by + (—
—bs)(modm). To jest, a3 — ag = by — bay(mod m).
]
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Jak je mozné vyuzit poznatky Véty 4.2 a 4.67 Predvedeme na konkrétnim
prikladeé.
Priklad 4.7. Vezméme a = 3284, b = 2333 Jaky zbytek dava a 4+ b po déleni
¢islem 2 a jaky zbytek dava ab po déleni cislem 37
Resend: Piiklad bychom mohli vy¥esit ,hrubou silou,” to jest, se¢ist a a b, vy-
nasobit a a b a pak délenim prislusnym cislem zjistit, jaky davaji zbytek. Nicméné
mame elegantnéjsi reseni, nebof nebudeme muset délit tak velka cisla, jaka bychom
obdrzeli pri sc¢itani a nasobeni ¢isel a a b. Nebudeme muset cisla a a b ani scitat
ani nasobit.

Uvazme, ze 3284 = 0(mod 2) (3 284 je sudé, a tak po déleni ¢islem 2 dostaneme
zbytek 0) a 2333 = 1(mod 2) (je to ¢islo liché). Proto, podle Véty 4.6 plati

328442333 =0+ 1(modc),

3284 4+ 2333 = 1(mod c).

Znamena to, Ze ¢islo 3284 + 2333 patii do zbytkové tiidy 1 modulo 2, tzn.
¢islo a + b dava po déleni ¢islem 2 zbytek 1.

Obdobné u soucinu ab. Zjistime, do jakych zbytkovych tfid modulo 3 patii
¢isla a a b. Mizeme od nich postupné odecitat ¢i pri¢itat nasobky ¢isla 3 (tim
dostaneme ¢islo mensi, ale patrici do stejné zbytkové tiidy), az dojdeme k ¢islu
mensimu nez 3.

3284 = 3284 — 3300 = —16 = —16 + 18 = 2(mod 3)
Obdobns,
2333 = 2333 — 2100 = 233 = 233 — 210 = 23 = 2(mod 3).

Obé ¢isla, 3284 a 2333, patii do zbytkové t¥idy 2 modulo 3 (plyne to z tran-
zitivnosti relace kongruence a vyse uvedenych kongruenci. Viz Véta 4.2). Proto,
podle Véty 4.6 plati

32842333 =2-2(mod 3),

3284 - 2333 = 4(mod 3),
32842333 = 1(mod 3).

To znamena, ze kdyz podélime ¢islo 3284 - 2333 ¢islem 3, dostaneme zbytek
1. Jinak feceno, ¢islo 3284 -2333 (= 7661572) patii do zbytkové t¥idy T modulo
3.

Piimym diisledkem Véty 4.6 je skutecnost, ze kongruence mizeme, obdobné
jako rovnice, ,nasobit ¢islem.” Formulujeme tento poznatek jako vétu a dokazeme
jej bez pouziti Véty 4.6.

Véta 4.8. Necht a = b(modm), ¢ € Z. Potom ac = be(mod m).
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Diikaz. Podle predpokladu je a = b(mod m). A tak, podle definice relace kongru-
ence, existuje k € Z takové, ze a—b = km. Pokud obé strany rovnice vynasobime
¢islem ¢, zustane rovnost zachovana. To jest, plati rovnost

ca—cb= ck m.
~~
=k1€Z

Z definice relace kongruence pak dostavame ca = cb(modm). O

Véta 4.9. Necht ac = bc(modm) a ged(m,c) = 1. Potom a = b(modm).

Diikaz. 7 tvrzeni ac = be(mod m) plyne existence celého ¢isla k takového, ze
ac — bc = km.

Vytknutim obdrzime
c(a —b) = km. (4.11)

To znamend, ze Cislo ¢ déli ¢islo k.m. A protoze ged(m,c) = 1, musi ¢islo ¢
délit ¢islo k (viz Lema 1.23). Cislo k proto mtzeme pséat ve tvaru k = ck;, kde
ki € Z. Dosazenim do (4.11) obdrzime

cla—b) = ckym,

a —b = km. (4.12)

Posledni rovnice je ekvivalentni s tvrzenim a = b(modm) (viz Definice 4.1).
[

Priklad 4.10. Predpokladejme, ze celé ¢islo x splnuje kongruenci
3z = 15(mod 7). (4.13)
Protoze (3,7) = 1, muzeme kongruenci ,podélit” ¢islem 3. Obdrzime
x = 5(mod 7).
Je proto ziejmé, Ze kongruenci (4.13) spliiuje kazdé x € 57, tzn. kazdé celé

¢islo ve tvaru z = k- 7+ 5 (viz Lema 4.4).

4.1.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a TeSeni prikladt tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.4.1.

1. Dokazte nasledujici tvrzeni. Pokud je rozdil dvou celych ¢isel délitelny cis-
lem m, musi tato ¢isla patiit do stejné zbytkové tiidy modulo m.
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4.2 Linearni kongruence

Zajisté by jste bez vétsich problému vyftesili linearni rovnici 3x = 6. Obdobné
bychom se mohli zamyslet, pro kterd celd ¢isla z plati 3z = 5(mod7).! Nebo
obecné, hledejme vsechna x € Z splnujici vztah

ax = b(modm), (4.14)

kde a, b jsou dana celd cisla, a # 0.

Matematicky feceno, linearni kongruenci s neznamou x nazveme vyrokovou
funkci (4.14) definovanou na mnoziné Z.

Ukéazeme, ze kdyz celé ¢islo x; vyhovuje vztahu (4.14), pak také vSechna celd
¢isla patiici do zbytkové tiidy Ty (tj. celd Cisla zy ve tvaru xo = x1 + km, kde
k € Z) vyhovuji vztahu (4.14).

Véta 4.11. Necht a,b,x1 jsou celd ¢isla a plati axy = b(modm). Potom pro kazdé
Ty € Z, kde x1 = xo(modm), plati axy = b(modm).

Diikaz. Predpokladejme, ze x1 = xo(modm). Podle Véty 4.8 miizeme vynasobit
obé strany kongruence ¢islem a. Obdrzime tak kongruenci

axr; = ary(modm). (4.15)

Navic, podle predpokladu Véty je

axy; = b(modm). (4.16)
Podle Véty 4.2 je relace kongruence tranzitivni. A tak z (4.15) a (4.16) plyne,
ze
axry = b(modm).
O
Rozmysleme si podrobné vyznam Véty 4.11. Priklad s ¢isly?
Tak tedy vezméme kongruenci 2z = —2(mod 3). Dosadme za z ¢islo 2. Bude
kongruence 4 = —2(mod3) splnéna? Ale ovSem, nebot 4 — (=2) = 6 = 2.3

(vzpomerite na definici relace kongruence).
Podle Véty 4.11 bude kongruence splnéna také v pripadé, ze za x dosadime
libovolné jiné ¢islo patifci do zbytkové tiidy 23. To jest, ¢isla ..., —1,2,5,8,....
Zkusit? No prosim, tak tieba 2.5 = —2(mod 3). Plati tato kongruence? Jiste,
10— (—-2)=12=4.3.

1Pak i{kdme, Ze Tesime linedrni kongruenci 3z = 5(mod 7)
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A tak dochazime k definici 7eseni linedrni kongruence.

Definice 4.12. (Reseni linedrni kongruence) Necht jsou ddna celd &isla a, b a xo.
Jestlize axg = b(modm), potom zbytkovou tiidu Ty, nazveme FeSenim linedrni
kongruence ax = b(modm).

Ale dost prikladi. Naskyta se otazka, kolik riiznych feseni ma dana linearni
kongruence.!

Véta 4.13. Necht ged(a,m) = 1. Potom linedrni kongruence ax = b(modm) md
jediné resent.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze existuje alespon jedno feseni kongruence
ax = b(modm), (4.17)

kde ged(a,m) = 1.
Podle predpokladu je ged(a,m) = 1. A tak existuji c¢isla xg, yo € Z spliujici
rovnost (vizLema 1.22)
axrg + myo = 1.

Tuto rovnici vynasobime c¢islem b.
abxy + mbyy = b,
abry — b = —mbyq.
Oznacme bry = z1 a —byg = k, potom
ary —b=km.

Podle definice relace kongruence to znamend, ze axr; = b(modm). Muzeme
proto tvrdit, ze zbytkova trida 7, je TeSenim linedrni kongruence (4.18).
Nyni ukazeme, zZe jde o jediné feseni. Predpokladejme, ze

ax; = b(modm) (4.18)

a také
axs = b(modm). (4.19)

Dokazeme, ze v tom pripadé x; a zo patii do stejné zbytkové tiidy modulo
m, tj. 11 = xo(mod m). Prostym odectenim kongruenci? obdrzime

ax; — axe = 0(mod m),

'Dvé éisla patfici do téze zbytkové tiidy nepovazujeme za riizné feseni! Jednim FeSenim je
celd zbytkova trida.

2To opravdu miizeme udélat. Podle Véty 4.8 miiZeme obé strany kongruence (4.19) vynasobit
minus jedni¢kou a takto upravenou ji podle Véty 4.6 muzeme pri¢ist ke kongruenci (4.18).
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a prictenim axs k obéma stranam kongruence dostaneme
axry; = axe(modm). (4.20)

Podle predpokladu je (a,m) = 1. Mizeme proto kongruenci (4.20) podélit
¢islem a (viz Véta 4.9). Odtud z; = zo(modm).
]

Déle objasnime Tesitelnost linedarni kongruence az = b(mod m), kde ged(a, m)
je néjaké prirozené ¢islo d (predchozi véta resila jen pripad d = 1).

Véta 4.14. Necht a,b € Z, ged(a, m) = d. Linedrni kongruence
ar = b(modm) (4.21)

ma resent prave tehdy, kdyz d | b. V pripadé, Ze d déli c¢islo b, md linedrni kongru-
ence (4.21) pravé d resent.

Diikaz. Ptipad, kdy ged(a, m) = d =1 je jiz dokdzan (viz Véta 4.13). Proto dale
budeme ptredpokladat, ze d > 1.

Nejprve dokézeme pravdivost implikace: ax = b(mod m) mé feseni = d | b.
Predpokladejme, ze Tg je fesenim kongruence az = b(mod m). Potom

axg —b=km, (4.22)

kde k € Z. Podle predpokladu véty je ged(a,m) = d. Proto a = da; a m =
= dmy, kde a;,my € Z. Dosazenim do (4.22) obdrzime

da1$0 —b= k‘dml,

d(CLl{L’O - k:ml) =b. (423)

Rovnost (4.23) znamena, ze d | b.

Nyni dokézeme pravdivost implikace: d | b = ax = b(modm) ma pravé d
ruznych Teseni.

Predpokladejme, 7Ze d | b. Potom b = dby, kde b; € Z. Protoze d = ged(a, m),
je a = day, m = dmy, kde ged(ay, mp) = 1. Proto (viz Véta 4.13) ma kongruence

a1z = by(modmy) (4.24)

pravé jedno reseni. Reknéme, Ze timto fesenim je zbytkova tiida 7g,,,. Zna-
mena to, ze
a1x9 = by(modmy),
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a1xTog — b1 = kml,

kde k € Z. Posledné uvedenou rovnici vynasobime c¢islem d a obdrzime

dall'o — dbl = kdml,

arg — b= km. (4.25)

Rovnost (4.25) je ekvivalentni tvrzeni

axy = b(modm)

Znamena to, ze zbytkova trida Ty, je fesenim kongruence (4.21).

Zbyva dokézat, ze v pripadé, kdy FeSeni kongruence (4.21) existuje, tj. v pri-
padé d | b, existuje pravé d navzajem ruznych zbytkovych tiid modulo m, jejichz
prvky spliuji (po dosazeni za x) kongruenci (4.21).

Jak jsme ukézali vyse, existuje zbytkova tiida 7y modulo my, ktera je rese-
nim kongruence a;z = b;(modm;). Podle Véty 4.11 mizeme za x v kongruenci
a1z = by(mod my) dosadit libovolné ¢islo ze zbytkové t¥idy Zg modulo m;, a ob-
drzime pravdivy vyrok. Zbytkova trida @y,,, obsahuje celd ¢isla ve tvaru zo+jm,
kde 7 € Z. A tak musi pro kazdé j € Z platit

ai(xo + jmy) = by(modmy).
Podle definice relace kongruence existuje celé ¢islo k takové, ze
al(l‘o +jm1) — bl = kml.
Tuto rovnici vynasobime c¢islem d

da1 (ZL‘O + jml) — dbl = kdml,

a(@o + jm) — b= km,

COZ znamena, ze

a(xg + jmy) = b(mod m). (4.26)

Z (4.26) plyne, Ze pro libovolné j € Z je zbytkova t¥ida zg + jm; TeSenim
kongruence ax = b(modm). Cisla j jsou celd éisla a téch je nekonecné mnoho.
Znamend to, ze jsme nasli nekoneéné mnoho feseni kongruence ax = b(modm)?
Ale viibec ne! Ve skutecnosti jsme jich nasli pravé d. Jak to?
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Cisla j nabyvaji nasledujicich tvart a v kazdém z uvedenych tvart je jich
nekoneéné mnoho':

j=rd+0,

j=rd+1,

j=rd+ 2,
j=rd+(d-1),

kde r € Z.
A tak pro zbytkovou t¥idu zg + jm; modulo m nastévaji (a urcité nastanou
vSechny) nasledujici moznosti:

jJ=rd+0 = x9+jmi=z9+1rdmy =2x9+1rm=72,
~—

=m

j=rd+1 = x9+jmi=x0+7rdmi+my =x9+rm-+mg=1x9+m

=m

j=rd+2 = x9+jmy=x0+1dmy+2m; = x9+1rm+ 2my = xg9 + 2my
j=rd+(d—-1) = xo+jmi=x0+rdm+(d—1)m; =x0+ (d—1)my

=m

Kazda ze zbytkovych tiid xg 4+ jm; modulo m, kde j € Z, tedy predstavuje
jednu ze zbytkovych tid

Tg, Tg + M1, x0—|—2m1,...,$0+(d—1)m1.

A tyto zbytkové t¥idy jsou navzajem ruzné, nebot 0 < my; < 2my < --- <
< (d—1)my <dmy =m.

Prokézali jsme, ze zbytkové tiidy Tg, xo + mi, ©o +2my ..., zo + (d — 1)my
jsou Tesenimi kongruence ax = b(modm) (je jich d). Zbyva dokazat, ze zadna
jind Teseni kongruence ax = b(mod m) neexistuji.

Predpokladejme, ze zbytkova tiida 77 je, stejné jako Ty resenim kongruence
axr = b(modm). Tzn.

ax; = b(modm)

!Mnozina celych éisel se rozpada na d zbytkovych tiid modulo d. Viz Véta 4.5.
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A tak existuje celé ¢islo ky takové, ze
ar; — b= kim,

dalxl — db1 = kldml,
a1y — bl = k‘lml.
Posledné uvedend rovnice znamena, ze

a1z = by(modmy).

Miizeme proto tvrdit, ze zbytkova trida 77 modulo m; je feSenim kongruence
a1z = by(modmy). Jak jsme vidéli vyse, zbytkova tiida Ty modulo m; je také
feSenim kongruence a;x = b;(modm;). Ale tato kongruence ma jen jediné fesen,
nebot ged(ay,my) =1 (viz Véta 4.13 ). A tak musi platit

1 = zo(mod my).

To jest, musi existovat j € Z takové, ze x1 — o = jmy. A tak

T1 = Xo + jmy.

Ale my jiz vime, ze zbytkova tiid o+ jm; modulo m, kde j € Z, tedy
predstavuje jednu z nasledujicich zbytkovych t¥id (modulo m):

[B—g, .Z'0+m1,$0+2m1,...,$0+<d—1)m1. (427)

Tim jsme ovérili, ze libovolné feseni kongruence ax = b(mod m) je jednou ze
zbytkovych t¥id (4.27). Jinak feceno, jind feseni neexistuji. Dokézali jsme tak, ze
kongruence ax = b(mod m) mé pravé d feseni. O

Tak jsme urcili kdy a kolik feseni ma zadana linearni kongruence. Zbyva uz
jen vymyslet néjaky postup, jak spolehlivé a co nejsnadnéji tato feseni nalézt.
Okamzité se nabizi dosadit za = do kongruence ax = b(mod m) postupné vSechna
cela ¢isla od 0 do m — 1 a zjistit, ktera vyhovuji. Tento postup je vSak pro velka
m pomérné pracny. V nasledujici poznamce popiseme efektivnéjsi zptisob reseni
linearnich kongruenci.

Poznamka 4.15. Je zaddna linedrni kongruence ax = b(modm). Postup pri
jejim Teseni muze byt nasledujici.

1. Uréime ¢islo d = ged(a, m) (Euklidav algoritmus).

2. Rozhodneme o tesitelnosti zadané kongruence.
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e Kongruence nema reseni < d nedéli b.

e Kongruence ma d riznych reseni < d déli b.

3. V pripadé, kdy d déli b, podélime vsechna ¢isla (tj. ¢isla a, b, m) v zadané

kongruenci ax = b(mod m) ¢islem d. Obdrzime tak kongruenci
a1z = by(modmy), (4.28)

kterd mé jediné feseni, nebot ged(aq, my) = 1.

. Nalezneme cela ¢isla g a yo tak, aby

zoay + yomy = ged(ay,my) =1 (4.29)

Takova ¢isla existuji, viz Lemma 1.22. Urcit je miizeme zpétnym vyjadienim
ged(ay, my) z Euklidova algoritmu. Rovnici (4.33) vynasobime ¢islem b;.
Dojdeme tak k rovnosti

zobrar + yobimy = by (4.30)

. Misto b; dosadime do (4.32) ¢islo zobiay + yobimy (viz (4.33)). Obdrzime

tak kongruence
a1 = xobrag + yoby my (modmy),
—
=0
a1z = xobrai(mod my),
xr = xob(modmy).

Nalezli jsme tak ¢islo 27 = xob; (vyhovuje kongruenci (4.32))

6. Vsechna feSeni zadané kongruence az = b(mod m) pak jsou zbytkové t¥idy

T1, T1 + my, T3+ 2my, ..., 21 + (d — 1)my. (4.31)

A ted by to chtélo konkrétni priklad. Takze hura na to.

Priklad 4.16. Vyfteste linedrni kongruenci 646z = 68(mod 782).

1. Uréime cislo d = ged (646, 782). Eukliduv algoritmus:

782 = 1646+ 136
646 = 4-136 4 102
136 = 1-102+ 34
102 = 3-3440
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Proto d = ged (646, 782) = 34.

2. Rozhodneme o fesitelnosti zadané kongruence.

Zadana kongruence ma 34 riuznych reseni, protoze d = 34 déli 68.

3. Podélime vSechna ¢isla v zadané kongruenci 646z = 68(mod 782) ¢islem 34.
Obdrzime tak kongruenci

192 = 2(mod 23), (4.32)
kterda mé jediné reseni, nebot ged(19,23) = 1.
4. Nalezneme cela cisla zy a yo tak, aby
2019 + 1023 = ged(19,23) =1 (4.33)
Takova ¢isla existuji, viz Lemma 1.22. Urc¢it je mizeme zpétnym vyjadre-

nim ged(19,23) z Euklidova algoritmu. Provedeme proto nejprve Euklidav
algoritmus:

23 = 1-19+4 (4.34)
19 = 4-4+43 (4.35)

= 1-3+1 (4.36)
3 = 1-3+0

Odtud dokézeme vyjadiit ged(19,23), tj. ¢islo 1, jako linedrni kombinaci
(soucet nasobki) ¢isel 19 a 23. Z rovnice (4.36) vyjadiime ¢islo 1.

1=4-3 (4.37)

Z rovnice (4.35) vyjadiime ¢islo 3 =19 — 4 - 4 a dosadime do (4.37).
1=4—(19—4-4) (4.38)

Z rovnice (4.34) vyjadiime ¢islo 4 = 23 — 19 a dosadime do (4.38).
1=(23—19) — (19— 4 - (23 — 19)) (4.39)

Odtud
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1 = 23-19-19+4- (23— 19)
1 = 23-2-19+4-23—4-19
1 = 5-23-6-19 (4.40)

Rovnici (4.40) vynasobime ¢islem 2. Dojdeme tak k rovnosti

2=10-23 —-12-19. (4.41)

5. Misto ¢isla 2 dosadime do (4.32) ¢islo 10-23 —12-19 (viz (4.41)). Obdrzime
tak kongruence

192 =10+ 23 ,—12-19(mod 23),
=0

192 = —12 - 19(mod 23),
r = —12(mod 23),
r = 11(mod 23),

Nalezli jsme tak ¢islo xy = 11, které vyhovuje kongruenci (4.32).

6. Vsechna feseni zadané kongruence 646z = 68(mod 782) pak jsou zbytkové
tridy modulo 782

11, 11+ 23, 11+ 46,...,11 + (34 — 1)23.
To jest, zbytkové tridy

_17827 3_4782a W7827 s 7m782-

4.2.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a TeSeni prikladt tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.4.2.

1. Naleznéte vsechna feSeni linedrni kongruence 14x = 5(mod 23).
2. Naleznéte vSechna TeSeni linedrni kongruence 3z = 15(mod 6).

3. Naleznéte vSechna feSeni linedrni kongruence 32z = 10(mod 46).
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4.3 Fermatova - Eulerova véta

Fermatova - Eulerova véta je vyznamny vysledek teorie ¢isel. Ma nejen teoretické,
ale, jak uvidime pozdéji, i praktické vyuziti a to pri Sifrovani. Nez budeme moci
pristoupit k samotné formulaci a dikazu Fermatovy - Eulerovy véty, budeme se
muset vyzbrojit fadou poznatkl. Takze méjte trpélivost!

Nejprve uvazujme néjaké konkrétni m a zbytkovou tfidu @ modulo m. Napti-
klad vezméme zbytkovou t¥idu 4 modulo 6. Je ziejmé, Ze ged(4,6) = 2. A jaky
je nejvétsi spoleény délitel ostatnich ¢isel patiicich do zbytkové tiidy 44 a ¢isla
6?7 Vsimnéme si nékolika ¢isel pat¥icich do 4¢ Vidime, Ze ¢isla 4, 10, 16 i 22 maji
vsechny stejny nejvétsi spoleény délitel s ¢islem 6 a je jim ¢islo 2. Je to ndhoda?
A jak to bude u ostatnich ¢isel ze zbytkové tifdy 46?

V nasledujicim Lemmatu 4.17 ukdzeme obecné, Ze to ndhoda neni. Uvazujeme-1
konkrétni m a zbytkovou tridu @ modulo m, pak vSechny cisla pattici do zbytkové
tridy maji stejny nejvétsi spolecny délitel s ¢islem m a je jim ¢islo ged(a, m).

=

Lemma 4.17. Necht ged(a,m) = d. Potom pro kazdé x € @, plati ged(z,m) =
=d.

Diikaz. Uvazujme libovolné x € @,,. Jak vime (Lemma 4.4), muzeme ¢islo z
zapsat ve tvaru
x = km + a. (4.42)

Ukéazeme, ze ¢islo d = ged(a, m) je spoleénym délitelem cisel m a x.
Protoze d = ged(a, m), je d délitelem ¢isla m i ¢isla a. Z toho plyne, ze m = kyd
a a = kod, kde ki, ko € Z. Dosazenim do (4.42) obdrzime

x = kkid + kod. (4.43)
To vsak znamena, ze
——
k3s€Z

a ukazali jsme tak, ze d je délitelem ¢isla m i ¢isla z. Je vSak d nejvétsim spoleénym
délitelem cisel m a x? Sporem dokézeme, ze ano.

Predpokladejme, ze ¢islo D, D > d je nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel m
a x, to jest D = ged(x, m). To by znamenalo, Ze m = 21D a x = 2, D. Dosazenim
do (4.42) obdrzime

Z2D = kZlD + a. (445)

Odtud a = 23D — kz1D = (29 — kz1)D. To by ovSem znamenalo, Ze ¢islo D je
délitelem ¢isla a a také musi byt délitelem &isla m (protoze D = ged(x, m)). Cislo
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D by pak bylo spolecnym délitelem ¢isel a a m. Ale to je spor, protoze D je podle
predpokladu vétsi, nez nejvetsi spolecny délitel Cisel a a m!
Znamend to tedy, ze Cislo d = ged(a,m) je nejvétsim spoleénym délitelem
¢isla x a m. To jest,
d = ged(a, m) = ged(x, m).

[]

Z Lemmatu 4.17 pak plyne, ze kdyz je ¢islo a nesoudélné s ¢islem m, pak také
vsechny c¢isla ze zbytkové tridy @,, jsou nesoudélna s cislem m.

Nyni zavedeme pojem redukovany systém zbytkovych trid. Nejde o nic slozi-
tého, jen ze systému vsech zbytkovych t¥id modulo m odstranime zbytkové tiidy,
které obsahuji ¢fsla soudélna! s ¢islem m.

Definice 4.18. (Redukovany systém zbytkovijch trid) Redukovanym systémem
zbytkovych tiid modulo m nazveme systém mmnozin

Ry, =A{am | a € Z,gcd(a,m) = 1}

Poznamka 4.19. Pocet zbytkovych ttid v redukovaném systému zbytkovych t¥id
modulo m je rovno poctu prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu m, ktera
jsou s m nesoudélnd. Toto ¢islo zna¢ime ¢(m). Napiiklad ¢(6) = 2, nebof mezi
¢isly 1, 2, 3, 4, 5, 6 jsou jen dvé, kterd jsou s ¢islem 6 nesoudélnd (jsou to ¢isla 1
ab).

Funkce ¢(m), kterd ¢islu m prifazuje pocet prirozenych ¢isel mensich, nebo
rovnych m nesoudélnych s m, se nazyva Eulerova funkce. Blize se s ni seznamime
v podkapitole 6.1

Déle dokazeme, ze vynasobenim dvou ¢isel nesoudélnych s ¢islem m obdrzime
opét ¢islo nesoudélné s m.

Lemma 4.20. Necht a,b € Z. Jestlize ged(a,m) = ged(b,m) = 1, potom
ged(ab,m) = 1.

Diikaz. Podle predpokladu véty je ged(a,m) = ged(b,m) = 1. Podle Lemmatu
1.22 existujl x1, y1, T2, Y2 € Z takové, ze

ary +my; =1 a také bxry +my, =1

Odtud
(axy +myp) (bzy + mys) = 1
ar1bxs + arymys + my bre + myimy, = 1
abry1zy + m(aziys + yr1bra + yrimys) = 1

ITo jest &isla, jejichz nejvétsi spoleény délitel s ¢islem m je vétsi nez 1.
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Vidime, Ze existuji x,y € Z takové, ze abx +my = 1. Jestlize d = ged(ab, m), pak
ab = kid a m = kod, kde k1, ko jsou néjaka celd cisla a plati

abr +my = 1
kidx + kody = 1

Z posledni rovnosti vyplyva, ze ¢islo d déli jednicku. Proto d miize byt jen 1, nebo
—1. Ale d = ged(ab, m) a nejvétsi spolecny délitel dvou celych ¢isel je z definice
nezaporny. Proto d = ged(ab,m) = 1. O

Diisledek 4.21. Disledek Lemmatu 4.20 je nésledujici. Jestlize @, a by, jsou
zbytkové tiidy, které patii do redukovaného systému zbytkovych trid modulo
m, pak také zbytkova tifda ab,, patii do redukovaného systému zbytkovych tiid
modulo m.

Jednoduse a elegantné je tento poznatek mozno matematicky zapsat nasledu-
jicim zptsobem

Y @y, by € Ry @ aby, € Ry

Priklad 4.22. Nyni provedeme jedno malé, ale snad zajimavé pozorovani. Vez-
méme si zbytkové tiidy modulo 8 :

0,1,2,3,4,5,86,7.

Vyskrtneme ty zbytkové t¥idy, které obsahuji ¢isla soudélna! s ¢islem 8 a ztistane
nam redukovany systém zbytkovych tiid modulo 8:

Rs={1,3,5,7}.

Vybereme si libovolnou z téchto zbytkovych t¥id. Tieba 3. Do to této zbytkové
tridy patii napiiklad ¢islo tii (fikame, Ze je jejim reprezentantem). Vynasobme
postupné ¢islo 3 reprezentanty vsech zbytkovych tiid z Rg, to jest naptiklad ¢isly
1, 3, 5 a 7. Do jakych zbytkovych tiid budou patrit vysledky? Jednoduse to
zjistime z nasledujicich kongruenci

13 = 3 = 3(mods)
3-3 9 = 1(mod38)
53 = 15 = 7(mod8) (4.46)
7-3 = 21 = 5(mod3y)

LJsou to zbytkové tifdy 0, 2, 4, a6, protoze gcd(0,8) = 8, ged(2,8) = 2, ged(4,8) = 4
a ged(6,8) = 2.
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Vsimnéme si ¢isel na pravych strandch uvedenych kongruenci! Jsou zde opét
reprezentanti vSech zbytkovych t¥id z Rg, tj. ¢isla 3, 1, 7 a 5.

Nahoda! Ndhoda? Nu coz, zkusme totéz ale misto trojky budeme néasobit tfeba
¢islo 5. Obdrzime kongruence

1-5 = 5 = 5(mod8),
3.5 = 15 = T(mod8),
55 = 25 = 1(mod8), (4.47)
7.5 = 35 = 3(mod38).

Jak vidno, na pravych stranach kongruenci jsou opét reprezentanti vsech zbyt-
kovych trid z Rg, tj. ¢isla 5, 7, 1 a 3. Uvidime, Ze se o ndhodu nejedné. Naopak,
jde o schwerpunkt diikazu Eulerovy véty! Ukazme si na konkrétnim prikladu, ze
na pravych strandch nemohou vyjit dvé stejna ¢isla. Nemtize ndhodou 3-5 vyjit
stejné jako 2-57 Potom by muselo platit

3.5 = 2-5(mod 8). (4.48)

Cislo 5 patif do redukovaného systému zbytkovyrch tifd modulo 8, to znamena,
ze ged(5,8) = 1 a mizeme proto v kongruenci (4.48) kratit ¢islem 5. Obdrzime
vztah

3 = 2(mod ). (4.49)

To je ovSem spor, c¢isla 3 a 2 jisté nejsou kongruentni modulo 8, nebot jde
0 navzajem ruzna c¢isla mezi 0 a 8. Obecné pro kazdé 7,75 € Rg, 71 # T musi
platit

7“1'58 # 7'2'58.

Pravé proto jsou vsechna ¢isla na pravych stranach kongruenci (4.47) navza-
jem ruzna.

Déle si vS§imnéme, ze kongruenci (4.47) je presné tolik, kolik je zbytkovych
trid v R,,. Podle Poznamky 4.19 je jich ¢(8) = 4. Navic, podle Véty 4.6, mizeme
¢isla na levych a pravych strandch kongruenci vynasobit. Z (4.47) pak plyne

1-3-5-7-5* = 5.7-1-3(mod8),

(4.50)
1-3-5-7-5¢® = 5.7.1-3(mod8),

Cislo 1-3-5-7 je s ¢islem 8 (podle Lemmatu 4.20) nesoudélné. Proto miizeme
obé strany kongruence (4.50) podélit ¢islem 1-3-5-7 (Véta 4.9). Vysledny vztah
ma tvar

5¢® = 1(mod 8). (4.51)

Obdobné bychom z kongruenci (4.46) mohli odvodit vztah

3¢®) = 1(mod 8). (4.52)
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Vztahy (4.51) a (4.52) zobecnuje Fermatova - Eulerova véta.

Véta 4.23. (Fermatova - Eulerova) Necht ged(a,m) = 1. Potom

a?™ = 1(modm).

Diikaz. Oznacme (viz 4.19) prvky redukovaného systému zbytkovych t¥id modulo
m nasledovné

R, = {7“_1,7“_2, ce 7T<P(m)}7

kde 1 < r; < m pro vSechna i € {1,2,...,p(m)}.

Podle predpokladu véty je cislo a nesoudélné s m a také vSechna cisla r;,
i €{1,2,...,p(m)} jsou nesoudélné s m. Proto, podle Lemmatu 4.20, je ¢islo ar;
nesoudélné s m. A tak muzeme Tici, ze ar; je néktera ze zbytkovych tiid z R,,.
Nevime v tuto chvili kterd, ale to nevadi, oznacme ji z;, kde 1 < 2; < m pro
vSechna i € {1,2,...,¢(m)}.

Dostavame tak soustavu kongruenci

ar; = z(modm),
ary = zo(modm), (4.53)
ATym) = Zp(m)(modm).
Jejich vynasobenim obdrzime
a? ™y - Tp(m) = 2122+ Zp(m)(mod m). (4.54)
Cisla 21,29, ..., Zy(m) Na pravych strandch kongruenci (4.53) jsou navzajem

ruzna, nebof ze vztahu
z; = zj(modm)

okamzité plyne
ar; = arj(modm)

a odtud!
r; = r;(modm).

Pro r; # r; proto dostavdme z; # z;. Je tedy ziejmé, zZe kazdé z cisel z; je
rovno nékterému z ¢isel r;, kde i € {1,2,...,p(m)}. Proto

TIT " Tp(m) = 2122 * * Zip(m) (4.55)
Dosadime z (4.55) do (4.54) a obdrzime tak

FiTg Ty @™ = 117y - Ty (mod m). (4.56)

lged(a,m) = 1, v dané kongruenci proto miizeme krétit ¢islem a.
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Cislo rqrg - - - To(m) je jisté s Cislem m nesoudélné, nebot vsechna cisla rq, ro,
.., Ty(m) jsou s m nesoudélné. Mizeme proto v kongruenci (4.56) kratit cislem
T1T2 + T(m). Odtud
a?™ = 1(modm).

[]

Poznamka 4.24. Muzete si klast otdzku, jak vypada situace v pripadé, kdy
predpoklad Fermatovy - Eulerovy véty ged(a,m) = 1 neni splnén. Nebylo by
presto tvrzeni Fermatovy - Eulerovy véty pravdivé?

Ukéazeme protipiiklad! Uvazme pripad, kdy m = 6, a = 4. Potom ¢(m) =
= ¢(6) = 2, nebot z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 jsou jen dvé nesoudélnd s ¢islem 6. Navic
plati

a?™m = 49 = 42 — 16 = 4(mod 6).

Vidime, Ze v tomto piipadé neni splnéno a®™ = 1(modm).

V pripadé, ze m = p, kde p je prvocislo, dostavame specialni pripad Fermatovy
- Eulerovy véty, ktery je znam jako Mala Fermatova véta.

Véta 4.25. (Mala Fermatova) Necht p je prvocislo a ged(a,p) = 1. Potom

a?~' = 1(mod p). (4.57)

Diikaz. Mala Fermatova véta je pfimym dusledkem obecnéjsi Fermatovy - Eule-
rovy Véty 4.23. Podle ni, v pripadé, ze ged(a, p) = 1, musi platit

a?® = 1(mod p). (4.58)

Nyni si staci jen uvédomit, ze p(p) je pocet ¢isel nesoudélnych s ¢islem p, které
vybirdme z mnoziny {1,2,...,p—1,p}. Ale p je prvocislo, proto jsou vSechny ¢isla
z této mnoziny s p nesoudélnd — kromé jediného, a to ¢isla p. Proto ¢(p) = p —
— 1. Nyni jen sta¢i dosadit za ¢(p) do kongruence (4.58). Obdrzime touzebné
ocekavany vztah

a’~! = 1(mod p).

O

Poznamka 4.26. MuzZete si klast otdzku, zda je predpoklad ged(a, p) = 1 v Malé
Fermatové vété nutny. V pripadé obecnéjsi Fermatovy - Eulerovy Véty 4.23 pred-
poklad ged(a,m) = 1 nutny byl, jak jsme vidéli v Pozndmce 4.24. U specialniho
tvrzeni by vSak mozna nebyl nepostradatelny, ne?

Ne! Pozadavek ged(a, p) = 1 v Malé Fermatové vété nutny opravdu je. Uvazme,
ze p je prvocislo. Potom v ptipadé, kdy ged(a, p) # 1, je jedind moznost ged(a, p) =
= p. Znamena to, Ze a je nasobkem cisla p. Proto

a = 0(mod p),
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a odtud
a’~' = 0(mod p).

Tvrzeni Malé Fermatovy véty by bez predpokladu ged(a, p) = 1 nebylo pravdivé.
Nékdy ale byva Mala Fermatova véta formulovana ve tvaru, kde se obejdeme bez
tohoto predpokladu:

Véta 4.27. (Mala Fermatova) Necht p je prvocislo. Potom

a? = a(mod p).

Tvrzeni v tomto tvaru je pravdivé jak v pripadé ged(a,p) = 1 (plyne pak
pfimo z Malé Fermatovy véty, vynasobime-li kongruenci (4.57) ¢islem a), tak
v ptipadé ged(a,p) # 1. To jest, v pripadé ged(a, p) = p, kdy kongruence

a’? = _a (modp)

~
=0 =0
iika jen to, ze
0 = 0(mod p).

4.3.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a Teseni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.4.3.

1. V Pozndmce 4.24 bylo ukazéno, Ze kongruence a®"™ = 1(modm) nemusi
byt splnéna v pripadé, kdy ged(a,m) # 1. Existuji néjakéd cisla a a m,
takova, ze gcd(a,m) # 1 a pritom plati a¥™ = 1(modm)?

2. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0,1,...,6} spliujici kongruenci
x = 2%28(mod 7).

3. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0, 1,2} spliujici kongruenci 5z = 1(mod 3).

4. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0, 1,2} spliujici kongruenci
222 + 5z + 1 = 0(mod 3).
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Kapitola 5

Operace na 7,

V algebte se zavadi obecné pojmy inverzni prvek a neutrdlni prvek. Jejich vyznam
objasnime nejprve na konkrétnich prikladech a poté definujeme pojem inverzniho
a neutralniho prvku pouze pro nas konkrétni pripad.

Takze nejprve par prikladi. Vzdy budeme potiebovat néjakou mnozinu a na
ni definovanou operaci. Nejprve néco ze zakladni skoly. Vezméme mnozinu vsech
celych cisel Z. A operaci scitani celych cisel. Neutralnim prvkem vzhledem ke
s¢itani celych cisel je ¢islo 0, nebot at vezmu jakékoli ¢islo z € Z, a pri¢tu k nému
nulu, vitbec nic se nestane, to jest a + 0 = 0 4+ a = a (pfesné to pozadujeme od
neutralniho prvku). Inverzni prvek k ¢islu a € Z je to ¢islo x € Z splnujici rovnost
a+x =2x+a = 0. To jest, sec¢tenim prvku a jeho prvku inverzniho vzhledem
ke sc¢itani musi vyjit neutralni prvek vzhledem ke sc¢itani. Priklad s konkrétnimi
cisly:

34+ (=3)=0.
Proto cislo —3 je prvkem inverznim k ¢islu 3 vzhledem ke sc¢itani celych cisel.
Obdobné ¢islo —5 je prvkem inverznim k ¢islu 5 vzhledem ke séitani celych ¢isel
a tak dale.

Nicméné nemusime se omezit pouze na operaci s¢itani celych ¢isel. Jako dalsi
priklad vezméme operaci nasobeni celych ¢isel. Neutrdlnim prvkem vzhledem
k nasobeni celych ¢isel je ¢islo 1, nebot pro libovolné a € Z platia-1=1-a = a.

Dokazete nalézt prvek inverzni k prvku —1 vzhledem k nasobeni celych cisel?
No ano, vyborné, je jim samo ¢islo —1, nebot (—1)-(—1) = 1. Vynasobenim prvku
a jeho inverze vzhledem k nésobeni musi vyjit prvek neutralni vzhledem k na-
sobeni. Dokazeme najit prvek inverzni vzhledem k nasobeni celych ¢isel k prvku
37 Ne, nenajdeme! Neexistuje celé ¢islo x, které by splnovalo x - 3 = 1. Takové
x sice zname, je jim ¢islo %, ale to neni ¢islo celé! Je to ¢islo racionalni. Proto
muzeme Tici, ze ¢islo 3 nema inverzni prvek vzhledem k nasobeni celych ¢isel. Ale
ma inverzni prvek % vzhledem k nésobeni racionélnich ¢isel (trojka je celé, ale
i raciondlni ¢islo).

Nu a jakou my si zvolime mnozinu a operaci pro dalsi zkoumani? Oznac¢me
Z., mnozinu vsech zbytkovych t¥id modulo n. To bude mnozina naseho zajmu.
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A operace? Budeme nasobit zbytkové tridy. To jde? Ale ano, fantazii se meze
nekladou, klidné mtzeme vymyslet nasobeni prasatek v chlivku. Stacilo by de-
finovat, které prasatko ma vyjit pokud vynasobime Pasika s Marenkou, které
vyjde po vynasobeni Aleska s Karlem a tak dél. My se ale vratme k nasobeni
zbytkovych tiid. V definici popiseme jak na to.

Definice 5.1. Operaci - : Z,, X Z, — Z, (nasobeni zbytkovych tfid modulo n)
definujeme pro kazdé a,, b, € Z, predpisem

a, - b, = ab,

Pro jednoduchost budeme misto zépisu @, - b, pouzivat zapis E_ngn. V piipadé, kdy
je jasné, ze jde o zbytkové tfidy modulo n, budeme zapis @, - b,, zkracovat na ab.

_Jak vidno z Véty 4.6, nezalezi na vybéru reprezentanti ze zbytkovych trid @
a b, proto je nase definice ndsobeni zbytkovych t¥id modulo n korektni?.

Priklad 5.2. Uvazujme mnozinu zbytkovych t¥id modulo 6. To jest, mnozinu
Vsechny mozné souciny v Zg mizeme znazornit v Tabulce 5.1. Pro ptrehlednost
zapisu v tabulce pro oznaceni zbytkové tiidy @ pouzijeme pouze a. Napriklad
misto 2 napiSeme pouze ¢&islo 2. Chceme-li v tabulce nalézt soucin zbytkovych tiid
3 a 4, stadi se podivat na ¢islo, které je v fadku nadepsaném ¢islem 3 a v sloupci
nadepsaném ¢islem 4. Je jim &slo 0, coZ znamend, Ze 3 -4 = 0.

Tab. 5.1 Tabulka nasobeni v Zg.

GURI W N =IO -
(oo} Nen) Nenl Nen] ool Hav) Nean)
QY| W IO -
=N O NN OIN
WO W OoO|WwWolw
N O N = O i~
=N W | O O] Ot

LVybér reprezentantt by obecné vzato mohl byt problém. UkaZeme si na konkrétnich éislech.
Vezméme zbytkové tiidy modulo 5. Podle Definice 5.1 plati 3545 = 125. My v8ak vime, Ze
35 = 85 a také 45 = 95. Potom ale 3545 = 8595 = 725. Dospéli jsme tak zdanlivé ke dvéma
riznym vysledkim 3545 = 125 a 3545 = 725. Problém by nastal, kdyby 125 # 725. My ale diky
Vété 4.6 vime, ze kdyz 3 = 8(mod 5) a také 4 = 9(mod5), pak 3 -4 = 8- 9(mod5). To jest,
12 = 72(mod 5). To ale znamen4, 7e 125 = 725. A opravdu, 125 = 725 = 25.
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Véta 5.3. Operace - : Zy X Ln — Ly, ndsobeni zbytkovych trid modulo n, je
komutativni. To jest, pro kaZdé @,,b, € Z, plati

Diikaz. Dikaz je zaloZzen na komutativnosti operace nasobeni celych ¢isel. Potom

a, - b, = ab, = ba, = b, - G,.
O

Poznamenejme, ze v Tabulce 5.1 se komutativnost nasobeni zbytkovych trid
projevi v jeji symetricnosti podle diagonaly. Déle definujeme neutralni prvek
vzhledem k nasobeni zbytkovych trid.

Definice 5.4. Neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci - : Z,, X Z,, — Z,, (ndsobeni
zbytkovych tifd modulo n) je zbytkové t¥ida i, € Z, splijici pro kazdé @, € Z,
rovnosti

I - Qp = Qp,

Zbytkova tiida i, z Definice 5.4, jeZ ma byti neutralnim prvkem vzhledem
k nasobeni zbytkovych tiid, je ponékud zahadna. V tuto chvili nevime konkrétné,
ktera to je. Odhalme jeji totoznost!

Véta 5.5. Neutrdalnim prvkem vzhledem k operaci - : Zy, X Zyn — Zy (ndsobent
zbytkovijch trid modulo n) je zbytkovd trida 1,, € Z,.

Diikaz. Dukaz je zalozen na poznatku, ze ¢islo 1 je neutralnim prvkem vzhledem
k operaci nasobeni celych ¢isel. Potom je zfejmé, ze pro kazdé @, € Z, jsou
splnény rovnosti

1, -a,=1-a, =a,.
O

Konecné se dostavame k definici pojmu inverzniho prvku vzhledem k nasobeni
zbytkovych tiid.

Definice 5.6. Zbytkovou tfidu Z,, nazveme inverznim prvkem k prvku a,, vzhledem
k operaci nasobeni zbytkovych t¥id modulo n, praveé kdyz plati

T+ Ty = L.
Znaéime T, = @, '. V piipadé, kdy je jasné, Ze jde o zbytkové tiidy modulo n,

budeme zapis T,, = @, ! zkracovat na T = a . Zbytkovou t¥idu @, ! téZ nazyvame
multiplikativni inverzi k @,,.
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Definici mame za sebou. Vyvstava problém jak k zadané zbytkové tTidé najit
jeji inverzi? A existuje ke kazdé zbytkové tridé inverze?

Priklad 5.7. Zjistime, které zbytkové tiidy modulo 9 maji vzhledem k nasobeni
inverzi. Prozkoumejme Tabulku 5.2, kde je popsano nasobeni zbytkovych t¥id
modulo 9.

Tab. 5.2 Tabulka nasobeni v Zg.

-10111213|4|5|6|7]|8
0|0|0|0|O]OJO0O]O|0]0O0
110123145 |6|7]|8
21012146 |8|1]3|5|7
3/0|3[6|]0[3[6[0|3|6
41014 |813|712|6|1]5
5/0(5|1]6|2|7|3|8|4
6/ 0/6[3|]0[6[3[0]6]3
710751318642
810|8|7|6]|5]413|2]|1
Je z ni patrno, ze
1.7 =1 = 1'=T,
2.5 =1 = 27'=5
1.7 =1 = 1'=7
5.2 = 1 = 5 '=73,
7.4 =1 = 7'=14
3.8 =1 = 3 '=8

¢islo 1. Vsimnéme si, ze ged(1,9) = 1, ged(2,9) = 1, ged(4,9) = 1, ged(5,9) =
= 1 a také ged(7,9) = 1. Proti tomu ged(0,9) = 9 > 1, ged(3,9) = 3 > 1,
ged(6,9) =3 > 1. V dalsim textu ukdzeme, Ze to neni ndhoda.

Déle si vSimnéme, ze ty zbytkové tiidy, k nimz existuje inverzni prvek, maji
jediny inverzni prvek.
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Véta 5.8. Zbytkovad trida T,, € Z, je multiplikativni inverzi zbytkové tridy a,, € Zy,
prave tehdy, kdyz
ax = 1(modn).

Diikaz. Tvrzeni Véty 5.8 je pfimym dusledkem Definice 5.6 (definice inverzniho
prvku), nebot rovnost T, - @, = 1, je splnéna pravé tehdy (viz Definice 5.1) kdyz
Ta, = 1,. To je ovSem ekvivalentn{ s tvrzenim ax = 1(modn). O

Véta 5.9. Zbytkovd trida @, € Z, md multiplikativni inverzi prave tehdy, kdyz

ged(a,n) = 1.

Pokud multiplikativni inverze existuje, pak je jedind.

Dukaz. Podle Véty 5.8 ma zbytkova trida @, € Z, multiplikativni inverzi z,, € Z,
praveé tehdy, kdyz
ax = 1(modn). (5.1)

Kongruence (5.1) ma vSak reseni pravé tehdy, kdyz ged(a,n) = 1 a toto feSeni je
jediné (viz Véta 4.14). O

5.0.2 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a feseni prikladi tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.5.1.

1. Véta 5.5 1ikd, ze neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni zbytko-
vych ti{d modulo n je zbytkova t¥ida 1,. NemtiZe ale roli neutralniho prvku
hrat i jind zbytkova tfida ze Z,7 Dokazte, ze ne, Ze existuje pouze jediny
neutralni prvek vzhledem k operaci nasobeni zbytkovych tiid (Definice 5.1).

2. Dokazte, Ze ke kazdému prvku v Z, — {0,} existuje jeho prvek inverzni
(vzhledem k nasobeni) pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

3. Vytvorte tabulku nasobeni zbytkovych ttid modulo 7.

4. Pomoci tabulky ndsobeni v Z; vyteste linearni kongruence 3z = 2(mod 7)
a —br = —2(mod 7).
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Kapitola 6

Aritmetické funkce

Jako aritmetické funkce oznacujeme ty redlné, ¢i komplexni funkce, jejichz definic-
nim oborem je mnozina ptirozenych cisel. Za aritmetickou funkci tak vlastné mi-
zeme povazovat libovolnou posloupnost realnych, nebo komplexnich ¢isel. Nicméné
zajimavé pro nas budou v dalsim textu jen nemnohé z nich.

Naptiklad nés bude zajimat, kolik rtiznych délitelt ma ¢islo 6. Snadno zjis-
time, ze déliteli Sestky jsou disla 1, 2, 3 a 6. Jsou tedy celkem c¢tyri. Jak ale
jisté tusite, bude nas zajimat, jak urcit pocet déliteli obecné pro néjaké ¢islo n.
Pouzijeme standardni matematickou fintu. Oznac¢me pro kazdé prirozené cislo n
pocet jeho délitelt jako og(n). Vytvorili jsme tak funkci', kterd ¢islu n prifazuje
pocet jeho déliteli og(n). Zbyva jiz jen drobnost - prozkoumat vlastnosti této
funkce a pravym splnénim snu by byl objev néjakého jednoduchého predpisu?
umoziiujiciho ur¢it hodnotu og(n) pro zadané n.

Podobné miizeme definovat funkci o, kde o (n) oznacuje soucet délitelt® éisla
n. Nasemu zajmu se ovsem jako prvni bude tésit takzvana Eulerova funkce ¢, kde
(n) oznacuje pocet ¢isel mensich, nebo rovnych n, kterd jsou s n nesoudélna.

6.1 Eulerova funkce

Nejprve uvedeme definici Eulerovy funkce

Definice 6.1. (FEulerova funkce) Eulerova funkce ¢ je ddna predpisem

on)=#{ke{l,2,...,n} | ged(k,n) =1}.

To jest, p(n) je pocet ¢isel mensich, nebo rovnych n, kterd jsou s n nesoudélna.

LA jiz jsme uréili i jednu z jejich nekoneéné mnoha funkénich hodnot: og(6) = 4 :) !

2Je tu samoziejmé moznost projit vSechna &isla mensi, nebo rovna n a zjistit, kterd jsou
déliteli cisla n. Nicméné tento postup je pracny a neuspokojuje nasi potfebu nalézt néjaké
vychytrale jednoduché feseni zadaného problému.

3Napiiklad o1 (6) =1 +2+3+6 = 12.
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Poznamka 6.2. Vzhledem k tvrzeni Lemmatu 4.17 mizeme tvrdit, ze ¢(n) mé
téz vyznam poctu zbytkovych ttid modulo n, které obsahuji ¢isla nesoudélna s n.
To jest, pocet prvkua redukovaného systému zbytkovych t¥id modulo n je roven

p(n).

Nyni si polozme otazku, jak urc¢it hodnotu ¢(n) pro zadané n. Vsimnéme si,
ze v pripadé, kdy n je rovno néjakému prvocislu p, je to jednoduché. S prvocislem
p jsou nesoudélna vsechna cisla mensi nez p a je jich p—1. Napriklad s prvocislem
5 jsou nesoudélnd ¢isla 1, 2, 3 a 4. Proto ¢(5) = 4 Tento nas prvni objev muzeme
zformulovat nasledovné.

Véta 6.3. Pro kaZdé prvocislo p plati

op)=p—1

Jak vsak ur¢ime op(n) v pripadé, Ze n neni prvocislo? Pro tento ucel je mozné
vyuzit znalosti kanonického rozkladu ¢isla n. Nez tak ale uc¢inime, vydame se ve
studiu zdanlivé jinym smérem. Prostudujme nejprve jeden konkrétni priklad.

Priklad 6.4. Uvazujme dvé nesoudélna ¢isla, naptiklad 4 a 3. A dale vypoctéme
vsechna ¢isla ve tvaru a4 + b3, kde za a budeme dosazovat ¢isla z mnoziny
{0,1,...,3 — 1} a za b ¢isla z mnoziny {0,1,...,4 — 1}. Pro prehlednost uve-
deme vysledky v tabulce

a\b 0 1 2 3

o | 04+03= [ 04+13= | 04+23= | 04+33=
0 3 6 9

L | TAF03= [ T4+ 13= | T4+23= | T4+33=
4 7 10 13

, | 24+03= [ 24+13= [ 24+23= | 24+33=
8 11 14 17

Nic zajimavého? Mozna na prvni pohled, ale zkuste si urcit, do jakych zbytkovych
tTid modulo 4-3 = 12 obdrzené vysledky patii. Tabulka pak bude vypadat takto:

a\b 0 1 2 3

o | 04F03= [ 04+13= | 04+23= | 0:4+33=
0 3 6 9

|| T4+03= | T4+13= | 14+23= | 14+33=
4 7 10 1

, | 24+03= | 24+13= | 24+23= | 24+33=
8 11 2 5

Uz je to prekvapivejsi? V tabulce se objevily vsechny zbytky modulo 12. Kazdé
ze zkoumanych c¢isel ve tvaru a4 + 03, kde za a budeme dosazovat ¢isla z mnoziny
{0,1,...,3—1} a za b ¢&isla z mnoziny {0, 1,...,4— 1} tak patii do jiné zbytkové
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tridy modulo 12. A protoze takovych Cisel je praveé 12, jsou tato ¢isla reprezentanty
vsech zbytkovych t¥id modulo 12.

Vysledek predchoziho prikladu neni ndhodny. Zobecnime jej pro libovolnéa
nesoudélnd ¢isla m a n (v Piikladu 6.4 bylo m =4 a n = 3.).

Lemma 6.5. Necht jsou ddna cisla m, n, kde gcd(m,n) = 1. Potom
{am+bnmn la€e{0,1,....n—1},b € {0,1,...,m—1}} = ZLomn

Diikaz. Co ze to vlastné mame dokazat?! Vytvorme vsechna ¢isla ve tvaru am+bn,
kde m a n jsou zadana nesoudélna ¢isla. Kolik takovych ¢isel je? To je jednoduché!
Za a dosazujeme ¢isla z mnoziny {0,1,...,n — 1}. Mame proto n moznosti pro
a. Obdobné, za b dosazujeme ¢isla z mnoziny {0,1,...,m — 1}. Madme proto m
moznosti pro b. Mame tak mn moznosti jak zvolit dvojici ¢isel (a, b).

Celkovy pocet ¢isel v pozadovaném tvaru am + bn je tedy mn. Vidime, Ze
je jich praveé tolik, kolik je zbytkovych t¥id modulo mn, to jest prvki mnoziny
Lo Clsla v uvazovaném tvaru am +bn by tak mozna mohly pattit kazdé do jiné
zbytkové tiidy modulo mn. Ale je tomu skutecné tak? Patii ¢isla am + bn kazdé
do jiné zbytkové tiidy modulo mn? Cilem je ukazat, ze ano, ze pro ruzné dvojice
(a,b) vychazeji ¢isla am + bn, kterd nejsou kongruentni modulo mn.

Vezmeme dvé cisla aym + bin a agm + bon a zjistime, kdy jsou kongruentni
modulo mn. Resime proto kongruenci

aim + byn = agm + byn(mod mn). (6.1)

Podle Definice 4.1 (relace kongruence) vztah (6.1) znamend, Ze existuje k € Z
takové, ze
(aym + byn) — (agm + bayn) = kmn.

Po upravé obdrzime
m(a; — as — kn) = n(by — by)
Cisla m a n jsou nesoudélnd, musi proto platit, ze
m | (by — by) a zaroven n | (a; — as — kn). (6.2)
Vztahy (6.2) mizeme zapsat ve tvaru

by = by(modm) a zaroven a; = as + kn (modn).
=0
Odtud
by = bi(mod m) a zaroven a; = as(modn). (6.3)
Cisla by, by patii do mnoziny {0, 1,...,m—1}. Maji-li byt kongruentni modulo
m, jak je uvedeno v (6.3), neni jind moznost, nez ze jsou si rovny.
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Také ¢isla ag, a; € {0,1,...,n—1}. Proto, maji-li byt kongruentni modulo n,
jak je uvedeno v (6.3),musi si byt rovny.

Dospéli jsme tak k zavéru, ze a; = ao a také by = by. A to jsme potrebovali!
Proc¢? Tak si to shriime. Dokézali jsme implikaci

aim + byn = agm + bon(mod mn) = (aq,by) = (az, by). (6.4)

Vyrok logicky ekvivalentni s (6.4) je véta obménénd (viz metoda neptimého
dikazu 0.4). A tak mizeme Fici, Ze pro ruzné dvojice (ay, by) # (ag, by) patii ¢isla
aym + bin a agm + ben do ruznych zbytkovych tiid. A to jsme chtéli dokazat.

O

Vysledek je to pékny, coz o to, ale k ¢emu ndm bude?! Vydrzte, véas se dozvite!
Udélame jesté jednu odbocku, a to k definici multiplikativni funkce.

Definice 6.6. (Multiplikativni funkce) Aritmetickou funkci f nazveme multipli-
kativni funkei, pravé kdyz pro kazdé m, n, kde ged(m,n) = 1 plati

f(mn) = f(m)f(n).

Celkem snadno zjistime, ze ne kazda funkce je multiplikativni. Vezméme na-
priklad aritmetickou funkci danou predpisem f(n) = 3n. Mazeme zvolit napriklad
m =2, n =3, coz jsou nesoudélna cisla, ale

£(2:3) = f(6) = 3-6 = 18 # f(2)f(3) = 3-2:3-3 = 54.

Existuji ale néjaké funkce, které multiplikativni jsou? Ano, tusite spravné!
Dokéazeme, ze nami zkoumana funkce ¢ je multiplikativni.

Véta 6.7. Fulerova funkce ¢ je multiplikativni. To jest, pro kaZdé m, n, kde
ged(m,n) =1 plati

p(mn) = p(m)p(n).

Diikaz. Uréime hodnotu ¢(mn). Vyuzijeme poznatku Lemmatu 6.5. To k4, Ze
do kazdé ze zbytkovych tiid modulo mn patii prave jedno z cisel ve tvaru am-+bn,
kde m a n jsou zadana nesoudélna ¢isla, a € {0,1,...,n—1},b€ {0,1,...,m—1}.
Zjistime, kolik z téchto cisel je nesoudélnych s ¢islem mn. To jest, zajima nas,
kdy plati

ged(am 4+ bn,mn) =1 (6.5)

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz plati®

ged(am + bn,m) = 1 a zaroven ged(am + bn,n) =1 (6.6)

1Je nutné a postacuje, aby am + bn bylo nesoudélné jak s m, tak s n.
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Déle uvazme, ze rovnosti (6.6) nastanou pravé tehdy, kdyz plati
ged(bn,m) =1 a zaroven ged(am,n) =1 (6.7)
Protoze ged(m,n) = 1 (predpoklad véty), nastanou rovnosti (6.7) prave kdyz
ged(b,m) =1 a zéroven ged(a,n) =1 (6.8)

Dospéli jsme tak k zavéru, ze ¢islo am + bn je nesoudélné s ¢islem mn (rovnost
6.5) prave kdyZ b je nesoudélné s m a a je nesoudélné s n (rovnosti 6.8). Takovych
¢isel b nalezneme v mnoziné {0,1,...,m — 1} pravé ¢(m) a ¢isel a nesoudélnych
s n nalezneme v mnoziné {0,1,...,n — 1} pravé p(n). Pocet dvojic ¢isel a a b,
kde ged(b,m) =1 a ged(a,n) =1 je proto roven ¢(m)p(n).

Existuje proto pravé ¢(m)e(n) ¢isel am + bn, kde a € {0,1,...,n — 1},
be{0,1,...,m—1}, kterd jsou nesoudélna s mn. Existuje proto pravé ¢(m)ep(n)
zbytkovych ti{d modulo mn, které obsahuji ¢isla nesoudélna! s mn. Jinak fe-
¢eno, pocet prvki redukovaného systému zbytkovych tiid modulo mn je roven
w(m)p(n). Podle Pozndmky 6.2 to ale znamend, ze

p(mn) = @(m)e(n).
O
Vyborné, tak jsme dokazali, ze Eulerova funkce je multiplikativni! Svétovy mir
tento vysledek asi nezajisti, ale my jsme jiz pripraveni najit predpis pro nalezeni

hodnoty ¢(n) v ptipadé, ze zname kanonicky rozklad ¢isla n. Dokonce bude stacit
jesté méné, a to znalost vSech prvocisel, ktera déli n a ¢isla n samotného.

Véta 6.8. Necht n > 1 an = p{'py?---pi*, kde p1, pa, ..., px jsou navzdjem

ruznd prvocisla. Potom
k
1
o(n) :nH (1 - —> :
i=1 pi

Diikaz. Nejprve zjistime, jaka je funkéni hodnota Eulerovy funkce v néjaké moc-
niné prvocisla. To jest, hleddme ¢(p®), v pripadé, ze p je prvocislo, a € N.
Zjistujeme pocet prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych p*, nesoudélnych s p®.
Udélame to tak, ze od poc¢tu vsech prirozenych c¢isel mensich, nebo rovnych p®
odecteme pocet ¢isel soudélnych s p©.

Ktera cisla jsou ale soudélnd s p®? No jen ty, kterd ve svém kanonickém
rozkladu maji prvocislo p. Jde tedy o vSechny nasobky prvocisla p, které jsou
mezi jednickou a p*:

1p,2p,...,p%" tp = p*.

1Jsou to pravé ty zbytkové tiidy, které obsahuji &islo v uvazovaném tvaru am + bn, které je
nesoudélné s mn. Viz Lemma 4.17
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Vidime, Ze takovych nasobkil je pravé p®~!. Proto
a (' a—1 « 1
e(p*) =p* —p" =p =2 (6.9)

Nyni vyuzijeme Vétu 6.7, kterd iika, ze funkce ¢ je multiplikativni. Cisla
pyips? - -pzi’ll a py.* jsou zcela jisté nesoudélnd, nebot py, pa, ..., py jsou navza-
jem ruznd prvocisla. Proto podle Véty 6.7 miizeme psat

p(n) =Py - pe") = 0Py - e (py")- (6.10)
Obdobné p{'ps? - - - pp*5> a pp*7" jsou zcela jisté nesoudélna. Proto podle Véty
6.7 a predchozi rovnosti (6.10) mizeme psat
p(n) = 0PV py* P )e) = w05 - b ) e ) e ().
Stejnym zptisobem muzeme pokracovat dal a dal az dospé&jeme ke vztahu
k

p(n) = o(pi)es?) - o(pi*) = [ o). (6.11)

=1

Podle (6.9) je p(p;*) = p;" (1 - I}) dosazenim do (6.11) obdrzime

7

1 1 1
o= (13 0-3) -3
<) ! b1 2 D2 k Dk

]

Priklad 6.9. A opravdu to funguje? Zkusme a potésme se vysledkem. Tak treba
©(24)? Nejprve to zkusme hrubou silou. Mezi ¢isly 1 az 24 najdeme ¢isla nesou-

délna s 24. Jsou to ¢isla
1,5,7,11,13,17,19, 23

a je jich celkem 8. Proto ¢(24) = 8.
Nyni to zkusme s vyuzitim Véty 6.8. Nalezneme kanonicky rozklad ¢isla 24.

24 = 3.8 = 3-23.
Proto (p1 = 3, pa = 2)

| | 21 1
ofy=24(1--)(1-2)=2422=24- =38
(24) ( 3)( 2> 32 73

Zazrak! Zazrak? Ne! Vzdyt jsme to dokazali!
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Dluzno poznamenat, ze Véta 6.8 umoznuje jednoduse urcit ¢(n) jen v ptipadé
,malych® ¢isel, nebo u ,velkych® n, jejichz kanonické rozklady zname. Je tomu
tak proto, Ze nalezeni kanonickych rozkladi ,,velkych® ¢isel je ,velky“ problém.

6.1.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a Teseni prikladt tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.6.1.

1. Vyteste Priklad 2.4 pro libovolnou ¢iselnou soustavu. Kolik procent ptiro-
zenych cisel miuzeme vyloucit v pripadé pouziti ¢iselné soustavy o zakladu
n?

2. Jaké n je treba v predchozim ptikladé zvolit, abychom maximalizovali pro-
cento prirozenych ¢isel u kterych mtzeme vyloucit podezieni z prvocisel-
nosti?

3. Ozna¢me ny = Hle pi, kde {p;};~, je posloupnost vSech prvoéisel. Dale

oznacme qy = 1—Hf:1 (1 — pi) Dokazte, ze klim a100% = 100%. To jest,
S —00

dokazte, ze postupem popsanym v Tesenich predchozich prikladi je mozné
pri volbé dostatecné velkého ny vyloucit z podezieni, Ze jde o prvocisla,
libovolné velké procento Cisel.

6.2 Funkce sigma

V tvodu této kapitoly jsme jiz zminili funkce oy a 1. V této podkapitole nejprve
uvedeme definici funkce o, pro libovolné a € R.

Definice 6.10. (Funkce o,) Funkce o, je ddna pro kazdé a € R predpisem

Ua(n) = Z da?

dln

kde d = 1. To jest, 0,(n) je soucet kladnych délitelt ¢isla n umocnénych na .

Poznamka 6.11. Poznamenejme, ze i v této kapitole se budeme drzet nasledujici
umluvy. Malymi pismeny budeme oznacovat ¢isla z mnoziny prirozenych cisel.
Pokud tomu bude jinak, napriklad uvazujeme-li ¢isla z mnoziny celych ¢isel, bude
to uvedeno. Proto zapis v Definici 6.10

oa(n) = Z -,

d|n
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znamena totéz co

ga(n) = Y d

dln,d=1

Pro jednoduchost a vzhledem k vyse popsané imluvé budeme i nadale pouzivat
zapis Y misto zdpisu
dn dln,d>1

V Definici 6.10 jsme nedefinovali jedinou funkei, ale nekoneéné mnoho riz-
nych funkci. Pro kazdé o dostavame jinou funkci. V pripadé, kdy zvolime av = 0
dostavame:

Definice 6.12. (Funkce 0y) Funkce o0 je ddna predpisem

oo(n) => d*=>"1.
din

din

To jest, og(n) je soucet jednicek. A kolik téch jednicek je? No prece tolik, kolik
je délitela cisla n. Proto og(n) je rovno poctu délitelu ¢isla n.

Priklad 6.13. Vzhledem k timluvé popsané v Poznamce 6.11 plati

00(6) =) d"=1"4+20+3" 46" =1+1+1+1=4,
d|6

Nebot cisla 1, 2, 3 a 6 jsou jedinymi déliteli ¢isla 6.

Jak urc¢it hodnotu o¢(n) pro dané n? V pripadé, kdy zname kanonicky rozklad
¢isla n to neni nic tézkého.

Véta 6.14. Necht n = p{'p5*---pp*, kde p1, pa2, ... pr jsou navzdjem riznd pr-
vocisla. Potom pro kazZdé n > 1 plati

oo(n) = (a1 +1)(ag+1) - (o + 1).

Pron =1 plati o9(1) = 1.

P¥iklad 6.15. Diky V&té 6.14 mizeme tvrdit, Ze ¢islo n = 3%-55-73 m4
oo(n) =(14+4)(1+6)(1+3)=5-7-4=140
riznych kladnych déliteld.

Diikaz. Dokazme nyni tvrzeni Véty 6.14. Cislo 1 mé jediného délitele (a to ¢islo
1). Proto og(1) = 1.
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Déale uvazujme n > 1. Dikaz je v tomto pripadé kombinatorické povahy.
Necht tedy n = pi*p3?---pp*, kde pi1, p2, ...,pr jsou navzajem ruzna prvo-
¢isla. Otézka zni, kolik mé ¢islo n = p{'ps?-- - pi* ruznych délitelu? Uvazme,
ze kazdé ¢islo d, d = pi'p5* -+ -piF, kde ¢; € {0,1,..., 01}, o € {0,1,..., a0},
oo €401, .. ag}, je délitelem ¢isla n a zadni jini délitelé ¢isla n neexistuji.
A kolik takovych ¢isel d je? Pro volbu ¢; mdme (a; + 1) moznosti'. Obdobné pro
volbu ¢y mame (ap + 1) moznosti. A tak dale. Celkovy pocet moznosti jak zvolit
hodnotu koeficientii ¢y, co, ... ,c, je proto roven

(Ozl—l—l)(a2+1)(ak+1)

Nyni si uz jen staci uvedomit, ze pro rizné volby hodnot koeficienti ¢q, ca, ... ,cs
dostavame ruzné délitele cisla n. Proto

oo(n) =(ag +1) (g + 1) (ag + 1).

Z Véty 6.14 plyne, ze funkce o( je multiplikativni

Véta 6.16. Funkce oq je multiplikativni. To jest, pro kazdé m, n, kde ged(m,n) = 1
plati
oo(mn) = ao(m)op(n).

Dikaz. Vezméme dvé cisla m, n, kde ged(m,n) = 1. Zcela jisté je mozné tyto
dvé cisla napsat ve formé kanonického rozkladu. Reknéme

m :p(félng_..p?r an—= q,flqu "'QSBS-
Odtud s vyuzitim Véty 6.14 dostavame
oo(m) = (g +1) (e + 1) (e, + 1) (6.12)
a
oo(n) = (b1 +1)(B2+1)--(Bs+1) (6.13)
Protoze ¢isla m a n jsou nesoudélnd (ged(m,n) = 1), jsou jisté prvocisla
D1, D2y -« Pr & q1,Q2, - .., (s NAVZAjem ruzna. Proto

mn = pPps? - pe gl gy - g

je kanonicky rozklad ¢isla mn. Podle Véty 6.14 plati
oo(mn) = (a1 +1) (a2 + 1)+ (s + D) (B + 1) (B2 +1)--- (B + 1) (6.14)
Srovnanim (6.12), (6.13) a (6.14) zjistime, ze

oo(mn) = aog(m)og(n).

Nebot ¢; € {0,1,...,a1}.
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Piiklad 6.17. Cisla 4 a 7 jsou nesoudélnd, piicemz oo(4) = 3 (1, 2 a 4 jsou
vsichni kladni délitelé ¢isla 4) a 0(7) = 2 (1 a 7 jsou vsichni kladni délitelé ¢isla

7). Diky Vété 6.16 muzeme tvrdit, ze ¢islo n =4-7 = 28 ma
0'0(28) = 0'0(4)0'0(7) =32=6

riznych kladnych déliteli. A opravdu, ¢isla 1, 2, 4, 7, 14 a 28 jsou jedini kladni

délitelé cisla 28.
Nyni se vratme k Definici 6.10, kde jsou definovany funkce o,. Zvolime-li

o = 1, obdrzime definici funkce o;.

Definice 6.18. (Funkce o1) Funkce 0, je dana predpisem

o1(n) = Z d.

dln

To jest, o1(n) je soucet vSech kladnych délitela cisla n.

Priklad 6.19. Déliteli cisla 10 jsou cisla 1, 2, 5 a 10. Proto
oi(n) =Y d=1+2+5+10=18.
dln

Obdobné jako u funkce o( si mizeme polozit otazku, zda je mozné néjakym
zpusobem urc¢it hodnotu oy (n) ze znalosti kanonického rozkladu ¢isla n. Odpoved

dava nasledujici véta.
Véta 6.20. Necht n > 1 a n = p"py?---pp*, kde p1,p2,...,pr jsou navzdjem
ruznd prvocisla a oy, s, ..., a € N. Potom
aj+1 1 as+1 1 ap+1 -1
al(n):(pl ) (73 ) (k )
p1—1 p2—1 pe—1

Priklad 6.21. Drive nez Vétu 6.20 dokazeme, ukazeme si, jak s jeji pomoci
vytesit Priklad 6.19. Hleddme soucet délitelu ¢isla 10. Kanonicky rozklad ¢isla 10

mé tvar 10 = 2'5'. Proto
22 _152—-1
= 18.

oi(n) =) d= 21 5-1

din
3 6

Dukaz. Dukaz Véty 6.20 zacind obdobné jako Dtukaz Véty 6.14. Necht n
Pk jsou navzajem ruzna prvocisla. Uvazme, ze

= p?IPSQ p;:k, kde P1, P2, ...

kazdé ¢islo d,
d=pi'ps - p,
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kde ¢; € {0,1,..., a1}, ¢ € {0,1,..., a0}, ..., cx € {0,1,..., a4}, je délitelem
¢isla n a zadni jini délitelé ¢éisla n neexistuji. Soucet vSech déliteli ¢isla n, tj. hod-
notu oq(n), proto dostaneme rozndsobenim zavorek na pravé strané nasledujici
rovnosti:

oi(n) = (T+pi+pi+-+p") (L4pa+pi+ - +p5?) -
(T pr+pi 4+ 0p)
(6.15)
Nyni vzpomenme na vzorec znamy jiz od stfedni skoly. Pro o € N plati
P =) =p-DA+p+p*+-+p),
z ¢ehoz plyne
a+1l 1
u =(1+p+p*+---+p%).
p—1
Pak je jiz ziejmé, ze rovnici (6.15) muzeme prepsat do tvaru
= D 0E )
;=1 p2—1 pr—1
O

Obdobné jako u funkce oy dokazeme, ze i funkce oy je multiplikativni.

Véta 6.22. Funkce oy je multiplikativni. To jest, pro kazdé m, n, kde ged(m,n) = 1
plati

o1(mn) = o1(m)oq(n).

Diikaz. Vezméme dvé ¢isla m, n, kde ged(m,n) = 1. Zcela jisté je mozné tyto
dvé cisla napsat ve formé kanonického rozkladu. Reknéme

m=pipst e ptan=q/"¢)” gl

Odtud s vyuzitim Véty 6.20 dostavame

(P =) (e 1) (et 1)

o1(m) = 6.16
(m) p1—1 p2—1 pr—1 (6.16)
A B1+1 B2+1
@ - (e =) (-
o1(n) = e (6.17)
G —1 @ —1 qs — 1

Protoze ¢isla m a n jsou nesoudélnd (ged(m,n) = 1), jsou jisté prvocisla

P1, P2, -y Pr & q1, G2, - - ., (s Navzajem ruzna. Proto

mn = pl st e g e qd




160 Aritmetické funkce

je kanonicky rozklad ¢isla mn. Podle Véty 6.14 plati

(P =1) e -1 (pr-1)

o(mn) = P P I a— (6.18)
(@ =1) (@* =1)  (¢&F—1)
¢ —1 g — 1 g —1

Srovnanim (6.16), (6.17) a (6.18) zjistime, ze

o1(mn) = o1(m)oy(n).

6.2.1 Cviceni

Vysledky, navody k feseni a TeSeni prikladt tohoto cviceni naleznete v odstavci
8.6.2.

1. Dokazte, ze ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz oo(p) = 2.
2. Dokazte, ze oborem hodnot funkce o( je mnozina N.

3. Dokazte, ze liminf og(n) = 2.
n—oo

4. Dokazte, ze limsup o¢(n) = co.
n—oo
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Kapitola 7

Aplikace teorie cisel
v kryptografii

A¢ se muze zdat, ze celd teorie ¢isel je jen v praxi nepouzitelné hrani s cisly,
neni tomu tak. I pro vysledky nasich hratek s ¢isly se nasly aplikace. Predevsim
v koédovani a Sifrovani. Napriklad takové carové kody. Nejde jen o to pridelit
urcitému druhu zbozi ¢islo. Co kdyz se néjakym fizenim osudu jedno z ¢isel smaze,
nebo pfi zpracovani dojde k chybé a dvé ¢isla si vyméni pozici? Je mozné tyto
chyby detekovat a opravit? Obdobné otazky vyvstavaji pri pouzivani kodu ISBN
pro identifikaci knih. Nejvice se ale teorie ¢isel vyznamenala v Sifrovani. S jeji
pomoci je dnes mozné velice dobtfe ochranit soukromi v komunikaci (napiiklad
mezi zdkaznikem a bankou).

7.1 Sifrovani s verejnym klicem

Predstavme si hypotetickou situaci. ZIj Gargamel pochytal vSechny malé Smou-
liky a zaviel je do svého hradu, pouze Tatka Smoula unikl. Tatka Smoula dlouho
uvazoval, jak své Smouliky vysvobodit. Zjistil, Ze existuje pouze jedina utékova
cesta z jinak utékuvzdorného a nedobytného hradu. Pomoci svého postovniho
holuba by mohl Smoulikiim piedat zpravu s planem ttéku. Hrozi vSak nebezped,
7e Gargamel zpravu zachyt{ a posledni slabinu svého hradu odstrani. Smoulici by
pak jiz nikdy nemohli byti vysvobozeni. Tatka Smoula se piesto rozhodl poslat
zpravu Koumékovi, ale je tfeba ji zasifrovat!

Pro tyto prilezitosti se jako neocenitelny jevi Sifrovaci systém s nasledujicimi
vlastnostmi

e Kazdy Smoula (a tedy i Tatka Smoula) vi, jak poslat Kouméakovi sifrovanou
zpravu. Koumak zverejnil svij wverejny klic - zptusob, jak zpravu pro néj
zasifrovat.

e Pouze Koumak (Gargamel ne a ani Tatka Smoula by to neumél!) um{ takto
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zasifrovanou zpravu desifrovat. Pouze on disponuje svym soukromym kli-
cem, kterym odemkne tajemstvi zasifrované zpravy.

Nastésti Smoulové tak tizasnym Sifrovacim systémem disponuji! Je jim RSA
algoritmus.

7.2 Algoritmus RSA

Néazev algoritmu RSA vznikl z pocatecnich pismen jmen jeho objevitelt,! jimiZ
byli panové Rivest, Shamir a Adelman. Jedna se o kryptosystém pracujici s ve-
fejnym klicem. Odolnost Sifrovani pomoci RSA algoritmu je zalozena na nasi ne-
schopnosti rozlozit velka ¢isla na soucin prvocisel, nebot tato tiloha je nesmirné
vypocetné narocna. A jak to funguje?

Nejprve pro Koumaka vytvorime vefejny a soukromy kli¢. Vezméme dvé pr-
vocisla p a q. Jejich vynasobenim obdrzime n = pq. Podle Véty 6.7 a Véty 6.3
plati p(n) = w(pq) = ¢(P)p(q) = (p — 1)(q¢ — 1). Vybereme Sifrovaci exponent
e € N tak, aby platilo ged(e, ¢(n)) = 1. Dvojice ¢isel n a e bude tvorit Koumakiv
verejny kli¢ - budou (a musi) jej znat vSichni, kdo mu chtéji poslat Sifrovanou
Zpravu.

Koumakovym soukromym klicem bude ¢islo d € {1,...,p(n) — 1} spliujici
kongruenci

e-d = 1(modp(n)) (7.1)

Takové ¢islo d urcité existuje a je jediné - tvrdi to Véta 4.13.

Postup pri Sifrovani je pak nasledujici. Text prevedeme na sekvenci cisel.
Kazdé ¢islo m z této sekvence musi spliiovat podminku m < n. Cislo m pak
zasifrujeme jeho umocnénim na e mnodulo n. To jest, zasifrovany text m je ¢islo
c€40,...,n — 1} spliujici kongruenci

¢ =mf(modn). (7.2)

Tatka Smoula posle Koumékovi v dopise ¢islo ¢. Koumék pouzije sviij sou-
kromy kli¢ d tak, ze obdrzené ¢islo ¢ umocni na d a k vysledku nalezne jeho
zbytek po déleni cislem n. Jaké ¢islo obdrzi? Tusite spravné, bude to cislo m
(pouze ve vyjimecénych piipadech se tak nestane - uvidime pozdéji), které uz jen
znovu prevede do Teci pismen. Plyne to z nasledujicich kongruenci

!Pro pfesnost je tieba uvést, Ze zmiliovani panové jsou prvnimi, kdo sviij objev RSA al-
goritmu z roku 1976 publikovali. Nicméné Britskd bezpeénostni sluzba GCHQ (Government
Communications Headquarters) tento Sifrovaci systém objevila pravdépodobné jiz v roce 1973.
Americkd NSA dokonce tvrdi, Ze myslenka RSA ji byla znadma jiz v 60-tych letech 20. stoleti.
Obé zminované organizace ovSem sviij objev z pochopitelnych divoda tajily az do doby, kdy
byl vefejné zndm vinou pana Rivesta, Shamira a Adelmana.
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= (m*)d = m = mbrHt = (m“"(”))k -m = m(modn). (7.3)

Treti z vyse uvedenych kongruenci plyne z toho, ze ed = 1(mod ¢(n)) ( viz
(7.1)). Proto ed = kp(n) + 1, kde k € Z. Posledni kongruence je splnéna s jisto-
tou - vyuzijeme-li Eulerovu vétu - pouze za predpokladu ged(m,n) = 1, potom
m#™ = 1(modn) ( viz Véta 4.23).

Co se vsak stane, kdyz ged(m,n) # 17! Pro ,velké“ hodnoty ¢isel n, p a ¢
je tato situace velice nepravdépodobna. Uvazme, ze n = pq. Proto mezi cisly
0,1,...,n —1 jsou s ¢islem n soudélna jen ta, ktera jsou nasobkem ¢isla p, nebo
q. Proto desifrovani mize selhat pouze v piipadé, pokud Tatka Smoula posle ¢islo
c=1p,2p,...,(¢—1)p, nebo ¢ = 1q,2q, ..., (p—1)q. Jde tedy o p+ g — 2 rtiznych
¢isel z n = pq cisel. Klasicka pravdépodobnost takové udalosti je potom rovna
% + % — z%z' Pro ,velké“ hodnoty p a ¢ se hodnota této pravdépodobnosti blizi
nule.

Tak s timto vysvétlenim se mozna v nékterych publikacich spokoji (viz [3]).
Nas by vsak ¢ekaly bezesné noci. Co kdyz RSA algoritmus selze pravé v okamziku
bankovni transakce po které by na nasem konté méla pristat tuéna suma penéz?!
Pro klid své duse dokazeme, Ze se tak nestane. Budeme potiebovat nasledujici
lemma.

Lemma 7.1. Necht p,q jsou dvé navzdjem nesoudélnd cisla. Potom pro kaZdé
k € N plati
pHPIT = p(mod pg).

Diikaz. Podle predpokladu véty je ged(p, q) = 1. Podle Véty 4.23 pak plati
p?@ = 1(mod q).
Umocnénim obou stran kongruence ¢éislem ko(p) obdrzime
pr?P#@ = 1(mod ). (7.4)

7 definice relace kongruence na Z snadno odvodime, ze v pripadé platnosti vztahu
a = b(mod m) plati také pa = pb(mod pm). Z kongruence (7.4) pak plyne

p-p"PP9@) = p(mod pq)

a odtud (funkce ¢ je multiplikativni, proto ¢(p)p(q) = v(pq) - viz Véta 6.7)

ko (pg)+1

p = p(mod pq).

]

Poznamka 7.2. VSimnéme si, ze Lemma 7.1 ma v predpokladech pouze to,
ze ged(p,q) = 1. To bude splnéno i pokud je zaménime, nebot ged(p,q) =
= ged(q, p). A tak musi platit nejenom vztah p**®9+! = p(mod pq), ale i vztah
" #PO+! = g(mod pq).
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Pomoci Fermatovy - Eulerovy véty (Véta 4.23), Lemmatu 7.1 a Pozndmky 7.2
odvodime, ze i v pripadé, kdy Sifrovana zprava je nasobek ¢isla p, nebo ¢, bude
RSA fungovat tak jak ma.

Necht tedy m = zp"¢®, kde ged(z, pg) = 1. Potom Sifrovand zprava je ¢ = m®(mod pq).
Desifrovanou zpravu bychom méli dostat jako m = ¢?(mod pq). A opravdu

¢ = (m°)%(mod pq)
¢t = m*(modpq)
¢ = ()00 (mod po)
- (7.5)
¢ = R (o)1) (kPO +1)5 (mod pg)
¢t = zp"¢*(modpq)
¢t = m(modpq)

Priklad 7.3. Vytvoite pro Koumaka jeho verejny a soukromy kli¢ pro RSA al-
goritmus!

Reseni: Pro jednoduchost vezmeme dvé pomérné mald prvodisla p = 31 a g =
= 37. Potom n = 31 - 37 = 1147. Prvni ¢ast verejného klice mame. Zbyva najit
¢isloe € {1,...,p(n)} tak, aby ged(e, p(n)) = 1. Protoze

o(n) = @(31-37) =30 - 36 = 1080,

hleddme e € N v intervalu (1,1080). Jeho hodnotu zvolime ndhodné, napriklad
vezméme e = 11, ale musime, nejlépe pomoci Euklidova algoritmu, ovérit, zda
ged(e, p(n)) = ged(11,1080) = 1.

1080 = 98-11+2
(7.6)
11 = 5.-2+1.

Vidime, ze nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel e = 11 a ¢(n) = 1080 je ¢islo
1. Muzeme proto pouzit e = 11 jako Sifrovaci exponent. Verejny kli¢ mame hotov,
je jim dvojice ¢isel n = 1147 a e = 11.

Nyni nalezneme soukromy kli¢ ¢ € {1,...,p(n)} tak, aby vyhovoval kongru-
enci

e-d = 1(mod p(n)). (7.7)
V nagem pifpadé do (7.7) dosadime e = 11 a (n) = 1080. Resime tak kongruenci



7.2 Algoritmus RSA 165

11 d = 1(mod 1080). (7.8)

K vyfeSeni této kongruence vyuzijeme zpétné vyjadieni ged(11,1080) z rovnic
Euklidova algoritmu (7.6).
Z posledni rovnice (7.6) dostavame

1=11-2-5. (7.9)
Z prvni rovnice (7.6) vyjadiime 2 = 1080 — 98- 11 a dosadime do (7.9). Obdrzime
1=11-(1080—98-11)-5=(—5)-1080 + 11 - 491
Odtud plyne, ze 11 -491 =5 - 1080 + 1. Proto
11- = 1(mod 1080).
Ze srovnani s (7.7) je jasné, ze hledany soukromy kli¢ je ¢ =

Piiklad 7.4. Pomozte zagifrovat Tatkovi Smoulovi jeho genidlni plan k ttéku!
Vzkaz je urcen pro Koumaka, jehoz verejny kli¢ je n = 1147 ¢ = 11 a text
zpravy zni: ,UTECTE DVERE NEJSOU ZAMCENE®,

ReSeni: Nejprve prevedeme vzkaz na sekvenci &sel, kterd jsou mensi, nez
n = 1147. Vidime, Ze staci napsat vzkaz jako sekvenci trojcifernych cisel' M-
zeme postupovat nasledovné. Kazdy ze znaki vzkazu (pismena i mezery) nahra-
dime jednoznacné dvojcifernym ¢islem. Vzniklou posloupnost ¢isel rozdélime na
trojcisli.

UIT|E|C|T]|E D| V| E|RI|E

R R A A I A R R A I B
100 (111213111214 |15 |16 12|17 |12 14
N|IE|J|S| O|U ZI AIM|C|E|N|E
R A R A A N A A I A U e e
181121192021 | 10| 14|22 |23 |24 |13 |12 |18 |25

Slovo ,,UTECTE* tak pfedstavuje sekvence trojéisli 101 112 131 112. Zasif-
rujeme tato ¢isla pomoci verejného klice n = 1147, e = 11.

Nejprve potfebujeme nalézt zbytek po déleni ¢isla (101)¢ = (101)! &islem
n = 1147. Hleddme tedy ¢ € {1,...,1147} splnujici kongruenci

c = (101)""(mod 1147)

'Kazdé tojciferné ¢islo ABC < 1000 < 1147 = n.
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Umocnénim (101)*" bychom dostali pomérné velké ¢islo. Miizeme postupovat
chytreji.

(101)2 = 10201 = 1025(mod 1147). (7.10)

Proto
(101)4 =(1 025)2 = 1050625 = 1120(mod 1147). (7.11)

A tak
(101)8 =(1 120)2 = 1254400 = 729(mod 1147). (7.12)

Z kongruenci (7.10), (7.11) a (7.12) pak plyne

c=(101)" = (101)®-(101)%-101 = 729-1025-101 = 75469 725 = 566(mod 1147).
Text 101 zasifrujeme jako 566. Obdobné zjistime, ze

(112)" = 630(mod 1147),

(131)" = 671(mod 1147)

(112)" = 630(mod 1147).

Slovo ,,UTECTE* = 101 112 131 112 proto zaSifrujeme jako 566 630 671 630.
Obdobnym zplisobem je mozné zasifrovat i zbytek zpravy.

Pi¥iklad 7.5. Pomozte Koumékovi desifrovat vzkaz od Tatky Smouly :

,» 066 630 671 630 ... “.

Reseni: Koumék pouzije sviij soukromy kli¢ ¢ = a hodnotu n = 1147.
Hleddme v mnoziné {1,...,1147} ¢isla kongruentni s ¢isly 566", 630", 671"
630" ...modulo 1147. To jest, hleddme ? v kongruencich

(566) = 7(mod1147)
(630) = 7(mod1147)
(671)"" = ?(mod1147) (7.13)

(630) = ?(mod1147)
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Z vypocetniho hlediska neni vyhodné umocnovat ¢isla sSifrovaného textu rovnou
na 491. Budeme postupovat obdobné jako v Prikladé 7.4. Predvedeme postup
nazorné na kongruenci (566)""" =?(mod 1147).

(566)> = 320356 = 343(mod 1147)

(566)* i 343> = 655(mod 1147)

(566)® i 655° = 47(mod 1147)

(566)"° i 47 = 1062(mod 1147)

(566)>2 i 10622 = 343(mod 1147) T
(566)°%4 i 343 = 655(mod 1147)

(566)1%8 i 655° = 47(mod 1147)

(566)%% i 47 = 1062(mod 1147)

Odtud

(566)""" = (566)2°6T1ZTOIFI2E8T2HL — 1062.47. 655343 - 47 - 343 - 566(mod 1147).

7.15
Odtud jiz snadno ur¢ime hledanou hodnotu. ( |
1062 -47 = 49914 = 593(mod 1147),
593-655 = 388415 = 729(mod 1147),
729-343 = 250047 = 1(mod1147),
1-47 = 47 = 47(mod 1147), (7.16)
47-343 = 16121 = 63(mod1147),
63-566 = 35658 = 101(mod1147)

Proto
(566)" = 101(mod 1147). (7.17)
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Stejnym zptisobem zjistime, ze

(630) = 112(mod 1147)
(671) = 131(mod 1147)
(7.18)
(630) = 112(mod1147)
Z (7.17) a (7.18) plyne, Ze zpravu ,, 566 630 671 630 ... “ deSifrujeme jako ,,
101 112 131 112 ... “. Této sekvenci ¢isel nakonec pritadime prislusna pismena
10 | 11 12 [ 13 | 11 | 12
LIl ey
U/ T E|C|T]|E
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Kapitola 8

Vysledky cviceni

8.1 Délitelnost na mnoziné prirozenych cisel
8.1.1 Vysledky Cviceni 1.2.1
Cviceni k podkapitole Nejvétsi spolecny déelitel.

1. Dokazte, ze Vr € R: 2r — 1 —2r < [2r] — 2[r] < 2r —2(r — 1).
Resent:

Jednoduchou tpravou miizeme zadané nerovnosti prevést na tvar
—1<[2r]—2[r] < 2.

Platnost téchto nerovnosti snadno dokdzeme, uvédomime-li si, ze kazdé
r € R mizeme psat ve tvaru r = [r] + ¢, kde 0 < € < 1. Proto

[2r] — 2[r] = [2[r] + 2¢] — 2[r] = 2[r] + [2¢] — 2[r] = [2¢].

Evidentné plati:
[2¢] = [2.0] = 0.

A také
[2e] < [2.1] = 2.

Proto 2r — 1 —2r=—1 < [2r] = 2[r] <2=2r — 2(r — 1).

2. Dokaite, 7e Vo € R a Vp, k € N plati | % | = | 2], kde n = [a].

Resent:
Oznatme z —n =2 — [z] = ¢, € (0,1), my = [ﬁ] a mo = L%} Cilem je
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. Dokadte, 7e pro kazdé z € R* a p € N plati 1 [—k} <1

dokézat, ze my = my. Cisla my a mo spliiuji nerovnosti m; < z% <mi+1
am2§#<m2+10dtud

x n
m S —<m+1ataké —myg = —— > —my —1
ok ok

Odtud dostavame

m-my—1 < -4 < m;—mo+1

A

£z < mp—mo+1

my; — Mg »

To ale znamena, ze cela ¢ast cisla ;—i je rovna ¢islu my; — mg, to jest,

Ex

Uvazme, ze 0 S e, <lap=1. Proto0 < ;—i < % Odtud je jasné, ze
Ex
— | =0. 8.2
{p’“} (82)

Srovnanim (8.1) a (8.2) zjistime, ze m; — my = 0.

p p

Resent:
Oznacme z — [z] = ¢, € (0,1). Potom

. Naleznéte celd ¢isla xq a yo tak, aby ged(36, 14) = x¢36+yo14. Tj. vyjadiete

nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 36 a 14 jako jejich linedarni kombinaci.
Resent:

Nejprve pomoci Euklidova algoritmu nalezneme ged(36, 14).

36 = 2-14+8 (8.3)
14 = 1-8+6 .
8 = 1-6+2 (8.5)

6 = 3-2+0
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A tak jsme zjistili, Ze ged(36,14) = 2. Nyni budeme postupovat opa¢nym
smérem. Nejprve z rovnice (8.5) vyjadiime ged(36, 14), tj. ¢islo 2.

2-8-6 (8.6)
Poté z rovnice (8.4) vyjadiime zbytek 6 (6 = 14 — 8) a dosadime do (8.6).

Obdrzime
2=8—-(14-238). (8.7)

Z rovnice (8.3) vyjadiime zbytek 8 (8 = 36 — 2.14) a dosadime do (8.7).
Obdrzime
2= (36 —2-14) — (14 — (36 — 2 - 14)). (8.8)

Posledné uvedenou rovnici uz jen staci upravit.

= 36—-2-14-14+36—-2-14
2-36 -5-14

Muzeme proto psat 2 = ged(36,14) = 2-36 — 5 - 14. Hledan4 ¢isla tedy jsou
Tog=2ayy= —D>.

5. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele cisel 2328 a 3 581

Resent:
Pouzijeme Euklidiv algoritmus

3581 = 1-2328+1253
2328 = 1-1253+1075
1253 = 1-10754178
1075 = 6-178+7
178 = 25-74+3
7T = 2-3+1
3 = 3-1+0

Proto ged(2328,3581) = 1.

8.1.2 Vysledky Cviceni 1.3.1

Cviceni k podkapitole Kanonicky rozklad.
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1. Naleznéte kanonicky rozklad éisla 196.

Resent:

196 =2-98 =2-2-49 = 2°7%.

2. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (196)3.

Regent:

(196)% = (2277%)* = 2076,

3. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla (567)2(196)3.

Regent:

(567) = (3-189)207% = (32.63)2207% = (3%.21)2207% = (3%.7)2207% = 203878,

4. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isel (180)2, (250)3 a urcete ged((180)2, (250)3).

Resent:
(180)2 = (9-20)*=(9-4-5)* = (3%-2%.5)? = 2357,
(250)> = (10-25)° = (2-5%)3 =2%.5°.

Proto ged((180)2, (250)3) = 2352 = 8 - 25 = 200.
5. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 99 221.

Resent:
99221 = 313 - 317.

8.1.3 Vysledky Cviceni 1.4.1
Cviceni k podkapitole Nejmensi spolecny nasobek.
1. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek cisel 198 a 55.
Resen:

198 = 3.66=3-3-22=3-3-2-11=2'3%11!
55 = 51t

Proto n(198,55) = 2!1325M111! = 90 - 11 = 990.
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2. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek ¢isel 198, 55 a 65.

Resent:
198 = 3-66=3-3-22=3-3-2-11=2'3%11!
55 = 5'11h
65 = 5-13=5"13",
Proto
n(198, 557 65) — 2max{1,0,0}3max{2,0,0}5max{0,1,1}11max{1,1,0}13max{0,0,1}
= 21325'11113! =
= 12870.

3. Dokazte nésledujici tvrzeni. Nejmensim spolecnym nasobkem dvou navza-
jem nesoudélnych prirozenych ¢isel je soucin téchto cisel.

Resgeni: Snazime se dokézat implikaci: ged(a,b) = 1 = n(a,b) = ab. To ale
okamzité plyne z Véty 1.40, ktera tika, ze

n(a,b) = labl] ~ ab
" ged(a, b)) ged(a,b)’

Po dosazeni ged(a,b) = 1 obdrzime

n(a,b) = ab.

8.2 Mnozina prvocisel

8.2.1 Vysledky Cviceni 2.1.1
Cviceni k podkapitole Zdakladni vlastnosti.

1. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati: p, > n.
Resenti:
Toto tvrzeni je pomérné zrejmé, nicméné z cviénych divodt provedeme jeho

detailni diikaz. Mtzeme si jej nejprve rozmyslet na nékolika konkrétnich
prikladech. Evidentné plati:

pr=2>1, pp=3>2 p3=5>3, p,=7>4 atd.
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Dikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 a n = 2 je tvrzeni
pravdivé (viz vyse). Muzeme proto pristoupit k indukénimu kroku. Pted-
pokladdme pro n = 2 platnost nerovnosti p, > n a musime dokézat, Ze pak
také plati p,i 1 >n+ 1.

Vezméme prvocislo p,, kde n = 2. Pouze p; = 2 je sudé prvocislo a kazdé
dalsi je liché. Takze p,, musi byt liché ¢islo a za nim nasledujici ¢islo p, + 1
je tedy sudé ¢islo vétsi nez 2. Proto p, + 1 nemuze byt prvocislo. Z toho je
ziejmé, ze

Pn+1 > Pn +1

Indukénim predpokladem je, ze p, > n. A tak
P+l > Pn+1>n+1.
8.2.2 Vysledky Cviceni 2.3.1
Cviceni k podkapitole Prvociselnd funkce a prvociselnd véta.

1. Odhadnéte, kolik prvocisel je mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000, n =
= 10000, n = 1000 000.

Resent:
Pomoci prvociselné véty odhadujeme:

m(1000) = 25 = 144,76 skutecnost: 168
m(10000) = 908 = 1085,74  skutecnost: 1229
m(1000000) = o opoees = 72382,41  skutecnost: 78498
2. Odhadnéte, kolik procent ¢isel mensich, nebo rovnych ¢islu n = 1000,

n = 10000, n = 1000 000 tvori prvocisla.

Resen:
Podle predchoziho prikladu odhadujeme

m(1000) - 14476  _ “nost -
Tooo. =  1ooo = 0,14476 skutecnost: 0, 168
7(10000) . 108574 _ “nost-
0000. = 1000 = 0,10874 skutecnost: 0,1229
m(1000000) - 1085,74

~1000000 1000000 = O, 07238241 skutecnost: 0, 078 498
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3. Dokazte, ze pro kazdé © € R, x = 2 plati n(z) £ x — 1.

Resen:
Pocet prirozenych ¢isel mensich, nebo rovnych x je roven [z] a alespon jedno
z nich neni prvocislo (a to ¢islo 1). Proto m(z) S [z] -1 Sz — 1.

8.2.3 Vysledky Cviceni 2.4.1
Cviceni k podkapitole Cebysevovy nerovnosti.

1. Pomoci Lemmatu 2.22 naleznéte kanonické rozklady cisel 7! a 20!.
Resen:

Zminéné lema 1ika, ze pro kazdé n € N plati n! = Hpep p<n p*® kde

w- 3 [2]

keEN,pk<n

Musime proto najit vSechna prvocisla p spliujici p < n. V pripadé n = 7
jsou to prvocisla 2, 3, 5 a 7.

Nyni ur¢ime, jaké mocniny budou mit tato prvocisla v kanonickém rozkladu
¢isla 7!

keN,3k<7
(8.9)
o= = [FH-E-ha-
o= T [H-[-0-1
Potom

7l = H pP) = 9% 32 51 71

peP,p<7

V pripadé n = 20 postupujeme analogicky. Prvocisla mensi nez 20 jsou 2,
3,5, 7,11, 13, 17 a 19. Pak urc¢ime hodnoty «a(p):
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keN,2k<20

@)= ¥ [B]=[2)+[2) =5
kEN,3k<20

0G)= T [B)=[2]=4
kEN,5k<20

Odtud
200= [ p"® =2%3%5%7211" 13" 17" 19"

peP,p<20
2. Obdobné jako v Poznamce 2.16 odhadnéte, kolik je prvocisel mensich, nebo
rovnych 1000.
Resent:
Dosadime z = 1000 do nerovnost{ (In2):Z — 24 —1 < 7(z) < 2(In4)Z +
+ V/z a odhadu 7(x) ~ . Obdrzime
99,14+ < 7(x) < 432,99 . ..
m(x) ~ 144,76 ..

Coz interpretujeme tak, ze prvocisel mensich, nebo rovnych 1000 je néco
kolem 145 a z nerovnosti je patrné, zZe jich je alespon 100, ale nejvyse 432.
Poznamenejme, ze ve skutecnosti je jich 168.

3. Pokuste se vylepsit odhad 7(z) < 2(In4){% + /2 uvedeny ve Vété 2.26.
Regent:
Diikaz Véty 2.26 se odvijel od nésledujiciho rozdéleni soucinu [ per p

[Ie=1I» II »

p€EP pEP pEP
pSx pSVr  JT<psz

Najdeme jiné rozdéleni tohoto soucinu. Hledejme h € (0,1) takové, aby

rozdéleni souéinu
[Ip=11» I »

p€EP peP peP
pSz p§zh zh<p§z
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vedlo k co nejlepsimu odhadu 7(x) pro dané x. Analogicky jako v dikazu
Véty 2.26 vyjdeme z nerovnosti

4% > Hp = H P H P g H P 2 (mh)”(x)*ﬂ'(xh) z (xh)ﬂ'(x)th '
peP peP pEP peP
ps p<zh  zh<p<e ch<p<z

™ 7$h . , P o . o v
Odtud mame 4% > (:Bh) (=) a stejnymi tpravami jako v dikazu Véty
2.26 dojdeme k nerovnosti

In4d =z

m(r) < — e +a" = g(x,h). (8.10)

Hledejme minimum funkce g(x, h) pro pevné zvolené = (hledame tedy mi-
nimum funkce g(h),  povazujeme za konstantu). Z rovnic

dg(z,h)  Ind z

_ Bl o —
oh thx—i—xlnx 0

plyne, Ze pro dané x je odhad (8.10) nejlepsi!, spliiuje-li h rovnici

In4 x
V dikazu Véty 2.26 bylo zvoleno h = % Vidime, zZe to nemusi vést k nej-
lepsimu odhadu, jaky jsme timto zptusobem schopni odvodit.

Vezméme konkrétni piiklad x = 1000. Potom h spliujici podminku (8.11)
je priblizné rovno 0,62418. V tom pripadé je

In4 In4 1000
T(w) < =

r _ 100062418 - .
Wz Y T 0.62aisimioo0 T 00 396,086

(Srovnej s predchozim odhadem 7(z) < 432,996 v prikladu 2. )

8.2.4 Vysledky Cviceni 2.6.1

Cviceni k podkapitole Dalsi vlastnosti (mnoziny prvocisel).

1. Dokazte, ze Z k(lfgkl = O(1). (Navod: Dokazte existenci ¢isla ¢ € R ta-

kového, ze Z klnk < ¢ = konst. € R. Pouzijte myslenku integralniho

kritéria konvergence rady. Integrujte per partes.)

2
10véite, ze 2 ggﬁ’h) > 0, tj., ze g(h) opravdu nabyvéd svého minima pro dané = = 2 !
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Resent:

Snadno se presvédéime, Ze Vk € N,k = 2 plati nerovnost k(k — 1) = k2,
nebot Vk € N, k = 2 jisté plati

k-2 >0 |k
-2k = 0 | +k?
U2 —2% = K2 |:2
K-k = L2
k(k—1) 2 3k

Proto

. Ink “lnk = _Ink
R T P .

Obr. 8.1 Soucet ploch Sy je jisté mensi, nez plocha pod kriivkou y = f(z) na
intervalu (1, 00).

Z definice Riemannova integralu plyne!, Ze

Integral floo f(z)dz vyjadiuje plochu pod grafem funkce f(x) (a nad osou z) na intervalu

(1,00), zatimco . f(k) predstavuje soucet ploch obdélniku uvnit¥ této plochy (viz obr.8.1)
k=2
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Z2lnk < /2m—fdx. (8.13)
s

A tak, podle (8.12) a (8.13), plati nerovnost

> lnk T Inz
< 2——dzx. 8.14
Y e @19

2 r=1

1

Ozna¢ime-li w = Inz, v/ = 4, pak v/ = 1 -
) x2)

_ _ : . 1
= ;, U = —- a Integracl per partes

dostavame
1 [—1 o >~ 1
. |z 1 1
B —Inz 1]% B
— " Al —
(8.15)
( —Inz 1 ) —Inl 1
= lim e - | =
T—500 T T 1
—— =~ S——
—0('H)  —0 =0

= 1.

Podle (8.14) to znamen4, ze
. Ink ]
0= Z - § / ﬂ dz =2 = konst. € R. (8.16)
k=2
Proto
> lnk
lim su
D -1

k=

To (viz definice O(1) v podkapitole 0.2) znamena, ze

'Podle vzorce [wu.v'dz =wu.v— [v/ vdz.
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Zk lnk ~on).

k=2

2. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

Z%:In(n+1)+’y+g(n),

k<n

kde v € (0,1) je Eulerova konstanta, a g(n) je funkce spliujici pro kazdé

n € N nerovnosti .

n+1

< g(n) <0.
Resent:

Vyjdeme z dikazu Lemmatu 2.36, konkrétné ze vztahu (2.72), ktery rika,

ze
1 k+1 1 o) 1 k+1 1
= - — —dt - — —dt ). 8.17
X)X G ) e
k<n §:n+1 ,
oznaéze f(n)
A navic je zde dokazano, ze f(n) < n_+1 pro kazdé n € N, a je zfejmé, ze
0 < f(n). Proto
0< f(n) < —
n —
n+1’
1
<
n+1 —/n) <
Oznacime-li g(n) = —f(n), pak podle vyse uvedeného pro kazdé n € N
plati
! <g(n) <0
— n :
n+1 J

Jednoduchou tipravou'! vztahu (8.17) obdrzime rovnici

n+1 1

)= Z——/ S+ f(n). (8.18)

1Se¢teme integraly, tzn. > (f:“ %dt) = flkﬂ 1dt.
k<n
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Odtud
1 n+1 1
- = ’y+/ —dt — f(n)
k 1t
k<n
1 n+1
- = 7-1—/ —dt+g(n)
k<n
(8.19)
1
P v+In(n+1)—Inl +g(n)
k<n =0
1
L= (1) + g(n),
k<n
kde (viz vyse) ——5 < g(n) < 0.

8.3 Hustoty mnozin

8.3.1 Vysledky Cviceni 3.1.1

Cviceni k podkapitole Asymptotickd hustota.

1. Ovéite, Ze pro kazdou mnozinu A C N existuje jeji horni a dolni asympto-
tickd hustota d(A), respektive d(A), ale nemusi nutné existovat asympto-
ticka hustota d(A).

Resent:

Diikaz tohoto tvrzeni naleznete v ucebnicich matematické analyzy. Je tam
realnych cisel nemusi existovat. Ve Véte 3.5 je popsana mnozina prirozenych
¢isel, ktera nemé asymptotickou hustotu. Ale kazda posloupnost ma své
limes inferior a limes superior. A tak musi existovat i limes superior a limes

inferior posloupnosti @, @, .... Tj. existuji hodnoty
- A
d(A) = limsup (n)
n—oo n
a
A(n)

d(A) = liminf

n—o0 n
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2. Dokazte, Ze pro kazdou mnozinu A C N plati, ze 0 < d(A) < d(A) < 1.
Resent:

Cisel mensich, nebo rovnych n, které patif do mnoziny A je nejvyse n
a nejméné 0. Symbolicky zapsano

0< A(n) < n.

Odtud dostavame pro kazdé n € N odhady

0< A <
n
Proto " y
0 < liminf (n) < lim sup (n) <1
n—ro0 n n—00 n

Podle definice horn{ a dolni asymptotické hustoty mnoziny A to znamend,
e 0 < d(A) < d(4) < 1.

3. Dokazte, ze existuji mnoziny, jejichz asymptotické hustota spliuje d(A) = 1
a presto A # N. (Jde napriklad o mnoziny typu A = N — K, kde K je ne-
prazdné kone¢nd podmnozina mnoziny ptirozenych ¢isel.)

Resent:
Dokazeme, ze mnozina A = N — K, kde K je neprazdna konec¢na podmno-

Zina mnoziny prirozenych ¢isel ma asymptotickou hustotu rovnu 1. Pred-
pokladejme, ze mnozina K ma celkem k prvku, tj.

K ={ny,ng, ... ,ng}.

Proto pro kazdé n > ny, plati’

An)=n—k
A tak
. An . n—Fk ) n . k
d(A) = hmﬁz lim —— = lim — —lim — =1,
n—oo N n— 00 n n—oo N n—oo N
~—
=1 —0
Mezi éisly 1,2,...,n pouze ¢&isla ni,na,...,n, nepatii do mnoziny A. Tzn. mezi &isly

1,2,...,n je celkem n — k ¢isel, které patii do mnoziny A.
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4. Ovérte, ze existuji nekonecné mnoziny, jejichz asymptoticka hustota spliuje

d(A) = 0. (Napifklad mnozina A = {n? | n € N}.)
Regent:

Mnozina A obsahuje druhé mocniny piirozenych ¢isel, tj. A = {1%,2% 3% ... }.
Abychom mohli urcit d(A), musime znat zavislost A(n) na n, jinak feceno,
musime védét, kolik prvkiit mnoziny A je mensich, nebo rovnych danému n.

Predpokladejme, ze je jich celkem m. To znamend, ze predpokladdame A(n)
= m a plati
P<22<-.<m?<n<(m+1)>2

Musime ur¢it hodnotu m v zévislosti na n. Z nerovnosti m* < n < (m+1)2

plyne, ze
ViE £ i < Am T 11,

m<Vn<m+1.

Proto m = [y/n].! Znamen4 to, 7e pro kazdé n € N jsou splnény nerovnosti

o< A _ Vil Vo (8.20)

n n n

a evidentné plati
Vn 1

lim Y = lim —— = 0.
Proto z (8.20) plyne
A
d(A) = lim Al =0.
n—oo N

5. Pridame-li, nebo odebereme-li z dané mnoziny A konecny pocet prvki, pak
asymptoticka hustota vysledné mnoziny je stejna jako asymptoticka hus-
tota mnoziny A (za predpokladu, ze d(A) existuje). Tj. pokud A, K C N, K
je kone¢nd mnozina, pak d(AUK) = d(A) a také d(A— K) = d(A). Dokazte.

Resent:

Podle predpokladu je mnozina K konecna. Predpokladejme, Zze ma k prvk.
Mnozina A — K je mnozina A, ze které jsme odebrali ty jeji prvky, které

1Viz Definice 1.11.
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patii také do mnoziny K (obsahovala-li jaké). Je proto zfejmé, ze odebereme
nejménd 0 a nejvyse k prvki. Tzn. pro kazdé n € N existuje &, takové, Ze!

(A= K)(n) = A(n) — kn,

kde 0 < k, < k.
Proto
A-K A(n) — A
d(A-K) = lim A=K = lim Aln) = = lim Al _ lim kn _ d(A).
n—00 n n—00 n n—oo N n—oo M,

=0

Vztah d(A U K) = d(A) obdrzime analogicky, staci si uvédomit, ze (A U
UK)(n) = A(n)+ k,, kde 0 = k, S k.

. Dokazte, Ze neexistuje asymptoticka hustota mnoziny A = U,en{6"+1, 6"+

+2,...,2.6"}.
Resen:

Podle zadéani je

A = {64+1,6+2,...,26 U{62+1,62+2,...,2.62}U

(8.21)
u{6*+1,6°+2,...,2.63tU---
Z toho je patrné, ze pro kazdé n € N, n = 2 plati
A(6™) £ 2.6" 1 a zaroven A(2.6") = 2.6" — 6" (8.22)
Pokud by existovala asymptotickd hustota d(A), muselo by platit
A(n) A(6") 267t 2 1
W=t = = =g =gy 6%
a zaroven
A A(2.6" 2.6" — 6" 1
d(A) = lim Aln) = lim A(267) > lim ——— =1—-=—. (8.24)

Z predpokladu, ze asymptotickd hustota d(A) existuje, jsme dospéli k vy-
roku (viz (8.23) a (8.24)), ze d(A) < 3 a zdroven d(4) = ;. To je spor!
Proto d(A) nemuze existovat.

YA — K)(n) je pocet prvkii mnoziny A — K, které jsou mensi, nebo rovny n.
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8.3.2 Vysledky Cviceni 3.2.1
Cviceni k podkapitole Logaritmickd hustota.

1. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny prirozenych cisel, které ve svém
dekadickém zépisu zacinaji ciframi 11. Tzn. jde o mnozinu A = {11, 110, 111,
...,119,1100,1101,...,1199,... }.

Resent:
Jak vidno,

A = {11,110,111,...,119,1100,1101,...,1199,...} =

= (J{1107, 11107 +1,... 11107 + 10/ — 1} (8.25)
j=0

Oznacme

Lj - E —-.
a
. a€A )
11.109<a<11.109+1

Potom (viz (8.25)) plati

1 1
Lj - Z E = - Z E
11.109 -1

11.109<k<11.1054105—1—1 k<11.1094109-1—1 k<

il

Nyni vyuzijeme toho, ze pro kazdé n € N plati (viz Cviceni 2.6.1) > % =
k<n
=lIn(n+ 1)+ v+ g(n), kde v je konstanta, a g(n) spliuje nerovnosti —

—n%l < g(n) < 0. Proto

L; = In(11.107 +10°7") + v+ g(11.107 + 107" — 1) —
—In(11.107) — vy — g(11.10° — 1) =

o 11.107 + 10771
11.104
—g(11.107 — 1) =

) +g(11.107 + 10771 — 1) —

~ <1 + %) +a(j), (8.26)
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kde a(j) = g(11.107 +10°~! — 1) — g(11.10? — 1). Navic (viz Cviceni 2.6.1)

1 () < !
11100 + 1071 DS 11100

& 1 ’ .
A protoze 1107 plati nerovnosti

1
11.109+109—1 <

1 ) < 1
11100 >V S 1110

(8.27)

Uvazujme libovolné pevné n € N. Jisté existuje j, € N takové, ze 11.10' <
< n < 11.10’~*!, Hodnotu j, uréime snadno:

11.107m <n < 111011
In (11.107) <lnn < In(11.107%1)
nil+j,In(10)  <ln  <knll+(j,+1)In(10)  (8.28)

JnIn(10) <lnn—Inll < (4, +1)In(10)

. Inn—Inll .
Jno S o) < Jn+ 1L

A tak existuje jedind moznost, a to!

. Inn—In1l
= 1T mao) |

Protoze 11.10° < n < 11.10~*!, plati odhady

Jn—1 Jn+1
Z L; < Z Z L;. (8.29)
acA

Vyuzijeme (8.26) a (8.27) a obdrzime tak

Jn—1 Jn—1 Jn—1 1
2L 2 ZID(HE) ~ 2w 2

=0 §=0
Jn—1 [e’e] 1
> — ) = —
= Z i (1 * 110) z:: 11.100
1\ 10
= el (14— ) -~ 8.30
J n( * 110) 99 (8:30)

H[z] oznacuje celou ¢ast éisla x.
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Obdobné
Jn+1 Jnt+1 Jn+1 1
L; < In|1+— - <
Z Z n( * 110> * ; 11.107
= 1 1
< In|1+-— - =
2 n( * 110> AR
Jj=0 j=0
1 10
— (14— )+ = 8.31
/ n<+110>+99 (8:31)
Pomoci (8.30) a (8.29) a Véty 3.10 odhadneme dolni logaritmickou hustotu
mnoziny A:
1 ju1
lim inf == > lim = >
n—00 nn n—oo Inn
. Jn 1 10
> lim | 2w (14— ) —
= aoee [ Inn n( +110) 99 In 7

—0

In (1 + ﬁ)
In 10
Analogicky bychom mohli (pomoci (8.31)

(8.32)

a (8.29)) odvodit nerovnost

n—oo

>
lim sup = M. (8.33)
nooo 1NN In 10
Z (8.32) a (8.33) plyne
> >4
I+ 15) (11n+10ﬁ> < lim inf = < lim sup =

<ln(1+flo)'

nn n—ooo Inm T In10

1
a

acA
A tak existuje limita lim 2

—— a plati (viz Véta 3.8)
n—o0

187
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>4
i 2 o0 m) g 0 LY g
wte Innm  Inlo  C8w 110/~ 2V

2. Naleznéte logaritmickou hustotu mnoziny A = (J;{6”+1,6/+2,...,2.6’}.

Resent:

Reseni je obdobné jako v pfedchozim piikladu. Definujme

1
Li= > p (8.34)
a€A
6J §a<6j+1

Potom (viz Cviceni 2.6.1)

1

67 +1<k<2.67

S %_Z%:

k<2.69 k<67
1 1 1 1
RPN D
k<2.67—1 k<65—1

-1 , , . .
= 56 +1In2.6' +¢(2.6’ —1) —In6’ —g(6’ — 1) =

2.67 1 , :
— S P 1) — (6 — 1) =
= In < o > 5e T 9(2.6" —1) —g(6’ — 1) =

= In2+a(j), (8.35)

kde a(j) = —5 + 9(2.6/ — 1) — g(67 — 1) a plati (viz Cvicen{ 2.6.1)

1 L @) < 11
2.6 aJ 267 6

1 , 1

67

|
|
A
Q
<
A
[\)
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Uvazujme libovolné n € N a najdéme j, € NU{0} tak, aby 6/» < n < 6/nT1,

" < n < 6!

Jnln6 < Inn < (j,+1)In6
e
I = 56 < (Jn+1)
Proto
Jn = Fli—z} : (8.36)

Plati nerovnosti 6/» < n < 6’1, Ze vztahu (8.34) proto plyne, Ze

jn_l ]n+1

YL < Zl <> L
3=0 e

Déle vyuzijeme (8.35) a obdrzime tak

1
) < Z
(In2 4+ a(j)) _Za <Y (In2+a@j)),
j=0 aiﬁ Jj=0
jn_l jn_l 1 ]n+1 ]n+1
< Z
Zln?—l— Za(j) :Za < Zan—i— Za(]),
Jj=0 j=0 “gg j=0 Jj=0
jn_l 1 ]n+1
a2+ 3 a() Y = < (u+ 22+ S alj).

Ze vztahu (8.36) pak plynou nerovnosti

jn_l 1 1 ]n+1
N ST ot 1
jpIn2 Z6j: a<(‘7n+2)1n2+22'6j,

J=0 2 7=0
'ln2—§:1< 1<('+2)ln2+§: !
In LG = Lag SV 296

= =0

. 6 1 , 3
]nln2—géza<(]n+2)ln2+g,

a€A
asn
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Nyni dosadime za j, - viz (8.36)
Inn Inn 3
_ < J— —
[1n6}1n2 g ([lnﬁ} +2> 1n2—|—5. (8.37)

Diky nerovnostem (8.37) mtzeme odhadnout horni a dolni logaritmickou
hustotu mnoziny A.!

Nejprve odhadneme zdola dolni logaritmickou hustotu. Protoze

1 1
Vn € N : ﬂan—QS -,
In 6 ) < a
aSn
musi platit
> 5
In2—8 "
i B6J02 8 (8.38)
n—00 Inn n—oo Inn
Limitu vlevo v nerovnosti (8.38) uré¢ime snadno:?
Inn In2—8 Inn n?2 6
lim [lnﬁ} = lim [1116} — lim _5 _
n—00 Inn n—oo  Inn n—oo Inn
=0
Inn
— lim <ln6 8”) In2 —
n—o0 Inn
Innln?2 . g,ln2
= lim — lim =
n—oo In6Ilnn  n—oo Inn
=0
In2
= —. 8.39
In 6 ( )
Dosadime-li (8.39) do (8.38), obdrzime
Z 1
In2 o ’
— < liminf —. 4
In6 — so0 Inn (8.40)

Obdobné, (viz nerovnosti (8.37))

1 Inn 3
VnEN:ZE< ([R] +2)1n2+5,
acA

1Uvidime, ze horni a dolni logaritmicka hustota se rovnaji. A tak existuje i logaritmické
hustota mnoziny A a je rovna téze hodnoteé.
2C{slem ¢,, ozna¢me zlomkovou &ast &isla 1“” . A tak pro kazdé n e Nplati 0 < ¢, < 1.
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191
proto musi platit
> .
aca ¢ Inn 3
asn Tn e + 2 ln 2 + T
limsup ~—— < lim (e +2) 5. (8.41)
n—00 nn n—00 Inn

Limitu vpravo v nerovnosti (8.41) ur¢ime snadno:

po (Rel+2m2+ 2[R In2
n—00 Inn n—00 Inn

21n2 3

+ lim ne_ lim —2—
n—oo Inn  n—oolnn
—_——

-0 -0
In2
—. 8.42
In6 ( )
Dosazenim (8.42) do (8.41) obdrzime
1
aze’; ’ In2
I =<2 8.43
lgl_il.}p Inn — In6 ( )

Spojenim nerovnosti (8.40) a (8.43) obdrzime

2.4 > 4

ln 2 acA acA

In2

2 <liminf =" < i =n < 22

In6 — 17521013 Inn — lin_igp Inn — In6
Z 1

acA
o v . v . . .. . <
Proto muzeme tvrdit, Ze existuje limita lim ~=-

i a je rovna
nn

n—oo

>t
acA

. aZn In2
lim = —
n—o0 ln n ln 6

Podle Véty 3.8 to znamena, ze

_ln2

5(4) = .

= lim sup Alk)

sup —— .
m— 00 p k k—00 k

kZ>m

3. Necht A C N. Dokazte, ze lim < A<k>>



192

Vysledky cviceni

Resent:

. . A(k) - ..
Uvazme, Ze sup Alk) je supremum mnoziny

k
k>m

Qm_{A(m) A(m +1) A(m+2)’m}

Y

m m+1 " m+2

a lim sup Ak) je nejvétsi hromadny bod mnoziny

k
k—o00

a tedy i mnoziny @, (mnozina @, vznikne odebranim pouze konecné
mnoha prvkil z mnoZiny Q, a tak musf mit stejné hromadné body?!).

Supremum mnoziny @,, je bod (¢islo), ktery je (kromé jiného) vétsi, nebo
roven libovolnému bodu mnoziny @),,. Hromadny bod mnoziny @, je li-

mitou néjaké posloupnosti prvkia z @),,, proto i on je mensi, nebo roven
supremu mnoziny @,,. Symbolicky zapséno:

VYm € N : sup # 2 lim sup %k) (8.44)

kZ>m k—o0

Oznacime-li s = lim sup %, pak podle (8.44) musi pro kazdé m € N platit

k—o0
A
sup Alk) 520,
a tak
Ak Ak
sup (k) — 5= supﬁ—s (8.45)

Cislo s je nejvétsi hromadny bod mnoziny (). Znamena to, ze pro libovolné
5 > 0 existuje jen konecné mnoho prvkii mnoziny () vétsich nez s + 5.

'Hromadny bod mnoziny Q si miizete predstavit jako puntik na realné ose, kolem kterého

se ,hromadi“ prvky (¢isla) z mnoZiny @ a to tak, Ze v libovolné malém okoli tohoto bodu
vzdy najdeme nekonec¢né mnoho prvki z mnoziny Q. Proto, odebereme-li z mnoziny () konecny
pocet prvki, nic se nezméni - hromadny bod zistane hromadnym bodem.
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Abychom vsechny takové prvky odstranili, staci zvolit dostatecné velké m
(oznaéme jej myg) tak, aby mnoZina Q,,, tyto prvky neobsahovala'. (Mno-
ziny Qum, kde m = my pak takové prvky také neobsahuji.) Symbolicky
zapsano?:

A(k)

V€>03m0€NIszmO;T

A

s+

DO ™

Prvky vSech mnozin @,,, kde m = mq spliuji, Ze jsou mensi, nez s + 3.
A tak suprema téchto mnoZin mohou byt nejvyse rovna s + 5 a urcité jsou
mensi, nez s + . Symbolicky zapsano:

A(k)

Ve>0§|m0€N:Vm§m0:supT < Ss+e,
k=2m
po drobné tupravé nerovnosti dostaneme
Ak
Ve > 0dmgy € N : Vm 2 my : sup ( )—s<5
a s vyuzitim (8.45)
Ak
Ve > 03dmy € N: Vm = mg : [sup ;)—s <e (8.46)
k>m

Tvrzeni (8.46) je ekvivalentni (viz definice limity posloupnosti) s tvrzenim

lim (sup A(k)> = s.

A(k)
Tk

Nyni si staci jen vzpomenout, ze lim sup
k—o0

= S.

8.4 Kongruence na mnoziné celych cisel

8.4.1 Vysledky Cviceni 4.1.1

Cviceni k podkapitole Relace kongruence na mnoziné celych cisel.

'Nezajima nés konkrétni hodnota &isla mg, stadi ndm ke $tésti védomi, Ze takové mg uréité
existuje!

2Tento z4pis znamend, %e pro dané € najdeme Q,,, neobsahujici prvky, které by byly vétsi,
¢i rovny s+ 5.
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1. Dokazte nasledujici tvrzeni. Pokud je rozdil dvou celych ¢isel délitelny c¢is-

lem m, musi tato ¢isla patiit do stejné zbytkové ttidy modulo m.

Resent:

Uvazujme cCisla 1, 2 € Z jejichz rozdil je délitelny ¢islem m. To jest, exis-
tuje k € Z takové, ze

1 — L9 = km

Mame za tikol dokazat, ze x1 a x5 v takovém pripadé patii do stejné zbyt-
kové tridy modulo m. To nastane, pokud x; = xo(modm). Ale pravdivost
vztahu x; = 25(mod m) okamzité plyne z Definice 4.1 :). Ta 1ika, ze

1 = xa(modm) & x1 — x9 = km

8.4.2 Vysledky Cviceni 4.2.1

Cviceni k podkapitole Linedrni kongruence.

1. Naleznéte vSechna feSeni linedrni kongruence 14x = 5(mod 23).

Resen:
Jde o linedrni kongruenci ax = b(modm), kde a = 14, b = 5 a m = 23,
ged(a, m) = ged(14,23) = 1. Podle Véty 4.14 muzeme tvrdit, ze feseni bude
jediné.

Jak jej nalézt? Existuje jen dvacettri riznych zbytkovych tiid modulo 23,
a tak by nebyl problém vzit jednu po druhé a vyzkouset prostym dosazenim
do kongruence, ktera vyhovuje. Nicméné tento postup je vhodny jen pro
mald m. Proto, z cviénych divodii, najdeme feseni postupem uvedenym
v dikazu Véty 4.14.

Nejvétsim spolecnym délitelem ¢isel 23 a 14 je ¢islo 1. Postupem uvedenym
ve Cviceni 1.2.1 vyjadiime ged(23, 14) jako linedrni kombinaci ¢isel 23 a 14.
To jest, potiebujeme nalézt cela cisla xg a yo tak, aby 1 = 2423 + yo14.

Nejprve pouzijeme Euklidiv algoritmus.
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23 = 11449 (8.47)
14 = 1945 (8.48)
9 = 15+4 (8.49)
— 1441 (8.50)
= 41+0
Z rovnice (8.50) vyjadiime ged (23, 14), tj. ¢islo 1.
1=5-14 (8.51)

Z rovnice (8.49) vyjadiime zbytek 4 (4 = 9 — 5) a dosadime do rovnice
(8.51). Obdrzime
1=5-(9-5). (8.52)

Z rovnice (8.48) vyjadiime zbytek 5 (5 = 14 — 9) a dosadime do rovnice
(8.52). Obdrzime
1=14—9—(9— (14— 9)). (8.53)

Z rovnice (8.47) vyjadiime zbytek 9 (9 = 23 — 14) a dosadime do rovnice
(8.53). Obdrzime

1=14-(23—-14) — ((23 —14) — (14 — (23 — 14))). (8.54)
Tuto rovnici jesté upravime:
1 = 14—-234+14—(23—14)+ (14 — (23— 14))
1 = 14—-23+14—-23+14+4+14—-23+ 14
1 = —-3.23+_5 .14 (8.55)
—~— ~~

=Zo =Y0

V zadané kongruenci 14z = 5(mod 23) potfebujeme vyjadrit ¢islo 5 pomoci
linedrni kombinace ¢isel 14 a 23. Proto rovnici (8.55) vyndsobime ¢islem 5.
Obdrzime tak rovnost 5 = —15.23+25.14. Dosadime do zadané kongruence:

14x = 5(mod 23)

4 = —15. 23, + 25  .14(mod23)
N N
=0(mod23) =2(mod 23)

4z = 2.14(mod 23)
r = 2(mod 23) (8.56)
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Z (8.56) plyne, ze hledanym fesenim kongruence 14z = 5(mod 23) je zbyt-
kové tiida 293

. Naleznéte vSechna feseni linearni kongruence 3z = 15(mod 6).

Resent:

Pridrzime-li se oznaceni uzivaného ve Vété 4.14, pak fesime linedrni kon-
gruenci ax = b(modm), kde a = 3, b = 15 a m = 6. Protoze ged(a,m) =
= ged(3,6) = 3 déli ¢islo b = 15, mé tato kongruence pravé tri riznd reseni.

Jak je nalézt?

Vsechna ¢isla vyskytujici se v kongruenci 3z = 15(mod 6) podélime ¢islem
ged(a,m) = ged(3,6) = 3. Obdrzime tak kongruenci z = 5(mod 2). Ta ma
jiz jen jediné Teseni (nebot ged(1,2) = 1). A evidentné jim je zbytkova tiida

27_()2 = 52.

Reseni zadané kongruence 3z = 15(mod 6) pak dostaneme tak, ze pticitame
nasobky cisla 2. Vime, ze feseni jsou prave tri, proto hledana reseni najdeme
jako

‘r_067 Zo + 267 Zo + 46'

56, D + 26, b + 4.

Tzn., jde o zbytkové tiidy 5g, 76 a 9. Tento vysledek jesté miZzeme upravit.
Jde o zbytkové t¥idy 5g, 1g a 3.

. Naleznéte vsechna FeSeni linedrni kongruence 32x = 10(mod 46).

Resen:
Budeme postupovat obdobné jako v predchozim prikladu. Nejprve vsechna
¢isla vyskytujici se v kongruenci 32x = 10(mod 46) podélime nejvétsim

spolecnym délitelem cisel 32 a 46, tj. ¢islem 2. Obdrzime

162 = 5(mod 23).

Nalezneme TeSeni této kongruence (bude jediné, nebot ged(16,23) = 1).
Budeme postupovat stejné jako v prvnim ptikladé tohoto cviceni. Nejprve
Euklidovym algoritmem nalezneme ged(23, 16).
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23 = 11647 (8.57)
16 = 2.7+2 (8.58)
7T = 32+1 (8.59)
2 = 2140
Z rovnice (8.59) vyjadiime ged(23,16), tj. ¢islo 1.
1=7-32 (8.60)

Z rovnice (8.58) vyjadiime zbytek 2 (2 = 16 — 2.7) a dosadime do rovnice
(8.60). Obdrzime
1=7—3.(16 —2.7). (8.61)

Z rovnice (8.57) vyjadiime zbytek 7 (7 = 23 — 16) a dosadime do rovnice
(8.61). Obdrzime

1= (23— 16) — 3.(16 — 2.(23 — 16)). (8.62)

Odtud dokézeme vyjadriit ged(23,16), tj. ¢islo 1, jako linedrni kombinaci
(soucet nasobkt) ¢isel 23 a 16.

= 23— 16— 3.(16 — 2.(23 — 16))

— 23— 16— 3.16 + 6(23 — 16)

= 23—-16—-3.16+6.23 —6.16

—_ = = =

7 23— 10 .16 (8.63)
~— ~~

=Zo =Yo

V feSené kongruenci 16z = 5(mod 23) potrebujeme vyjadrit ¢islo 5 jako
linedrni kombinaci ¢isel 23 a 16. Proto vynasobime rovnici (8.63) ¢islem 5.
Obdrzime tak

5 = 35.23 — 50.16.

Po dosazeni do 16z = 5(mod 23) fesime kongruenci

16z = 35.23 — 50.16(mod 23)

160 = 35. 23 — 50, .16(mod23)
=0(mod23) =4(mod 23)

162 = —4.16(mod 23)

r = —4  (mod 23) (8.64)
—~—

=19(mod 23)
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Miuzeme proto tvrdit, ze 19,3 je FeSenim kongruence 16z = 5(mod 23).
Vsechna teseni zadané kongruence 32z = 10(mod 46) proto dostaneme jako

1946, 19 + 2346.

To jest, hledanymi feSenimi zadané kongruence 32z = 10(mod46) jsou
zbytkové tiidy 1946 a 4246.

8.4.3 Vysledky Cviceni 4.3.1

Cviceni k podkapitole Fermatova - Eulerova véta.

1. V Pozndmce 4.24 bylo ukazéno, Ze kongruence a®"™ = 1(modm) nemusi

byt splnéna v pripadé, kdy ged(a,m) # 1. Existuji néjakd Cisla a a m, ta-
kova, ze ged(a, m) # 1 a pritom plati a#™ = 1(modm)?

Resen:
Z4dna takova ¢isla a a m neexistuji. Dokdzeme to sporem. Predpokladejme,
ze ged(a,m) = d > 1 a plati

a?™ = 1(modm). (8.65)
Podle definice kongruence je vztah (8.65) ekvivalentni s tvrzenim

a?™ —1 = km, (8.66)

kde k je néjaké celé cislo.

Protoze ged(a,m) = d, existuji ¢isla ay a my tak, ze a = da; a m = dm;.
Dosazenim do (8.66) obdrzime

d#Ma?™ _ 1 = kdm,
a po jednoduché tprave
d (d%@(m)*laf(m) . kml) ~1. (8.67)

Z rovnice (8.67) pak plyne, Ze d je délitelem ¢isla 1. To je ovSem spor
s predpokladem ged(a,m) =d > 1.

Ukéazali jsme tak, ze v pripadé, kdy ged(a,m) = d > 1, nemize nastat
a?™ = 1(modm).

. Pomoci Fermatovy véty naleznéte = € {0,1,...,6} spliujici kongruenci

r = 23%(mod 7).
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Resent:
Protoze ged(2,7) = 1, plati 2¢(7 = 26 = 1(mod 7). Proto

x = 2378 = 232191 = (20)21 = 15191 = 21 = 16 = 2(mod 7).
Regenim je tedy &islo o = 2.

3. Pomoci Fermatovy véty naleznéte z € {0, 1,2} splnujici kongruenci 5z = 1(mod 3).
Resen:
Hledané &slo x jisté nepatii do zbytkové t¥idy 0, nebot po dosazeni bychom
obdrzeli 0 = 1(mod 3) (a to neni pravda). Proto = € {1,2}. A tak ged(z,3) =
= 1. Podle Fermatovy véty je 22 = 1(mod 3). Vyndsobenim obou stran
zadané kongruence ¢islem x obdrzime kongruenci

5 2? = x(mod3).
S~

=1
Odtud je jasné, ze 5 = x(mod 3) a tak x = 2.

4. Pomoci Fermatovy véty naleznéte x € {0,1,2} spliiujici kongruenci 2z% +
+ 5z 4+ 1 = 0(mod 3).
Resen:
Hledané ¢éislo x jisté nepatii do zbytkové tiidy 0, nebot po dosazeni bychom
obdrzeli 1 = 0(mod 3) (a to neni pravda). Stejné jako v predchozim piikladé
pak musi platit, Ze 22 = 1(mod 3). Dosazenim do zadané kvadratické kon-
gruence obdrzime 2 + 5z + 1 = 0(mod 3). A tak

5z = —3(mod 3),
5x = 0(mod 3),
x = 0(mod 3).

To by ovSem znamenalo, Zze x = 0. Tuto moznost jsme vSak vylou¢ili. Z toho
plyne, ze zadana kongruence nema reseni.

8.5 Operace na 7,

8.5.1 Vysledky Cviceni 5.0.2

Cviceni ke kapitole Operace na Z,,.

1. Véta 5.5 tikd, ze neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni zbytko-
vych t¥id modulo n je zbytkova tiida 1,. NemiiZe ale roli neutrdlniho prvku
hrat i jina zbytkova ttida ze Z,7 Dokazte, ze ne, zZe existuje pouze jediny
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neutralni prvek vzhledem k operaci nasobeni zbytkovych tiid (Definice 5.1).

Resen:

Podle Véty 5.5 je 1,, neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni na Z,. A tak
vime, ze neutrdlni prvek vzhledem k nasobeni na 7Z, existuje. Predpokla-
dejme nyni, ze €, a také €3, jsou neutrdlni prvky vzhledem k nasobeni
na Z, (a ukadzeme, ze ve skutecnosti jde o tentyz prvek a ne o dva ruzné).
Podle definice neutralniho prvku, musi platit:

€1p = €1,€2;, = €2y
Prvni rovnost nastane, nebof €3, je neutralni prvek a druhda rovnost plati,

nebof €71, je neutralni prvek. Odtud vidime zZe nemohou existovat dva rizné
neutralni prvky.

. Dokazte, 7ze ke kazdému prvku v Z, — {0, } existuje jeho prvek inverzni

(vzhledem k ndsobeni) pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

Resent:
Uvazme, %e Z, —{0,} = {1,,2,,...,n — 1,,}. Podle Véty 5.9 maji viechny
zbytkové t¥idy z Z, — {0, } multiplikativn{ inverzi pravé tehdy, kdyz

Va €{1,2,...,n—1} : ged(a,n) = 1. (8.68)

Kdyz n je prvocislo, je vyrok (8.68) jisté pravdivy. Pokud n neni prvocislo,
je n jisté délitelné néjakym cislem a, které spliiuje nerovnosti 2 < a < n.
Potom by ale ged(a,n) = a # 1. Pro n, které neni prvodéislo tedy (8.68) neni
pravdivy vyrok. Proto (8.68) je pravda pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

. Vytvorte tabulku nasobeni zbytkovych ttid modulo 7.

Resent:
Viz tabulka 8.1.

. Pomoci tabulky nésobeni v Z; (Tabulka 8.1)vyfeste linedrni kongruence

3z =2(mod7) a =5z = —2(mod 7).
Resent:

e Resime kongruenci 3z = 2(mod 7). V Tabulce 8.1 nalezneme multipli-
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Tab. 8.1 Tabulka nasobeni v Zs.

= OO WOl W
DN = O = | O O Ot
N W OO OO

olo|lo|lo|loclololo
g w| R o ool N
w| oo R e o i~

O T | W =] O =

ST WNH-O| -

kativni inverzi ke zbytkové tiidé 3 - je to zbytkova t¥ida 5. Proto:
3z = 2(mod7) |5

5-3x

=1

10(mod 7)

x = 3(mod7)

Resenim zadané kongruence je proto zbytkova tifda 3;.
Zkouska: 3xr =3-3 =9 =2(mod 7).

e Resime kongruenci —5z = —2(mod 7). To je ekvivalentni feseni kon-
gruence 2z = 5(mod 7). V Tabulce 8.1 proto nalezneme multiplikativni
inverzi ke zbytkové t¥{dé 2 - je to zbytkova t¥ida 4. Proto:

—bx

—2(mod7) | +7

2¢ = 5(mod7) |4

=~
()
8
Il

20(mod 7)

r = 6(mod7)

Resenim zadané kongruence je proto zbytkova tiida 6s.
Zkouska: —5x =—-5-6=2-6=12=5= —2(mod 7).
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8.6 Aritmetické funkce

8.6.1 Vysledky Cviceni 6.1.1

Cviceni k podkapitole Fulerova funkce.

1. Vyteste Priklad 2.4 pro libovolnou ¢iselnou soustavu. Kolik procent priro-

zenych ¢isel mizeme vyloucit v pripadé pouziti ¢iselné soustavy o zakladu
n?

Resent:

Pomoci Véty 2.2 a k ni se vztahujici Poznamky 2.3 mtzeme urcit, jakou
cifrou miize koncit zapis prvocisla v ¢iselné soustavé o zakladu n. V takové
soustavé zapis z = 325 vlastné znamend, 7e z = 3n? + 2n + 5, obdobné
2125 = 2n3+1n%4-2n+5. Obecné, pouzivame-li &selnou soustavu o zakladu
n, pak cislo zapsané pomoci cifer ve tvaru a,, ...asaiag je rovno a,,n™ +
+ - 4 agn® + an + ap.

Vidime, ze cislo zapsané v ¢iselné soustavé o zdkladu n ma tvar

A"+ -+ agn® +an+ag = n (a,n™ "t + -+ agn + ap) +ag = nk + ao,

N S
-~

k

kde ag je posledni cifra v ciferném zépisu a samozrejmé vsechny cifry
a; €{0,1,...,n—1}.

Podle Véty 2.2 a Poznamky 2.3 muze byt cislo
2=y ...a0100 = nk + ag, kde k = 1

(Vsimnéte si, Ze uvazujeme nyni jen c¢isla vétsi, nebo rovnd n) prvocislem
pouze v pripadé, ze ¢isla n a ag jsou navzajem nesoudélnd, to jest, kdyz
ged(n, ap) = 1.

To znamenad, Ze ¢islo z = n, jehoz posledni cifrou v soustavé o zakladu n
je ag, kde ged(n,ap) = 1 muze (ale nemusi!) byt prvocislo. Ostatni ¢isla
nejsou prvocisla. Takovych cifer je mezi ¢isly 1,2,...,n — 1 (téchto hodnot
muze nabyvat ag) celkem ¢(n).

Z podezreni, Ze jsou prvocisly, jsme tak vyloucili vSechna cisla k ve tvaru

k = nk + ag, kde ged(n,ap) > 1.

Vyluc¢ujeme proto vsSechna cisla ze zbytkovych tiidy ag modulo n, kde
ged(n,ag) > 1. Téch je celkem n — ¢(n) (vSechny zbytkové t¥idy minus
ty z redukovaného systému zbytkovych tiid modulo n).
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Na zakladé vysledki Kapitoly 3 mizeme ponékud nepresné Tici, ze jsme
vyloucili

n =) 009 — ( _ M) 100%

n n

prirozenych ¢isel z podezreni, Ze jsou prvocisly.

2. Jaké n je tfeba v predchozim ptikladé zvolit, abychom maximalizovali pro-
cento prirozenych ¢isel u kterych mizeme vyloucit podezieni z prvocisel-
nosti?

Resent:

Predem feknéme, ze odpovéd na otazku neni zcela jednoznacna. Prostudujeme-li
predchozi priklad, je ziejmé, Ze hledame ¢islo n tak, aby hodnota %W byla
co nejvetsi. Uvazme, ze

Ulohu proto mtizeme pieformulovat. Hleddme n tak, aby hodnota @ byla
co nejmensi. Vyuzijeme Vétu 6.8. Podle ni pro n = p'p5* - - p*, kde py,

P2, ..., P jSOU navzajem ruzna prvocisla, plati

o) _ "Il (t-7) :ﬁ(1—l).

n n

I (1) (5.69)

i=1

byla co nejmensi. Vsimnéme si, Ze hodnota sou¢inu (8.69) nezavisi na hod-
notach exponentl ay, g, . . ., ag v kanonickém rozkladu n. Uvazujme proto
co nejmensi n. Je jim n = pypy - - - pp. Jaké zvolit k7 To jest, kolik prvocisel
by mélo byt v kanonickém rozkladu n = pps - - - pi, aby hodnota soucinu
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(8.69) byla co nejnizsi? Evidentné jsou splnény nerovnosti

2 § Di
1 1
- o> = 8.70
2 T pi ( )
11
2 - Di
1 1
1-- < 1—-—
2 Di
L1
2 - Di
A odtud snadno domyslime, ze
1 1
- <1-—x<1
2" Pi

Chceme-li co nejmensi soucin (8.69), mél by proto mit co nejvice éiniteli!.
To jest, k by mélo byt co nejvétsi. Jaké prvocisla p; vsSak zvolit? Malé?
Velké? Snadno odvodime, zZe pro p; < p; plati

pi < prI
1 1
J— > JE—
Di Pr
1 1
- < P
Di pr
1 1
- — < 1-—
Di pr

Je tedy v nasem zajmu, aby prvocisla p; byla co nejmensi. Zvolime proto
p1 =2, py =3, ....To jest, posloupnost p; je posloupnost vsech prvocisel —
nebudeme zadné preskakovat.

Nalezenymi adepty pro zaklad ¢iselné soustavy jsou proto nasledujici ¢isla

IN4sobime-li kladné &islo x kladnym ¢islem a = 1 — 1%, které je mensi nez jedna, dozajista
T

bude vysledek mensi, nez x.
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(uvedeme i kolik procent ¢isel vylouc¢ime z podezteni, ze jde o prvocisla)

ni =2 = vyloudime (1-—(1-1))-100% = 1-100%

—(1-%)(1-1))-100% = 2-100%

ne =2-3 = vylouéime

:]w

@
I
—

k
ng = [[ pi = vylouéime
i=1

1— L > 100% = 1=-100%
1

1—

:];r

ng =2-3-5 = vylouc¢ime <1

- = > 100% = a-100%

@
I
—

(8.71)

S rostoucim k roste ay. Méli bychom za zaklad ¢iselné soustavy proto zvolit
co nejvetsi ng. Posloupnost ¢isel ny, vSak evidentné roste nade vSsechny meze.
Nemuzeme proto vybrat nejvétsi cislo ng. Vidy musime zvazit, s jakou
nejvyssi hodnotou ny a tim padem i oy se spokojime.

3. Oznac¢me n; = Hf 1 Dir kde {p;}.2, je posloupnost vSech prvocisel. Déle
oznatme oy = 1 — H (1 — —> Dokazte, Ze hm ay-100% = 100%. To

jest, dokazte, Ze postupem popsanym v resemch predch0z1ch prikladt je
mozné pri volbé dostatecné velkého ny vyloucit z podezreni, ze jde o prvo-
c¢isla, libovolné velké procento cisel.

Resent:

Nasim cilem je dokazat, ze hm ap=1,kde a, =1 — H'.g (1 — pl> To je

k—oo i=1
logicky ekvivalentni s tvrzenim, ze

lim : (1 - l) = 0. (8.72)

=1

Rovnost (8.72) nyni dokézeme. Pro libovolné prvocislo p; snadno ovérime
pravdivost nésledujicich nerovnosti

(8.73)
pi—1)(pi+1) < pipi

Pi pit+l°
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Proto pro kazdé k € N plati

A tak

k k

1 1 1

Oﬁlliminf” (1——) < lim su ” (1——) < lim ——, (875

- k—o0 Py Di - k’—)oop ey Di — koo K 1 ( )
i=1 P

pokud limita lim —1— existuje. My vSak vime Ze ano! Podle Véty 2.7 plati

k
k—o00 1
k
lim 1% = 0. Proto

k—o0 i=1 o

Dosazenim do 8.75 obdrzime

k k
1 1
0 < liminf (1 — —) < lim SupH (1 — —) < 0. (8.76)

k—o0

Proto

8.6.2 Vysledky Cviceni 6.2.1

Cviceni k podkapitole Funkce sigma.

1. Dokazte, ze ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz oo(p) = 2.

Resent:

Je ziejmé, Ze p je prvodéislo pravé tehdy, kdyz mé pravé dva délitele (¢islo

1 a p). Jinak feceno, p je prvocislo pravé tehdy, kdyz oy (p) = 2.

. <. k P . L s
!Nebot v sou¢inu [;_, (1 — pi) nasobime samé kladné cisla.
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2. Dokazte, ze oborem hodnot funkce o( je mnozina N.
Resent:
Uvazme, ze plati
n=1 = op(n)=1(délitelé n : 1)
n=2 = oy(n)=2(delitelén :1,2)

n=2% = oy(n)=3(ddlitelé n :1,2,2?)

n=2""1 = ogg(n)=m(délitelén :1,2,...,2m°1)

3. Dokazte, ze liminf o¢(n) = 2.
n—oo

Resent:

Nejprve si vSimnéme, ze

Vn e N,n>1:00(n) 2 2, (8.77)
nebof kazdé prirozené ¢islo n > 1 ma alespon dva rtzné délitele, a to cisla 1
a n. Podle prvniho ptikladu tohoto cviceni navic vime, Ze pro posloupnost
vSech prvocisel {p;}:2, plati

Vi € N:og(p;) = 2. (8.78)
Proto
lim oo(p;) = 2. (8.79)
1—00

Z rovnice (8.79) plyne, ze ¢islo 2 je hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}52 ;.
Z (8.77) pak plyne, Ze 2 je nejmensim hromadnym bodem posloupnosti
{o0(n)}22 . Symbolicky zapsano

liminf og(n) = 2.
n—oo

4. Dokazte, ze limsup o¢(n) = oco.
n— o0

Resent:
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Uvazujme posloupnost ¢isel {27}12° . Jak jsme vidéli vyse, oo(2F) = k + 1.
Proto
lim 0(2%) = lim & + 1 = 0. (8.80)
k—o0 k—o0
Z (8.80) vidime, ze oo je hromadnym bodem posloupnosti {on(n)}5,.
Zadny vétsi hromadny bod posloupnost {oo(n)}5° , mit nemiize. Nekonecno
je proto nejvétsim hromadnym bodem posloupnosti {og(n)}° ;. Symbolicky
Zapsano

lim sup og(n) = oc.
n—oo
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